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Introduccion

El propésito de este libro es profundizar en el estudio de las curvas elipticas
a través de lo que podriamos considerar una generalizaciéon de la nocién de
reduccién. Recordemos que una curva eliptica E/K sobre un cuerpo K es
una curva proyectiva regular de género 1 definida sobre K en la que hemos
seleccionado un punto racional O € E(K). Es conocido que toda curva eliptica
es isomorfa a una cibica dada por una ecuacion de Weierstrass:

Y2+ a1 XY +a3Y? = X3 + ao X% + au X + ag,

para ciertos a; € K, de modo que el punto racional prefijado O se corresponde
con el Unico punto infinito de esta curva, a saber, el punto de coordenadas
homogéneas O = [0, 1, 0].

En este libro estudiaremos el caso en que K es el cuerpo de cocientes de
un dominio de Dedekind D. (El ejemplo bésico es Q como cuerpo de cocientes
de Z.) Entonces es posible elegir la ecuacién de Weierstrass de modo que tenga
sus coeficientes en D y, para cada ideal primo (no nulo) p de D, podemos
considerar su reduccion modulo p, es decir, la ecuacion de Weierstrass cuyos
coeficientes son las clases de los coeficientes a; en el cuerpo de restos k = D/p.

La reduccién de una curva eliptica ya no tiene por qué ser una curva eliptica.
Ello se debe a que puede tener un punto singular. En general, cada ecuacion de
Weierstrass tiene asociado un discriminante A € K (que depende polinémica-
mente de los coeficientes a;, por lo que estard en D si éstos estan), de modo que
la curva definida por la ecuacién es regular (y automdticamente eliptica) si y
s6lo si A # 0. El discriminante de la reduccién de E médulo un primo p es la
clase de A médulo p, por lo que la reduccion serd una curva eliptica si y sélo si
prA.

Esto nos permite ya distinguir clases de curvas elipticas segin su compor-
tamiento ante la reduccién mdédulo un primo p: una curva eliptica puede tener
buena o mala reduccidn médulo p, segiin que la reduccién sea o no eliptica.! En-
tre las curvas con mala reduccion se pueden dividir en varias clases atendiendo
al punto singular de la reduccién. (Sélo puede haber uno.) La mala reduccién es
multiplicativa si el punto singular es un nodo, es decir, que tiene dos tangentes
distintas o, equivalentemente, si al considerar la regularizacién de la curva le

1En realidad esto ha de matizarse, porque una misma curva eliptica puede describirse con
ecuaciones de Weierstrass distintas, y puede ocurrir que una tenga buena reduccién y otra
tenga mala reduccién en un mismo primo.

X
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aparecen dos antiimagenes distintas. Si, por el contrario, el punto singular es
una cuspide, es decir, que tiene una Unica tangente y una tnica antiimagen en
la regularizacién, decimos que la mala reduccion es aditiva. A su vez, todavia
es posible distinguir entre curvas con mala reducciéon multiplicativa racional o
irracional (distincién que no vamos a explicar aqui).

Con esto termina la clasificacién de las reducciones de una curva eliptica que
proporciona la teoria elemental. Como deciamos, nuestro propésito es llevar esta
clasificacién mucho mas lejos. El lector que esté familiarizado con la utilidad del
concepto de reducciéon y de la distincion entre los distintos tipos de reducciones
a la hora de comprender el comportamiento de las curvas elipticas, se podra
hacer una primera idea del potencial que ofrece avanzar en esta direccion.

La idea bésica que vamos a explotar es la siguiente: en principio, una
ecuacion de Weierstrass define un esquema proyectivo

C = Proy(K[X,Y, Z]/(F)),

donde F' es la homogeneizaciéon de la ecuacion de Weierstrass. Enfocar de este
modo el estudio de la curva definida por la ecuacién —en términos de la teoria
de esquemas— puede ser mas o menos provechoso, pero, en iltimo extremo, el
estudio del esquema C/K es equivalente al estudio de la curva E/K en términos
clasicos, es decir, concebida como un subconjunto cerrado del plano proyectivo
P?(K), donde K es la clausura algebraica de K. La idea que realmente aporta
algo nuevo es considerar el esquema W

W = Proy(D[X, Y, Z/(F)).

Si S = Esp D, el homomorfismo natural D — D[X,Y, Z]/(F) induce un
homomorfismo de esquemas W — S. Los puntos de S son el punto genérico 7
(el ideal nulo de D) y tantos puntos cerrados como ideales primos (no nulos)
tiene D. Como k(n) = Dy = K, resulta que la fibra genérica de W es

Wﬁ = PrOY(K[Xv Y, Z]/(F)),

es decir, la curva eliptica definida por la ecuacién de Weierstrass, mientras que
si p € D es un primo no nulo, entonces k(p) = D,/p = D/p es el cuerpo de
restos moédulo p, y la fibra correspondiente es

Wy, = Proy(k(p)[X,Y, Z]/(F)),

la reduccién de la ecuacién de Weierstrass médulo p.

El esquema W es un ejemplo de lo que llamaremos una superficie fibrada,
uno de los conceptos bésicos que vamos a estudiar en este libro. Notemos
que el nombre de “superficie” le conviene en cuanto que es un esquema de
dimensién 2, aunque es mas bien lo que podriamos llamar un haz de curvas.
Miés concretamente, es lo que llamaremos un modelo de Weierstrass de la curva
eliptica dada (el modelo de Weierstrass asociado a la ecuacién dada). Vemos
que reine en un tnico objeto geométrico la curva y sus reducciones, pero no se
trata de una mera “catalogacion” de las reducciones, sino que al relacionarlas
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de este modo podemos distinguir diferencias mas sutiles entre los tipos de mala
reduccién. En realidad, no tiene interés relacionar reducciones de una misma
ecuacion médulo primos diferentes, por lo que, a la hora de estudiar la reduccién
Wy, podemos sustituir D por la localizacién D, sin alterar la fibra W,. Asi el
esquema S = Esp D, tiene sélo dos puntos, el punto genérico n y el punto
cerrado p, y tenemos una superficie fibrada W que tiene inicamente dos fibras.

Si la reduccién médulo p es mala, ahora puede ocurrir que el punto singular
de W, sea también singular como punto de W o que, por el contrario, sea regular.
En el primer caso es posible construir una desingularizacion de W, es decir, una
superficie fibrada regular X/S, cuya fibra genérica sigue siendo la misma (la
curva eliptica dada), junto con un homomorfismo birracional X — W.

En principio, hay muchas superficies fibradas regulares no isomorfas cuya
fibra genérica sea una curva eliptica dada, pero, de entre todas ellas, es po-
sible seleccionar una de forma canédnica, la que llamaremos el modelo reqular
minimal de la curva eliptica. Si X/S es dicho modelo regular minimal, la fibra
cerrada X, puede variar entre un nimero finito de posibilidades, que suponen
una clasificacién mucho més fina de los tipos de reduccién médulo p de la curva.

Del proceso que acabamos de esbozar y que conduce al modelo regular mi-
nimal de una curva eliptica, el paso més delicado es —con diferencia— el pro-
blema de desingularizar una superficie fibrada dada. Es bien conocido que toda
curva proyectiva es birracionalmente equivalente a una curva proyectiva regu-
lar, pero el andlogo en dimensiones superiores es un problema muy complejo
del que se conocen diversos resultados parciales. En este libro aceptaremos sin
demostracién un teorema de Lipman (teorema 6.31) sobre desingularizacién de
superficies excelentes, a partir del cual demostraremos los resultados especificos
de desingularizacién que vamos a necesitar. El mero enunciado del teorema re-
quiere conocer el concepto de anillo excelente, el cual determina una familia de
anillos noetherianos que incluye a las dlgebras finitamente generadas sobre un
cuerpo y comparte con ellas algunas propiedades fundamentales. Se trata de un
concepto técnico muy sofisticado del algebra conmutativa. Por ello, este libro
esta estructurado del modo siguiente:

En una primera parte, que incluye los tres primeros capitulos, exponemos la
teoria de los anillos excelentes. Mds concretamente, el primer capitulo recoge
algunos preliminares de algebra conmutativa de caricter mas elemental, en el
segundo capitulo exponemos algunos requisitos méas profundos, y en el tercero
presentamos las distintas propiedades que componen la definicién de los anillos
excelentes, que son finalmente introducidos y estudiados en la ultima seccién.

La segunda parte, hasta el capitulo VIII, desarrolla la teoria que hemos esbo-
zado en esta introduccién, de forma que el lector que esté dispuesto a aceptar sin
prueba no sélo el teorema de Lipman, sino todo lo concerniente a la existencia
de desingularizaciones (esencialmente, los teoremas 6.34 y 6.35), puede empezar
directamente por el capitulo IV, salvo que necesitard unos pocos preliminares de
algebra conmutativa incluidos en la primera parte, a saber, la seccién 3.1 sobre
anillos universalmente catenarios (que es independiente de todo lo anterior) y
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unos pocos resultados elementales del capitulo I (que puede consultar a medida
que vayan siendo necesarios).

Excepto el teorema de Lipman, todos los resultados de este libro estan de-
mostrados a partir de resultados anteriores o de resultados demostrados en otros
de mis libros, citados entre corchetes con los convenios siguientes:

] Teoria de nimeros
E]  Curvas elipticas

C] Algebra conmutativa
FEsquemas

> Q Z

[
[
[
[

=

Queda claro, pues, que el lector deberd tener una buena base de dlgebra
conmutativa y teoria de esquemas, asi como algunos conocimientos sobre curvas
elipticas. Las referencias a [N] se reducen a las propiedades bésicas de los
dominios de Dedekind.

En el capitulo IX presentamos un algoritmo debido a Tate que permite calcu-
lar explicitamente las fibras cerradas del modelo regular minimal de una curva
eliptica a partir de cualquiera de sus ecuaciones de Weierstrass. En el capitulo X
estudiamos la posibilidad de extender al modelo regular minimal la estructura
de variedad abeliana de una curva eliptica. La respuesta es negativa, pero su-
cede que si que es posible dotar de estructura de grupo al abierto de puntos
suaves del modelo regular minimal. Este abierto recibe el nombre de modelo de
Néron de la curva eliptica, y puede caracterizarse por una propiedad universal
de extensién de homomorfismos.

Los ultimos capitulos del libro se agrupan en una tercera parte de aplicacio-
nes a las curvas elipticas de la teoria desarrollada previamente. Béasicamente,
esta tercera parte contiene lo necesario para definir y demostrar las propiedades
bésicas del conductor de una curva eliptica, un concepto demasiado técnico para
tratar de explicarlo aqui, pero que ocupa, sin lugar a dudas, un lugar destacado
en la teoria. Este objetivo requiere algunos resultados de la teoria de caracteres
de grupos finitos, y por ello dedicamos el capitulo XI a exponer los preliminares
necesarios y poco maés.

En el capitulo XII exponemos la teoria de Tate sobre curvas elipticas con
reduccién multiplicativa sobre cuerpos métricos discretos y completos. Muchas
demostraciones sobre curvas elipticas requieren distinguir el caso de curvas con
buena reduccion potencial (es decir, curvas que pasan a tener buena reduccién
tras una extension del cuerpo base) y curvas con reduccidn multiplicativa poten-
cial (idem, pero con reduccién multiplicativa en vez de con buena reduccién).
La teoria de Tate resulta ser una herramienta muy valiosa en el segundo caso.

Finalmente, en el capitulo XIII estudiamos la accién del grupo de Galois
absoluto G(K /K) (donde K es una clausura algebraica de K) sobre los grupos
E[m] de puntos de torsién de una curva eliptica E/K, lo cual nos lleva al con-
cepto de conductor. Ademads de los resultados sobre teoria de caracteres grupos
expuesta en el capitulo XI, esto requiere, conocer también la teoria de ramifi-
cacion en cuerpos métricos discretos y completos, desarrollada en el capitulo X
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de mi libro sobre Teoria de cuerpos de clases, citado como [CC]. Esta teoria apa-
rece en [CC| como requisito previo, de modo que los resultados que necesitamos
son independientes de la teoria de cuerpos de clases propiamente dicha.

Como ya hice en mi libro sobre la teoria de FEsquemas, debo acabar esta
introduccién reiterando mi més sincera gratitud al profesor Qing Liu por la
correspondencia que ha mantenido conmigo mientras redactaba este libro, y
que ha sido fundamental en mi estudio de las superficies aritméticas.






Primera parte

Anillos excelentes






Capitulo I

Preliminares

En este primer capitulo presentamos algunos resultados variados de algebra
conmutativa de caracter méas elemental que los que veremos en los capitulos
siguientes.

1.1 La descomposicién primaria

Vamos a probar aqui el que fue uno de los primeros resultados relevantes del
algebra conmutativa abstracta, debido a Emmy Noether. Se trata de un teorema
de descomposicién de ideales en anillos noetherianos que generaliza a la facto-
rizacién ideal de los dominios de Dedekind. Por conveniencia lo formularemos
en un contexto ligeramente mas general, no en anillos sino en médulos.

Definicién 1.1 Sea A un anillo noetheriano y M un A-médulo. Diremos que
un submddulo N es primario si el cociente M /N tiene un dnico primo asociado
p, en cuyo caso diremos también que N es p-primario.

En [AC 4.43] definimos un ideal primario en un anillo A como un ideal q tal
que todos los divisores de cero en A/q son nilpotentes. Observemos que esta
definicién coincide con la que hemos dado aqui en el caso M = A.

En efecto: un ideal q es p-primario si y s6lo si A/q tiene a p como dnico primo
asociado, luego p = rad q y todos los divisores de cero de A/q son nilpotentes.
Reciprocamente, si todos los divisores de cero de A/q son nilpotentes, la unién
de todos los primos asociados de A/q (es decir, el conjunto de los divisores de
cero) coincide con la interseccién de todos ellos (el conjunto de los elementos
nilpotentes), lo cual sélo puede ocurrir si A/q tiene un tnico primo asociado.

n

Teorema 1.2 Si A es un anillo noetheriano, M es un A-mddulo yp es un ideal
primo de A, la interseccion de un nimero finito de submddulos p-primarios de
M es también p-primaria.
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DEMOSTRACION: Basta probarlo para dos submdédulos, digamos N; y No.
Para ello, consideramos el monomorfismo natural

M/(Ny N Ny) — (M/Ny) @ (M/N>)
y aplicamos los teoremas [AC 3.47] y [AC 3.48]:

@ # As(M/(N1 N N2)) C As(M/Ny) U As(M/N) = {p}.

Definiciéon 1.3 Sea A un anillo noetheriano, M un A-médulo y N un submoé-
dulo. Una descomposicion primaria de N es un conjunto de submédulos prima-
rios Ny,..., N, tales que N = Ny N---N N,. La descomposicion es reducida si
ninguno de los N; puede omitirse y, si IV; es p;-primario, entonces los primos p;
son distintos dos a dos.

Es claro que toda descomposicion primaria puede simplificarse hasta otra
reducida. (Basta sustituir todos los submédulos con el mismo primo asociado
por su interseccién, y luego eliminar alguno de los submdédulos si es redundante.)

Evidentemente, el hecho principal que vamos a probar es la existencia de
descomposiciones primarias, pero antes obtendremos algunos resultados sobre
unicidad.

Teorema 1.4 Sea A un anillo noetheriano, sea M un A-mddulo, sea N un
submoddulo y sea N = Ny N --- N N, una descomposicion primaria reducida,

donde N; es un submddulo p;-primario. Entonces As(M/N) = {p1,...,p,}.

DEMOSTRACION: Tenemos un monomorfismo natural
M/N — (M/N1) & --- & (M/N,),

del que se sigue que As(M/N) C |JAs(M/N;) = {p1,...,pr}. Reciprocamente,

(NaN---N N,)/N es isomorfo a un submédulo (no nulo) de M/Ny, luego su
unico primo asociado es p;. Como (NzN---NN,)/N es un submédulo de M/N,
resulta que p; € As(M/N). Lo mismo vale para los demds p;. "

Teorema 1.5 Sea A un anillo noetheriano, sea M un A-mddulo, sea N un
submddulo p-primario y sea p’ un ideal primo de A. Entonces:

a) Sip ¢y, se cumple que Ny = M.

b) Sip Cp', entonces N =M N Ny.

DEMOSTRACION: a) Tenemos que My /Ny = (M/N), y [AC 3.50] implica
que los primos asociados del cociente son las localizaciones de los primos de
As(M/N) contenidos en p’, o sea, ninguno, luego M, /N, = 0 por [AC 3.48].
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b) La conclusién N = M N N,/ hay que entenderla, con més precisién, como
que IV es la antiimagen de IV por el homomorfismo natural M — M. Esto se
cumple si el homomorfismo natural M /N — (M/N), = My /Ny es inyectivo.

Si z € M/N no nulo tiene imagen nula, existe un s € A\ p’ tal que sz =0,
pero el submédulo () C M/N no tiene mds primo asociado que p, luego existe
un a € A tal que An(az) = p, luego s € p C p’, lo cual es absurdo. =

Teorema 1.6 Sea A un anillo noetheriano, M un A-mdédulo y N un submddulo
que admita una descomposicion primaria reducida N = Ny N---NN,.. Si N; es
pi-primario y p; es minimal en As(M/N), entonces N; = M N N, .

DEMOSTRACION: Tenemos que si j # 4 entonces p; ¢ p;, por lo que el
teorema, anterior nos da que N;,, = M,,, mientras que N; = M NN, ;..

Siz € N;, entonces, para todo j # 4, su imagen x/1 € M, puede expresarse
como x/1 = z;/s;, con x; € N;. Esto nos da un s € A\ p; tal que sz € N;j.
Multiplicdndolos todos obtenemos un s € A\ p; tal que sz € N, asi pues,
x/1 = sx/s € Ny,. Esto prueba que N; C M N N,, C M NN, ,, =N, n

Asi pues, si los primos asociados de M/N coinciden con los minimales, la
descomposicién primaria de N (si existe) en tnica. Veamos finalmente la exis-
tencia:

Teorema 1.7 Si A es un anillo noetheriano y M un A-mddulo finitamente
generado, todo submddulo de M tiene una descomposicion primaria.

DEMOSTRACION: Si N es un submédulo de M, basta probar que el submé-
dulo nulo de M/N tiene una descomposicién primaria o, equivalentemente, po-
demos suponer que N = 0.

Para cada p € As(M), consideramos el conjunto € de los submédulos N C M
tales que p ¢ As(N). Es no vacfo, pues 0 € €, y toda cadena respecto de la
inclusién tiene un maximal, ya que, por definicién de asociado, todo primo
asociado de una union es asociado de uno de los médulos que la componen. Por
el lema de Zorn, existe un submédulo N, € € maximal respecto de la inclusion.

Como p es asociado de M y no de Ny, ha de ser N, # M. Por otra parte,
si M/N, tuviera un primo asociado p’ # p, entonces M/N, contendria un
submédulo N'/N, = A/p’, con lo que los primos asociados de N’ estarfan entre
los de N y p’, luego N’ € € contradirfa la maximalidad de N. Esto implica que
Ny es p-primario.

Finalmente, un primo asociado de (N, ha de ser asociado de todos los Ny,

p
luego ha de ser distinto de todos los p posibles. Por consiguiente, la interseccion,
al no tener asociados, ha de ser nula. [

Veamos ahora algunas aplicaciones de la descomposicién primaria:
Teorema 1.8 Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos noetherianos y M

un B-mddulo. Sea f : Esp B — Esp A el homomorfismo de esquemas asociado.
Entonces, Asa(M) = f[Asp(M)].
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DEMOSTRACION: Sea P € Asp(M). Entonces existe un € M tal que
B = Anp(z). Como Ans(z) = Ang(z) N A = PN A = f(P), vemos que
f(P) S ASA(M).

Tomemos ahora p € Asg(M) y sea x € M tal que p = Any(x). Llamemos
I = Anp(x) y consideremos una descomposicién primaria reducida

I=0:n---N9,,

donde cada ideal Q; es PB;-primario. Como M contiene al submédulo Bx = B/I,
tenemos que todos los primos I3; son primos asociados de M. Basta probar que
p =P, N A, para cierto ¢. Sabemos que INA = p, luego p C ;N A para todo 7.
Si en ningtn caso se diera la igualdad, podriamos tomar a; € P; N A, a; ¢ p.
Para todo m suficientemente grande, se cumple a]* € £;, luego llegamos a que
a=a*---a € INA=p,lo cual es imposible. "

Teorema 1.9 (Bourbaki) Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos noe-
therianos, sea E un A-mdédulo y F un B-mddulo que sea plano como A-mdédulo.
Sea f : Esp B — Esp A el homomorfismo de esquemas asociado a ¢. Entonces:

a) Para todo ideal primo p de A, se cumple que

fasn(Fp)] = Asa(rfor) = { )2 ERE 20

peAs(E)

DEMOSTRACION: a) Observamos que F/pF = F @4 (A/p) es plano sobre
A/p, que es un dominio integro, luego F//pF es un A/p-mdédulo libre de torsidn.
(La multiplicacién por un elemento de A/p es inyectiva y sigue siéndolo tras
el cambio de base.) Esto significa que los dnicos elementos de A que anulan
a los elementos no nulos de F'/pF (si los hay) son los de p, luego, si hay tales
elementos, p es el iinico primo asociado.

b) Si p € As(F), entonces E contiene un submdédulo isomorfo a A/p, luego
E ®4 F contiene un submédulo isomorfo a (A/p) ® 4 F = F/pF. Por consi-
guiente, Asg(F/pF) C Asp(FE ®4 F). Esto nos da una inclusién.

Para probar la inclusiéon contraria supongamos primeramente que E es un
A-médulo finitamente generado con un tnico primo asociado p.

Sea P € Asg(F®4 F). Vamos a probar que fNA = p. Sie € F es no nulo,
entonces As(eE) =p, y eE =2 A/An(e), luego este anillo tiene a p/An(e) como
Unico primo asociado. Esto implica que todo a € p es nilpotente en A/An(e),
es decir, que existe un n > 1 tal que ae = 0.

Tomemos ahora x € E ®4 F tal que An(z) = B. Descomponiendo = en
suma de tensores e ® f, vemos que para cada a € p existe un n suficientemente
grande tal que ax = 0, luego a” € B, luego a € P. Asi pues, p C PN A.
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Por otra parte, hemos visto que los anuladores de los elementos de E estan
todos contenidos en p, luego si a € A\ p, la multiplicacién por a es inyectiva en
E. Como F es plano sobre A, también lo es en E ®4 F, luego a ¢ P. Esto nos
da la igualdad p =B N A.

Tomemos ahora e; € E tal que 1y = e;E = A/p; (donde p; = p). Si
E; # E, podemos tomar igualmente un submédulo Eq/E; C E/E; tal que
Ey/E; = A/ps. Como A es noetheriano, el proceso ha de terminar, con lo que
obtenemos una serie

O=FyCFE,C---CE,=F

tal que cada factor E;/E;_1 = A/p;, para cierto primo p; de A. Entonces
0=FEy@AaFCEIQuFC---CEQQuF=E4F
cumple que
(Bi@a F)/(Eio1 @4 F) = (A/p;) @4 F = F/p;F,

luego Asp(E ®a F) C UAsp(F/p;F). Si P € Asp(F/p;F), por a) sabemos

que BPNA = p; y, por z10 que hemos probado antes, si p; # p no puede ser
P € Asp(E ®4 F). Asi pues, Asp(E ®4 F') C Asp(F/pF), que es lo que
queriamos probar.

Ahora supongamos unicamente que E es un A-moédulo finitamente gene-
rado. En tal caso podemos considerar una descomposicién primaria reducida
del submédulo trivial 0 = Ey N ---N E,.. Asi, E es isomorfo a un submédulo de
(E/E1)@ - @ (E/E,) y E®y F es isomorfo a un submédulo de

(E/E1) @A F®---® (E/E,) ®a F,

luego
ASB(E ®aA F) - UASB((E/EZ) ®a F) = UASB(F/sz),

donde la ultima igualdad se sigue del caso anterior aplicado a los médulos E/E;.

En el caso general podemos descomponer E = | J E; como unién de submo-
dulos finitamente generados. i€l

Por definicién de primo asociado, es claro que As4(E) es la unién de los
conjuntos Asx(E;), vy Asp(E®4 F) es la unién de los conjuntos Asp(E; @4 F).
Esto reduce el problema al caso ya probado. m

Combinando los apartados a) y b) del teorema anterior vemos ademds que
fIAsp(E@a F)] ={p € As(E) [ pF # F}.

Si F' es fielmente plano sobre A (ver el teorema 1.22 més abajo), tenemos
simplemente que f[Asp(E ®4 F)] = As(E).
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Conviene destacar algunos casos particulares. Por ejemplo, si F' = B, es
decir, si suponemos que B es una A-algebra plana y que F es un A-mdédulo
arbitrario, tenemos que

Asg(E®,B)= |J Asp(B/pB),
peAs(E)

y si hacemos, ademdas, E = A, la férmula se reduce a

As(B)= U Asg(B/pB).
peAs(a)

1.2 El teorema chino del resto

Vamos a extraer algunas consecuencias de la versiéon més general del teorema
chino del resto.

Definiciéon 1.10 Diremos que dos ideales I, J de un anillo A son primos entre
sisil+J=1.

Observemos que si I, J son primos entre si, entonces IJ = I N J, pues
Ind=InJyI+J)clIJcInd.

Otro hecho elemental es que Si I es primo con J y con J’, también lo es con
JJ', pues

l=I+J)I+J)CcI+JJ C1.

Teorema 1.11 (Teorema chino del resto) Si A es un anillo, I, ..., I, son
ideales primos entre si dos a dos y llamamos I = I - - - I, entonces

A/l =(A/L)®--- @ (A/L).

DEMOSTRACION: Llamamos I = [[ I; = ) I;, de modo que I; + I = 1.
P IR
Asi, existe un a; € A tal que a; =1 (méd I;), a; = 0 (méd I;), para j # i. Es
claro entonces que el monomorfismo natural A/T — (A/L) & --- & (A/I,) es
suprayectivo, pues una antiimagen de ([b1],..., [by]) es [a1b1 +- -+ apby]. =

Como primera aplicacién vamos a probar un teorema de estructura para las
compleciones de los anillos semilocales:

Definicién 1.12 Un anillo A es semilocal si tiene un nimero finito de idea-
les maximales my,...,m,. Cuando hablemos de la complecién A de un anillo
semilocal, se entenderd que nos referimos a su complecién respecto del ideal
I=miN---Nm,.
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Los anillos semilocales aparecen de forma natural como extensiones enteras
(en particular, finitas) de anillos locales (por [AC 3.63]).

Notemos que los ideales m; son primos entre si dos a dos, luego lo mismo
sucede con los ideales m}. Por el teorema chino del resto,

A/I" = (A/m])) & - & (A/m)).

Los isomorfismos son canoénicos, por lo que al tomar limites inversos vemos
que o R
A:Al@"'@Anv
donde A = lim(A/I") es la complecién de A (respecto de la topologia I-ddica)
N T
y A; = lim(A/mj) es la complecién respecto a la topologia m;-adica.
I

En particular, todo anillo semilocal completo es suma directa de anillos
locales completos. m

Veamos ahora una segunda aplicacion:

Teorema 1.13 Sea A un anillo reducido con un nimero finito de primos mi-
nimales, P1,...,pn. Sea F(A) el anillo completo de cocientes de A, es decir, su
localizacion respecto del conjunto de los elementos que no son divisores de cero.
Entonces F(A) 2 K1 & --- ® K., donde K; es el cuerpo de cocientes de A/p;.

DEMOSTRACION: Segiin [AC 3.43], tenemos que el conjunto S de los ele-
mentos de A que no son divisores de cero es S = A\ (py U---Up,). Por lo
tanto, los tnicos ideales primos de F(A) son los ideales S~'py,..., S 1p,, que
son a la vez maximales y minimales. Ademds, F'(A) también es reducido, luego
se cumple que S~'p1N---NS~!p, = 0. Por el teorema chino del resto, tenemos
que

F(A)=81'A=s51A/S 'p,@-- 0SS 1A/S p,.

Ahora observamos que S™'A/S7'p; = S71(A/p;), donde S! es la imagen
de S en A/p;, pero S~1A/S~!p; es un cuerpo, y la tinica localizacién de A/p;
que es un cuerpo es K;. n

1.3 Anillos integramente cerrados

Aqui probaremos algunos resultados sobre anillos integramente cerrados.
En la prueba del primero de ellos usaremos el concepto siguiente: Si A es un
dominio integro y K su cuerpo de cocientes, diremos que un elemento a € K es
casi entero sobre A si existe un a € A no nulo tal que aa™ € A para todon > 1.

Notemos que si « es entero sobre A, entonces es casi entero, ya que el A-
médulo Afa] es finitamente generado, y basta tomar como a un denominador
comtn de los generadores, de modo que Ala] C Aa™?!, luego aAla] C A. El
reciproco es cierto si A es noetheriano, ya que entonces tenemos igualmente la
inclusién Afa] C Aa=! y el A-médulo Aa~! es finitamente generado, luego A[a]
también.
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Teorema 1.14 Si A es un anillo integramente cerrado, entonces A[X| también
lo es.

DEMOSTRACION: Sea K el cuerpo de cocientes de A. Entonces, el cuerpo
de cocientes de A[X] es el mismo que el de K[X], pero éste es integramente
cerrado, ya que tiene factorizacién tnica. Asi pues, todo elemento de dicho
cuerpo de cocientes entero sobre A[X] pertenece a K[X]. Por lo tanto, es de la
forma a = p(X)/a, donde p(X) € A[X], a € A. Pongamos que « satisface una
ecuacion de la forma

o + fi(X)a" T 4 fu(X) =0,

donde f;(X) € A[X]. Sea Ay la Z-algebra generada por a y los coeficientes de
p(X) y delos f;(X). Asi, Ay es una Z-algebra finitamente generada, luego es
un anillo noetheriano, tenemos que « es entero sobre Ay[X] y basta probar que
a € A[X]. Equivalentemente, podemos suponer que A es noetheriano.

Como « es, en particular, casi entero sobre A[X], existe un polinomio

g(X) = mem + bm—leil + -+ bsst
con b; € A, by, bs # 0, tal que g(X)a™ € A[X] para todo n > 0. Pongamos que
a=a, X 4o, 1 X+ 4oy X € K[X],

donde ay, ay # 0. Entonces aj'bs € A para todo n > 1, luego «; es casi entero
(y, por consiguiente, entero) sobre A, lo que a su vez implica que a; € A. Ahora
observamos que a —a; X también es entero sobre A[X], luego podemos razonar
similarmente y concluir que a;_1 € A, hasta llegar a que a € A[X]. "

Ahora probaremos una caracterizacion de los anillos integramente cerrados
debida a Krull. Conviene dar nombre a las propiedades que involucra:

Definicién 1.15 Sea A un anillo noetheriano. Para cada k > 0, definimos las
propiedades siguientes:

(Ri) Sip e EspAy altp <k, entonces A, es regular.
(Sk) Para cada p € Esp A, se cumple que pr A, > min{k, altp}.

Obviamente, Ry11 = Rr = Sk ¥y Sk+1 = Sk. Vamos a analizar con més
detalle las propiedades Sy para los primeros valores de k:

e La propiedad Sy es trivial.

e La propiedad S equivale a que todos los primos asociados de A sean mi-
nimales.

En efecto, observemos, en general, que un primo p es asociado de A si y
sélo si pA, es asociado de A,. (Se cumple que pA, = An(a/s) si y sélo si
pA, = An(a/1) siy sélo si p = An(a).)
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Si A cumple S; y p es un primo asociado, entonces pr A, = 0. La propiedad
S1 implica entonces que altp = 0, es decir, que p es un primo minimal.
Reciprocamente, si altp > 1, entonces no es un primo minimal, luego no
es asociado, luego pA, tampoco lo es. Si éste sélo contuviera divisores de
cero, deberia estar contenido en un primo asociado, lo cual es imposible
porque es maximal. Asi pues, pr A4, > 1.

e La propiedad Sy equivale a que tanto A como los anillos A/aA, donde
a € A no es un divisor de cero, cumplan la propiedad Sy .

En efecto, si A cumple S3 y a no es un divisor de cero, entonces A/aA
cumple S, ya que si alt(p/aA) > 1, existe un primo minimal ¢ de a tal
que (a) C q & p, vy el teorema de los ideales principales [AC 5.2] nos da
que altq = 1, luego altp > 2, luego pr A, > 2, luego pr(A/ad)y/aa > 1.
Reciprocamente, si A y todos los anillos A/aA cumplen Sp, entonces A
cumple Sy, ya que si alt p > 2, entonces existe un a € p que no es un divisor
de cero (de lo contrario, p estaria contenido en un primo asociado que,
por S7, seria minimal, lo cual es imposible). Por el teorema de los ideales
principales, p no puede ser un primo minimal de a, luego alt(p/ad) > 1,
luego pr(4,/aA,) > 1, luego pr A, > 2.

Estas propiedades caracterizan algunos conceptos del dlgebra conmutativa.
Por ejemplo, un anillo A cumple Ry para todo k si y sélo si es regular, mientras
que A cumple Sj para todo k si y sélo si, para todo p € Esp A, se cumple que
prA, > altp = dim Ay, es decir, si, para todo p € Esp A, la localizacién A,
es un anillo de Cohen-Macaulay (en cuyo caso se dice que A es un anillo de
Cohen-Macaulay). Veamos otro caso de interés:

Teorema 1.16 Un anillo es reducido si y solo si cumple Ry y S1.

DEMOSTRACION: Si A es reducido, entonces cumple S; por [AC 3.52]. Para
probar que cumple Ry tomamos un p € Esp A de altura 0, es decir, un primo
minimal, y hemos de ver que A, es regular. Ahora bien, A, es reducido por
[E 2.23], luego su tnico ideal primo ha de ser nulo, luego es un cuerpo, luego es
regular.

Supongamos ahora que A cumple Ry y S;. Si a € A es nilpotente (no
nulo), entonces As({a)) C As(A), luego existe un p € As(A) (es decir, un primo
minimal, por la propiedad Sp) tal que p = An(ba), para cierto b € A. Esto
implica que ba/1 € A, es no nulo y obviamente es nilpotente, luego A, no es
regular (no es un dominio integro), en contradiccién con la propiedad Ry. =

La propiedad més interesante caracterizada en términos de las propieda-
des Ry y Sk es la de ser integramente cerrado, aunque conviene generalizar el
concepto para no restringirlo a dominios integros:

Definicién 1.17 Un anillo A es normal si para todo p € Esp A el anillo A, es
(un dominio integro) integramente cerrado.
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Claramente, un dominio integro es normal si y sélo si es integramente ce-
rrado. El teorema siguiente fue demostrado por Krull en el caso de dominios
integros:

Teorema 1.18 (Serre) Un anillo es normal si y sélo si cumple las propiedades
R1 Yy Sg.

DEMOSTRACION: Es claro que un anillo A cumple las propiedades Ry o Sy
si y sélo si las cumple A, para todo p € Esp A, luego basta probar que un
anillo local A es un dominio integro integramente cerrado si y sélo si cumple las
propiedades Ry y So.

Supongamos primeramente que A es integramente cerrado. Si altp < 1,
entonces A, es integramente cerrado y tiene dimension < 1. O bien es un
cuerpo (trivialmente regular) o bien altp = 1, en cuyo caso A, es regular por
[E 7.20]. Asi pues, A cumple R;. M4s atn, es evidente que pr(4,) = 1, luego
p también cumple Sy. Falta probar Sy para ideales p de altura > 2. Podemos
cambiar A por A, y suponer que A es un anillo local de dimensién > 2, y hemos
de probar que pr(A) > 2. Supongamos, por el contrario, que pr(A4) < 1.

Tomemos a € p no nulo. Entonces p/aA sélo contiene divisores de cero de
A/aA, luego es un primo asociado (pues es maximal y estd contenido en un
primo asociado). Esto significa que existe un b € A\ aA tal que bp C aA.

Vamos a usar el teorema [E 7.4]. Si q es un ideal primo de altura 1, estd
estrictamente contenido en p, ya que p es el ideal maximal de A y tiene altura
> 2. Por consiguiente, podemos tomar un ¢ € p\ g, de modo que be € bp C a4,
luego b/a € Ay. Como esto vale para todo g, el teorema [E 7.4] nos da que
b/a € A, luego b € aA, contradiccion.

Supongamos ahora que A cumple las propiedades R; y Sz. En particular
cumple Ry y S1, luego es reducido. Sean pq,...,p, los primos minimales de A,
sea A; = A/p;, sea K; el cuerpo de cocientes de A; y sea F(A) el anillo completo
de fracciones de A. Segun 1.13 tenemos que F(A) = K1 @ --- @ K,. Notemos
que A es un subanillo de F'(A). Vamos a probar que A es integramente cerrado
en F(A).

Sia/s € F(A) cumple

(a/s)" +ec1(a/s)" ™ 4+ e =0,
con ¢; € A, escrito de otra forma es
a4+ c1a" s+ -+ eps™ = 0.

Sea P € Esp A un primo de altura 1. Por R; sabemos que Aqp es regular,
luego es un dominio integro integramente cerrado. Reinterpretando la ecuacion
anterior en Ag y teniendo en cuenta que s/1 # 0, podemos volver a la ecuacién
primera y concluir que a/s € Ay o, equivalentemente, que a € sAp.

El teorema de los ideales principales [AC 5.2] nos da que todos los primos
minimales de s tienen altura 1. Si los llamamos $B1,...,%,, la propiedad Ss
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nos dice que son todos los primos asociados de A/sA, luego la descomposicién
primaria de sA es de la forma

SA=0Q1N---NY,,

donde £; es P;-primario y, por 1.6, tenemos que a € sAgp, N A = ;. Asi pues,
s € sA, luego a/s € A, como queriamos probar.

En particular, la “base canénica” ey, ..., e, € F(A) cumple que e? —¢; = 0,
que es una relacién de integridad, luego e; € A. Esto implica que r = 1, ya que
sir > 1, las relaciones e;e; = 0 (para ¢ # j) implican que los e; no son unidades,
luego todos ellos pertenecen al ideal maximal de A, lo cual es imposible porque
suman 1.

Como A es reducido, ha de ser p; = 0, luego A es un dominio integro con
cuerpo de fracciones F'(A) y, segin hemos probado, es integramente cerrado.

n

Veamos un par de aplicaciones:

Teorema 1.19 Sea A un dominio integro noetheriano y supongamos que existe
un f € A no nulo tal que Ay es integramente cerrado. Entonces el conjunto de
los puntos normales de Esp A es abierto.

DEMOSTRACION: Consideremos el conjunto (finito) £ formado por los pri-
mos q € Asa(A/fA) tales que, o bien altq > 1, o bien altq = 1 y Aq no es
regular. Basta probar que el conjunto de los puntos normales de Esp A es el
complementario del cerrado

U V(a):
qEE

Observemos en primer lugar que si un primo p cumple que f ¢ p, entonces
A, es integramente cerrado, ya que es una localizacién de A¢. También es obvio
que f pertenece a todos los elementos de E, ya que anula a A/fA.

Supongamos que p € V(q), para cierto q € F, es decir, que q C p, y veamos
que Ap no puede ser integramente cerrado. Si lo fuera, por la propiedad Ry,
vemos que ¢ no puede tener altura 1. Tenemos, pues, que altq > 2, luego la
propiedad S> nos da que pr Ay > 2. Esto implica que existe g € q tal que f,g
es una sucesion regular o, lo que es lo mismo, que g no es un divisor de cero de
A/fA, lo cual contradice a que g sea un primo asociado del cociente.

Supongamos ahora que A, no es integramente cerrado y veamos que contiene
un elemento de E. Ha de fallar la propiedad Ry o la propiedad Ss. Si falla Ry,
existe un ideal q C p de altura < 1 tal que A4 no es regular. No puede ser q = 0,
ya que Ay es un cuerpo y si que es regular, luego alt ¢ = 1. El teorema [E 7.20]
nos da que A4 tampoco es integramente cerrado, luego f € qy, por su altura, g
es un primo minimal de A/fA, luego es también un primo asociado, de modo
que q€ E.

Supongamos ahora que A, no cumple la propiedad Ss, es decir, que existe
un primo q C p tal que prq < min(2, alt q). Obviamente, alt q no puede ser 0, ni
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tampoco 1, ya que entonces prq = 0, luego ¢ = 0 y alt ¢ = 0. Por consiguiente,
altq > 1y prq = 1. Notemos que A; no es integramente cerrado, ya que el
ideal g incumple también la propiedad S> visto como ideal de A4, luego f € qy
todos los elementos de ¢ son divisores de cero en A/fA, de donde se sigue que
q es asociado del cociente, luego q € F. n

En otras palabras, el teorema afirma que si Esp A contiene un abierto for-
mado por puntos normales, entonces el conjunto de los puntos normales es
abierto.

Teorema 1.20 Sea f : X — Y un homomorfismo suave de un esquema co-
nexo X en un esquema normal localmente noetheriano Y. Entonces X también
es normal.

DEMOSTRACION: M4s en general, vamos a probar que, sin la hipétesis de
conexién, el esquema X tiene componentes conexas normales. Para ello basta
probar que todo x € X tiene un entorno normal. Tomando un entorno afin
de y = f(z), podemos suponer que ¥ = Esp A es afin. También podemos
sustituir X por un entorno afin de x segin el teorema [E A33], lo que nos da un
homomorfismo llano g : X — A%.. Como, por 1.14, tenemos que A[X7, ..., X,]
es integramente cerrado, esto nos reduce el problema al caso en que f es llano,
es decir, al caso en que sus fibras tienen dimensién 0.

Basta probar que Ox (X) cumple las propiedades R; y So. Para probar la
primera tomamos un punto € X tal que dimOx , = 1 y hemos de ver que es
regular. El teorema [E 4.52] nos da que dimOx , = dim Oy, luego, como Y
es normal, tenemos que Oy, es regular. Su ideal maximal es, pues, principal, y
lo mismo sucede con el ideal maximal de Ox ;, debido a que es no ramificado
sobre Qy,,. Esto implica que Ox , también es regular, y asi Ox (X) cumple R;.

Para probar S; podemos tomar un punto z € X con dimOx , > 2, con
lo que también dim Oy, > 2 y, como Oy (Y) cumple Sy, existe una sucesién
regular (a,b) en m,Oy,,. Basta probar que su imagen es regular en Ox ,.

Observemos que, por hipétesis, Ox , es plano sobre Oy,,. Esto implica a su
vez que Ox z/(a) es plano sobre Oy, /(a). En efecto, se deduce de la propia
definicién teniendo en cuenta que, si M es un Oy, /(a)-médulo, entonces

M ®0y., /() (Ox.2/(a)) = M R0, Ox «

como Oy, /(a)-médulos.

Como a no es un divisor de cero en Oy, la multiplicacién por a es inyectiva
y, como Ox , es plano sobre Oy, la multiplicacién por a también es inyectiva
en Ox ,, luego a no es un divisor de cero en Ox ;.

Similarmente, tenemos que b no es un divisor de cero en Oy, /(a), luego b no
es un divisor de cero en Ox ,/(a), luego (a,b) es una sucesién regular en Ox 4,
lo que prueba que Ox(X) cumple Ss. "
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1.4 Moébdulos fielmente planos

Definicién 1.21 Si A es un anillo y M un A-mdédulo, diremos que M es fiel-
mente plano si, para toda sucesién de A-moédulos

0—P—@Q—R—0,
la sucesion es exacta si y sélo si lo es la sucesién
0—PROIAM — Q4 M— R M — 0,

Obviamente, los A-mdédulos fielmente planos, son planos. Veamos algunas
caracterizaciones:

Teorema 1.22 Sea A un anillo y M un A-mddulo. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) M es fielmente plano.
b) M es plano y, para todo A-mddulo N # 0, se cumple que M @4 N # 0.

¢) M es plano y, para todo ideal mazimal m de A, se cumple que mM # M.

DEMOSTRACION: a) = b) Si M ®4 N = 0, consideramos la sucesiéon de
A-médulos 0 — N — 0. Como 0 — M ® 4 N — 0 es exacta, también lo
es la original, luego N = 0.

b) = ¢) Como A/m # 0, también (A/m) @4 M = M/mM # 0.

¢) = b) Tomemos z € N no nulo y sea I el nicleo del homomorfismo
A — N dadopora— ax. Asi A/T = Az, luego I # A. Sea m un ideal maximal
de A que contenga a I. Entonces IM C mM ¢ My (A/I)®@a M = M/IM # 0.
Como M es plano, el homomorfismo (A/I) @4 M — N ®4 M es inyectivo,
luego N ® 4 N # 0.

b) = a) Consideremos una sucesién de A-mddulos P N Q -+ R que
multiplicada por ® 4 M sea exacta. Como M es plano, el funtor ® 4 M es exacto,
lo que implica que Im(f o g) ®4 M = Im(far o gar) = 0 (se ve en la prueba de
[AC 1.37]). Por hipétesis Im(f o g) = 0, es decir, f o g = 0. El mismo teorema
muestra ahora que (Ng/Im f) ®4 M = Ngun/Im fy = 0y, de nuevo por
hipétesis, N g/Im f = 0, es decir, la sucesién es exacta. L]

Notemos que la prueba del teorema anterior muestra que si M es un A-
modulo fielmente plano, entonces cumple la definicién para sucesiones arbitra-
rias, no necesariamente de la forma 0 — P — @ — R — 0, cosa que
también puede probarse directamente sin dificultad.

Ahora también es evidente que si A — B es un homomorfismo plano entre
anillos locales (entendiendo que envia el ideal maximal de A dentro del ideal
maximal de B), entonces es fielmente plano.

Otras propiedades sencillas son las siguientes:



16 Capitulo 1. Preliminares

e Si M es un B-mddulo fielmente plano y B es una A-algebra fielmente
plana, entonces M es un A-médulo fielmente plano.

e Si M es un A-médulo fielmente plano y B es una A-dlgebra arbitraria,
entonces M ® 4 B es un B-mdédulo fielmente plano.

e Si B es una A-algebra y M es un B-mdédulo fielmente plano que también
es fielmente plano como A-mddulo, entonces B es también un A-mddulo
fielmente plano.

Teorema 1.23 Sea A un anillo y B una A-dlgebra fielmente plana. Entonces:

a) Para todo A-mddulo N, el homomorfismo natural N — N ®4 B es
inyectivo. En particular, el homomorfismo natural A — B es inyectivo
y podemos considerar a A como subanillo de B.

b) Para cada ideal I de A, se cumple que IBNA=1.
¢) El homomorfismo de esquemas Esp B — Esp A es suprayectivo.

DEMOSTRACION: a) Tomemos 2 € N no nulo. Como B es plano, la inclusién
Ar — N da lugar a un monomorfismo Az ®4 B — N ®4 B, por lo que
r®1#0.

b) Tenemos que B ®4 (A/I) = B/IB es fielmente plano sobre A/I, luego,
por el apartado anterior, el homomorfismo A/I — B/IB es inyectivo, lo que
significa precisamente que IBN A = 1.

¢) Tomemos un ideal p € Esp A. Como B es fielmente plano sobre A, también
B, = B ®4 A, es fielmente plano sobre Ay, lo que implica que pB, # B,. Sea
m un ideal maximal de B, que contenga a pB,. Entonces, pA, C mN A,, luego
pA, =mnN A, yaque pA, es el ideal maximal de A,. Si llamamos P =mN B,
vemos que PNA=mNB)NA=mNA=mNA,)NA=pA,NA=p. =

En realidad, la suprayectividad del homomorfismo de esquemas es una ca-
racterizacion:

Teorema 1.24 Sea A un anillo y B una A-dlgebra. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) B es fielmente plano sobre A.

b) B es plano sobre A y el homomorfismo de esquemas Esp B — Esp A es
suprayectivo.

¢) B es plano sobre A y para todo ideal maximal m de A existe un ideal
mazimal m' de B tal que m’ N A =m.

DEMOSTRACION: a) = b) estd probado en el teorema anterior.

b) = ¢) En principio tenemos un ideal primo p de B tal que pN A = m, pero
sim’ es un ideal maximal de B que contenga a p, tenemos que m C m’N A, y se
ha de dar la igualdad porque m es maximal.

¢) = a) La existencia de m’ implica que mB # B, luego B es fielmente plano
sobre A. n
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1.5 Conjuntos constructibles

En esta seccién demostraremos algunos resultados topolégicos sobre homo-
morfismos de esquemas, todos ellos basados en la nocién de conjunto construc-
tible que definimos a continuacién:

Definicién 1.25 Si X es un espacio topoldgico, un subconjunto £ C X es
constructible si es de la forma
n

E=U(UinCy),

=1

donde los conjuntos U; C X son abiertos y los C; C X cerrados.

Es evidente que el complementario, una unién finita y una interseccién finita
de conjuntos constructibles es constructible. Equivalentemente, la familia de
todos los subconjuntos constructibles de X es el dlgebra de Boole generada
por los abiertos de X. También es evidente que la antiimagen de un conjunto
constructible por una aplicacién continua es constructible.

Usaremos a menudo el teorema siguiente:

Teorema 1.26 Si X es un espacio topoldgico noetheriano y E C X, las afir-
maciones siguientes son equivalentes:

a) E es constructible.

b) Para todo cerrado irreducible T C X, o bien ENT contiene un abierto no
vacio de T, o bien ENT es diseminado en T, es decir, su clausura tiene
interior vacio.

DEMOSTRACION: Si E es constructible, entonces £ N T es constructible
en T, luego podemos suponer que X = T es irreducible. Expresemos E segin
la definicién de conjunto constructible. Podemos suponer que U; N C; # & para
todo 7. Si uno de los C; contiene a U;, entonces F contiene el abierto no vacio
U;. En caso contrario, los abiertos U; \ (U; N C;) son no vacios. Como X es
irreducible, su interseccién también es no vacia, y es un abierto V.C X \ E. Asi,
E C X\ 'V, luego E no puede contener ningiin abierto no vacio, ya que dicho
abierto no cortaria a V.

Vamos a probar el reciproco por inducciéon noetheriana, es decir, probaremos
que todos los subconjuntos cerrados de X cumplen el teorema. Si no fuera asi,
podriamos encontrar un cerrado X, que no cumple el teorema pero tal que todo
cerrado estrictamente contenido en Xy si que lo cumple. Equivalentemente,
podemos suponer que todo cerrado estrictamente contenido en X cumple el
teorema y probar que X también lo cumple.

Sea, pues, E C X un subconjunto que cumpla b). Si Y ¢ X es cerrado,
tenemos que F NY cumple b) para Y, luego, por hipédtesis de induccién ENY
es constructible en Y (luego también en X).
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Si X es reducible, digamos X = X; U X5, donde X; y X5 son cerrados
estrictamente contenidos en X, entonces tenemos que £ = (ENX;)U(ENXs)
es constructible.

Supongamos, pues, que X es irreducible. En tal caso podemos aplicar b) a
T = X, y tenemos dos posibilidades: o bien F contiene un abierto no vacio U,
en cuyo caso E = UU(EN(X\U)) es constructible por la hipétesis de induccién
aplicada al cerrado X \ U, o bien E C E ¢ X, en cuyo caso E es constructible
por la hipétesis de induccién aplicada a E. L]

Una forma de probar que un conjunto es abierto es demostrar primero que
es constructible y luego aplicar el teorema siguiente:

Teorema 1.27 Sea X un esquema noetheriano y E C X un subconjunto cons-
tructible. Entonces E es abierto si y solo si es estable por generalizacion, es
decir, si cuando contiene un punto contiene a todas sus generalizaciones.

DEMOSTRACION: Es obvio que los abiertos son estables por generalizacién.
Supongamos ahora que E tiene esta propiedad. Como en el teorema anterior,
razonamos por induccién noetheriana. Si' Y & X es cerrado, es obvio que ENY
es constructible en Y y estable por generalizacién, luego ENY es abierto en Y.

Si X es reducible, digamos X = X; U X5, con X7, X5 cerrados estrictamente
contenidos en X, entonces

X\E=(X\E)NX))U((X\E)NXy)

es cerrado en X por hipdtesis de induccion, luego E es abierto. Si X es irredu-
cible, podemos suponer que F # &, en cuyo caso E contiene al punto genérico
de X, es decir, es denso. El teorema 1.26 implica entonces que F contiene un
abierto no vacio U, con lo que E = U N ((X \ U) N E) es abierto por hipdtesis
de induccién. -

Ahora nos hace falta un resultado técnico:

Teorema 1.28 Sea X = Esp B un esquema afin noetheriano y sea E un sub-
conjunto constructible de X. Entonces existe una B-dlgebra B’ finitamente
generada tal que la imagen del homomorfismo Esp B’ — X es ezactamente E.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que £ = U N C, donde C
es cerrado y U es un abierto principal, U = D(b), con b € B. Pongamos que
C = V(I), donde I es un ideal de B. Sea B’ = (B/I),. Claramente B’ estd
generada sobre B por 1/b, y es inmediato que cumple el teorema.

En el caso general, podemos expresar E como unién finita de conjuntos
U;NC;, para i = 1,...,m, donde los abiertos U; son principales. Sea B} una
B-élgebra que cumpla el teorema para U; N C; y sea B’ = Bf & ---® By, de
modo que Esp B’ puede verse como la unién disjunta de los esquemas Esp B;, y
nuevamente es obvia la conclusion. L]

Finalmente podemos probar el resultado fundamental:
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Teorema 1.29 (Chevaley) Sea f: X — Y un homomorfismo de tipo finito
entre esquemas noetherianos. Si E C X es un conjunto constructible, entonces
fIE] es constructible.

DEMOSTRACION: Podemos cubrir Y por un nimero finito de abiertos afines
U, y basta probar que f[E]NU = f[E N f~'[U]] es constructible. Puesto que
E N f71[U] es constructible, no perdemos generalidad si suponemos que Y =
Esp A es afin. Similarmente, podemos cubrir X por un nimero finito de abiertos
afines V, y basta probar que cada f[E NV] es constructible. Equivalentemente,
podemos suponer que X = Esp B también es afin.

Supongamos en primer lugar que E = X y veamos que f[X] es constructible
mediante el teorema 1.26. Sea T un cerrado irreducible en Y, que sera de la
forma T = V(p) = Esp(A/p), para cierto p € Esp A. Suponemos que f[X]|NT
no es diseminado en T (es decir, que es denso) y hemos de probar que contiene
un abierto no vacio de T'.

Sean A’ = A/p, B’ = B/pB. Asi, el homomorfismo ¢ : A* — B’ se
corresponde con la restriccién f~1[T] — T, que es densa. Notemos que ¢ es
inyectivo, ya que si I es su nicleo, entonces f[X]|NT C V(I), luego ha de ser
V(I) = Esp A’ y, en particular, I contiene al ideal nulo. Ahora es claro que
basta demostrar lo siguiente:

Si A es un dominio integro noetheriano y B es un anillo que contiene a A y
es finitamente generado como A-dlgebra, la imagen del homomorfismo natural
f:EspB — Esp A contiene un abierto no vacio.

Pongamos que B = Alzy,...,z,] y digamos que 1,...,2, son algebrai-
camente independientes, mientras que los demds x; son algebraicos sobre el
algebra A* = Alzy,...,x,]. Entonces, cada z; con i > r cumple una ecuacién

de la forma

-1

gio(2)2d + gin(x)zd 4. =0,

donde los g;;(z) € Afz1,...,x,] son polinomios y g;o(x) # 0. Podemos suponer
que r < n, ya que en caso contrario f serfa claramente suprayectivo. Sea

g(z) = ﬁ gio(),

i=r+1

que es un polinomio no nulo. Sea a € A uno de sus coeficientes no nulos. Vamos
a probar que el abierto principal D(a) estd contenido en la imagen de f. Sea
p € EspA tal que a ¢ p y sea p* = pA* (el conjunto de los polinomios con
coeficientes en p). Entonces g ¢ p*, luego By« es una extensién entera de Ag.
(pues en las relaciones polindmicas de los x; podemos dividir entre el coeficiente
director).

Por [AC 3.63] existe un primo P de By~ cuya imagen en Aj. es p*Ap.. Asi,

PNA=PNA,L.NA=p"AL. NA"NA=p"A"NA=p,

luego p=(PNB)NA=f(PnNB).
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Esto acaba la prueba de que f[X] es constructible. Si F C X es un conjunto
constructible arbitrario, el teorema anterior nos da un homomorfismo de tipo
finito X’ — X cuya imagen es E, luego la imagen de la composicién X' — Y
es f[E], que resulta ser constructible por la parte ya probada. L]

Para homomorfismos planos la situacién es més simple:

Teorema 1.30 Todo homomorfismo plano de tipo finito entre esquemas local-
mente noetherianos es abierto.

DEMOSTRACION: Sea f : X — Y en las condiciones del enunciado y
sea U C X un abierto. Si V C Y es un abierto noetheriano, basta probar
que el conjunto f[U] NV = f[U N f~1[V]] es abierto, luego podemos suponer
que Y es afin y noetheriano. Similarmente, descomponiendo U en unién de
abiertos afines, podemos suponer que U = X es afin. Por el teorema anterior
sabemos que f[X] es constructible, y por 1.27 basta probar que es estable por
generalizacion.

Equivalentemente, tenemos un homomorfismo plano de tipo finito A — B
entre anillos noetherianos y queremos probar que si 8 € EspB y q € Esp A
cumplen q C p = P N A, entonces existe un Q € EspB tal que Q C Py
g=9nNA.

Podemos cambiar A y B por A, y By o, equivalentemente, suponer que A
y B son anillos locales. Entonces B es fielmente plano sobre A, y basta tener el
cuenta el teorema 1.24. n

Veamos ahora qué podemos decir si eliminamos la condicién de finitud. Nos
restringiremos al caso de esquemas afines:

Teorema 1.31 Sea f: X — Y un homomorfismo de un esquema afin X en
un esquema afin noetheriano Y. Entonces f[X] es interseccion de una familia
de conjuntos constructibles de Y .

DEMOSTRACION: Sea X = EspB, Y = EspA. Sea J la familia de las
subdlgebras de B que son finitamente generadas sobre A. Para cada C € F, sea
Xeo = EspC y sea go : Xg — Y el homomorfismo natural. Por el teorema
1.29, tenemos que go[X¢] es constructible en Y. Los diagramas conmutativos

X—Y

e

Xc

muestran que

fIXI € N gelXcl
ces

Vamos a probar que se da la igualdad. Para ello tomamos un p € Y\ f[X].
Esto significa que la fibra de p es vacia o, equivalentemente, que By, /pB, = 0, o
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también que pB, = By. A su vez, esto significa que podemos expresar
n
1= 3 mi(bi/s),
i=1

donde m; € p, by € B, s € A\ p. La igualdad es en B,, lo que significa,
explicitamente, que existe un s’ € A\ p tal que, en B,

SI(Z’R'Z'bi - 8) = 0.

=1

Tomemos C' € F que contenga a los b;. Entonces, deshaciendo los pasos
anteriores llegamos a que p(Bc¢), = (Bc)p 0, lo que es lo mismo, a que la fibra
de p respecto a g¢ es vacia o, también, a que p € Y \ go[Xc]. n

Vamos a combinar el teorema anterior con el siguiente:

Teorema 1.32 Sea X un esquema afin noetheriano y E una interseccion de
subconguntos constructibles de X. Si E es estable por especializacion (es decir,
cuando contiene a un punto, contiene a todas sus especializaciones), entonces
E es cerrado.

DEMOSTRACION: Pongamos que E = () E;, donde cada E; C X es cons-
tructible. =

Sea W una componente irreducible de E y ¢ € W su punto genérico. Enton-
ces W N E es denso en W. En efecto, un abierto no vacio en W es de la forma
UNW, donde U es abierto en X. Si V es el complemento en X de las demas
componentes irreducibles de E, entonces VNW # @, y, como W es irreducible,
UNVNW # @. Claramente, entonces, U NV N E # &, y cualquier punto en
esta interseccién estd en UNW N E # .

Por consiguiente, WNE; también es denso en W. Por 1.26, vemos que WNE;
contiene un abierto en W no vacio, luego £ € E;. Como esto es cierto para todo
i, resulta que £ € E. Pero todos los puntos de W son especializaciones de &,
luego W C E. Como esto es cierto para todas las componentes irreducibles W,
concluimos que F = E. n

Ahora podemos probar un ultimo teorema sobre los homomorfismos fiel-
mente planos:

Teorema 1.33 Sea A un anillo noetheriano, B una A-dlgebra, X = Esp B,
Y =EspA vy f: X — Y el homomorfismo natural. Si B es fielmente plano
sobre A, entonces un conjunto C C'Y es cerrado en'Y si y sélo si f~[C] es
cerrado en X.

DEMOSTRACION: Supongamos que f~1[C] es cerrado en X. Esto significa
que f~YC] = V(I), donde I es un ideal de B. Sabemos que f es suprayectivo
por 1.24, luego C = f[f~![C]]. Aplicamos 1.31 al homomorfismo asociado a la
composicion A — B — B/I, que nos da que C es interseccién de conjuntos
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constructibles. Por el teorema anterior, basta probar que C es cerrado por
especializaciones.

Tomemos, pues, p1, p2 € Y, ps C p1, po € C. Hemos de probar que
p1 € C. Podemos tomar PB; € X tal que f(PB1) = p;. El homomorfismo
natural A,, — Bg, es plano, luego fielmente plano, luego el homomorfismo
Esp By, — Esp A,, es suprayectivo, luego existe un ideal o € X tal que
Pao C P, f(P2) = p2. Como Py € f71[C] y este conjunto es cerrado, también
P1 € f71C], luego p; € C. "

Notemos que, bajo las hipdtesis del teorema anterior, se cumple igualmente
que un conjunto U C Y es abierto si y sélo si f~1[U] es abierto en X. Esto
significa que la topologia de Y es la topologia cociente inducida por f desde X.



Capitulo II

Anillos locales completos

Dedicamos este segundo capitulo a demostrar algunos resultados sobre ani-
llos locales completos respecto a la topologia m-adica determinada por su ideal
maximal. Recordemos que, en general, [AC 4.2 y 4.8] si A es un anillo, I es un
ideal de A y M es un A-mdédulo, la topologia I-adica en M es la unica topologia
en M compatible con la estructura de A-médulo (es decir, que hace continuas a
las operaciones de M) y que tiene a los submdédulos I"™ M como base de entornos
de 0. Segun [AC 4.21], si M es finitamente generado e I estd contenido en todos
los ideales maximales de A (en particular, si A es local e I es su ideal maximal)
entonces la topologia I-adica en M es de Hausdorff.

2.1 Swuavidad formal

La suavidad formal es un concepto técnico debido a Grothendieck que nos
permitird demostrar facilmente algunos teoremas de estructura sobre anillos
locales completos debidos a Cohen, asi como otras propiedades de interés de
este tipo de anillos.

Definicién 2.1 Sea A un anillo, B una A-dlgebra e I un ideal de B. Diremos
que B es I-suave sobre A si para toda A-dlgebra C, todo ideal N de C tal
que N2 = 0 y todo A-homomorfismo u : B — C/N tal que u[I"] = 0 para
cierto n > 1 (es decir, que sea continuo cuando en B consideramos la topologia
I-4dica y en C/N la topologia discreta), existe un A-homomorfismo v que hace
conmutativo el diagrama

B——=C/N

N

C

Diremos que v es una elevacion de u. Si cada w tiene una unica elevacién v
diremos que B es I-llano sobre A.

23
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Notemos que la elevacién v es necesariamente continua, ya que si u[I"] = 0,
entonces v[I"] C N, luego v[I?"] C N? = 0.

La condicién N2 = 0 en la definicién anterior supone la reduccién al caso
mas simple de la propiedad que realmente tiene interés, y que viene dada por el
teorema siguiente:

Teorema 2.2 Sea A un anillo, B una A-dlgebra, I un ideal de B, C una A-
dalgebra completa y de Hausdorff para la topologia N-ddica y u: B — C/N un
homomorfismo continuo (considerando en B la topologia I-ddica y en C/N la
topologia discreta). Entonces u tiene una elevacidn v: B — C.

DEMOSTRACION: Podemos considerar a C'/N como cociente de C'/N? sobre
el ideal N’ = N/N?, para el que se cample N2 = 0. La definicién anterior nos da
una elevacién (continua) us : B — C/N?. Nuevamente, podemos considerar
C/N? como cociente de C'//N? respecto al ideal N = N2/N3, que también
cumple N2 = 0, lo que nos da una elevacién uz : B — C/N?3. Procediendo de
este modo, obtenemos homomorfismos continuos u; que a su vez determinan un
homomorfismo (claramente continuo) v : B — lim C/N* = C = C que cumple
el teorema. ’ "

Notemos que la hipdtesis de que C' tenga la propiedad de Hausdorff respecto
de la topologia N-4dica se usa al final de la prueba, al identificar a C' con su
complecién C.

Veamos ahora algunas propiedades elementales de la suavidad formal:

Teorema 2.3 Sean A -~ B 2= B’ homomorfismos de anillos de modo que g’
sea continuo para la topologia I-ddica de B y la topologia I'-ddica de B'. Si B
es I-suave (resp. llano) sobre A y B’ es I'-suave (resp. llano) sobre B, entonces
B’ es I'-suave (resp. llano) sobre A.

DEMOSTRACION: Consideremos el diagrama siguiente, donde v, C'y N estdn
en las condiciones de la definicién de anillo I’-suave sobre A:

N
, N v
g N
N
N

B--->C

Como ¢’ ou es un A-homomorfismo continuo, se eleva a un A-homomorfismo
w que hace conmutativo el diagrama. Este convierte a C' en una B-algebra y
a u en un B-homomorfismo. Usando que B’ es I’-suave sobre B, obtenemos
un B-homomorfismo v que hace conmutativo el diagrama, el cual prueba que
B’ es también I’-suave sobre A. La versién para anillos llanos se obtiene sin
dificultad. n
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Teorema 2.4 Sea A un anillo, sean B y A’ dos A-dlgebras y sea B' = B4 A’.
Si B es I-suave (resp. llano) sobre A, entonces B' es I1B’-suave (resp. llano)
sobre A’.

DEMOSTRACION: Tenemos el diagrama siguiente:

RN

A—A C

donde u[(IB')"] = 0, con lo que (pu)[I"] = 0. Esto implica que pu se eleva a
un A-homomorfismo v : B — C. Este induce a su vez un A’-homomorfismo
w: B" — C, y es ficil ver que es una elevacién de u. Las unicidades para el
caso de anillos llanos son inmediatas. [

Veamos algunos ejemplos de suavidad formal. En primer lugar, es inme-
diato que un anillo de polinomios A[X7,...,X,] es O-suave sobre A. Otro caso
elemental es el siguiente:

Teorema 2.5 Sea A un anillo y S C A un subconjunto multiplicativo. Entonces
S7LA es 0-llano sobre A.

DEMOSTRACION: Si tenemos un A-homomorfismo u : S™*A — C/N en
las condiciones de la definicién, para cada s € S necesariamente u(s) = [s]
(identificando s = s-1 € '), y [s] es una unidad en C/N. Esto implica que s es
una unidad en C, ya que en caso contrario existiria un ideal primo 3 de C' tal
que s € C, pero, como N es nilpotente, seria N C 3, y entonces [s] € B/N no
podria ser una unidad.

El hecho de que los elementos de S sean unidades de C' implica que existe un
tnico A-homomorfismo v : S™'A — C, que claramente es la tnica elevacién
posible de u. m

Teorema 2.6 Sea B un anillo local, sea m su ideal maximal y sea B su com-
plecion. Entonces B es m-suave (resp. m-llano) sobre un anillo A si y sélo si

B es m-suave (resp. m-llano) sobre A.

DEMOSTRACION: La clave estd en que todo homomorfismo u : B — C/N
tal que u[m”] = 0 se extiende a un tnico homomorfismo @ : B — C/N, a
saber, el inducido por los homomorfismos u, : B/m" — C/N, para r > n. (En
términos topoldgicos, como C/N es un anillo topoldgico discreto, es completo, y
todo homomorfismo continuo de B en C'//N se extiende a la complecién de B.)
La extensién cumple ademds que @[m™] = 0.

Asi, si B es i suave (resp. llano) sobre A, el homomorfismo 4 se eleva a
un (unico) A-homomorfismo o : B — C, que a su vez se restringe a un dnico
A-homomorfismo v : B — C, que es una elevacién de u, luego B es m-suave
(resp. llano) sobre A.
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Reciprocamente, si B es m-suave (resp. llano) sobre A, un homomorfismo
@ : B — C/N se restringe a un homomorfismo u : B — C/N, que se eleva a un
(dnico) homomorfismo v : B — C, que se extiende a un tnico homomorfismo
9:B—C que eleva a u. Asi pues, B es -llano (resp. suave) sobre A. =

En particular, como A es obviamente m-llano sobre A, el teorema anterior
implica que A es m-llano sobre A.

Teorema 2.7 Sea K/k una extension de cuerpos.
a) Si es algebraica separable, entonces K es 0-llano sobre k.
b) Si es separablemente generada, entonces K es 0-suave sobre k.

DEMOSTRACION: a) Sea C' una k-dlgebra, N C C un ideal tal que N2 = 0
y u: K — C/N un k-homomorfismo. Consideremos una extensién finita
intermedia k C L C K. Por el teorema del elemento primitivo, serd de la forma
L = k(). Sea f(X) € k[X] el polinomio minimo de «. La separabilidad nos da
que f'(a) #0. Sea y € C un representante de u(a). Asi,

[f ()] = fu(e)) = u(f(e)) =0,
luego f(y) € N. Como N? = 0, para todo n € N tenemos que

fly+n)=fly)+ f(yn.

(La igualdad es k-lineal en f, luego basta probarla para f = X°.) Pero f’(«)
es una unidad en K, luego u(f’'(«)) = [f'(y)] es una unidad en C/N, de donde
se sigue que f’(y) es una unidad en C. (Por el mismo argumento empleado
en la prueba del teorema anterior.) Tomemos entonces n = —f(y)/f'(y) € N.
De este modo, f(y + n) = 0. Cambiando y por y + n tenemos que f(y) = 0.
Ahora podemos definir vy, : L = k[X]/(f(X)) — C mediante vy («) = y, que
claramente es una elevacién de u|y,.

Observemos que la elevacién vy, es Unica, ya que, si tuviéramos dos, cum-
plirfan que vi(a) = va(a) + n, con n € y f(vi(a)) = f(vz2(a)) = 0, luego
f'(v1(a))n = 0y, segin hemos visto, f/(v1(«)) serfa una unidad en C, luego
n = 0, luego v () = va(a), luego v1 = vs.

Esta unicidad permite extender todas las elevaciones vy, hasta un (\inico)
k-homomorfismo v : K — C|, que es una elevacién de u.

b) La hipétesis significa que K es separable sobre una extensién puramente
trascendente k(X) de k (donde X es un conjunto de indeterminadas). Por 2.3 y
el apartado anterior, podemos suponer que K = k(X). La 0-suavidad se sigue
inmediatamente de la definicién: si tenemos un homomorfismo u : K — C/N,
tomamos un conjunto Y C C cuyas clases médulo N sean las imagenes por u de
las indeterminadas de X. Existe un k-homomorfismo de anillos vg : k[X] — C
que biyecta X con Y, de modo que compuesto con C — C/N es la restriccién
de u. Los elementos de vo[k[X]] son unidades en C'/N (porque estdn en el
cuerpo u[K]), luego también son unidades en C. Esto permite extender vy a un
monomorfismo v : K — C' que obviamente eleva a u. ]
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Para obtener otros ejemplos de suavidad formal vamos a necesitar varios
resultados previos. El primero es elemental:

Teorema 2.8 Sea A un anillo noetheriano local cuyo ideal mazimal sea nilpo-
tente. Entonces un A-mddulo es plano si y solo si es libre.

DEMOSTRACION: En general, todo mdédulo libre es plano. Supongamos
ahora que M es un A-mdédulo plano, sea m el ideal maximal de A y sea k = A/m
el cuerpo de restos. Tomemos un conjunto B C M tal que las imégenes de B en
M/mM = M ®4 k sean una k-base y vamos a probar que B es una A-base de
M. Sea N el submédulo generado por B. Tenemos que M = N + mM, luego

M/N =m(M/N) =m*(M/N) =m?(M/N)=---

Como m es nilpotente, concluimos que M/N = 0, luego B es un sistema
generador de M.

Ahora basta demostrar que si mq,...,m, € M son k-linealmente indepen-
dientes en M /mM , entonces son también A-linealmente independientes. Razo-
namos por induccién sobre n. Si n = 1, suponemos que am; = 0 y hemos de
probar que a = 0.

Sea K C A el nicleo del homomorfismo A — A dado por la multiplicacién
por a. La sucesién exacta K — A — A da lugar a otra sucesién exacta

K®aM— M- M.

Como x; estd en el nicleo de la multiplicaciéon por a, podemos expresarlo
como 1 = byy; + -+ + byy,, donde b; € Ay ab; = 0. Como x1 no es nulo
en M/mM, no todos los b; estdn en m, es decir, algin b; es una unidad, luego
a=0.

Supongamos ahora que aixy + -+ + a,z, = 0, con n > 1. Razonamos
igualmente, pero ahora partiendo del homomorfismo A™ — A determinado
por (b1,...,by) — aiby + -+ + a,b,. Ahora tenemos una sucesién exacta

KaM— M"— M
y (21,...,2,) estd en el nicleo del segundo homomorfismo, luego

xi =3 bijyij, Do aibi; =0.
J g

Como x,, ¢ mM, ha de ser b,; ¢ m para algin j. Asi, b,; es una unidad, lo
que nos permite expresar a,, como combinacién lineal de los otros a;, digamos
an = c1a1 + -+ + ¢p_1ap_1. Sustituyendo en la combinacion lineal original,
resulta que

ar(zy +c1xn) + -+ an_1(Tno1 + cno17,) =0

Es claro que los elementos x; + ¢;x, son k-linealmente independientes en
M /mM, luego, por hipétesis de induccién, concluimos que a1 = -+ = a,,—1 =0,
de donde también a,, = 0, ya que es combinacién lineal de los a;. [

Seguidamente probamos algunos resultados sobre la cohomologia de las ex-
tensiones de anillos:
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Definicién 2.9 Sea A un anillo, B una A-algebra, I un ideal de B y N un B-
modulo tal que I™"N = 0 para cierto n > 0. Un 2-cociclo continuo simétrico es
una aplicacién A-bilineal simétrica f : B x B — N que cumpla las condiciones
siguientes:

a) Para todos los x,y, z € B, se cumple la relacién
xf(y,z) — flay, z) + f(x,y2) — f(z,y)z = 0.
b) Existe un m > n tal que f(z,y) =0 cuando x € I"™ o y € IT™.

Vamos a ver que un cociclo en estas condiciones nos permite definir lo que
se llama una extensidn de N por B. Definimos 7 = f(1,1), con lo que la
propiedad a) nos da que a7 = f(x,1) para todo x € B. Consideramos el
A-médulo C = (B/I™) @ N, y definimos en él el producto dado por

(2,8 n) = @y, zn + y€ — f(z,y)).
Una comprobacién rutinaria muestra que C' es asi un anillo conmutativo con
unidad (1,7) y que N es un ideal que cumple N?> = 0y C/N = B/I™. La

aplicacion A — C dada por a — (@, ar) es un homomorfismo de anillos y el
diagrama siguiente es conmutativo:

ML O/N

|

C

Diremos que el cociclo f se escinde si existe un A-homomorfismo g : B — N
tal que f = dg, donde

(09)(z,y) = zg(y) — g(xy) + g(x)y.

Esta es la condicién necesaria y suficiente para u se eleve a un A-homomor-
fismo v : B — C. En efecto, si existe g, basta definir v(z) = (Z,g(z)).
Reciprocamente, si existe v, basta llamar g a la composicién de v con la pro-
yeccién en la segunda componente.

Teorema 2.10 Sea A un anillo, B una A-dlgebra e I un ideal de B.

a) Si B es I-suave sobre A, entonces todo 2-cociclo continuo simétrico se
escinde.

b) Si B/I™ es un A-mddulo proyectivo para infinitos valores de n y todo
2-cociclo continuo simétrico se escinde, entonces B es I-suave sobre A.
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DEMOSTRACION: El apartado a) es consecuencia inmediata de la discusién
previa al teorema. Veamos b). Para ello suponemos un diagrama conmutativo

B—“=C/N
|
A C

en el que u[I"] = 0y N? = 0. El ideal N puede verse como C/N-médulo y, a
través de u, como B-mdédulo tal que I N = 0. Cambiando n por un natural
mayor, podemos suponer que B/I" es un A-médulo proyectivo. Por definicidn,
esto significa que el homomorfismo B/I™ — C/N se eleva a un homomorfismo
de A-médulos B/I" — C' o, equivalentemente, que existe un homomorfismo
de A-médulos A : B — C que induce a u y cumple ademés que A[I"] = 0. Sélo
hemos de probar que podemos exigir que A sea un homomorfismo de anillos.

Para cada z,y € B, definimos f(z,y) = A(ay) — AMz)A(y). Puesto que A
induce un homomorfismo de anillos médulo N, se cumple que f(z,y) € N. Asi,
f: BxB — N es una forma A-bilineal simétrica. Observemos que A convierte
a C en un B-mddulo con el producto dado por £ = A(x){. Puesto que N es
un ideal de B, también es un B-submoédulo. Con esto es inmediato comprobar
que f es un 2-cociclo continuo simétrico.

Por hipétesis, existe un A-homomorfismo g : B — N tal que

AMzy) — Mz)A\y) = f(z,y) = 2g(y) — g(xy) + g()y.

Por consiguiente, llamando v = A 4 g, tenemos que

v(zy) = AM@)A(Y) + AM@)g(y) + Ay)g(z) = v(z)v(y),
(puesto que g(z)g(y) € N? =0).

Esto prueba que g es un homomorfismo de A-dlgebras, y obviamente eleva
a u, al igual que A. m

Esto es todo lo que necesitamos para probar el teorema siguiente:

Teorema 2.11 Sea A un anillo local, sea m su ideal mazimal y k = A/m su
cuerpo de restos. Si B es una A-dlgebra plana y B @4 k es 0-suave sobre k,
entonces B es mB-suave sobre A.

DEMOSTRACION: Basta probar que B/m"™B es 0-suave sobre A/m™ para
todo n > 0. En efecto, en tal caso, dado un A-homomorfismo u : B — C/N
tal que u[m”B] = 0, tenemos que m"(C/N) = 0, luego m"C' C N, con lo que
m?"C Cc N? = 0. Cambiando n por 2n podemos suponer que m™C = 0, con lo
que C' es una A/m™-dlgebra. Por otra parte, u induce un A/m"-homomorfismo
@: B/m"B — C/N. Si B/m"B es 0-suave, entonces 4 se eleva a un A/m"-
homomorfismo ¢ : B/m”B — C. El homomorfismo v : B — C deducido de
U es una elevacion de u.
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Notemos ahora que B/m"B = B®4 (A/m™) es plano sobre A/m"™, asi como
que (B/m"B) ®4/mn k = B ®4 k, luego podemos sustituir ambos anillos por
los cocientes y suponer que m” = 0. El teorema 2.8 nos da entonces que B
es un A-médulo libre, luego es proyectivo, y también lo es B/m™B para todo
n suficientemente grande (ya que m™ = 0). Esto nos sitda en las hipdtesis del
teorema anterior, luego basta probar que todo 2-cociclo continuo simétrico se
escinde.

Tomemos, pues, f : B x B — N, donde m*N = 0. Supongamos en primer
lugar que mN = 0. Entonces, llamando By = B/mB = B ®4 k, tenemos que
N es un By-médulo, y f induce una aplicacion bilineal fo : By x By — N,
que claramente es un 2-cociclo continuo simétrico. Como By es 0-suave sobre
k, el teorema anterior nos da que fy se escinde, es decir, que existe un k-
homomorfismo gg : By — N tal que fy = 9gg. Si definimos g(z) = ¢o(Z),
tenemos un A-homomorfismo g : B — N tal que f = Jg.

En el caso general, sea f; : B x B — N/mN la composicién de f con
el epimorfismo natural N — N/mN. Es claro que se trata de un 2-cociclo
continuo simétrico, y se escinde por el caso anterior. Asi pues, fi = 0g1, para
cierto A-homomorfismo g1 : B — N/mN. Como B es proyectivo sobre A,
existe un A-homomorfismo g; : B — N que induce a g médulo N. Entonces
fo = f1 — Og1 es un 2-cociclo continuo simétrico con valores en mN.

Repitiendo la construccién obtenemos go : B — mN tal que el cociclo
fs = f1 — 9(g1 + g2) toma valores en m?N. Como m es nilpotente, tras un
nimero finito de pasos, llegamos a que f = 9(g1 + -+ + gn)- "

2.2 Los teoremas de estructura

Aqui vamos a aplicar los resultados de la seccién anterior para demostrar
ciertos teoremas de estructura para anillos locales completos. En general, si A
es un anillo local y k es su cuerpo de restos, podemos distinguir cuatro casos:

I) car A=cark =0.
IT) car A = cark = p, para cierto primo p.
II) car A =0, cark = p, para cierto primo p.
IV) car A = p™, cark = p, para cierto primo p y cierto n > 1.

En los dos primeros casos diremos que el anillo A es equicaracteristico. El
caso IV es el mas complicado y no nos va a interesar. Notemos que no puede
darse si, por ejemplo, A es un dominio integro.

Por ejemplo, si A = k[[X1,...,X,]] es un anillo de series formales de po-
tencias sobre un cuerpo k, entonces su cuerpo de restos es k, luego es un anillo
local completo equicaracteristico. Veremos que, reciprocamente, los anillos lo-
cales completos equicaracteristicos estan cerca de ser anillos de series formales
de potencias. La parte delicada de la prueba consiste en demostrar que tienen
cuerpos de coeficientes, en el sentido de la definicién siguiente:
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Definicién 2.12 Sea A un anillo local equicaracteristico y k su cuerpo de res-
tos. Un cuerpo de coeficientes de A es un subcuerpo K de A tal que el epimor-
fismo canénico A — k se restringe a un isomorfismo K — k.

Teorema 2.13 Todo anillo local completo equicaracteristico tiene un cuerpo de
coeficientes.

DEMOSTRACION: Sea A un anillo local completo equicaracteristico, sea m
su ideal maximal y sea k = A/m su cuerpo de restos. Si car A = 0, entonces A
contiene a Z y ZNm = 0 o, de lo contrario, k tendria caracteristica prima. Por
consiguiente A contiene a Q. Tanto en este caso como si A tiene caracteristica
prima, tenemos que A contiene un cuerpo perfecto kg, y k puede verse como una
extensién de kg a través del epimorfismo natural A — k. Por [GA 1.32], dicha
extension es separablemente generada, es decir, tiene una base de trascendencia
S C k tal que k/ko(S) es algebraica separable. Sea S’ C A un conjunto de
representantes de los elementos de S. Es claro entonces que kg[S’ N m = 0,
luego A contiene un cuerpo K = ko(S) cuya imagen en k es ko(S).

Por 2.7 sabemos que k/K es 0-llano y, por 2.2, la identidad ¥ — A/m da
lugar a un K-homomorfismo continuo ¥ — A cuya imagen es un cuerpo de
coeficientes de A. n

Si A es un anillo local en el caso III) de la divisién que hemos hecho al
principio de la seccién, entonces A contiene a Z y su ideal maximal m contiene
al primo p. Vamos a empezar estudiando el caso mas sencillo:

Definicién 2.14 Diremos que un anillo de valoracion discreta A de caracteris-
tica 0 es un p-anillo si su ideal maximal estd generado por el primo p € Z.

Si K es un cuerpo de caracteristica prima p, existe un p-anillo cuyo cuerpo
de restos es isomorfo a K. Esto resulta de aplicar el teorema siguiente a A = Z,.

Teorema 2.15 Sea A un anillo de valoracion discreta, sea m = (7) su ideal
mazximal, sea k su cuerpo de restos y K una extension de k. Entonces existe
un anillo de valoracion discreta B que contiene a A, cuyo ideal mazximal estd
generado también por m y cuyo cuerpo de restos es isomorfo a K.

DEMOSTRACION: Sea S una base de trascendencia de K sobre k y sea
k1 = k(S). Sea A’ = A[X] un anillo de polinomios, donde X es un conjunto
de indeterminadas en biyeccién con S. Podemos definir una valoracién en A’
asignando a cada polinomio el minimo de los valores de sus coeficientes no nulos
(respecto de la valoracién de A). Su anillo de enteros es 41 = A/ ,,, que es, por
lo tanto, un anillo de valoracién discreta. Ademds A;/mA; = k.

Esto nos permite reducir el problema al caso en que el cuerpo K es algebraico
sobre k. Fijamos una clausura algebraica L del cuerpo de cocientes de A. Apli-
camos el lema de Zorn al conjunto de todos los pares (B, ¢), donde A C B C L,
B es un anillo de valoracion discreta en el que 7 es primoy ¢ : B — K es un
A-homomorfismo cuyo nicleo es el ideal generado por = en B. Consideramos el
orden dado por (B,¢) < (B',¢')si BC By ¢'|p = ¢.
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Si tenemos una cadena de tales pares, es obvio que la unién de sus anillos es
un subanillo B de L, que los homomorfismos se extienden a un homomorfismo
¢ : B — K con nucleo 7B, y que las valoraciones en cada anillo se extienden
a una valoracién en B con primo 7 respecto a la que B es el anillo de enteros.
Asi pues, (B, ¢) es una cota superior de la cadena. Por consiguiente, existe un
par maximal (B, ¢), y hemos de probar que la imagen de ¢ es todo K.

Dicha imagen es un cuerpo Ky = B/wB. Si Ky & K podemos tomar un
a € K\ Ky. Su polinomio minimo sobre Ky serd la imagen de un polinomio
moénico f(X) € B[X]. Obviamente, f(X) ha de ser irreducible en B[X], luego
también en By[X] (donde By es el cuerpo de cocientes de B). Sea o' una raiz
de f(X) en Ly sea B' = B[a/] 2 B[X]/(f). Es claro que ¢ se extiende a un
homomorfismo ¢’ : B — K tal que ¢'(¢’) = a. Ademads

B'/nB’ = B[X]/(x, f) = Ko[X]/(f) = Ko[a].

En particular, 7 B’ es un ideal maximal. Como B’ es entero sobre B, tenemos
que todo ideal maximal de B’ contiene a 7 (teorema [AC 3.63]), luego 7B’ es
el tnico ideal maximal de B’. En definitiva, B’ es un anillo noetheriano local
cuyo ideal maximal es principal. Esto implica que B’ es un anillo de valoracién
discreta, ya que todo elemento no nulo de B’ puede escribirse como er™, donde
€ es una unidad, luego B’ es el anillo de enteros de la valoracién asociada al
primo 7. Con esto tenemos probado que (B’, ¢') contradice la maximalidad de
(B, 6).

Concluimos que B/mB = K, luego B cumple el teorema. L]

Ahora usamos la nocién de suavidad formal para probar un teorema de
existencia de homomorfismos:

Teorema 2.16 Sea B un p-anillo y A un anillo completo local. Para cada
monomorfismo ¢g : k — K entre sus cuerpos de restos respectivos, existe un
homomorfismo ¢ : B — A que induce a ¢q.

DEMOSTRACION: Sea kg C k el cuerpo primo. Como K ha de tener ca-
racteristica p, vemos que el ideal maximal de A, llamémoslo m, contiene a p,
y no puede contener a ningun otro primo. Por consiguiente, el homomorfismo
natural Z — A se extiende a un homomorfismo local Z, — A.

Por otra parte, B ®z, ko = B/pB = k es una extensién separablemente
generada de kg (porque kg es perfecto, de nuevo por [GA 1.32]), luego es 0-
suave sobre kg, por el teorema 2.7. Ademads, B es un Z,-médulo libre de torsion,
luego es plano (Teorema [AC A8]). El teorema 2.11 nos da que B es pB-suave
sobre Z, y el teorema 2.2 nos da un A-homomorfismo ¢ que hace conmutativo
el diagrama siguiente:

B——
T\\d)
N

{
Zp%-

=
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La flecha horizontal superior es la composicion B — k LN e , luego ¢
cumple lo pedido. m

De aqui se deduce un teorema de unicidad sobre p-anillos:

Teorema 2.17 Para cada cuerpo k de caracteristica prima p, existe (salvo iso-
morfismo) un dnico p-anillo completo local que tiene a k por cuerpo de restos.

DEMOSTRACION: Ya hemos visto (por el teorema 2.15) que existe un p-anillo
cuyo cuerpo de restos es isomorfo a k. Su complecién serd un p-anillo completo
local con el mismo cuerpo de restos. Falta probar la unicidad. Supongamos
que B y B’ cumplen ambos estas condiciones. El teorema anterior nos da un
homomorfismo ¢ : B — B’ que induce la identidad entre los cuerpos de restos.

Claramente ¢(p) = p, y B’ = ¢[B] + pB’. Asi, todo elemento z € B’ puede
expresarse como

z = ¢(bo) + pr1 = ¢(bo + pb1) + p*xa = (b + pby + pba) + pPaz = - -

En definitiva, si llamamos

n X o0 .
Yn =2 bip', y=> bip' € B,
i=0 i=0
tenemos que z — ¢(y) = x — ¢(yn) — ¢y — yn) € P B’, para todo n, luego
x = ¢(y). Por consiguiente, ¢ es suprayectivo. Entonces, su nticleo ha de ser un
ideal primo, pero, ciertamente, no es pB, luego ha de ser 0, lo que nos da que ¢
es un isomorfismo. m

Es obvio que un anillo local no equicaracteristico no puede tener un cuerpo
de coeficientes, pero ahora es fécil probar que si tiene un anillo de coeficientes
en el sentido de la definicién siguiente:

Definicién 2.18 Sea A un anillo completo local de caracteristica 0 cuyo cuerpo
de restos tenga caracteristica prima p, sea m su ideal maximal. Un anillo de
coeficientes de A es un anillo noetheriano local completo Ay C A, cuyo ideal
maximal es pAg y tal que A = Ag+m o, equivalentemente, k = A/m = Ay /pAy.

Teorema 2.19 Si A es un anillo completo local de caracteristica 0 cuyo cuerpo
de restos tiene caracteristica prima, entonces tiene un anillo de coeficientes que
es un anillo de valoracion discreta completo.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior existe un p-anillo completo Ag
cuyo cuerpo de restos es el de A. Por 2.16 existe un homomorfismo ¢ : Ag — A
que induce un isomorfismo entre los cuerpos de restos. Se cumple que ¢ es
inyectivo, pues los unicos ideales no nulos de Ag son los de la forma p™Agy y
ninguno de ellos estd contenido en el nicleo (porque A tiene caracteristica 0).
Obviamente, Ay cumple lo pedido. m

Notemos que si consideramos a los cuerpos como 0O-anillos, entonces un
cuerpo de coeficientes en el sentido de la definicién 2.12 puede considerarse
un anillo de coeficientes en el sentido de 2.18.
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Para llegar a los teoremas de estructura necesitamos un ultimo resultado
técnico elemental sobre anillos completos:

Teorema 2.20 Sea A un anillo, I un ideal y M un A-mddulo. Supongamos
que A es completo con la topologia I-ddica y que la topologia I-ddica en M es
de Hausdorff. Si M/IM estd generado sobre A/I por @i,...,&n, para ciertos
wi,...,wn € M, entonces éstos son un generador de M sobre A.

DEMOSTRACION: Sea N C M el submédulo generado por wy, .. .,w,. Tene-
mos que M = N + IM. Asi, todo £ € M puede expresarse como

E=ayw + -+ apwn +&1, & €IM.

A su vez, & = ajwy + - + aniwn + &, donde a1 € I, & € I2M. De
nuevo, £ = ajowi + - -+ + apawy + &3, donde azo € I2, €3 € I3M. De este modo
obtenemos expresiones de la forma

E=(ar+an+-Famwr+ -+ (an+an1 + -+ Gum)wWn + i,

donde a;j € I, &1 € I™TIM. Sea b; = Y a;; € A, de modo que
J
E—bwy — - —byw, €eNIMM = 0.
Asi pues, £ € N. n

Teorema 2.21 Sea A un anillo noetheriano local completo. En el caso en que
no sea equicaracteristico, supongamos ademds que A es un dominio integro.
Entonces A contiene un subanillo A’ local, reqular y completo, con el mismo
cuerpo de restos, de modo que A es una A’-dlgebra finita.

DEMOSTRACION: Sea m el ideal maximal de A y k¥ = A/m su cuerpo de
restos. Vamos a tratar simultdneamente el caso en que car A = cark (caso 1) y
el caso en que A es un dominio integro de caracteristica 0 y k es un cuerpo de
caracteristica prima p (caso 2).

Sea Ag un anillo de coeficientes de A, entendiendo que es un cuerpo en el
caso 1 (teorema 2.13) y un anillo de valoracién discreta completo en el caso 2.

En el caso 2 tenemos que dim A/pA < dim A, luego el teorema [A 5.18] nos da
un sistema de pardametros y1, . ..,y, de A tal que y; = p. En el caso 1 tomamos
un sistema de pardmetros arbitrario yi,...,y,. Notemos que n = dim A.

Sea Ap[[Y]] el anillo de las series formales de potencias con coeficientes en
Ay e indeterminadas Y7,...,Y, enel caso 1 0 Ys,...,Y,, en el caso 2. Podemos
definir un Ag-homomorfismo de anillos ¢ : Ag[[Y]] — A mediante Y; — y;.
En el caso 2 convenimos en llamar Y7 = p € Ap, de modo que también se
cumple ¢(Y1) = y1. Sea A’ C A la imagen de ¢, sea m' = (y1,...,yn)a’ y sea
mo = (Y1,..., Yo) ag[v)-

Observemos que m’ estd formado por las series de potencias en yi,...,yn
con término independiente nulo en el caso 1 o por las series de potencias en
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Y2, ..., Yn con término independiente miltiplo de p en el caso 2. En ambos
casos, los elementos de A’ que no estdn en m’ son unidades, pues son series de
potencias cuyo término independiente es una unidad de Ay. Por lo tanto, m’
es el tnico ideal maximal de A’. Claramente, A’ es un anillo noetheriano local
completo. Tenemos monomorfismos

k= Ao[[Y]]/mo — A'/m" — A/m = k.

(El segundo es inyectivo porque si una serie de potencias en yi,...,Yy, con
coeficientes en Ag estd en m, necesariamente su término independiente esta en
mnN Ay Cm'.) Asi pues, A’/m’ = A/m.

Si M es un A-médulo de longitud finita, sus factores de composicién son
A-médulos isomorfos a A/m, luego también son A’-médulos isomorfos a A’ /m/
y toda serie de composicion de M como A-mdédulo es también una serie de
composicién de M como A’-médulo, luego {4 (M) = 1a/(M).

Como m’A es un ideal m-primario, el anillo A/m’A tiene dimensién 0, luego
tiene longitud finita como A-mddulo y, segin acabamos de observar, también
como A’-médulo, y también como A’ /m’-mddulo. En particular, es un A-médulo
finitamente generado. Segiin el teorema [AC 4.21] la topologia m’-ddica en A es
de Hausdorff. Esto nos permite aplicar el teorema 2.20, segin el cual A es un
A’-médulo finitamente generado (es decir, una A’-dlgebra finita).

Por [AC 3.68] concluimos que dim A" = dim A = n. Por otra parte, Ag[Y] es
un dominio integro de dimensién n (por [AC 4.57] y [AC 4.63]). Si el epimorfismo
@ : Ap[[Y]] — A’ no fuera inyectivo, su nicleo serfa un ideal primo no nulo,
luego serfa dim A’ < n. Asf pues, A’ 2 Ay[[Y]], lo que implica que A’ es regular
(por [AC 5.11] v [AC 5.65)). .

Notemos que, segtin hemos visto en la prueba, el anillo A’ es, concreta-
mente, un anillo de series formales de potencias sobre un anillo de coeficientes
de A. También podemos expresar los anillos locales completos como cocientes
de anillos de series formales de potencias:

Teorema 2.22 Sea A un anillo local completo. En el caso en que no sea
equicaracteristico, supongamos ademds que A es un dominio integro. Sea Ay
un anillo de coeficientes de A. Si el ideal maximal de A es finitamente ge-
nerado, digamos m = (x1,...,x,), entonces tenemos un epimorfismo natural
Aol[X1,..., Xn]] — A. En particular A es noetheriano.

DEMOSTRACION: Como en la prueba del teorema anterior, entendemos que
Ap es un cuerpo en el caso equicaracteristico. Basta observar que todo a € A
puede expresarse como serie de potencias en x1, ..., 2, y coeficientes en Ay. En
efecto, por definicién de anillo de coeficientes, podemos tomar un ag € Ay tal
que a = ag (méd m). Asi

n
a—ag= Y. ¢wi, c; € A
i=1
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A su vez, ¢; = a; + b;, para un a} € Ag y un b} € m. Por consiguiente,

n n
a—ag — Z a;r; = Z CijTiTj, Cij € A.
i=1 ij=1
Ahora podemos descomponer c¢;; = a;; + by, con a;; € Ag y by € m.
Procediendo de este modo, vamos obteniendo formas F,,, € Ag[X1,...,Xn] ¥y

G € A[X4,...,X,] de grado m tales que

T

a— Y Fn(ry,...,20) = Gry1(21,. .., 2,) €m L
m=0
o0
Es claro entonces que a = > F(21,...,2p). n
m=0

Notemos que si A es equicaracteristico y regular, podemos suponer que n
es la dimensién de A, con lo que, considerando las dimensiones, vemos que el
epimorfismo del teorema anterior ha de ser, de hecho, un isomorfismo, tal y
como se prueba en [AC 5.12].

Como ultima aplicacién de la existencia de cuerpos de coeficientes demos-
traremos una relacién entre la suavidad formal y la regularidad:

Teorema 2.23 Sea A un anillo noetheriano local que contenga un cuerpo ko,
sea m su ideal mazimal y k = A/m el cuerpo de restos. Si A es m suave
sobre kg, entonces A es regular. El reciproco es cierto si la extension k/ko es
separablemente generada.

DEMOSTRACION: Sea A la complecion de A respecto de la topologia m-adica.
Notemos que A es plano sobre A y, segin la observacién tras el teorema 2.6,
sabemos que A es ti-suave sobre A. Por transitividad y el teorema [AC 5.11]
podemos suponer que A es completo.

Es claro que A es equicaracteristico, luego podemos identificar a k con un
subcuerpo de A. Consideremos ahora el cuerpo primo k{, C kN ky. Como kj
es perfecto, la extensién ko /k{ es separablemente generada, luego ko es 0-suave
sobre k{, por el teorema 2.7. Por transitividad, tenemos que A también es m-
suave sobre k{, luego podemos suponer que kg es perfecto y que estd contenido
en k.

Sea x1,...,x, un generador minimal de m. Observemos que 1,z1,...,x,
forman una k-base de A/mz, ya que si ag + a1z1 + - - + anx, € m? con a; € k,
entonces ag € kNm = 0 y tenemos a1y + -+ + apx, = 0 en m/m2, luego
todos los a; son nulos, ya que los z; son k-una base de m/m2. Esto hace que el
epimorfismo de k-dlgebras

E[X1,..., X0/ (X1, .., X)) — A/m?

haga corresponder dos k-bases, luego es un isomorfismo. Por lo tanto, podemos
definir un homomorfismo de k-algebras

A— Afm? — k[X1, . Xn] /(X e, X)) — K[ X, X/
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donde m’ = (X3,...,X,). Por hipdtesis, este homomorfismo se eleva a un
homomorfismo ¢ : A — k[[X1, ..., X,]]. Podemos aplicar el teorema 2.20 con
I'=my M =k[[Xy,...,X,]] con la estructura de A-médulo dada por ¢.

Notemos que ¢(z;) = X; (méd m'?), luego por [AC 4.52] concluimos que
las series formales ¢(z;) generan m’, lo que a su vez significa que la topologia
m-ddica en k[[X1, ..., X,]] es la topologia m’-ddica. Ademds, M/mM = k esta
generado por 1 como k-espacio vectorial, luego también M estd generado por 1,
luego ¢ es suprayectivo.

Esto implica que dim A > n, luego A es regular.

Supongamos ahora que A es regular y que la extensién k/kg es separable-
mente generada. Por el teorema 2.6, basta probar que A es m-suave sobre ko.
Como A sigue siendo regular (teorema [AC 5.11]) podemos suponer que A es
completo. Ahora bien, segun la observacion tras el teorema 2.22, sabemos que
A =E[[X1,...,X,]], que es m-suave sobre k por ser la complecién de una loca-
lizacién de un anillo de polinomios. Por ultimo, el teorema 2.7 nos da que k es
0-suave sobre kg, luego por transitividad A es m-suave sobre kq. m

2.3 El criterio jacobiano de Nagata

En esta seccién demostraremos un teorema similar a [AC 5.73] para anillos
de series formales de potencias sobre un cuerpo en lugar de anillos de polino-
mios. Esto nos permitird demostrar a su vez un andlogo de [AC 5.74], que es
el resultado que necesitaremos mas adelante. En realidad nos va a interesar
unicamente el caso de cuerpos de caracteristica prima, aunque para situar en
su contexto el primer concepto que vamos a discutir empezaremos demostrando
un resultado en caracteristica 0:

Teorema 2.24 Sea K/k una extension de cuerpos de caracteristica 0, conside-
remos un conjunto B C K y sea dB = {db| b€ B} C Q}{/k.

a) B es algebraicamente independiente sobre k si y sdlo si d|p es inyectiva y
dB es K-linealmente independiente.

b) B es una base de trascendencia de K/k si y sélo si d|p es inyectiva y dB
es una K-base de Q}(/k.
DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que B es una base de tras-

cendencia de K/k y sea L = k(B). Si V es un L-espacio vectorial, es claro

que toda aplicacién i : B — V se extiende de forma tnica a una k-derivacién

D : L — V dada por

i(bi),

OF
D(a) = Z 0X; (b1,...,bn)

%

donde F € k[X1,...,X,] y a= F(by,...,b,). Segin el teorema [E 7.31] existe
una unica aplicacién L-lineal ¢ : QlL i V tal que D = d o ¢. En particular,
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¢(db) = i(b), para todo b € B. Para que esto sea posible (para cualquier
eleccion de 1) es necesario que d|p sea inyectiva. Ademds tenemos que cualquier
aplicacién dB — V se extiende a una unica aplicacion lineal sobre QlL Ik lo

cual s6lo es posible si dB es una L-base de Q} Ik

Si L CL'C KyL'/L es una extension finita, el teorema [E 7.38] nos da
que el homomorfismo natural QlL /& ®L L — Q]{, /k €5 un isomorfismo.

Las k-derivaciones dy, : L' — QlL,/k — QlL/k ®r L' — QlL/k ®r K se
extienden a una k-derivacién dg : K — Q}{/k ®r K.

Por otra parte, una k-derivaciéon D : K — V estd completamente deter-
minada por sus restricciones Dy, : L’ — V', donde L’ recorre las extensiones
finitas de L. Cada una de ellas es una k-derivacién que determina una aplicacion
L'-lineal ¢y : Qi,/k — V. A su vez, las aplicaciones 9/ : QlL/k QLL —V
determinan una aplicaciéon K-lineal v : QlL/k R K — V tal que D = dg o .
Esto significa que QIL /i OL K y dg cumplen la propiedad universal del teorema
[E 7.31], de donde se sigue que Q}{/k = QlL/k@)L K, asf como que d|g es inyectiva
y dB es una K-base de Q}(/k.

Como todo conjunto algebraicamente independiente B se extiende a una base

de trascendencia, concluimos también que dB es, en este caso, K-linealmente
independiente.

Reciprocamente, si d|p es inyectiva y dB es K-linealmente independiente,
entonces B ha de ser algebraicamente independiente. En caso contrario exis-

tirfan by,...,b, € B distintos dos a dos y un polinomio F € k[X3,...,X,] no
nulo tal que F(by,...,b,) = 0. Podemos tomar F' de grado minimo. Entonces
oF
0=d0= — db;,
2; OXil (b0 )

donde las derivadas no son nulas porque tienen grado menor que F (y aqui
usamos que los cuerpos tienen caracteristica 0), lo que nos lleva a que los db; no
son linealmente independientes.

Si dB es una K-base de Q}( /i tenemos que B es algebraicamente indepen-
diente, luego estd contenido en una base de trascendencia B’, luego d|ps es
inyectiva y dB’ es una K-base de Q}(/k, luego dB = dB’, luego B=B'. =

Para extensiones de cuerpos de caracteristica prima p, la condicién necesaria
y suficiente para que dB sea una base de Qk /k O es que B sea una base de
trascendencia de K/k, sino que sea una p-base, en el sentido de la definicién
siguiente:

Definicién 2.25 Sea K/k una extensién de cuerpos de caracteristica prima
p. Un conjunto B C K es p-independiente sobre k si los monomios b{* - - b,
donde by,...,b, € B son distintos dos a dos y 0 < e; < p, son linealmente
independientes sobre kKP. (Notemos que los elementos de k son algebraicos
sobre K?, de donde se sigue que kK? = k[K?] = K?[k] es un cuerpo.)
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Diremos que B es una p-base de K sobre k si es p-independiente y ademas
K = kKP[B], es decir, si todo elemento de K se expresa de forma tinica como un
polinomio con coeficientes en kKP, cuyos monomios tienen grado menor que p en
cada variable, evaluado en elementos de B. (A tales polinomios los llamaremos
polinomios reducidos.)

Es claro que un conjunto B C K es p-independiente si y sélo si lo son todos
sus subconjuntos finitos. Si B es finito, entonces es p-independiente si y sélo si
|EKP[B] : kKP?| = plBl (ya que los p/®l monomios reducidos en by, ...,b, son,
en cualquier caso, un generador de kKP[B] sobre kKP).

Notemos también que una p-base es un sistema p-independiente maximal
respecto de la inclusién, ya que si B es p-independiente pero kK?[B] ¢ K,
entonces cualquier b € K \ kKP?[B] cumple que las potencias 1,b,0%, ... P71
son linealmente independientes sobre kKP[B], luego (por la prueba del teorema
de transitividad de grados) los monomios reducidos en B U {p} son linealmente
independientes sobre kKP. Asi pues, B U {b} es también p-independiente. El
lema de Zorn implica entonces que todo sistema p-independiente puede exten-
derse hasta una p-base.

Ahora ya podemos demostrar el andlogo del teorema 2.24:

Teorema 2.26 Sea K/k una extension de cuerpos de caracteristica prima p,
sea BC K yseadB={db|be B} C Q.

a) B es p-independiente sobre k si y sdlo si d|p es inyectiva y dB es K-
linealmente independiente.

b) B es una p-base si y sdlo sid|p es inyectiva y dB es una K-base de Q%{/k'

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que B es una p-base de K
sobre k. Si V es un K-espacio vectorial, toda aplicacién i : B — V se extiende
de forma tnica a una k-derivaciéon D : K — V mediante

D=3 75

%

(b1,...,bn)

donde F € kK?[Xq,...,X,] es un polinomio reducido y a = F(by,...,by).
En efecto, notemos que todo monomio puede expresarse en la forma
F=aX{"?" - XI"PQG,

donde a € kK? y G es un monomio reducido. Si F* = ab}'? - - - bI»PG, tenemos
que F(by,...,by) = F*(b1,...,b,) y

or
0X;

_or

(b1,5bn (b1,---,bn)

Esto implica que la férmula que define a D vale para cualquier monomio F',
no necesariamente reducido y, por linealidad, para cualquier polinomio F', no
necesariamente reducido. De aqui se sigue que D es ciertamente una derivacion.
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Al igual que en la prueba de 2.24, esto implica que d|p es inyectiva y que

dB es una K-base de Q}(/k.

Si B es p-independiente, se extiende a una p-base B’, luego dB C dB’ es
K-linealmente independiente.

Si B no es p-independiente pero d|p es inyectiva, B tiene un subconjunto
finito que no es p-independiente. Esto significa que existe un polinomio reducido
F € kKP[X4,...,X,] no nulo tal que F(by,...,b,) =0, para ciertos elementos

bi,...,b, € B distintos dos a dos. Podemos elegirlo de grado minimo. Entonces
F
0=d0= 0 db;,
i 0X; (b1,..,bn)

donde las derivadas no son idénticamente nulas porque F' es reducido, y no se
anulan en (by,...,b,) por la minimalidad de F. Esto significa que dby,...,db,
no son linealmente independientes.

Asi termina la prueba de a). Para terminar la prueba de b) suponemos
que d|p es inyectiva y que dB es una K-base de Q}(/k. Por a) sabemos que B
es p-independiente, luego estd contenido en una p-base B’. Entonces, d|p/ es
inyectiva, dB C dB’ y dB’ es K-linealmente independiente, luego dB = dB’,
luego B = B’. "

Definicién 2.27 Sea A un anillo, sean z1,...,x, € Ay consideremos derivacio-
nes Dy,..., D, € Der(A) = Derz(A, A). Llamaremos matriz jacobiana asociada
a estos elementos a la matriz J(z1,...,2,;D1,...,Ds) = (D;z;);,;. Si P es un
ideal de A, llamaremos J(z1,...,%,;D1,...,Ds)(P) a la matriz formada por
las clases modulo P de los coeficientes de la matriz jacobiana. Si ‘P es un ideal
primo y contiene a x1, ..., ,, entonces el rango de esta matriz sélo depende del
ideal I = (z1,...,,), por lo que lo representaremos por rang J(I; D1,..., Dy).

(Nos referimos al rango de la matriz considerada como matriz con coeficientes
en el cuerpo de cocientes de A/B. M4ds en general, si A es un dominio integro
con cuerpo de cocientes K y M es un A-mdédulo, llamaremos rango de M a la
dimensién de M ® 4 K.)

En efecto, si y1, ...,y es otro generador de I, tenemos que

yi=22a;x5,  Diyr =3 (a;Dizj + 2;Dia5) = ) a; Dy (méd B),
J J

J

luego
rang J(x1,...,2;D1,...,Ds) =rang J(x1, ..., Zr, Y1, .-, Ye; D1, ..., Ds)
=rang J(y1,...,y:; D1,...,Ds).

Si A C Der(A), definimos rang J(I; A)(P) como el maximo de los rangos
rang J(I; Dy, ..., Ds)(B), donde las derivaciones Dy, ..., Dy recorren los sub-
conjuntos finitos de A.
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Observemos que, en realidad, si Iy = (21, ..., 2,)Ag, entonces
rang J(Iv A)(“p) = rang J(xla ceey Ty A)(m)
En efecto, si y € I, tenemos que
sy =y a;x;, a; €A, s€ A\'P.
J
luego si D; € A, se cumple que,

sDy = > ajD;z; (méd PB), s #£ 0 (méd P),
J

por lo que rang J(x1, ..., 2.; A)(P) =rang J(x1, . .., T, y; A)(P). n
El teorema siguiente nos da una condicién suficiente para que un punto de

un espectro Esp(A/I), donde A es un anillo regular, sea también regular:

Teorema 2.28 Sea A un anillo reqular, I un ideal de A y P € Esp A tal que
I CP. Sear=altly y A C Der(A). Entonces:

a) rang J(I; A)(P) < r.

b) Sirang J(fi,..., fr; A)(P) = r para ciertos fi,..., fr € I, entonces Iy =
(fi,-- o, fr)p y Ap/Iyp es regular.

DEMOSTRACION: Sea £ un ideal primo tal que I C Q C Py altQ = r.
Entonces, considerando determinantes vemos que

rang J(I; A)(P) < rang J(I; A)(Q).

Tenemos que Ag es un anillo local regular de dimensién 7, luego existen
g1,---,9r € Q tales que QA5 = (g1,...,9-)a. Asi, todo f € I satisface una
relacién de la forma sf = > a;g;, con a; € A, s € A\ Q.

i

Si D € A, tenemos que

sDf = a;Dg; (méd Q),

lo que significa que la fila de la matriz J(I; A)(Q) correspondiente a f es combi-
nacién lineal de las filas correspondientes a g1, . . . , g, luego rang J(I; A)(Q) < r.

b) Sea m = PAg, el ideal maximal de Ayp. Vamos a probar que las clases
de fi1,...,fr en m/m? son linealmente independientes médulo m. Para ello
suponemos que

a1f1+~~+arfr€m2, aiEAgp,

y hemos de probar que a; € m. Multiplicando por un elemento adecuado de
A\ P podemos suponer que a; € A, con lo que la combinacién lineal estd, de
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hecho, en PB2. Por hipétesis, existen D1, ..., D, € A tales que la matriz (D, f;)
tiene determinante no nulo médulo B. Como

alDif1 + -+ arDifT =0 (méd m)7

ha de ser a; € P para todo j.

Por consiguiente, f1,..., f, se extienden a un sistema regular de parametros
de Ay (teorema [AC 4.52]) y el teorema [AC 5.26] nos da que (fi,..., fr)p es
un ideal primo de altura r, luego ha de ser IAgp (pues existe un primo Q de
altura r tal que (f1,..., fr)p C Iy C QAg). El cociente Ay /Iy es regular por
[AC 5.19]. "

Bajo ciertas condiciones, tenemos una condicién necesaria y suficiente:

Teorema 2.29 Sea A un anillo regular, sea S € EspA y A C Der(A). Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

0) rang J(P; A)(F) = alt .

b) Para cada primo Q C ‘B, el cociente Ap/QAq es reqular si y solo si
rang J(Q; A)(P) = alt Q.

DEMOSTRACION: a) es el caso particular Q = 9P de b). Suponiendo a),
si rang J(Q; A)(P) = alt Q, tenemos que Ayp/QAgq es regular por el teorema
anterior aplicado a I = .

Reciprocamente, si el cociente es regular, [AC 5.19] nos da que existen
fi,-., fr € B, tales que ‘BAqg = (f1,..., fr)Aqg y QA{B = (f1,.--, fs)As;p,
donde r = alt B, s = alt Q. Por a), tenemos que rang J(f1,..., fr; A)(B) = r,
luego

vang J(Q; A)(B) = rang J(fi, .., fui A)(P) = s.

Vamos a probar que la condicién a) del teorema anterior se cumple para todo
P cuando A es un anillo de series formales de potencias. Para ello necesitamos
varios resultados previos.

Teorema 2.30 Sea K/k una extension de cuerpos de caracteristica prima p y
sea F una familia de cuerpos intermedios tal que la interseccion de dos cuales-
quiera de ellos contenga a un tercero. Las afirmaciones siguientes son equiva-
lentes:

a) (| LKP =kKP.
LeF

b) La aplicacion natural Q}(/k — lim Q}(/L es inyectiva.
€

‘Ter

¢) Para cada B C K finito y p-independiente sobre k, existe un L € F tal
que B es p-independiente sobre L.

d) Eziste una p-base B de K sobre k tal que para cada subconjunto finito de
B existe un L € F sobre el que es p-independiente.



2.3. El criterio jacobiano de Nagata 43

DEMOSTRACION: Observemos que si k C L C L' C K, tenemos aplicaciones
K-lineales naturales Q}(/L — Q}(/L,, determinados por que db — db. Mas
concretamente, se trata del homomorfismo dado por el teorema [E 7.31] a partir
de la L-derivacién d : K — Q}(/L,.

Estos homomorfismos convierten a {QJ, /rYLes en un sistema inverso (en
un sentido que generaliza de forma obvia a la definicién [AC 4.4]). Por el
mismo motivo tenemos aplicaciones K-lineales Q}( e Q}( /1> que inducen un

homomorfismo natural €}, e lim Q1

Tey K/
a) = ¢) Sean vy, ..., v, los monomios reducidos en los elementos de B, que,

por hipétesis, son linealmente independientes sobre kKP. Podemos tomar un
L € F tal que el rango de dichos monomios sobre L sea maximo. Si este rango es
r < n, entonces tenemos r monomios L-independientes, digamos vy, . .., v,, pero
Vp = C1V1 + - - - + ¢, con ¢; € L. Por la independencia sobre kKP, para algin
indice, por ejemplo i = 1, se cumple que ¢; ¢ kKP. Por a) tenemos que ¢; ¢ L/,
para cierto L' € F que podemos tomar contenido en L. Entonces vy, ..., v, v,
son L'-independientes, pues vy, ..., v, lo son por ser L-independientes, luego, si
fueran L’-dependientes, v,, deberia ser combinacién lineal de los otros, pero, por
la unicidad de las coordenadas, la primera deberia ser c;, lo cual es imposible.
Esto contradice la maximalidad del rango.

¢) = d) es trivial. (Sirve cualquier p-base.)

d) = D) Seaw € Q}{/k no nulo. Como dB es una K-base, podemos expresarlo

como w = cydby + - -+ + ¢,dby,, para ciertos b; € By ¢; € K. Por d), existe
un L € JF tal que by,...,b, son p-independientes sobre L. Por consiguiente,
dby,...,db, son linealmente independientes en Q% N luego la imagen de w en

Q}( /L €5 Mo nula, al igual que su imagen en el limite inverso.

b) = a) Sia € K\kKP, entonces es p-independiente sobre k, luego da € Q}{/k
es no nulo. Por b), existe un L € F tal que da € Q}(/L también es nulo, lo que
implica que a ¢ LKP. =

Teorema 2.31 Sean K/k y F como en el teorema anterior y sea E/K una

extension finitamente generada. Si (| LKP = kKP?, entonces (| LEP = kEP.
LeF LeF

DEMOSTRACION: La extensién F/K puede descomponerse en un nimero
finito de extensiones simples, por lo que no perdemos generalidad si suponemos
que E = K(a). Distinguiremos varios casos:

1) Si a es trascendente sobre K, entonces

(| LE? = () LK?(a?) = kKP?(a?) = kKE".
LeF LegF
(El paso no trivial es la segunda igualdad: notemos que un elemento de LKP(aP)

es de la forma b = F(aP), para un cierto F' € LKP[X] univocamente determi-
nado. Si b estd en la interseccién, entonces F € kKP[X], luego b € kKP(aP).)
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2) Supongamos ahora que a es algebraico separable sobre K. Entonces,
segin [E 7.38] tenemos que Q}(/k R E = Q}E/k’ por lo que una p-base de K/k
es también una p-base de E/k y basta usar el apartado d) del teorema anterior.

3) Ahora supongamos que a es puramente inseparable sobre K. Descom-
poniendo la extensién F/K en més extensiones simples, podemos suponer que
a? =b € K. Entonces E = K[X]/(X? —b) y [E 7.34] nos da que

Qb 2= Qe @xix) B)/ (db@ 1) .

Por otra parte, la prueba del teorema [E 7.37] aplicado a I = 0 nos da un
isomorfismo

Qe = Qi Ok K[X]) & Qe s

Mas explicitamente, es Q}([X]/k o (Q}(/k ok K[X]) ® <dX>K[X]' Por consi-
guiente,
Qkxyn Oxix) B = (U Ok B) & (1© da)p

y a su vez,
Qi = (U i/ (db) ©xc E) & (da).

Lo mismo es valido para cualquier L € F en lugar de k, es decir:
Oy 2 ((Qey/ (db) @ E) @ (da).

Si db # 0, entonces b ¢ kEKP, por lo que es p-independiente y podemos
extenderlo hasta una p-base de K sobre k, digamos {b} U B. Asi, {db} UdB es
una K-base de Q}(/k, luego {da} U dB es una E-base de Q}E/M luego {a} U B es
una p-base de F sobre k.

Maés atin, podemos suponer que B resulta de eliminar un elemento adecuado
de una p-base de K sobre k que cumpla la propiedad d) del teorema anterior.
Entonces, si b,b1,...,b, son p-independientes en K sobre un L € F, tenemos
que a,by,...,b, son p-independientes en E sobre L.

Si db = 0 tomamos como B cualquier p-base de K sobre k que cumpla la
citada propiedad d) y tenemos igualmente que {a} U B es una p-base de F sobre
k que cumple dicha propiedad para E. L]

Teorema 2.32 Sea K un cuerpo de caracteristica prima p, sea F una familia
de subcuerpos tal que la interseccion de dos cualesquiera de ellos contenga a un
tercero. Supongamos ademds que para todo L € F se cumple |K : L| < oo,

asi como que (| L = KP. Sea E/K una extensidn finita. Entonces existe un
LeF
L € F tal que, para todo subcuerpo K' C L que cumpla |K : K'| < oo, tenemos

que dimg Q}E/K, = dimg Q}(/K,.

DEMOSTRACION: Sea K = Ky C K; C --- C K, = E una cadena de
cuerpos intermedios de modo que K; = K;_1(a;), donde z; es separable sobre
K;_1 o bien a¥ € K;_;. El teorema anterior aplicado a k = K? nos da que
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N LK? = K?. Esto hace que baste probar el teorema para cada una de las
LeTg
extensiones K;/K;_1, ya que en tal caso podemos tomar un mismo L € F que
sirva para todos los tramos, y asi, si K’ C L, |K : K'| < oo, también K’ C LK?,
|K;; K'| < oo, luego

dimp Qf, g = dimg, |, Qje, | g0 = -+ = dimg Q0.

Equivalentemente, podemos suponer que F = K(a). Si a es separable,
segtin [E 7.38] tenemos que Q}E/K, = Q}(/K, ®x E, y el resultado es cierto para
cualquier L.

Supongamos ahora que a? = b € K, pero que b ¢ KP. Entonces existe un
LeTFtalquedb ¢ L. Si K/ C L cumple |K : K'| < oo, al igual que en la prueba
del teorema anterior vemos que

QlE/K/ = ((Q}{/K// (db)) @k E) & (da) .

Como K'KP C L, tenemos que b ¢ K'KP, luego es p-independiente sobre
K’, luego db # 0, lo que implica la igualdad de las dimensiones. m

Teorema 2.33 Sea k un cuerpo de caracteristica p, sea R = k[[X1,..., X,]],
sea P € EspR y sea A = R/P. Sea F una familia de subcuerpos de k tal que
la interseccion de dos cualesquiera de ellos contenga a un tercero. Supongamos

ademds que |k : L| < oo para todo L € F y que (| L = kP. Entonces existe un
LeTg
L € F tal que para todo cuerpo intermedio kP C k' C L tal que |k : k'| < oo, se
cumple que
rang 4 Dery/ A = dim A + dimyg, Dery/k.

DEMOSTRACION: Sean = dim A y sea 1, ..., T, un sistema de pardmetros
de A. En la prueba del teorema 2.21 hemos visto que si B = k[[z1,...,z,]],
entonces B es isomorfo a k[[X1,...,X,]] y que A es una B-algebra finita.

Tomemos un cuerpo intermedio k? C k' C k tal que |k : k'| < oo. Entonces
|k : k| =p". Siug,...,u, es una p-base de k sobre k', entonces

Deryk = Homy (Q /4, k),
luego dimy, Dery k = dimyg Q,lc/k, =r.

SiC =kK[z,...,22]], entonces B es un C-médulo libre con base el conjunto
de los monomios reducidos en uy, ..., Uy, T1,...,Tn.

El mismo argumento empleado en la prueba del teorema 2.26 prueba enton-
ces que Q}B/C es un B-médulo libre de base du,...,du,,dx,...,dz,. Concre-
tamente, si B = {uy,...,Up,Z1,...,2,} ¥y V es un B-mddulo, cada aplicacién
i : B — V se extiende de forma tunica a una C-derivaciéon D : B — V dada
por

OF
9Y;

+ Zi(l‘i)

)
(U syt

(Ut ooty @1 o)
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donde F € C[Xy,...,X,, Y1,...,Y,] es un polinomio reducido y
a=F(ui, .., U, T1,...,Ty).

De aqui obtenemos un tnico homomorfismo de B-moédulos ¢ : 9}3 o V
que cumple ¢(du;) = i(u;), ¢(dx;) = i(z;). Esto sélo puede ocurrir si Q}B/C es
un B-médulo libre con la base indicada.

Notemos ahora que toda derivacién D : B — B es continua, ya que, clara-
mente, Dm’g] C mgfl, luego las derivaciones atraviesan las sumas infinitas vy,
por consiguiente, toda D € Dery/(B) se anula en C. As{ pues,

Dery B = Derc B = Homp(Qp ¢, B).

Como QlB ¢ €s un B-médulo libre de rango r + n, lo mismo le sucede al
B-médulo de homomorfismos en B, luego concluimos que

rang Dery B = rangBQlB/C =n-+r =dim A + dimy Dery/ k,

luego se cumple el teorema cuando A = B.

Como antes, tenemos que
Dery A = Derc A = HomA(Qk/c, A).

Como A es un C-mdédulo finitamente generado, se cumple que 9114 /c €s un
A-médulo finitamente generado ([E 7.35]). Por lo tanto, si K’ C K C E son los
cuerpos de cocientes respectivos de C' C B C A,

Derp A @4 E = HomA(Qh/C,A) Qa4 F

= HomE(Qh/c ®as B E) HomE(Q}E/K,, E)

(El primer isomorfismo es una relacién natural entre médulos de homomorfis-
mos y productos tensoriales que sélo usa que 9}4 /¢ €sun A-médulo finitamente
generado; el segundo isomorfismo se sigue de [E 7.34 ¢)], que nos da el isomor-
fismo Q}q/c ®a P = 9}3/07 junto con [E 7.34 b)] y [E 7.33], que nos dan que

Vo= O

) Asf pues,
rang 4 Dery A = dimg(Derpy A ® 4 E) = dimg Q}E/K,.

Por el caso A = B, que hemos probado antes, todo se reduce a demostrar
que dimg Q}E/K, = rangBQ}B/C o, por el mismo argumento anterior, que

dimg Qp e = dimp Qe e

M4s concretamente, recordemos que K’ es el cuerpo de cocientes del anillo
C = K[«%,...,22]] y hay que probar esto para todo k" contenido en un cierto
L € F tal que |k : k| < .
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Para cada L € JF, sea Fp, el cuerpo de cocientes de Cp, = L[[z},... ,2P]].
Como B es un Cp-mddulo finitamente generado, es entero sobre C y, como
éste es Integramente cerrado (por ser regular) resulta que BN Fr, = C..

Sia € () Fr C K, podemos expresarlo en la forma a = u/v, con u,
LeF
v € B. Multiplicando por v»~! podemos suponer que v € B? C Fr. Entonces

uw€ BN Fp, =Cyp paratodo L € F, luego u € (| Cp = BP. Esto prueba que
Leg

N FL = K?.
LeF

Ahora basta aplicar el teorema anterior, ya que si k' C L cumple |k : k'| < oo,
entonces K’ C F, cumple |K : K'| < oo. "

Ahora ya podemos probar el resultado que perseguiamos:

Teorema 2.34 (Nagata) Sea k un cuerpo de caracteristica prima p, sea R =
k([ X1,...,Xn]] y sea P € Esp R. Entonces rang J(P; Der(R))(P) = alt P.

DEMOSTRACION: Sea A = R/PBy s = dim A. Fijemos una p-base de k sobre
kP y sea F la familia de cuerpos intermedios que resultan de adjuntar a kP todos
los elementos de la p-base salvo un nidmero finito de ellos. Es claro que estamos
en las condiciones del teorema anterior, por lo que existe un cuerpo k¥ C k' C k
tal que |k : K| < ooy

rang 4Derp A = s + 1,

donde r = dimy, Dery/k y, segiin hemos visto en la prueba, cumple también que
|k K| =p".

Por otra parte, en la prueba del teorema anterior, particularizada para p =0
(es decir, para A = R), muestra que si uj,...,u, es una p-base de k sobre
k' y llamamos u,4; = X;, entonces cada aplicacién {ui,...,ur4n} — A se
extiende a una unica k’-derivacién de R en A. Llamamos D; : R — A a la
tnica derivaciéon que cumple

1 sii=j,
a%{OsM#j

Es claro entonces que D;,...,D,1, son una A-base de Dery (R, A). Sea
ahora D € Dery/ (A) y sea ¢; = D(¢(u;)) € A. Sea Dy = > ¢;D; € Dery/ (R, A),
de modo que D = Dy o ¢. Vemos asi que D estd completamente determinada
por los ¢;. Por otra parte, para que unos (ci, ..., ¢r1n) € A™™™ determinen una
derivacién D, es necesario y suficiente que cumplan las ecuaciones lineales

r+n

z:lczDz(f) :07 f GY‘B‘
i=
Es claro entonces que

rang Derys (A) = r +n —rang J(P, D1, ..., Drin) (P).
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Por consiguiente,

rangJ(('Blea .- 'aD’r'-‘rn)((’B) =n—-35= altmv

por [AC 5.44], ya que R es un anillo local regular, luego es de Cohen-Macaulay.
Esto implica que rang J (3, Der R)(P) > alt P, y la otra desigualdad se cumple
por 2.28. -

Combinando esto con 2.29, tenemos finalmente:

Teorema 2.35 Sea k un cuerpo de caracteristica prima, R = k[[X1,..., X,]]
y A = R/I, donde I es un ideal de R. FEntonces, el conjunto de los puntos
requlares de Esp A es abierto.

DEMOSTRACION: Sea p = 3/ un punto regular de Esp A. Entonces, en
particular, A, = Rgq/Ip es un dominio integro, luego Iy = QRyp, para un
cierto Q € EspR, Q C B. El teorema 2.29, junto con el teorema anterior,
implica que rang J(Q;Der R)(PB) = alt Q = alt I5.

Sea r = alt Iq. Entonces existen fi,..., f, € I tales que Iy = (f1,..., fr)p-
Podemos tomar g € R\ ‘B tal que Iy = (fi,..., fr)g. Sean Dy,...,D, € Der R
tales que h = det(D; f;) ¢ B. Asi, si p’ = P’'/I € Esp A cumple que gh ¢ P,
entonces Iy = (f1,..., fr)p v rangJ(I,Der R)(P’) = r. El teorema 2.28
implica entonces que A, es regular. Asi pues, el conjunto de los puntos regulares
de Esp A contiene al abierto principal D(gh), que es un entorno de p. L]

2.4 Suavidad formal y formas diferenciales

Para terminar el capitulo demostraremos una caracterizacién de la suavidad
formal en términos de los espacios de formas diferenciales. Necesitamos varios
resultados previos, el primero de los cuales requiere un concepto auxiliar:

Definicién 2.36 Sean &k — A — B homomorfismos de anillos y sea I un
ideal en B. Diremos que B es I-suave sobre A con respecto a k si para toda
A-&lgebra C, todo ideal N de C tal que N2> = 0 y todo A-homomorfismo
u : B — C/N que cumpla u[I"] = 0 para cierto n > 1, si u se eleva a
un k-homomorfismo v’ : B — C, entonces también puede elevarse a un A-
homomorfismo v : B — C.

Teorema 2.37 Sean k — A — B homomorfismos de anillos y sea I un ideal
de B. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) B es I-suave sobre A con respecto a k.

b) Si N es un B-mddulo tal que I"N = 0 para cierto n > 1, entonces la
aplicacion natural Derg (B, N) — Dery (A, N) es suprayectiva.

¢) Para cadan > 1, la aplicacidn Q}Mk ®a(B/I") — QlB/k ®p (B/I™) tiene
una inversa por la derecha.
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DEMOSTRACION: Llamemos k S4B a los homomorfismos dados.

a) = b) Sea C = (B/I™) * N la extensién construida tras la definicién 2.9 a
partir del cociclo nulo. Sea v : B — B/I"™ = C'/N el homomorfismo natural.
Dada D € Derg(A, N), definimos A : A — C mediante A(a) = (u(g(a)), D(a)).
Claramente es un homomorfismo, que nos permite considerar a C como A-
algebra. Por otra parte, v’ : B — C dado por v'(b) = (u(b),0) es un k-
homomorfismo que eleva a u. Por hipétesis, existe también un A-homomorfismo
v: B — C que eleva a u. Necesariamente, serd de la forma v(b) = (u(b), D'(b)),
donde D’ € Dery (B, N). Que v sea un A-homomorfismo significa que gv = A,
luego gD’ = D, luego se cumple b).

b) = a) Supongamos dado un diagrama conmutativo
B—"=C/N

k‘—f>A N C

segln exige la definicién de I-suavidad relativa a k. Supongamos que existe
un k-homomorfismo v’ : B — C que eleva a u. Que eleve a u significa que
v'j = u, y que sea un k-homomorfismo significa que fgv’ = f). Entonces
D = X\ — gv' € Derp(A, N). En efecto, tenemos que Dj = A\j — gu = 0, luego D
toma imédgenes en N. Ademds, multiplicando

v'(9(a)) = A(a) — D(a)  por  v'(g(a’)) = A(a') — D(a’)
y teniendo en cuenta que D(a)D(a’) € N? = 0, vemos que
v'(g(aa’)) = Aaa’) — A(a)D(a’) — A(a')D(a),

luego D(aa’) = aD(a’) + a’D(a). Por ultimo, fD = 0, luego D es una k-
derivacién.

Consideramos a N como B-médulo a través de v'. Si u[I™] = 0, entonces
V'[I"] € N, luego I"N C N? = 0. Por hipdtesis, existe D’ € Dery(B, N) tal
que D = ¢gD’. Llamamos v = v’ + D’. Claramente,

v(b)v(b') = v (bb') + ' (b)D'(b') + o' (b") D' (b) = v’ (bb') + D' (bb") = v(bd'),
luego v es un homomorfismo. Ademas,
vj=vj+Dj=u y guv=gv' + gD = gv' + D = ),
luego v es una elevacién de v y un A-homomorfismo.

b) < ¢) Observemos, en general, que una condicién necesaria y suficiente
para que un homomorfismo de A-médulos « : M — N tenga inverso por la
derecha (es decir, que exista un §: N — M tal que a8 = 1) es que para todo
A-médulo P, el homomorfismo Hom 4 (M, P) — Hom 4 (N, P) sea suprayectivo.



50 Capitulo 2. Anillos locales completos

En nuestro caso, ¢) equivale a que para todo B-médulo N tal que I"B = 0,
el homomorfismo natural

Homp (g, @5 (B/I"), N) — Homp, (U, ®a (B/I"), N)

sea suprayectivo. A través de dos isomorfismos canodnicos, este homomorfismo
se corresponde con

HomB(Q}g/k,N) — Hom,a\(leq/k,N)7
que a su vez se corresponde con
Dery (B, N) — Deri(A, N),

luego, ciertamente, b) es equivalente a c). "

Teorema 2.38 Sea A un anillo, B una A-dlgebra e I un ideal de B. Si B es
I-suave sobre A, entonces Q}B/A ®p (B/I) es un B/I-mddulo proyectivo.

DEMOSTRACION: Hemos de probar que si ¢ : L — M es un epimorfismo
de B/I-mé6dulos, entonces el homomorfismo

HomB/I(Q}B’/A ®p (B/I),L) — HomB/I(QlB/A ®p (B/I), M)

también es suprayectivo. A través de isomorfismos canénicos, este homomor-
fismo se corresponde con

HomB(Q}B/A,L) — HomB(Q}B/A,M),
y éste a su vez con Derg (B, L) — Dera(B, M).

Sea C = (B/I) * L la extensién construida tras la definicién 2.9 a partir del
cociclo nulo, y sea N C L el nticleo de ¢. Podemos considerar tanto a N como a
L como ideales de C, de modo que L? = 0 y, por consiguiente, también N2 = 0.
Ademds C/L = B/I, mientras que C/N = (B/I)* M.

Para cada D € Ders(B, M), tenemos un A-homomorfismo u : B — C/N
dado por u(b) = (b, D(b)). Por hipétesis podemos elevarlo a un A-homomorfismo
v: B — C, que serd de la forma v(b) = (b, D'(b)), donde D’ € Der4(B, L) es
una antiimagen de D. L]

Teorema 2.39 Sea B un anillo, e I un ideal nilpotente. Sea u : L — M un
homomorfismo de B-mddulos, donde M es proyectivo. Entonces u tiene inverso
por la derecha si y sélo si lo tiene w: L/IL — M/IM.

DEMOSTRACION: Una implicacién es trivial. Si v : M/IM — L/IL es un
inverso por la derecha de @, como M es proyectivo, existe un homomorfismo v
que hace conmutativo el diagrama siguiente:

v

M L

.

M/IM — L/IL
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Llamemos w = uv : L — L. As{ w induce la identidad en L/IL, lo que
implica que L = w[L] 4+ I L. Por lo tanto,

L/w[E] = I(L/wlL]) = P*(L/u[L)) = -

Como I es nilpotente, concluimos que w es suprayectivo. Por otra parte, si
x € Nw, entonces 0 = w(x) = = (mdd I)L, luego x € IL. Por lo tanto,
x =Y a;y; con a; € I, y; € L. De aqui,

0=w(z)=>awy) = ay (méd I’L),

luego = € I?L. Prosiguiendo de este modo concluimos que € I"L = 0. Asi
pues, w es un automorfismo de L y vw ™! es un inverso por la derecha de u, ya
que wvw ™t = ww™t =1. [

Finalmente podemos probar:

Teorema 2.40 Sean k — A — B homomorfismos de anillos y sea I un ideal
de B tal que B sea I-suave sobre k. Entonces B es I-suave sobre A si y sdlo si
el homomorfismo natural Qk/k ®a (B/I) — Qg/k ®p (B/I) tiene inverso por
la derecha.

DEMOSTRACION: Si B es I suave sobre A, entonces también es I suave
sobre A con respecto a k, luego basta aplicar el teorema 2.37. Reciprocamente,
si n > 1, llamemos B, = B/I". Como la I-suavidad es lo mismo que la I"-
suavidad, el teorema 2.38 nos da que QlB /6 OB B,, es un B,-mdédulo proyectivo.
Sea I, = I/I™, de modo que I, es nilpotente y B, /I,, = B/I. Més atn,

(s ©a Bu)/In(Qy )1, @4 Bn) =y ®a (B/1),

e igualmente con B en lugar de A. El teorema anterior nos da entonces que el
homomorfismo
Q1 OB By — Q) ®4 By

tiene inverso por la derecha, luego el teorema 2.37 implica que B es I-suave
sobre A con respecto a k. Como también es I-suave sobre k, concluimos que es
I-suave sobre A. n

En realidad nos interesard la siguiente consecuencia inmediata:

Teorema 2.41 Sea A un anillo local reqular que contenga un cuerpo kg, sea m
su ideal mazimal y k = A/m su cuerpo de restos. Entonces A es m-suave sobre
ko si y sélo si el homomorfismo Q,lcO/Z ko kK — Qi&/z ®a4 k es inyectivo.

DEMOSTRACION: Sea k' C kg el cuerpo primo. Entonces A es m-suave sobre
k' por el teorema 2.23. Basta aplicar el teorema anterior a k¥’ — kg — A.
(Notemos que Q}m/z = Q}Co/k,, e igualmente con A en lugar de kg.) m






Capitulo III

Anillos excelentes

La clase de los anillos excelentes contiene a la de las dlgebras de tipo finito
sobre un cuerpo y conserva sus propiedades mas importantes; pero es mucho
mas extensa, hasta el punto de que contiene casi todos los anillos que aparecen
de forma natural en geometria algebraica, en especial los anillos noetherianos
locales completos. La definicién es un tanto técnica, y dedicaremos secciones
sucesivas a describir las propiedades que aparecen en ella y otras relacionadas.

3.1 Anillos universalmente catenarios

La propiedad que estudiamos aqui estd relacionada con el comportamiento
de la dimensién de Krull:

Definicién 3.1 Un anillo noetheriano A es catenario si para toda terna de
ideales primos q C p C m se cumple la igualdad

alt(m/q) = alt(m/p) + alt(p/q).

Diremos que A es universalmente catenario si toda A-algebra finitamente ge-
nerada es catenaria. (Y, en tal caso, es obvio que, de hecho, es universalmente
catenaria.)

Recordemos que, por definicién, alt(m/q) es el méximo de las longitudes n
de las cadenas de ideales primos

9=Po %P1 & &pp=m

Se cumple que un anillo noetheriano A es catenario si y sélo si toda cadena
maximal que una ¢ con m tiene longitud n = alt(m/q). En efecto, si A es
catenario y la cadena anterior es maximal, entonces

alt(m/q) = alt(p1/po) + -+ alt(pn/pn-1),

pero es obvio que alt(p;/p;—1) = 1, luego alt(m/n) = n. Reciprocamente, dados
ideales ¢ C p C m, tomamos cadenas maximales que unan ¢ con p y p con m,

93
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cuyas longitudes serdn alt(p/q) y alt(m/p), respectivamente. La unién de ambas
cadenas serd una cadena maximal que une ¢ con m, luego su longitud serd

alt(m/q) = alt(m/p) + alt(p/q). .

Teorema 3.2 Sea A un anillo noetheriano.

a) A es universalmente catenario si y sdlo si A[X1,...,X,] es catenario para
todo n > 1.

b) Toda localizacion y todo cociente de un anillo (universalmente) catenario
es (universalmente) catenario.

c) A es (universalmente) catenario si y solo si A, es (universalmente) cate-
nario, para todo ideal maximal p de A.

DEMOSTRACION: Es evidente que las localizaciones y los cocientes de los
anillos catenarios son catenarios, de donde se sigue a). Veamos que esto implica
la parte de b) para anillos universalmente catenarios.

En efecto, si A es universalmente catenario y S C A es un conjunto multipli-
cativo, entonces (S71A)[X1,..., X,] = STH(A[Xy,..., X,]), luego es catenario.
Similarmente, si I es un ideal de A, entonces

(A/I)[Xb»Xn] :A[Xh'")Xn]/I[le"'vXn]a

luego es catenario.

Una implicacién de c) es un caso particular de b). También es claro que
si Ay, es catenario para todo ideal maximal p, entonces A es catenario. (Para
comprobar la definicién para tres primos p C q C m localizamos A respecto de
un ideal maximal que contenga a m.)

Supongamos ahora que A, es universalmente catenario, para todo ideal ma-
ximal p, y hemos de probar que A[X7,...,X,] es catenario, para lo cual a su
vez basta probar que lo es A[X7, ..., X,]q, para un ideal maximal . Tomamos
p = ANP, que es un ideal maximal de A, ya que si a € A\ p, entonces a es
una unidad mdédulo P, luego existe un polinomio F' tal que aF' — 1 € B, luego
aF(0) — 1 € p, luego a es una unidad médulo p.

Es claro que A[Xq,..., X,|p = Ap[X1,..., Xy]qp, donde P’ = P, y este
anillo es catenario por ser una localizacién de una A-algebra finitamente gene-
rada. ]

Si A es un dominio integro catenario, aplicando la definicién para q = 0
obtenemos la relacién
altm = alt(m/p) + altp

y, reciprocamente, esta relacién (para todo par de ideales primos p C m) implica
que A es catenario, aunque no sea un dominio integro.

El ejemplo méas importante de anillos universalmente catenarios es el si-
guiente:
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Teorema 3.3 Toda dlgebra afin sobre un cuerpo es universalmente catenaria.

DEMOSTRACION: Puesto que toda dlgebra afin es un cociente de un anillo
de polinomios, basta probar que el anillo A = k[X;,...,X,] es catenario. Si
q C p son dos ideales primos, entonces A/q es una k-algebra afin integra, luego
[AC 3.75] nos da que

dim A/q = alt(p/q) + dim A/p.
Por el mismo teorema aplicado a A vemos que
dimA =altp +dimA/p, dimA =altq+dimA/q,

y asi concluimos que altp = alt(p/q) + alt q. n

Otra familia notable de anillos catenarios es la de los anillos locales regulares.
Maés en general:

Teorema 3.4 Todo anillo local de Cohen-Macaulay es catenario.

DEMOSTRACION: Sea A un anillo local de Cohen-Macaulay y sea p un ideal
primo de A. Por el teorema [AC 5.44] tenemos que

dim A = altp + dim(A/p).

Si p C q es otro ideal primo, el teorema [AC 5.43] implica que A, también
es un anillo local de Cohen-Macaulay, y la igualdad precedente aplicada a A4 es

dim Aq = alt(pA,) + dim(Aq/pA,),

que equivale a alt g = altp + alt(q/p). n

Pasamos ahora a la propiedad correspondiente en esquemas:

Definicién 3.5 Diremos que un esquema localmente noetheriano X es (uni-
versalmente) catenario si los anillos Ox p son (universalmente) catenarios, para
todo punto P € X.

Es claro que X es (universalmente) catenario si y sélo si, para cada abierto
afin U C X, el anillo Ox(U) es (universalmente) catenario o, también, si X
puede cubrirse por abiertos afines U con esta propiedad. En particular, un
anillo A es (universalmente) catenario si y sélo si lo es el esquema Esp A.

Por otra parte, observemos que X es universalmente catenario si y sélo si el
producto A% = A7 Xz X es catenario. En efecto, basta tener en cuenta que, si
U C X recorre los abiertos afines de X, los abiertos Af, cubren A% y se cumple
que Oan (A7) = Ox (U)[ X1, ..., Xnl.

Un esquema localmente noetheriano X es catenario si y sélo si para toda
terna de cerrados irreducibles no vacios W C Y C Z C X se cumple que

codimyz (W) = codimy(Y) + codimy (W).
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En efecto, si P es el punto genérico de W, entonces W, Y, Z se corresponden
con tres ideales primos de O x p, de modo que la igualdad anterior equivale a la
igualdad que define a los anillos catenarios.

El teorema siguiente es una mera reformulacién de 3.3:

Teorema 3.6 Todo conjunto algebraico sobre un cuerpo es universalmente ca-
tenario.

Por otra parte:

Teorema 3.7 Todo esquema reqular localmente noetheriano es universalmente
catenario.

DEMOSTRACION: Sea X un esquema regular localmente noetheriano. Como
A7 es suave sobre Z, tenemos que A% es suave sobre X, luego [E 7.50] implica
que A% también es regular, luego es catenario, pues los anillos locales regulares
son catenarios. n

Terminamos la seccién con algunas consecuencias sobre la dimensién de
Krull:

Teorema 3.8 Sea f : X — Y un homomorfismo denso localmente de tipo
finito entre esquemas integros localmente noetherianos, sea x € X y llamemos
y = f(x). Entonces

dim Ox ; + grad.tr.; () k(2) < dim Oy, + grad.tr. gy K (X),
y s1 Y es universalmente catenario se cumple la igualdad.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que X = Esp B
e Y = Esp A son afines noetherianos y que f es de tipo finito, con lo que se
corresponde con un homomorfismo de anillos A — B que convierte a B en una
A-algebra finitamente generada. Que f sea denso se traduce en que el punto
genérico de X se corresponde con el punto genérico de Y, luego A — B es un
monomorfismo de anillos. Pongamos que B = Alby,...,b,]. Los puntos z e y
se identifican con ideales primos P y p de B y A tales que p = PN A. En estos
términos, el teorema equivale a que

dim By — dim A, < grad.tr. o By — grad.tr., ) k(P),

y se cumple la igualdad si A es universalmente catenario. (Notemos que las
localizaciones Ag y By son los respectivos cuerpos de fracciones.) Consideremos
las A-dlgebras B; = Alby,...,b;] con los ideales 3; = PN B;. Si A es univer-
salmente catenario, todos los B; lo son. Cada extension B; C B;11 cumple las
mismas hipdtesis que la extension A C B. Si probamos la férmula para cada
una de ellas, tenemos que

dim Bit1g,,, — dim By, < grad.tr.p, | Bio— grad.tr.k(%)k(‘ﬁprl)

i+1
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(con igualdad si A es universalmente catenario). Sumando todas las desigualda-
des (o igualdades) obtenemos la correspondiente a A C B. Equivalentemente,
podemos suponer que n =1 o, lo que es lo mismo, que B = AJb].

Cambiando A por A, y B por B, = A, [b] no se modifican ni las localizaciones
ni los grados de trascendencia que aparecen en la desigualdad. Ademsds, si A es
universalmente catenario también lo es A,. Equivalentemente, podemos suponer
que A es un anillo local y que p es su ideal maximal. Llamemos k = k(p) = A/p
y sea B = A[b] = A[X]/I, donde I es un ideal primo de A[X].

Si I = 0, entonces B = A[X], grad.tr., By = 1y B/pB = k[X] tiene
dimension 1, luego

i)~ 12ED

En el primer caso P’ = PB/pB es un ideal maximal de k[X], luego B es
un ideal maximal de B, luego k(P) = B/P es una extension finita de k, pues
P’ es un punto cerrado del conjunto algebraico Esp k[X], y esto implica que
k(P’) = k(P) es una extension finita de k. Por consiguiente, grad.tr., k() = 0.
En el segundo caso k() = k(X), luego grad.tr. .k(P) = 1. En ambos casos
concluimos que

alt(P/pB) = 1 — grad.tr., k(P) = grad.tr. , Bo — grad.tr. . k(B).

Por otra parte, B es un A-mddulo libre, luego es plano, luego podemos
aplicar el teorema [E 4.52], que en términos de anillos afirma que

alt(P/pB) = dim By — dim A,.

(Observemos que la fibra de p es B®4 (A/p) = B/pB y que P se corresponde
en este anillo con PB/pB.) Uniendo las dos igualdades obtenemos que la férmula
del enunciado se cumple con igualdad.

Supongamos ahora que I # 0. Entonces b es raiz de cualquier polinomio no
nulo de I, por lo que es algebraico sobre k, y esto hace que grad.tr., By = 0.
Sea P = P*/I. Como A — A[X]/I es inyectiva, tenemos que ANT = 0, luego
alt I = alt IAg[X], pues Ag[X] = S~1A[X], donde S = A\ {0}, y los ideales
primos de este anillo se corresponden con los ideales de A[X] disjuntos con S.
Asi pues,

alt I = alt TAp[X] < dim Ag[X] =1

y, puesto que I # 0, ha de ser alt I = 1. Por consiguiente,
alt P < alt P* —alt I = alt P* — 1,

y si A es universalmente catenario, entonces A[X] es catenario y tenemos la
igualdad.

Por otra parte, es claro que P* N A = p, asi como que k(P*) = k(P), por lo
que podemos aplicar el caso I = 0, ya probado, a la extensiéon A C A[X] y el
ideal 3*. Esto nos da la igualdad

alt P* —altp = 1 — grad.tr. ;) k(P).
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Combinando ambas resulta

alt P — altp < —grad.tr.,,)k(P),

y si A es universalmente catenario se cumple la igualdad. Es claro que esto
equivale a la férmula del enunciado. L]

Como consecuencia obtenemos la siguiente generalizacién de [E 4.53]:

Teorema 3.9 Sea f : X — Y un homomorfismo plano, suprayectivo y de
tipo finito entre esquemas integros moetherianos, y supongamos ademds que Y
es universalmente catenario. Entonces, para todo y € Y, la fibra X, tiene todas
sus componentes irreducibles de la misma dimension, y ésta es igual a

dim X, = dim X — dimY.

DEMOSTRACION: La fibra X, es un conjunto algebraico sobre k(y), luego
contiene un punto cerrado x € X,. Entonces k(z) es una extensién finita de
k(y). Segin el teorema anterior:

dim Ox)I —dim Oy}y = d,

donde d = grad.tr. gy K (X) no depende de z ni de y. El teorema [E 4.52] nos
da que dimOx, , = d, para todo punto cerrado = € Xy, lo que implica que
todas las componentes irreducibles de X, tienen la misma dimensién d.

Si ahora tomamos como y € Y un punto cerrado, entonces dim Oy,, = dimY’
y, como la fibra X, es cerrada en X, el punto = también es cerrado en X, luego
dim Ox , = dim X, de donde se sigue que d = dim X —dim Y. [

Ahora podemos demostrar otro hecho destacable:

Teorema 3.10 Sea f : X — Y un homomorfismo propio y birracional entre
esquemas integros localmente noetherianos. Entonces dim X = dimY.

DEMOSTRACION: Para todo x € X, llamando y = f(z), tenemos que
dim Ox,, < dim Oy, + grad.tr. g (y) K (X) — grad.tr. ;) k(2) < dim Oy,

porque K(X) = K(Y). Si en X podemos formar una cadena creciente de n + 1
cerrados irreducibles, cualquier x que pertenezca al primero de ellos cumple
dimOx , > n, luego existe un y € Y tal que dimY > dim Oy, > n, luego
dim X < dimY (entendiendo que si X tiene dimensién infinita, lo mismo le
sucede a Y).

Ahora vamos a probar la desigualdad opuesta, dim X > dim Y. Basta probar
que si U C Y es un abierto noetheriano, entonces dimU < dim X, pues la
dimensién de Y es el supremo de las dimensiones de los abiertos U. (Ver la
prueba de [E 3.22].) Como dim X > dim f~![U], basta probar el teorema para
la restriccién f~1[U] — U o, equivalentemente, podemos suponer que X e
Y son noetherianos. (notemos que f~![U] es noetheriano porque f es de tipo
finito.)
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En general, la desigualdad dim X > dim Y es vélida para cualquier aplicacién
continua, cerrada y suprayectiva entre espacios topoldgicos noetherianos. En
efecto, si X tiene dimension infinita no hay nada que probar. En caso contrario,
razonamos por induccién sobre la dimensién de X.

Supongamos que dim X = n y que el resultado es cierto para espacios de
dimensiéon menor que n. Sea X = X; U---U X, la descomposicién de X en
componentes irreducibles. Entonces,

Y = X1 U+ U f[X,)

es una descomposicién de Y en cerrados irreducibles (aunque puede que alguno
sea redundante, por estar contenido en la unién de los otros). Basta probar que
dim X; > dim f[X;], pues entonces

dim X = méxdim X; > méxdim f[X;] = dimY.

Como la restriccién f|x, : X; — f[X;] cumple las mismas hipétesis que f,
concluimos que no perdemos generalidad si suponemos que X es irreducible.
(En principio, puede ser dim X; < n, pero entonces tenemos la desigualdad por
hipétesis de induccién. Asi pues, mantenemos la hipétesis de que dim X = n.)
Si X es irreducible, también lo es Y. Si dimY = 0 no hay nada que probar.
Sea, pues,

YoGYiG o GYn=Y

una cadena de cerrados irreducibles en Y, con m > 1. Entonces f~![V;,,_1] ¢ X
es cerrado y obviamente dim f~1[Y,,_1] < n, luego, por hipétesis de induccién
m—1<dimY,,_1 <n, luego m < n. Esto prueba que dimY < n. u

3.2 Anillos de Nagata

Ahora nos ocupamos de una propiedad relacionada con las clausuras enteras
(en términos de anillos) o con las normalizaciones (en términos de esquemas).

Definicién 3.11 Sea A un dominio integro noetheriano y K su cuerpo de co-
cientes. Diremos que A cumple la propiedad N si la clausura entera de A en
K es un A-médulo finitamente generado. Diremos que A cumple la propiedad
Ny si, para toda extension finita L de K, la clausura entera de A en L es un
A-médulo finitamente generado. Diremos que un anillo noetheriano B es un
anillo de Nagata si, para todo ideal primo p de B, el dominio integro B/p tiene
la propiedad Ns.

Estas propiedades se conservan por localizacién. Para probarlo, conviene
observar un hecho elemental:

Teorema 3.12 Sea A un dominio integro, sea K su cuerpo de cocientes, sea
L/K una extensidn finita, sea B la clausura entera de A en L y sea S C A un
conjunto multiplicativo. Entonces, la clausura entera de S™'A en L es S~'B.
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DEMOSTRACION: Si 2 € L es entero sobre S™'A, entonces satisface una
ecuacion de la forma
ar o, az o, _ agp
xn_,'__xn 1—‘1-—3?” 2_"_”._’__:07
s s s

de donde se sigue que sz € B, luego x € S~!B. El reciproco se prueba
analogamente. L]

Con esto podemos probar:

Teorema 3.13 Toda localizacion de un anillo con la propiedad Ny, No o de
Nagata cumple la misma propiedad.

DEMOSTRACION: Sea A un dominio fntegro y S C A un subconjunto multi-
plicativo. Sea K el cuerpo de cocientes de A, sea L/K una extensién finita y B
la clausura entera de A en L. Segun el teorema anterior, la clausura entera de
S7tAen Les S7'B, porlo quesi Aes Ny (0es Ny y tomamos L = K), sabemos
que B es un A-médulo finitamente generado, luego S~'B es un S~ A-médulo
finitamente generado, lo que prueba que S™!A tiene la propiedad No (o Ny).

Supongamos ahora que A es un anillo de Nagata (no necesariamente un
dominio fntegro). Un ideal primo de S™!'A es de la forma S~!p, donde p es
un primo de A disjunto con S. Entonces, S™1A/S™1p = S'71(A/p) , donde
S’ C A/p estd formado por las clases de los elementos de S. Como A/p tiene la
propiedad N, por la parte ya probada, lo mismo vale para S~tA/S~1p, luego
S~1A también es un anillo de Nagata. n

El teorema siguiente muestra que la distancia entre las propiedades Ny y No
es menor de lo que parece:

Teorema 3.14 Sea A un dominio integro noetheriano integramente cerrado y
K su cuerpo de cocientes, sea L una extension finita separable de K y sea B la
clausura entera de A en L. Entonces B es un A-mddulo finitamente generado.

DEMOSTRACION: Como A es noetheriano, podemos sustituir L por una
extension finita separable, y suponer que la extensién L/K es finita de Galois.
Fijemos una K-base wy,...,w, de L y sea w7,...,w; su base dual, es decir, la
que cumple que Trf((wiw;‘) = 0;;. (Existe porque, al ser la extensién separable,
la forma bilineal definida por la traza es regular.') Multiplicando los w; por un
elemento adecuado de A (lo que exige dividir cada w; por el mismo elemento,
para que las bases sigan siendo duales), podemos exigir que cada w; sea entero
sobre A.

Asi, todo a € B se expresa como combinacién lineal a« = ajwy + -+ + apwn
donde a; = Trk(aw?) € K es entero sobre A, luego a; € A. Esto significa
que B es un submdédulo del A-médulo generado por wy, ... ,w,, luego B es un
A-médulo finitamente generado. "

Como consecuencia inmediata:

1Ver el teorema 10.29 de mi libro de Algebra.
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Teorema 3.15 Un dominio integro noetheriano de caracteristica O tiene la pro-
piedad Ny si y solo si tiene la propiedad Ny.

DEMOSTRACION: Sea A un dominio integro noetheriano de caracteristica 0
y sea K su cuerpo de cocientes. Si tiene la propiedad N7 y L es una extensién
finita de K, entonces la clausura entera B de A en L es finitamente generada
sobre la clausura entera en K (por el teorema anterior) y ésta es finitamente
generada sobre A (por la propiedad Nj), luego B es un A-mdédulo finitamente
generado. m

En caracteristica prima, la propiedad Ny se reduce al caso de extensiones
puramente inseparables:

Teorema 3.16 Sea A un dominio integro noetheriano y K su cuerpo de co-
cientes. Entonces A tiene la propiedad Ny si y solo si para toda extension finita
puramente inseparable L/ K se cumple que la clausura entera de A en L es un
A-mddulo finitamente generado.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que toda extensién finita puede des-
componerse en una extension puramente inseparable seguida de una extension
separable. n

El teorema siguiente nos permitird probar que los anillos locales completos
son anillos de Nagata:

Teorema 3.17 (Tate) Sea A un dominio integro noetheriano integramente ce-
rrado y sea x € A un elemento no nulo tal que p = Ax es un ideal primo. Su-
pongamos que A es completo con la topologia p-ddica y que A/p es No. Entonces
A es Ns.

DEMOSTRACION: Por el teorema 3.15, podemos suponer que A tiene carac-
teristica prima p. Sea K el cuerpo de cocientes de A, sea L/K una extensién
finita puramente inseparable y sea B la clausura entera de A en L. Sea e = pf
tal que L¢ C K. Hemos de probar que B es un A-médulo finitamente gene-
rado. Como A es noetheriano, podemos sustituir L por una extension, lo que
nos permite suponer que existe y € L tal que x = y°. Como A es integramente
cerrado, resulta que B = {b € L | b° € A}. En particular, y € B.

Vamos a probar que B es un A-médulo finitamente generado mediante el
teorema 2.20. Tenemos que A es completo con la topologia p-adica, luego nos
falta probar que la topologfa p-ddica en B es de Hausdorff y que B/pB es un
A/p-médulo finitamente generado.

Tomemos un ideal primo P de B tal que N A = p. Entonces
P={beB|becp}=yB.

(Si w € P, entonces u® = y°a, luego (u/y)¢ € A, luego b = u/y € B, luego
u € yB.) Por lo tanto, pB = 2B = (yB)® = P°.
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Asi, A, y By son dominios integros noetherianos locales cuyos ideales ma-
ximales son principales y no nulos. Esto implica que son anillos de valoraciéon
discreta (pues, por ejemplo, todo elemento de A es de la forma ex™, donde ¢ es
una unidad).

Observemos que |k(PB) : k(p)| < |L : K|. Esto es un caso particular de
la conocida féormula n = ef, pero podemos dar una prueba elemental: basta
ver que si wy,...,wy € By son linealmente independientes en k() sobre k(p),
entonces son linealmente independientes sobre K. En caso contrario, tendriamos
una combinacién lineal ajwy + -+ - + aywy = 0, con o; € K. Multiplicando por
la potencia adecuada de x podemos exigir que o; € A, para todo 7 y que al
menos uno de ellos sea una unidad. Pero entonces, al tomar clases médulo B
tendriamos una combinacién lineal no trivial de los w; igualada a 0.

Es claro que B/B estd contenido en la clausura entera de A/p en k(P),
luego, por hipétesis, B/ es un A/p-médulo finitamente generado. Asi, la serie

0=9°/P° C PI/PC - CP/PC C B/P°

muestra que B/ = B/pB también es un A/p-médulo finitamente generado,
ya que todos los factores P¢/P+! = B/P son finitamente generados.

Por otra parte, de la relacién pB = B¢ se sigue que la topologia p-ddica en B
es la misma que la topologia B-adica. Sélo nos falta probar que es de Hausdorff.
Ahora bien, es claro que y" By N B = y" B, luego

NP"=Ny"BC (] y"Byp =0,

n>1 n>1 n>1

puesto que By es un anillo local y su topologia P-adica es de Hausdorff. =

Teorema 3.18 (Nagata) Todo anillo noetheriano local y completo es un anillo
de Nagata.

DEMOSTRACION: Sea A un anillo noetheriano local y completo. Si p es un
ideal primo, entonces A/p también es un anillo noetheriano local y completo,
luego basta probar que todo dominio integro noetheriano local y completo tiene
la propiedad Ns.

Por el teorema 2.21, tenemos que A contiene un subanillo noetheriano regular
y completo A’ tal que A es un A’-mddulo finitamente generado, luego podemos
suponer que A es regular. (Notemos que A es entero sobre A’, por lo que la
clausura entera de A en una extensién finita de su cuerpo de cocientes coincide
con la clausura entera de A’.) Mds concretamente, segiin la observacién posterior
al teorema, podemos suponer que A = Ag[[X71, ..., X,]], donde 4y es un cuerpo
o bien un anillo de valoracién discreta completo. Probaremos el teorema por
induccién sobre n.

Si n = 0, entonces A = Apy. Si es un cuerpo, entonces tiene trivialmente
la propiedad Na. Si es un anillo de valoracién discreta, aplicamos el teorema
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anterior tomando como p su ideal maximal. Tenemos que A/p es un cuerpo,
luego cumple N, y concluimos que A también cumple No.

Si el resultado es cierto para n — 1, aplicamos el teorema anterior al ideal
primo p = (X,). As{ A/p = Ay[[X1,...,Xn_1]] tiene la propiedad N, por
hipétesis de induccién y A = Ap[[X1, ..., Xn—1]][[Xr]] es completo con la topo-
logia p-adica, luego A cumple la propiedad N. [

Ahora necesitamos estudiar una propiedad intermedia entre la propiedad de
Nagata y la propiedad N; para anillos locales. Por razones técnicas conviene
definirla para anillos semilocales:

Definicién 3.19 Diremos que un anillo semilocal A es analiticamente no rami-
ficado si su complecién A es reducida. Un ideal primo p de A es analiticamente

no ramificado si la complecién Z/\p = (A/p) @4 A= A/pA es reducida.

Teorema 3.20 Todo dominio integro noetheriano local analiticamente no ra-
mificado tiene la propiedad N7.

DEMOSTRACION: Sea A un dominio integro noetheriano local analiticamente
no ramificado y sean ‘Bi,...,B, los primos minimales de A. El teorema 1.13
nos da que el anillo completo de cocientes de A es C' = K; & --- & K,., donde
K; es el cuerpo de cocientes de A/‘Bl Es claro entonces que la clausura entera
de A en C es la suma directa de las clausuras enteras de cada A/‘ISz en K.
Como fl/ PB; es un dominio integro local y completo, es un anillo de Nagata,
y en particular tiene la propiedad N, luego su clausura entera es finitamente
generada. Asi pues, podemos concluir que la clausura entera de Aen C es un
A-médulo finitamente generado.

Sea K el cuerpo de cocientes de Ay B la clausura entera de A en K. Como A
es plano sobre A, tenemos que B ®4 Ac K®4 Ac C, y todos los elementos de
B®gy A son enteros sobre A luego B® 4 A puede considerarse como submaddulo
de la clausura entera de A en C, luego es un A-médulo finitamente generado.

Sean by, ..., b, € Bun generador de B® 4 A sobre A y sea B = (b1, .., bn) 4
Entonces (B/B’) ®a A =0y, como A es fielmente plano sobre A, esto implica
que B = B’, es decir, que B es un A-mdédulo finitamente generado. m

El teorema siguiente nos permitira probar que los dominios integros locales
de Nagata son analiticamente no ramificados:

Teorema 3.21 Sea A un dominio integro noetheriano semilocal y sea x € A
un elemento no nulo que pertenezca a todos los ideales mazximales. Suponga-
mos ademds que todos los primos asociados de A/xA son minimales y (como
primos de A) son regulares y analiticamente no ramificados. Entonces A es
analiticamente no ramificado.

DEMOSTRACION: Sean pi,...,p, los primos minimales (o asociados) de
A/zA. Por hipétesis, A / p: A es reducido, luego sus primos asociados son también
minimales y, si los llamamos B, 1,...,P; »,, se cumple que

pid = NP
J
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Por el teorema de los ideales principales [AC 5.2], los primos p; tienen al-
tura 1, luego los anillos A, son anillos locales regulares y de dimensién 1. En
particular son dominios de Dedekind locales, es decir, anillos de valoracién dis-
creta.? Sea m; € A tal que piA,, = mAp,. Entonces ‘Bijf‘imi,- es el inico primo
minimal de pi/isp”, luego mijA‘Bij = piA‘Bij = 771'121‘)3@']--

Como A‘Iﬁj es plano sobre A y A es plano sobre A, resulta que m no es un
divisor de cero en Arpij (la multiplicacién por 7 es inyectiva y sigue siéndolo
tras el cambio de base). De nuevo por el teorema de los ideales principales,
concluimos que Am” tiene dimensién 1, luego es regular. En particular es
un dominio integro, por lo que si llamamos £;; al nicleo del homomorfismo
natural A — flspij, vemos que se trata de un ideal primo. Para probar que A
es reducido basta ver que N = (] Q;; = 0.

i,

La férmula del teorema 1.9 (ver también las observaciones posteriores) nos

da que
As(A/zAd)= U As;(A/pA),
peAs(a)

es decir, que los primos asociados de A/z A son exactamente los J;;. Tomando
una descomposiciéon primaria de 0 en este anillo, podemos expresar

JUA = mlijv

,J

donde cada I;; es un ideal 0;;-primario. Segun el teorema 1.5, tenemos que
I;; = An flmij, luego Q;; C I;;, luego N C zA. Por otra parte,  no es un
divisor de cero en A (porque es un dominio integro), luego tampoco lo es de A,
luego no pertenece a ningin £;;. Por consiguiente, si n € N, serd de la forma
n = za, luego xa € Q;;, luego a € ;;, luego a € N. Asi pues, N = zN. El
lema de Nakayama [AC 4.51] implica que N = 0. (Aqui usamos la hipdtesis de
que z pertenece a todos los ideales maximales de A, luego también a todos los
de A.) "

Teorema 3.22 Todo dominio integro semilocal que sea un anillo de Nagata es
analiticamente no ramificado.

DEMOSTRACION: Sea A un anillo que cumpla las hipétesis. Razonaremos
por induccién sobre dim A. Si dim A = 0 entonces A es un cuerpo y el teorema
es trivial.

Sea B la clausura entera de A en su cuerpo de cocientes. Por hipétesis, B es
un A-médulo finitamente generado, luego también es un anillo de Nagata. Sea
I la interseccién de los ideales maximales de A y J la interseccién de los ideales
maximales de B. Observemos que si 8 es un ideal primo de B tal que IB C ‘B3,
entonces I C PN A, luego P N A ha de ser uno de los ideales maximales de A,
luego P ha de ser uno de los ideales maximales de B (por [AC 3.63]). Asi pues,

2Para més detalles sobre los dominios de Dedekind ver el principio de la seccién 5.1
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J = rad IB, luego existe un n > 1 tal que J” C IB C J. Esto implica que la
topologia I-4dica en B coincide con la J-adica, luego podemos considerar a A
como subanillo de B.

Si probamos que B es reducido, también lo sera A. Equivalentemente, no
perdemos generalidad si suponemos que A es integramente cerrado. Notemos
también que, segin [AC 3.68], dim B = dim A, luego al cambiar A por B man-
tenemos la hipétesis de induccion, segin la cual el teorema es cierto para anillos
de dimensién menor que la de A.

Notemos que I # 0 (o de lo contrario dim A = 0), por lo que podemos tomar
un z € I no nulo. Basta probar que cumple las hipdtesis del teorema anterior.
Por el teorema 1.18, tenemos que A cumple la propiedad Sz, luego los primos
asociados de A/xA son minimales. Ademds, tienen altura 1 por el teorema de
los ideales principales [AC 5.2], luego la propiedad R; nos da que son regulares.
Por tiltimo, si p es uno de ellos, tenemos que A/p es un dominio integro semilocal
de Nagata tal que dim(A/p) < dim A, luego p es analiticamente no ramificado
por hipétesis de induccién. [

Veamos un ultimo resultado técnico que necesitamos para probar el resultado
principal sobre los anillos de Nagata:

Teorema 3.23 Sea A un dominio integro noetheriano y K su cuerpo de cocien-
tes. Supongamos que existe un f € A no nulo tal que Ay es integramente cerrado
y que Ay tiene la propiedad N1 para todo ideal maximal p de A. Entonces A
tiene también la propiedad N1.

DEMOSTRACION: Representaremos con el signo ’ las clausuras enteras. Si p
es un ideal maximal, tenemos que (A,)" = Aj es un Ap-médulo finitamente gene-
rado. Seaws,...,w, € A’ un sistema generador. Llamemos C? = Afwy, ..., wy],
que es un A-mdédulo finitamente generado (ya que los w; son enteros sobre A),
luego es noetheriano.

Llamemos X = EspA y X? = EspC®. Notemos que (C?); = A; es
integramente cerrado, luego el teorema 1.19 nos da que el conjunto F, C XP
formado por los puntos que no son normales es cerrado en XP. Como el homo-
morfismo 7, : X? — X es finito, se cumple que m,[F}] es cerrado en X.

Veamos ahora que p ¢ m,[Fy,]. En efecto, si B € XP cumple que PN A =p,
entonces C? C (C?), C (C*)p y (C?), = (Ap)’ es integramente cerrado. Por
consiguiente, (C*)q es una localizacién de un anillo integramente cerrado, luego
es también integramente cerrado, y asi 8 ¢ F},. Por consiguiente, el conjunto

F = (mp[Fp],
p

donde p recorre los ideales maximales de A, es un cerrado en X que no contiene
a ningdn punto cerrado. Por [E 3.1] ha de ser F = &. Aqui hemos usado que F'
es cuasicompacto por ser cerrado en X, que es cuasicompacto por ser afin. La
cuasicompacidad de X nos da también que existe un numero finito de ideales
maximales pq,...,p, tales que

-Olﬂ—pi [sz] = 2.
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Sea C' = A[CP1,...,CP], que es un A-médulo finitamente generado. Vamos
a ver que Cq es Integramente cerrado, para todo Q € Esp C. Esto se debe a que
QNA ¢ 7, [Fp,] para algin 4, luego ¢ = QN CP es normal en X,,, es decir, que
(CPi)q es integramente cerrado, y A C (CPi)q C Cq. Como C' es entero sobre
A, ha de ser C C (CP")q C Cq, luego Cq = (C¥¥), es integramente cerrado.

Asi pues, el esquema EspC es normal, luego C es integramente cerrado,
luego A’ = C' es un A-médulo finitamente generado. n

Finalmente podemos probar:

Teorema 3.24 (Nagata) Si A es un anillo de Nagata y B es una A-dlgebra
finitamente generada, entonces B es también un anillo de Nagata.

DEMOSTRACION: Es obvio que todo cociente de un anillo de Nagata es
también un anillo de Nagata, luego podemos cambiar A por su imagen en B
y suponer que A C B. Entonces B = Alxy,...,xz,], para ciertos z; € B.
Razonando inductivamente, basta considerar el caso en que B = Alz].

Consideremos un primo ¥ € Esp B y llamemos p = A Np. Entonces, es
claro que B/B = (A/p)[Z], donde A/p es un dominio integro de Nagata y lo que
tenemos que probar es que B/ tiene la propiedad N2. En definitiva, hemos de
probar lo siguiente:

Si B = Alx] es un dominio integro y A es un anillo de Nagata,
entonces B tiene la propiedad Ns.

Sea K el cuerpo de cocientes de A y sea A la clausura entera de A en K, que
es un A-médulo finitamente generado. Sea B la adjuncién a B de un generador
de A sobre A, de modo que B = A[x]. Es facil ver que A también es un anillo
de Nagata. (En general, es facil ver que toda dlgebra finita sobre un anillo de
Nagata es un anillo de Nagata.) Como B es una extensiéon entera de B, la
clausura entera de B en cualquier extensién finita del cuerpo de cocientes de B
es la misma que la de B, por lo que basta probar que B tiene la propiedad No.
En definitiva, podemos reemplazar A por A y suponer que A es integramente
cerrado.

Supongamos en primer lugar que z es trascendente sobre K, con lo que B
es también integramente cerrado por 1.14. Si B tiene caracteristica 0, entonces
basta probar que tiene la propiedad Ny por el teorema 3.15, lo cual es trivial.

Si B tiene caracteristica prima p, basta considerar una extensién finita pu-
ramente inseparable L = K(z,0q,...,0y) de K(x). Sea m = p° tal que
af* € K(x) para todo i. Es claro que existe una extensién finita puramente
inseparable K’/K tal que o; € K'(z'/™). Sea A la clausura entera de A en
K'y B la clausura entera de B en L. Asi A[z'/™] es integramente cerrado por
el teorema 1.14, luego B = A[z] € B C A[z'/™]. Como A tiene la propiedad
Ns, tenemos que A es un A-médulo finitamente generado, luego Z[:vl/ ™] es un
B-médulo finitamente generado, luego B también lo es.

A partir de aqui podemos suponer que = es algebraico sobre K, con lo que
el cuerpo de cocientes de B es una extensién finita de K. Si L es, a su vez, una



3.2. Anillos de Nagata 67

extension finita de dicho cuerpo de cocientes, también es finita la extensiéon L/ K.
Como antes, llamamos A y B a las clausuras enteras de A y B en L. Sabemos que
A es un A-médulo finitamente generado, luego A[x] es un B-médulo finitamente
generado, lo que a su vez implica que B = Alx] C Afz] C B.

Basta probar que B es finitamente generado sobre A[z]. Ahora bien, A es un
anillo de Nagata porque es un A-médulo finitamente generado y A es un anillo
de Nagata, luego podemos cambiar A por Ay B por Alz] (y K por L), con lo
que todo se reduce a probar lo siguiente:

Si A es un dominio integro de Nagata integramente cerrado, K es
su cuerpo de cocientes y x € K, entonces el anillo B = Alx] tiene
la propiedad Ni.

Sea x =b/a, con a,b € A. Entonces B, = B[l/a] = A[l/a] es integramente
cerrado, ya que es una localizacion de A. Por el teorema 3.23 basta probar que
By tiene la propiedad N; para todo ideal maximal 8 de B.

Llamemos p = P N A. Como B/PB = (A/p)[Z] es un cuerpo, T es algebraico
sobre (el cuerpo de cocientes de) A/p, luego existe un polinomio f(X) € A[X] tal
que f(z) € P. Podemos suponer que el coeficiente director ¢ de f(X) cumple
c ¢ p. Entonces By = (Bc)p., v los anillos A, y B, cumplen las mismas
hipétesis que A y B. Asi pues, no perdemos generalidad si suponemos que ¢ es
una unidad de A o, equivalentemente, que f(X) es ménico.

Sea K’ la adjuncién a K de las raices de f(X), sea A’ la clausura entera de
A en K’ (que contiene a dichas raices) y sea B’ = A’[x].

Como A es un anillo de Nagata, tenemos que A’ es un A-médulo finitamente
generado, luego A’ es un dominio integro de Nagata integramente cerrado y B’
es un B-médulo finitamente generado. Sea 3’ cualquier ideal maximal de B’ tal
que P’'N B =P (existe por [AC 3.63]). Si B{B, tiene la propiedad N; para todo
%', lo mismo le sucede a By, por 3.23 (notemos que (Bgy), es una localizacién
de By = A, luego es integramente cerrado). A su vez, si B{n es N1, lo mismo
le sucede a By, ya que la clausura entera de By estd contenida en la de B,
que es finitamente generada sobre B{J3 y éste es finitamente generado sobre By.

En resumen, podemos cambiar A por A’, etc., por lo que podemos suponer
que f(X) tiene todas sus raices en K (luego, de hecho, en A) y, en particular,
que & = ¢ (méd P), donde ¢ es una de dichas raices. Como B no se altera si
cambiamos x por x — ¢, podemos suponer que x € ‘B.

Sea @ el nicleo del homomorfismo A[X] — A[z] = B dado por X — z.
Vamos a probar que @ esta generado por los polinomios a X —b tales que z = b/a.
En efecto, si F(X) = agX"+a1 X" 1 +---+a, € Q, entonces b = agx es entero
sobre A, luego b € A porque A es integramente cerrado. Consecuentemente,
F(X)—(apX —b)X""! € Q, y basta razonar por induccién sobre el grado de F.

Sea I el ideal generado por todos los b € A tales que z = b/a, es decir,
I =xzANA. Es claro entonces que XA[X] + Q = XA[X] + I, luego

B/xB =~ A[X]/(XA[X] + Q) = A[X]/(XA[X] + 1) = A/I.
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Vamos a aplicar el teorema 3.21 al anillo By, lo que nos daré que es analitica-
mente no ramificado y, por 3.20 tendra la propiedad Ni, tal y como queremos
probar. Hemos de ver que los primos asociados de By /xBgp son minimales y
que, como primos de By, son regulares y analiticamente no ramificados.

Por [E 7.4], sabemos que A = () Aq, donde q recorre los ideales primos de
q
altura 1. Es claro entonces que A = [ zAq, luego I = zANA =()(zAq N A).

q q
Ahora bien, si x ¢ qA,, entonces tA; = Aq y vA4NA = A, luego en realidad
I=((zAq, NA),
i=1

donde qq,...,qs son los primos de altura 1 tales que = € q;A,,.

Los primos asociados de By/xBy = (B/xB)g = (A/I)p son parte de
los primos asociados de A/I. Vamos a ver que todos ellos son minimales. Si
I C q C Aesun primo asociado de A/I y u € g, entonces u es un divisor de cero
de A/I, luego existe un v € A\ I tal que uv € I. Existe un ¢ tal que v ¢ zA,,,
pero uwv € xAq,, luego u es un divisor de cero de Aq, /xA,,. En particular, u no
es una unidad, luego u € q;44, N A = ¢;.

Con esto hemos probado que q C q; U---U (s vy, por [AC 3.51], de hecho
q C gq; para un ¢. Como ¢; tiene altura 1 y (salvo en el caso trivial x = 0) se
cumple que I # 0, ha de ser q = q;, un primo minimal de 1.

Consideremos ahora un primo minimal p de By /xBg. Hemos de probar que
(Bg)p = By es regular, donde p’ = pN B. Tenemos que p’ es un primo minimal
de B/xzB, que se corresponde con un primo minimal de A/I, concretamente con
g =p'NA. El primo q es uno de los g; que hemos considerado antes, luego
x € qAq, de donde se sigue inmediatamente que By = A4. Ahora basta tener
en cuenta que Aq es regular porque A es integramente cerrado y q tiene altura 1.
(Es la propiedad R; del teorema 1.18.)

Finalmente, By/p = (B/p')p v B/p’ = A/q. El cociente A/q es obvia-
mente un anillo de Nagata y, por 3.13, también lo es By /p, luego por 3.22 es
analiticamente no ramificado. L]

3.3 Las propiedades J

Las propiedades de esta seccion tienen que ver con la existencia de puntos
regulares en un esquema (o de ideales primos con localizacién regular en un ani-
llo). Empezamos demostrando un resultado que usaremos en varias ocasiones:

Teorema 3.25 Sea ¢ : A — B un homomorfismo plano entre anillos locales.
Si B es regular, entonces A también lo es.

DEMOSTRACION: Si k es el cuerpo de restos de A, se cumple que

Tor’(k, k) @4 B = Tor? (k @4 B,k ®4 B).
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En efecto, si partimos de una resolucién libre de k, digamos:
-— Iy — Ly— k—0,

entonces
c— L1 A B —Lig®asB—k®sB—0

es una resolucion libre de k ® 4 B. Teniendo en cuenta que
(Li®aB)®p (k®aB)2L;®4 (k®a B),

resulta que los B-mdédulos TorqB (k®a B,k®4 B) son los grupos de cohomologia
del complejo

c— (Liy1 ®a k) ®a B — (L ®4 k) ®4 B — -+

y el teorema [AC 1.37] nos da el isomorfismo indicado. Segun los teoremas
[AC 5.55] y [AC 5.51], concluimos que Tor;;‘(l@k) ®4 B = 0 para ¢ > dim B.
Como B es fielmente plano sobre A, concluimos que Tor:;l(k, k) = 0, luego, segiin
[AC 5.51] resulta que dpk < dim B y [AC 5.61] nos permite concluir que A es
regular. m

Si X es un esquema, representaremos por Reg X el conjunto de los puntos
regulares de X. Vamos a enunciar unas condiciones técnicas para que Reg X
sea abierto en X.

Teorema 3.26 Sea A un anillo noetheriano y X = Esp A. Para que el conjunto
de puntos regulares de X sea abierto

a) es necesario y suficiente que, para cada punto p € RegX, el conjunto
Reg X contenga un abierto no vacio de V(p).

b) es suficiente que, para cada punto p € Reg X, el conjunto RegV (p) con-
tenga un abierto no vacio.

DEMOSTRACION: a) es el teorema [AC A19], ya que la primera propiedad
de dicho teorema es trivial en este contexto, pues las localizaciones de anillos
regulares son regulares. Basta probar que b) = a).

Sea p € Reg X y sea ay,...,a, € p un sistema regular de pardmetros de A,.
Sea I = (ai,...,a,) Como IA, = pA,, existe un f € A\ p tal que TA; = pAy.

Tenemos que U = D(f) es un entorno de p. Como V(p) = Esp(A/p) es
un esquema integro, el abierto U NV (p) cortard al abierto no vacio de puntos
regulares que existe por hipétesis y, por otra parte, basta probar que U contiene
un abierto no vacio de U NV (p). Asi pues, podemos sustituir A por Ay, lo que
equivale a suponer que I = p.

Basta probar que si q € Reg(V (p)), entonces q € Reg X. Tenemos que el
anillo (A/p)q = Aq/pAq es regular, es decir, que qA,/pA, admite un generador
con d = dim(Aq/pA,) elementos.
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Por otra parte, pAy estd generado por una sucesién regular (en A,, luego
también en Ay) de r elementos, luego dim Ay = d + r. Puesto que, obviamente,
qAq admite un generador con d + r elementos, concluimos que A, es regular.

| |

Ahora conviene introducir algunos nombres:

Definicién 3.27 Sea A un anillo noetheriano. Diremos que A cumple la pro-
piedad Jy si Esp A contiene un abierto no vacio de puntos regulares, y diremos
que cumple la propiedad J; si el conjunto de puntos regulares en Esp A es abierto
(tal vez vacio).

Notemos que si A es un dominio integro, entonces el ideal nulo es siempre
regular en Esp A, luego todo dominio integro J; es también Jy.

En realidad, la propiedad que nos va a interesar es la propiedad J, que
introduciremos enseguida, pero antes conviene demostrar un par de teoremas
técnicos:

Teorema 3.28 Sean A C B dominios integros y K C K' sus cuerpos de co-
cientes. Supongamos que B es un A-mddulo finitamente generado, que A es
reqular y que la extension K'/K es separablemente generada. Entonces B tiene
la propiedad Jy.

DEMOSTRACION: Sea t1,...,t, € B una base de trascendencia de K’ sobre
K tal que K’ es separable sobre K; = K(t1,...,t,). Como A es regular,
también lo es A1 = Afty,...,t,], luego podemos cambiar A por A; y suponer
que la extensién K'/K es finita separable. Sea wy,...,w, € B una K-base de
K’, que podemos suponer entera sobre A. Como B estd finitamente generada
sobre A, existe un s € A no nulo tal que todos los elementos de B tienen
coordenadas en A,. M4&s aun, todos los elementos de B, tendran coordenadas
en A, y, como Ag C B, el reciproco es obvio. Por lo tanto, cambiando A y B
por A y Bs, podemos suponer que B es un A-mdédulo libre y, en particular,
plano.

Si demostramos que la fibra genérica del homomorfismo Esp B — Esp A es
suave, el teorema [E A34] nos da que Esp B contiene un abierto no vacio formado
por puntos llanos, cuya imagen serd abierta por 1.30 y, aplicando [E 7.50] a la
restriccién a este abierto, concluimos que Esp B contiene un abierto de puntos
regulares, tal y como queremos demostrar.

La fibra genérica es Esp(B ®4 K), que es un conjunto algebraico finito,
porque, al ser B un A-mdédulo finitamente generado, el homomorfismo es finito.
Si K es la clausura algebraica de K, también sera un conjunto algebraico finito
el cambio de base Esp(B ®4 K), luego seré regular si es reducido (pues en tal
caso serd una suma directa de cuerpos).

Como K es plano sobre K y éste a su vez lo es sobre A (por ser una locali-
zacién), la inclusiéon B — K’ induce un monomorfismo B®4 K — K'®4 K.
Basta probar, pues, que K'®4 K = K' @i K es reducido. Ahora bien, podemos
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ver a Esp K’ como un conjunto algebraico sobre K y basta aplicar [E 3.57], ya
que la extensién K’/K es separable. =

Teorema 3.29 Si K'/K es una extension de cuerpos finitamente generada,
existe una extension finita puramente inseparable K1/K tal que la extension
K'K, /K, es separablemente generada.

DEMOSTRACION: Consideremos un generador finito K/ = K () y llamemos
B = K|S, de modo que K’ es el cuerpo de cocientes de B. Sea K una clausura
algebraica de K. Vamos a estudiar B Q@ K. Llamemos R’ a su radical.

Como el anillo es noetheriano, R’ estard generado por un ntmero finito de
elementos, cada uno de los cuales serd a su vez suma de un numero finito de
elementos de la forma b® a, con b € By o € K. Sea R C B el ideal generado
por los elementos b y Ky una extensién finita de K que contenga a los elementos
a. Podemos identificar a B® g K con un subanillo de B® g K. Los generadores
de R’ pueden verse también como elementos de B ® i K 0, més concretamente,
del ideal R ® g K.

Es claro que R®x Ko = R' N (B ®k Kj), y esto implica que R®x K es el
radical de B ® g K. Por otra parte,

R/=R®KF=(R®KK0)®KOK, B@KK:(B@)KKO)@KUKy

de donde o o
(Bek K)/R' = ((Bok Ko)/(Reok Ko)) @k, K,

es decir, (B @k K)rea = (B @K Ko)red @K, K. En términos de X = Esp B, lo
que hemos probado es que (Xk, )rea €s geométricamente reducido.

Llamemos ahora K7 a la clausura puramente inseparable de K en Kj, de
modo que tenemos extensiones finitas K C K; C Ky, donde la primera es
puramente inseparable y la segunda es separable. Se cumple que

(XK1 )red @K, Esp Ko = (XK, )red-

En efecto, el esquema Esp K es un conjunto algebraico sobre K geométrica-
mente reducido por [E 3.64], luego el miembro izquierdo es reducido por [E 3.57].
Por otra parte, tenemos inmersiones cerradas naturales de ambos esquemas en
Xk,, y las dos son homeomorfismos, luego ambos esquemas son isomorfos a la
unica estructura de subesquema cerrado reducido de Xg,. Esto implica que
(XK, )reqa también es geométricamente reducido. Tenemos inmersiones cerradas

(XKl)red — XKl — X.

La primera es ciertamente un homeomorfismo, y la segunda también, ya que
K, /K es puramente inseparable (de nuevo por [E 3.57]). Como X es integro,
concluimos que (X, )req €8 irreducible, luego también es integro.

Llamamos ahora By = (B ®k K1)red, que, segin acabamos de ver, es un
dominio ntegro. Por el teorema [E 3.64], su cuerpo de fracciones, digamos K7,
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es separablemente generado sobre Ki. La inclusién B C B ®x K; induce una
inclusién B C Bj que a su vez induce una inclusién K’ C K7, luego también
K'K, C K{. Por [E 3.64] aplicado a Esp K/ tenemos que K| @, K es reducido,
y la inclusion K'K; ®k, K C K} @, K implica que K'K; ®k, K también
lo es, luego, por el mismo teorema, la extensiéon K'K; /K es separablemente
generada. L]

Diremos que A cumple la propiedad J si satisface las propiedades del teo-
rema siguiente:

Teorema 3.30 (Nagata) Si A es un anillo noetheriano, las propiedades si-
guientes son equivalentes:

a) Toda A-dlgebra finitamente generada cumple la propiedad Ji.
b) Toda A-dlgebra finita (como A-mddulo) cumple la propiedad J;.

¢) Para todo p € Esp A y toda extension finita puramente inseparable K' de
k(p) = Ay /pA,, existe una A-dlgebra finita A’ tal que Ajp C A’ C K',
cuyo cuerpo de cocientes es K' y que cumple la propiedad Jy.

DEMOSTRACION: Es obvio que a) = b), as{ como que b) = c¢), sin més que
observar que k(p) es el cuerpo de cocientes de A/p, que K' = k(p)[ai, ..., ay),
que los a; se pueden tomar enteros sobre k(p) y asi A" = (A/p)laa, ..., ]
cumple lo pedido.

Veamos que ¢) = a). En primer lugar consideremos un primo p una A-
algebra A’ que cumplan ¢). Sea wiy,...,w, € A’ una k(p)-base de K'. Existe
un f € A/p no nulo tal que wy,...,w, es una base de A’f sobre (A/p)s. Asi,
A’y es libre sobre (A/p)y vy, en particular, plano. Si Q es un primo en A% y
q=9nN(A/p)y, entonces Ay es plano sobre (A/p)q, v el teorema 3.25 nos da
que (A/p)q es regular.

El homomorfismo Esp A} — Esp(A/p); es finito, luego es cerrado. Sabe-
mos que el primer esquema contiene un abierto U formado por puntos regula-
res. Por 1.30 tenemos que su imagen es abierta en Esp(A/p)¢, luego también
en Esp(A/p), y acabamos de probar que dicha imagen estd formada por puntos
regulares. En definitiva, tenemos que A/p cumple la propiedad Jy.

M4s adn, hemos probado que para cada primo p € Esp A, el cerrado V (p)
contiene un abierto no vacio formado por puntos regulares. Segun el teorema
3.26 b), esto implica que A tiene la propiedad Ji, al igual que todos los anillos
A/p (aplicando el teorema a los primos que contienen a p).

También por dicho teorema, basta probar que si P es un ideal primo de
B, entonces el anillo B/ tiene la propiedad Jy. Ahora bien, llamando p a
la antiimagen de p en A, tenemos que B/P es un dominio integro finitamente
generado sobre A/p. Por lo tanto, basta probar lo siguiente:

Si B es un dominio integro que contiene a un anillo cociente A/p, para cierto
p € Esp A, y es finitamente generado sobre A/p, entonces tiene la propiedad Jy.
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Ahora bien, A/p también cumple la propiedad c), luego en el enunciado
anterior podemos cambiar A/p por A y suponer que A C B es un dominio
integro. Mads aun, hemos probado que Esp A contiene un abierto de puntos
regulares, que podemos tomar principal, digamos de la forma Esp Af, para un
f € A. Entonces Ay C By y, si probamos que By cumple Jy, lo mismo valdra
para Ay. Mis ain, Ay también cumple la propiedad c), luego no perdemos
generalidad si suponemos ademads que A es regular.

Asi pues, tenemos una extensién de dominios integros A C B que es finita-
mente generada, A es regular, cumple ¢) y queremos probar que B es Jy. Sean
K C K’ los cuerpos de cocientes de A y B.

Por el teorema anterior existe una extensién finita puramente inseparable
K1 /K tal que K| = K'K; es separablemente generado sobre K;. La propie-
dad ¢) nos da que K; contiene una A-élgebra finita A; tal que Esp A; contiene
un abierto no vacio de puntos regulares.

Sea Bf la imagen del homomorfismo B ® 4 A; — K. Entonces Bj es una
A;-dlgebra finitamente generada, una B-algebra finita, un dominio integro y su
cuerpo de fracciones es Kj.

El teorema 3.28 aplicado a los anillos A; y Bf nos da que Esp B contiene
un abierto no vacio de puntos regulares. El mismo razonamiento aplicado en la
prueba de dicho teorema a los anillos A y B nos permite ahora sustituir B y

1 por abiertos adecuados para que B] sea un B-mdédulo libre y, en particular,
plano. (Notemos que, al ser Bj un dominio integro, el abierto que tomamos
corta necesariamente al abierto de puntos regulares, luego no perdemos esta
propiedad.) El teorema 3.25 nos da que las imdgenes de los puntos regulares de
Esp Bf por el homomorfismo Esp B] — Esp B son regulares, y 1.30 nos da que
Esp B contiene un abierto no vacio de puntos regulares. m

Veamos algunas propiedades elementales de los anillos Js:
Teorema 3.31 Sea A un anillo con la propiedad Jy. Entonces:

a) A tiene la propiedad Jy, es decir, el conjunto de los puntos requlares de
Esp A es abierto.

b) Toda A-dlgebra finitamente generada tiene la propiedad Js.

¢) Toda localizacion de A tiene la propiedad Js.

DEMOSTRACION: a) y b) son consecuencias inmediatas de la propiedad a)
del teorema anterior, mientras que c¢) es consecuencia de la propiedad c) del
mismo teorema. En efecto, si S C A es un conjunto multiplicativo, un primo de
S~ 1A es de la forma S~'p, donde p es un primo de A disjunto con S. Entonces

ST Ag-, = Ay, STTA/ST'p =S (A/p),  k(ST'p) = k(p).

Si K’ es una extensién puramente inseparable de k(p) y A’ es la extensién
de A/p que cumple la propiedad c), entonces S~ A’ es una extensién finita de
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S=1A/S71p y Esp S~1A’ tiene un abierto no vacio de puntos regulares por el
teorema 3.25, ya que el homomorfismo Esp S™!A’ — Esp A’ es plano. n

Para el proximo teorema necesitamos la siguiente observacién elemental: Si
Ay B son dos anillos, entonces el esquema X = Esp(A® B) es la unién disjunta
de dos abiertos isomorfos a Esp A y Esp B.

En efecto, basta observar que los cerrados Uy = V(0@ B) y Ug = V(A®0)
estan formados por los ideales primos de A @ B que contienen a (0,1) y (1,0),
respectivamente. Como (1,0) 4+ (0,1) es la identidad de A & B, vemos que
UsnNUp =@y, como (1,0)(0,1) = (0,0), resulta que X = Ugq UUg, luego Uy
y Up son también abiertos. Es claro que Uy 2 Esp Ay Ug = Esp B. ]

Teorema 3.32 Todo anillo noetheriano local y completo tiene la propiedad Js.

DEMOSTRACION: Sea A un anillo noetheriano local y completo. Basta pro-
bar que toda A-dlgebra finita B tiene la propiedad J;. Tenemos un homomor-
fismo A — B. Cambiando A por el cociente sobre el nicleo, podemos suponer
que B es una extensién de A. Por [AC 3.63 y 3.64] tenemos que B tiene un
numero finito de ideales maximales, my,...,m,. Si m es el ideal maximal de
A, su fibra es Esp(B/mB), luego my,...,m, son los tnicos ideales primos por
encima de mB, luego m’ = m; N ---Nm, es el radical de mB. Por lo tanto,
existe un 7 > 1 tal que m"”” C mB, luego la topologia m’-ddica en B coincide
con la topologia m-ddica, que es completa.

Segun hemos probado tras 1.12, se cumple que B = B=DB®-- ~€BBn, donde
B; es la complecién de B respecto de la topologia m;-adica. Por la observacién
previa a este teorema, Esp B es unién disjunta de abiertos isomorfos a Esp Bi,
para i = 1,...,n, luego B tiene la propiedad J; si y sélo si la tiene cada B;.
En definitiva, basta probar que todo anillo noetheriano local y completo tiene
la propiedad J;.

Vamos a aplicar el criterio 3.26 b). Sea A un anillo noetheriano local y
completo y consideremos un ideal primo p. Hemos de probar que Esp(A4/p)
contiene un abierto no vacio de puntos regulares. Ahora bien, A/p también es
un anillo noetheriano local y completo, luego podemos suponer que A es un
dominio integro y s6lo hemos de probar que Esp A contiene un abierto no vacio
de puntos regulares.

Por el teorema 2.21, sabemos que A es finito sobre una subdlgebra regular
A’. Si A tiene caracteristica 0, la extensiéon de sus cuerpos de cocientes serd
separablemente generada, luego podemos aplicar el teorema 3.28 para concluir
que Esp A tiene un abierto no vacio de puntos regulares.

Si A tiene caracteristica prima, entonces es equicaracteristico, y el teo-
rema 2.22 nos da un epimorfismo K[[Xi,...,X,]] — A. Finalmente basta
aplicar el teorema 2.35. n

En particular, todo cuerpo k tiene la propiedad Js, luego toda k-dlgebra afin
tiene la propiedad Ji, luego su conjunto de puntos regulares es abierto. Es facil
ver que si es reducida entonces dicho conjunto es no vacio, lo cual generaliza al
teorema [E 7.21].
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3.4 Homomorfismos suaves

De acuerdo con [E 7.49], podriamos decir que un homomorfismo de anillos
A — B es “suave” si es plano, convierte a B en una A-algebra finitamente
generada y, para cada p € Esp A, la fibra B ®4 k(p) es una k(p)-algebra afin
geométricamente regular. Sin embargo, necesitamos generalizar estos conceptos
(tanto la suavidad como la regularidad geométrica) eliminando la condicién de
finitud, y a ello dedicamos esta seccién.

Definicién 3.33 Sea A un anillo noetheriano y & C A un subcuerpo. Diremos
que A es geométricamente regular sobre k si A ®; K es regular, para toda
extension finita K/k.

Observemos que si A es una k-dlgebra de tipo finito, entonces Esp A es un
conjunto algebraico afin geométricamente regular en el sentido de la definicion
[E 7.23], pero la definicién anterior no requiere la hip6tesis de finitud.

Por definicién, A®y, K es regular si y sélo si lo es (A®y, K)y, para cada ideal
maximal 3. Observemos que A® K es una A-algebra finita, luego entera, luego
p = ANP es un ideal maximal de A, por [AC 3.63] (y todo ideal maximal p de
A es de la forma p = ANP). Ademds, es claro que (A®y K)p = (Ap @k K)gv,
donde P’ = P,. Todo lo dicho vale igual para ideales primos en lugar de
maximales, luego hemos probado lo siguiente:

Teorema 3.34 Sea A un anillo y k C A un subcuerpo. Las afirmaciones si-
guientes son equivalentes:

a) A es geométricamente regular sobre k.
b) A, es geométricamente regular sobre k, para todo ideal primo p de A.

c) Ay es geométricamente regular sobre k, para todo ideal mazimal p de A.

El concepto de suavidad formal nos ayudard también a estudiar la regulari-
dad geométrica debido al resultado siguiente:

Teorema 3.35 Sea A un anillo noetheriano local que contenga un cuerpo k.
Sea m su ideal mazimal y k = A/m su cuerpo de restos. Si A es m-suave sobre
ko, entonces A es geométricamente reqular sobre k.

DEMOSTRACION: Sea K/ky una extensién finita. Entonces A’ = A @y K es
mA’-suave sobre K por cambio de base. Sea n un ideal maximal de A’. Como
A’ es un A-médulo finitamente generado, es entero sobre A, y [AC 3.63] implica
que mA’ C n. Por consiguiente, si llamamos A” = A} y m” = nA”, tenemos
que el homomorfismo A’ — A” es continuo para las topologias mA’-ddica y
m/-adica.

Por otro lado, el teorema 2.5 implica que A” es 0-llano sobre A’, luego en
particular es m”-llano. Por transitividad concluimos que A” es m”-suave sobre
K. Ahora bien, A” es un anillo noetheriano local que contiene a K, luego, por
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el teorema 2.23, sabemos que es regular. Como esto es valido para todo ideal
maximal n de A’, hemos probado que A’ es regular. "

Puede probarse que el reciproco también es cierto, pero es mas complicado
y no nos va a hacer falta. De momento podemos demostrar lo siguiente:

Teorema 3.36 Si A es un anillo noetheriano regular y k C A es un subcuerpo
perfecto, entonces A es geométricamente reqular sobre k.

DEMOSTRACION: Si p es un ideal primo de A, tenemos que A, es regular y
k(p) es separablemente generado sobre k, luego A, es p-suave sobre k por 2.23,
luego es geométricamente regular por el teorema anterior. Como esto es cierto
para todo primo p, concluimos que A es geométricamente regular sobre k. =

Definicién 3.37 Diremos que un homomorfismo de anillos ¢ : A — B es
suave si es plano y, para cada p € Esp A, la fibra B ® 4 k(p) es geométricamente
regular sobre k(p).

Tal y como hemos indicado, al comparar con [E 7.49] debemos tener presente
que no exigimos que B sea una A-algebra finitamente generada.

Teorema 3.38 Si ¢ : A — B es un homomorfismo suave de anillos, un ideal
p € Esp B es regqular si y sélo si lo es P = ¢~ [P] € Esp A.

DEMOSTRACION: El homomorfismo ¢y : Ay — B, es plano. Ademds,
la fibra de p respecto a él es la misma que la fibra respecto de ¢, que es
geométricamente regular y, en particular, regular.

En estas condiciones, hemos de probar que Ag es regular si y sélo si lo
es By. Una implicacién es el teorema 3.25. Supongamos ahora que Ag es
regular. El teorema [E 4.52] nos da la relacién dim B, = dim Ap+dim B, /BB,
La conclusién es inmediata: Como Agp es regular, el ideal B estd generado
por dim Ag elementos, que también generan BB, y, unidos a un generador de
p/PBB, con dim By, /PB, elementos (que existe porque By, /BB, es regular), nos
da un generador de p con dim B, elementos, luego B, es regular. "

Teorema 3.39 Sean A - B 25 C homomorfismos de anillos.
a) Si ¢y son suaves, entonces ¢ o1y también lo es.

b) Si ¢po1) es suave y ¢ es fielmente plano, entonces ¢ es reqular.

DEMOSTRACION: a) Sabemos que ¢ o ) es plano. Sea p € EspA y L una
extension finita de k(p). Hemos de probar que el anillo C' ® 4 L es regular.

Como ¢ es suave, tenemos que el anillo B ® 4 L es regular. Por el teorema
anterior, basta probar que Y ® 1: B4 L — C ®4 L es suave.

Ciertamente, es plano. Si ‘P8 € Esp(B®4 L) y F' es una extensién finita de
E(PB) (en particular, una extensién de L), entonces (C®4L)®pg . F =2 CRpF,
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luego hemos de ver que este anillo es regular. Si Q =P N B, por la regularidad
de 1, basta probar que F es una extensién finita de k(9Q), lo cual se debe a que
la extensién k(Q)/k(P) es finita, ya que B ®4 L es un B-mddulo finitamente
generado.

b) Se cumple que B es plano sobre A, porque si M — N es un monomor-
fismo de A-mddulos, también lo es M ® 4 B C — N ®4 B®p C, porque C
es plano sobre A, luego también M ®4 B — N ® 4 B, porque C es fielmente
plano sobre B.

Tomemos nuevamente un p € Esp A y una extension finita L de k(p). Como
antes, tenemos que B ®4 L — C ®4 L es suave, pero ahora sabemos que
C ®4 L es regular y queremos probar que B ® 4 L también lo es. Nuevamente,
esto es consecuencia del teorema anterior, aunque ahora necesitamos también
1.24. n

Teorema 3.40 Si A — B es un homomorfismo suave de anillos y A’ es una
A-dlgebra finitamente generada, entonces A’ — B @4 A’ también es suave.

DEMOSTRACION: Sea‘P’ € Esp A’y P = P'NA. Seak = k(P) y K = k(P').
El homomorfismo A’ — B® 4 A’ es plano por cambio de base. Hemos de probar
que la fibra de P’ es geométricamente regular o, lo que es lo mismo, que si L es
una extension finita de K, el anillo

BsaA@sx K@k L=B®kgL=(B®ak)®L

es regular. Como K es finitamente generado sobre k, lo mismo le sucede a L.
Por 3.29 existe una extensién finita puramente inseparable k' /k tal que L' = Lk’
es separablemente generada sobre k'

Observemos que (B®4 A') @4 L' = (B4 A')®a L) @ L' es fielmente
plano sobre (B ®4 A’) ®4/ L (por que L’ es plano sobre L). Si probamos
que (B®y A') @4/ L' es regular, el teorema 3.25 (aplicado a las localizaciones
del homomorfismo natural entre ambos, que induce una aplicaciéon suprayectiva
entre sus espectros) nos da que (B ®4 A’) ® 4 L también es regular, que es lo
que queremos probar.

Por hipétesis, T = B ® 4 k' es regular. Por otra parte, se cumple que
(BoaAA YR L' =BRaL =(BRAK)Qw L' =T @k L.

Basta probar que el homomorfismo T' — T ®j, L’ es suave, ya que entonces
T ® L' serd regular por el teorema anterior. Esto se reduce a probar que las
fibras k(p) @1 T ®k L' (para p € EspT) son geométricamente regulares o, lo
que es lo mismo, que si E es una extensién finita de k(p), entonces E ®p L’
es regular. Sea k' C F C L', donde F = k/(Xy,...,X,) es una extensién
puramente trascendente de k' tal que L'/F sea finita separable. Tenemos un
monomorfismo

E®y F— E(X1,...,Xn)
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cuya imagen estd formada por las fracciones con denominador en k'[ X7, ..., X,,],
luego E ® F es isomorfo a una localizacién de E[X7,...,X,], luego es un
dominio integro regular.

Como F @y L' = E Q' F @ L', basta probar que si A es una F-&lgebra
regular, y L' /F es una extension finita separable, entonces A @ p L’ es regular.
Por el teorema anterior, basta probar que el homomorfismo A — A ®p L' es
suave, para lo cual, a su vez, basta probar que si E es una extensiéon de F,
entonces £ ®p L' es regular.

Ahora bien, Esp L’ es un conjunto algebraico geométricamente regular sobre
F por el teorema [E 7.24], luego E @ L’ es regular por el teorema [E 7.29].

Como consecuencia obtenemos:

Teorema 3.41 Si f : A — B es un homomorfismo fielmente plano y suave
entre anillos noetherianos y B tiene la propiedad Ja, entonces A también la
tiene.

DEMOSTRACION: Llamemos X = EspB, Y = EspA y consideremos el
homomorfismo de esquemas ¢ : X — Y asociado a f. Por el teorema 3.38
sabemos que ¢~ ![Reg Y] = Reg X. El teorema 1.33 implica que Reg X es abierto
en X siy sélo si RegY es abierto en Y, es decir, que B tiene la propiedad Jp si
y sélo si la tiene A. Si B tiene la propiedad Js, el teorema anterior implica que
A también la tiene. n

Los homomorfismos suaves conservan més propiedades. Para mostrar mas
ejemplos necesitamos el teorema siguiente:

Teorema 3.42 Sea f : A — B un homomorfismo plano entre anillos locales
y sea m el ideal maximal de A. Entonces

pr(B) = pr(A) + pr(B/mB).

DEMOSTRACION: Sea n el ideal maximal de B. Consideremos una su-
cesién regular maximal zq,...,z, € m y una sucesién B/mB-regular maxi-
mal y1,...,ys € n. Llamemos 2} a la imagen de x; en B y probemos que
h, . T, y1, ..., Ys € 1 es una sucesién regular maximal de B.

Como la multiplicacién por x; es un monomorfismo A — A y B es plano
sobre A, la multiplicacién por z} es un monomorfismo B — B, luego x| es
regular en B. Ahora tenemos en cuenta que xs no es un divisor de cero de A/x1 A
y concluimos que z/, no es un divisor de cero de A/z1A ® 4 B = B/z| B, luego
a},xh es también una sucesién regular. Procediendo de este modo, llegamos a
que z,...,x, es una sucesién regular.

Llamemos A, = A/(z1,...,%,). Entonces m € Ass(A,) y

A'r ®AB§B/(J:,177$;)

El teorema [AC A.15] nos da que y; es regular en B y que B/y; B es plano
sobre A, luego la sucesién exacta

O—)BLB—)B/le—>O
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nos da (por [AC A.3]) una sucesién exacta
0— A, ®1B— A, ®14B— A, ®4(B/y1B) — 0.

Esto prueba que la sucesién z,...,x). 41 es regular. Ahora aplicamos
[AC A.15] a yo y al anillo B/y; B, ya que

(B/y1B) / m(B/y1B) = B/(m + (y1))B = (B/mB) / y1(B/mB),

y sabemos que y2 no es un divisor de cero del iltimo cociente. Concluimos que
y2 es regular en B/y; By que B/(y1, y2)B es plano sobre A, de donde, razonando
como antes, concluimos que z,..., 2,91, y2 es una sucesién regular. Tras un
nimero finito de pasos, llegamos a que z,...,2/,y1,...,ys es regular. Falta
probar que es una sucesién maximal o, lo que es lo mismo, que si llamamos
Bs = B/(y1,...,Ys), el cociente

B/(mllw"axf/raylw"ays) = A’I“ ®A Bs
tiene profundidad 0 o, lo que es lo mismo, que n € As(A, ® 4 Bs). Ahora bien,
esto es consecuencia inmediata de 1.9, que nos da la férmula

Asp(A, ®4 Bs) = U Asp(Bs/pBs)
peAs(A,)

y, ciertamente, n € Asp(Bs/mBy). "

Teorema 3.43 Sea f : A — B un homomorfismo fielmente plano y suave
entre anillos noetherianos. Entonces A cumple la propiedad R; o S; de 1.15 si
y solo si la cumple B.

DEMOSTRACION: Sea p € Esp A y tomemos 3 € Esp B minimal entre los
primos que cumplen BPNA = p. Sea k = k(p). Entonces, la fibra de pA, respecto
del homomorfismo A, — By contiene Gnicamente al ideal BBy, es decir, que
By ® 4 k sélo tiene un ideal primo, por lo que dim(Bp®a k) = pr(Bp®ak) = 0.
El teorema [E 4.52] nos da que dim By = dim Ay, y el teorema anterior nos da
que pr By = pr A,.

Si B cumple la propiedad S;, entonces

pr A, = pr By > min{i,dim By} = min{i,dim 4, },
luego A también cumple S;.

Si B cumple la propiedad R; y suponemos que dim A, < 4, entonces también
dim By < ¢, luego By es regular, y A, también lo es por 3.38. Asi pues, A
también cumple R;. Observemos que en estas implicaciones no hemos usado la
suavidad de f.

Supongamos ahora que A cumple S;. Sea 3 € Esp B y llamemos p = ‘PN A,
k = k(p). Sabemos que la fibra B ®4 k = By ®4, k es regular, luego también
cumple la propiedad Sj. Por el teorema anterior,

pr By = pr A, + pr(Byg ®a, k) > min{i, dim A, } + min{i, dim(Byp ®4, k)}
> min{i,dim A, + dim(Byp ®4, k)} = min{i, dim By},

donde hemos aplicado nuevamente el teorema [E 4.52].



80 Capitulo 3. Anillos excelentes

Si A cumple R; y dim By < i, entonces dim A, < dim By < i (porque
fip es suprayectivo), luego A, es regular y By también lo es por 3.38. Por
consiguiente, B también cumple R;. L]

En particular, los teoremas 1.16 y 1.18 nos dan que, en las condiciones del
teorema anterior, A es reducido o normal si y sélo si lo es B.

3.5 La propiedad G

Nos ocupamos ahora de la tercera y tltima propiedad que define a los anillos
excelentes, debida a Grothendieck.

Definicién 3.44 Diremos que un anillo noetheriano A tiene la propiedad G si,
para cada ideal primo p de A, el homomorfismo natural ¢, : A, — flp (de A,
en su complecién) es suave. Notemos que ¢, siempre es plano, luego lo que exige
realmente la propiedad G es que sus fibras sean geométricamente regulares.

Los homomorfismos ¢, no son, en general, finitamente generados, y ésta es la
razén por la que en la seccién anterior hemos tenido que generalizar la suavidad
al caso de homomorfismos que no sean necesariamente finitamente generados.

Teorema 3.45 Si un anillo A tiene la propiedad G, también la tiene toda lo-
calizacion y todo cociente de A.

DEMOSTRACION: Sea S C A un subconjunto multiplicativo. Un ideal primo
de S7'A es de la forma S~'p, donde p es un ideal primo disjunto con S, y
S*IASAp = A,. La conclusién es inmediata.

Si I es un ideal de A, todo primo de A= A/I es de la forma p = p/I, donde
p es un primo de A, y A5 = A, /I,. Notemos que, por [AC 4.17], la complecién

de flﬁ es Ay, ®4, As. Hemos de estudiar las fibras del homomorfismo natural
/1,5 — Ap ®a, /_15. Para ello, tomamos un primo de /_1'3, que sera de la forma

q=qA,/I,, donde I C q C p. Su fibra es
AP ®Ap Aﬁ ®A§ k(q) = AP ®Ap k(q) = AP ®Ap k(q)?
donde hemos usado que
k@) = (Ap/L)ga, /1, /| (04 /1) (Ap/1p)ga, /1,

= (Aq/1q) / (adq/1q) = Aq/aAq = k(q).
Asi pues, la fibra de g coincide con la fibra de qA4, respecto al homomorfismo
A, — Ap, que, por hipétesis, es geométricamente regular sobre k(q). L]

Ahora es inmediato que un anillo noetheriano A tiene la propiedad G si y
sélo si la tienen todas sus localizaciones A,, donde p recorre los ideales primos
de A. Mds aun, basta con que esto se cumpla para los ideales maximales, ya
que, si p C m, entonces A, es una localizacion de Ay.
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Similarmente, la prueba del teorema anterior muestra que si A/I tiene la
propiedad G para todo ideal I de A, entonces A tiene la propiedad G. M4és ain,
basta con que esto suceda para todo ideal primo.

Teorema 3.46 Si un anillo noetheriano local tiene la propiedad G, también
tiene la propiedad Js.

DEMOSTRACION: Si A es un anillo local con la propiedad G, el homomor-
fismo A — A es suave y fielmente plano, y A tiene la propiedad Jo por 3.32,
luego basta aplicar el teorema 3.41. n

Teorema 3.47 Si ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos suave y fiel-
mente plano y B tiene la propiedad G, entonces A también la tiene.

DEMOSTRACION: Si p € Esp A, el teorema 1.24 nos da un B € Esp B tal
que ¢~ 1[B] = p. Consideremos el diagrama conmutativo

¢P Bm

e} Tﬁ

A, — > By
bp

-:;:b)

Por hipétesis B es suave, y es facil ver que ¢, también lo es por serlo ¢. Por
otra parte, ¢, es plano. Esto es consecuencia del teorema [AC A. 14] como qu

es plano sobre Ay, llamando m = pA,, tenemos que m®a4, qu mqu mBq3,
pero, segun [AC 4.18],

m®a, és;p%m(@Ap Ap ®Ap Bq«_g%ﬁlQ@Ap B‘I%

luego también m ® A, Ep ~ ﬁlng, y el isomorfismo es el natural. Aplicando

de nuevo [AC A.14] concluimos que Bq«_g es plano sobre /Alp, tal y como hemos
afirmado.

Como los anillos son locales, qu es, de hecho, fielmente plano. Ahora basta

aplicar el teorema 3.39, segin el cual a o ép = ¢, o B es suave, luego también lo
es . Esto prueba que A tiene la propiedad G. [

Como todas las propiedades que estamos estudiando, la propiedad G la cum-
plen los anillos locales completos:

Teorema 3.48 Todo anillo noetheriano local y completo tiene la propiedad G.

DEMOSTRACION: Sea A un anillo noetheriano local y completo y tome-
mos p € Esp A. Hemos de probar que el homomorfismo A, — Ap es suave.
Para ello tomamos un primo p’ de A, y hemos de probar que la fibra de p’ es
geométricamente regular sobre k(p’).
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Notemos que p’ = qA,, donde q C p es un primo de A. En la prueba del
teorema 3.45 (tomando I = q) hemos visto que, si A = A/qy p = p/q, la fibra de
p’ coincide con la fibra de 0 respecto al homomorfismo de /_1,3 en su complecion.
Como A también es un anillo noetheriano completo, no perdemos generalidad si
suponemos que A es un dominio fntegro y que p’ = 0. En definitiva, si llamamos
L al cuerpo de cocientes de A, lo que hemos de probar es que flp ®a, L es
geométricamente regular sobre L.

Segun el teorema 2.21, tenemos que A contiene un anillo local regular y
completo R tal que A es una R-dlgebra finita. Sea g = p N R. Consideremos
la localizacién Aq = A ®g Ry. Por el [AC 3.63 y 3.64] vemos que A, tiene
un ndmero finito de ideales maximales (en correspondencia con los ideales ma-
ximales de A cuya antiimagen en R es g, uno de los cuales es p) y A, es la
localizacién de A, respecto de uno de ellos. El mismo argumento empleado
en la prueba del teorema 3.32 muestra que A es un sumando directo de la
complecion Aq = R ®Rr, Aq. Si llamamos K al cuerpo de cocientes de R, la
situacién es la 51gulente

Ag—= 4,
A Aq Ay L
R R, K

Ahora observamos que Ap ®a, L= flp ®a4, L (porque, en Ap ®a, L se cample
que a(a’/s) @b =a(d'/s) ® (s/s)b =a® (a /s)b para todo a’/s € A,). Por lo
tanto, es un sumando directo de A ®a, L= R ®r, L (R ®gr, K) @k L.

Por consiguiente, si probamos que R ®r, K es geométricamente regular
sobre K, tendremos que Aq ®a, L serd geométricamente regular sobre L, y lo

mismo valdra para Ap ®a, L.

Equivalentemente, cambiando A por R, podemos suponer que A es un anillo
local regular y completo, con lo que también son regulares A,, /Alp y Ap ®a, L
(el tercero por ser una localizacién del segundo). Si L tiene caracteristica 0,
entonces flp ®a, L es geométricamente regular sobre L por el teorema 3.36. Asf
pues, en adelante podemos suponer que L tiene caracteristica prima p. Por la
observacién tras 2.22, tenemos que A = k[[X71,..., X,]].

Recordemos que queremos probar que Ap ®a, L es geométricamente regular
sobre L, para lo cual basta probar que lo son sus localizaciones en cada uno de
sus primos . Como se trata de la fibra del homomorfismo 4, — flp, el primo
P puede identificarse con un primo P € Esp Ap tal que PN A, = 0. Mas ain,
por [E 3.47] resulta que, a través de dicha identificacién, la localizacién en P
es isomorfa a (Ap)sp. Basta probar, pues, que este anillo es geométricamente
regular sobre L.
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Fijemos un generador de k/kP y llamemos J a la familia de todos los cuerpos
intermedios kP C F' C k que resultan de adjuntar a kP todos los elementos del
generador salvo un nimero finito de ellos. Asi, los indices |k : F| son finitos y

() F =k

Feg

Para cada F' € F, llamemos Ap = F[[X?,..., XP]] y sea Ly C L su cuerpo
de cocientes. Tenemos que A es un Ap-médulo finitamente generado, luego
la extensién A/Ap es entera. Ademds Ap es integramente cerrado, porque es
regular, luego AN Ly = Ap.

Sia€e (| Lr C L, podemos expresarlo en la forma a = u/v, para ciertos u,
FegF
v € A. Multiplicando por v»~! podemos suponer que v € AP C Lr. Entonces

u€ ANLp =Ap paratodo F € F, luego u € (| Ar = AP. Esto prueba que
Feg

N Lp=LP.
FeJF

Llamemos pr = p N Ap. Del hecho de que AP C Ap C A se sigue que
Ay = A®A, App,., pues s € Ap\pr, entonces s € A\p o, de lo contrario, s € pp
y también s € pr. Esto permite definir un homomorfismo A® 4, Apy,. — A,,
que claramente es un isomorfismo.

Como A es un Ap-mdédulo finitamente generado, A, es también un Ap .-
modulo finitamente generado. Més ain, es claro que, a través del isomorfismo
anterior, ppA, = p, es decir, la topologia p-adica en A, coincide con la to-
pologia pp-adica al considerarlo como Af,,-médulo. Esto nos da a su vez la
identificacién /1,3 =4 ®ap,. AF,pF-

Vamos a probar que Ap es 0-suave sobre A, con respecto a Ap,,. Para ello
consideramos un diagrama conmutativo

AF»PF - AP — C/N

]

AF:pF Ap / C

donde C es un anillo y N un ideal tal que N 2 = 0. Suponemos que u se eleva a
un Ap,p.-homomorfismo de élgebras v’ : Ay — C'. Llamamos w = o[ 5,y
PE

v=u'@w: Ay =Ay ®a,,, Arp, — C. Es facil ver que v eleva a u y es un
Ap-homomorfismo.

De aqui se sigue a su vez que (Ap)gp es 0-suave sobre L con respecto a L.
En efecto, basta considerar el diagrama siguiente:
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Ap ( Ap)fﬁLC/N
]
Ap L C
]

AF,pF > Lp

Si u se levanta a un Lp-homomorfismo v’ : (Ap)qg — (), la restriccién de
v a Ap es un App,.-homomorfismo que levanta a la restriccién de u. Segin
hemos visto, la restriccién de u se levanta entonces a un Ay-homomorfismo
v Ap — (. Las imdgenes por u de los elementos de Ap \ P son unidades
de C/N, luego las imdgenes por v” de dichos elementos son unidades en C
(véase la prueba de 2.5). Esto implica que v” se extiende a un L-homomorfismo
v:(Ap)g — C que eleva a u.

Vamos a llamar E = (A,)g, que es un anillo local con ideal maximal 3. Al
ser O-suave, también es P-suave sobre L con respecto a Lg. Segun 2.37, esto
implica que el homomorfismo

Q1 @1 (B/PB) — Q1. @5 (E/P)

tiene inverso por la derecha y, en particular, es inyectivo. Por otra parte, el
teorema 2.30 aplicado a la extensién L/LP nos da que el homomorfismo

QlL/Z - %Qim
también es inyectivo (notemos que QlL JLp = QlL /Z), y lo mismo vale para
Oz @1 (B/P) — %%(Qim ®L (E/B)).
Por tltimo, el diagrama conmutativo:

017 @1 (E/P) Q2 ®F (B/P)

| l

(@) p, @1 (B/%) = Jin (O, o (B/%))

nos da que el homomorfismo QlL/Z ®r (E/B) — Q}E/Z ®g (E/PB) es inyectivo.
Asi pues, el teorema 2.41 implica que E es B-suave sobre L y 3.35 nos permite
concluir que es geométricamente regular sobre L. ]

Combinando los dos tltimos teoremas, obtenemos una condicién caracteri-
zacion débil de la propiedad G:
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Teorema 3.49 Si A es un anillo noetheriano y para todo ideal mazimal m de
A el homomorfismo Ay — Ay es suave, entonces A tiene la propiedad G.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, Ay, tiene la propiedad G, y por
el teorema 3.47 también la tiene Ay. Como esto vale para todo ideal maximal
de A, las observaciones tras el teorema 3.45 implican que A tiene la propiedad G.

n

Ahora necesitamos un dltimo resultado técnico:

Teorema 3.50 Sea A un anillo noetheriano y X = EspA. St Z C X es la
interseccion de un abierto con un cerrado y Z # &, entonces existe un p € Z
tal que dim A/p < 1.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que Z = D(f)NV (P), donde f € A\‘P.
Entonces Z es isomorfo a Esp((A4/%)¢), donde f eslaclase de f médulo . Sea
m un ideal maximal de (A/9)f y sea p su imagen en A. Entonces m = (p/P)s7,
con lo que es evidente que p € Z. Por otra parte, es facil ver que, si g es la clase
de f médulo p, entonces

(Afp)g = Ap/pAs = (A/P)5 [ m

es un cuerpo. Esto significa que g estd contenido en todos los ideales no nulos
del dominio integro D = A/p. En particular, los primos minimales de g son
todos los primos de altura 1 de D, que, en particular, son un nimero finito.
Sip’ es cualquier ideal primo de D y d € p’ no es nulo, entonces d pertenece a
cualquiera de sus primos minimales, que, por el teorema de los ideales principales
[AC 5.2], tiene altura 1. Asi pues, p’ estd contenido en la unién de los primos
minimales de g y por [AC 3.51] es uno de ellos. Asf pues altp’ < 1. Esto prueba
que dim D < 1. =

Teorema 3.51 Si un anillo A tiene la propiedad G y B es una A-dlgebra fini-
tamente generada, entonces B tiene también la propiedad G.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que B = A[t].
Tomamos un ideal maximal B de B y hemos de probar que el homomorfismo
By — By es suave. Sea m = PN A. Como By es la localizacién de Ap|t]
respecto de un ideal maximal y A, también tiene la propiedad G, no perdemos
generalidad si suponemos que A es un anillo local y que m es su ideal maximal.

El teorema 3.40 nos da que el homomorfismo natural B — B’ = B ®4 A
es suave, y claramente es fielmente plano, por lo que podemos tomar un ideal
maximal B’ de B’ cuya antiimagen en B sea . La prueba de 3.47 muestra que

si By, — By, es suave, también lo es By — By. Como B’ = Alt], podemos
suponer que A es un anillo local completo.

Llamemos C' = Bg. Hemos de probar que ¢ — C es suave. Para ello
tomamos un primo p € EspC y una extensién finita L de k(p). Hemos de
probar que C' ®¢ L es regular. Como k(J3) es el cuerpo de cocientes de C/p,
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podemos tomar una k(p)-base de L formada por elementos enteros sobre C/p.
Sea D C L la adjuncién a C/p de dicha base, con lo que D es una C-élgebra
finita y L es su cuerpo de cocientes. Asi, podemos ver a C @ L como la fibra
genérica del homomorfismo D — C ®¢ D = D. Teniendo en cuenta el teorema
[E 3.47], basta probar que si Q € Esp D cumple Q N D = 0, entonces Dq es
regular.

En definitiva, tenemos los anillos siguientes:

A—>B:A[t]—>C’:qu—>D—>ﬁ—>f)Q.

Observemos que D es un dominio integro, por lo que el nicleo N del homo-
morfismo C' — D es un ideal primo. Podemos cambiar A por A/(ANN), B
por B/(BNN)y P por B/N, con lo que A sigue siendo un anillo local completo,
solo que ahora es ademas un dominio integro.

Notemos que, como D es una extensiéon finita de C, se trata de un anillo
semilocal, y la fibra de 8 respecto al homomorfismo C' — D es D/BD. Por lo
tanto, si I es la interseccién de los ideales maximales de D, resulta que I/3D
es el radical de D/PBD, luego existe un n > 1 tal que I C PD C I, luego la
topologia I-adica en D coincide con la PB-adica, luego D es la complecién de D
en el sentido usual para anillos semilocales.

Sean X = EspD, X' = EspD y f : X’ — X el homomorfismo natural.
Basta probar que f~![Reg(X)] C Reg(X’), pues, como D es integro, tenemos
que f(Q) =0 € Reg(X), y lo que queremos probar es que 2 € Reg(X’).

Sabemos que A es J; por el teorema 3.32, luego también lo son B, C'y D. En
particular D es Ji, es decir, Reg(X) es abierto en X. Por otra parte, Reg(X")
es abierto en X’ de nuevo por 3.32.

Supongamos que f~![Reg(X)] \ Reg(X’) # @ y vamos a llegar a una con-
tradiccién. Por el teorema anterior existe un primo p’ € f~1[Reg(X)]\ Reg(X")
tal que dim D/p’ < 1.

No puede suceder que el ideal p’ sea maximal en ﬁ, ya que entonces tendri-
amos que I C p' N D = f(p'), luego f(p’) serfa un ideal maximal de D. Si los
ideales maximales de D son my = f(p), ma,..., m,., segin hemos visto tras la
definicién 1.12, D= Dml @@ Dy . Por la observacién previa a 3.32, resulta
que Epr es unién disjunta de ablertos isomorfos a los espectros de los anillos
Dm , v es facil ver que, a través de estos isomorfismos, Dp/ = Dml (o, con mas
precision: (ﬁ)p/ = 5“?1) Pero esto es contradictorio, pues tenemos que Dy, es
regular, luego también lo es su complecién, y por otra parte tenemos que ﬁp/
no es regular.

Asi pues, podemos concluir que dimD/H’ = 1. Llamemos p = p’ N D.
Estamos suponiendo que D, es regular pero Dy no.

El homomorfismo D, — ﬁp/ es plano. Sila fibra ﬁp//pr/ fuera regular, el
mismo argumento empleado en la prueba de 3.38 nos daria que Dp/ es regular.

Asfi pues, ﬁp//pbp/ =~ (D/pD) p 1o es regular.

p'/p



3.6. Anillos y esquemas excelentes 87

Esto nos permite cambiar D por D/p (luego D por b/pﬁ, C por C/(pNC),
etc.) y suponer que p = 0. De este modo tenemos las inclusiones:

A— B=A[t] — C =By — D — DJy,

donde A es un anillo local completo y D es una C-dlgebra finita.

Llamemos E = D/p’ y sea J la interseccién de los ideales maximales de E.
Recordemos que I es la interseccién de los ideales maximales de D y que m es
el ideal maximal de A.

Como C/PC = B/P = (A/m)[{] es un cuerpo, tenemos que ¢ es algebraico,
luego la extension k(B)/k(m) es finita. Como D es finito sobre C, también
D/I = D/I tiene dimensién finita sobre k(B), luego sobre k(m). El epimorfismo
D/I — E/J, nos da que E/.J es un k(p)-espacio vectorial de dimensién finita.
Si J™ admite un sistema generador con g elementos, tenemos una aplicacién
k(m)-lineal suprayectiva (E/J)¢ — J"/J""1 lo que nos da que todos los
cocientes J"/J" 1 tienen dimensién finita, y lo mismo vale para E/J™.

Vamos a probar que A es un cuerpo. En caso contrario, m # 0, luego
también mE # 0. Como dim E = 1, los primos minimales de mE son ideales
maximales, luego, J C rad(mE), con lo que existe un n > 1 tal que J* C mE'y
el epimorfismo E/J" — E/mE nos da que E/mE es un k(m)-espacio vectorial
de dimensién finita. El teorema 2.20 nos da que F es un A-mdédulo finitamente
generado. (Notemos que mE C J y como, por [AC 4.21], la topologia J-ddica
es de Hausdorff, lo mismo vale para la topologfa m-ddica en E.)

Como A es noetheriano y D C F, resulta que D también es un A-médulo
finitamente generado. Esto implica que la topologia I-adica en D coincide con
la topologia m-adica. Por consiguiente, D=D®4 A= D, luego p’ =0, y esto
es una contradiccion, ya que p’ no es regular.

Tenemos, pues, que A es un cuerpo, luego dim B < 1 por [AC 4.63], luego
dim C < 1ydim D < 1 porque es finito sobre C' (teorema [AC 3.68]). El teorema
[AC 4.57], junto con las observaciones tras 1.12 nos dan que dim D = 1. Como
p’ no es un ideal maximal, ha de ser un primo minimal. Ahora bien, A es un
anillo de Nagata por 3.18, B también lo es por 3.24, C' también lo es por 3.13
y D lo es también por 3.24. El teorema 3.22 nos da que D es reducido, luego

D, es regular por 1.16, contradiccién L]

3.6 Anillos y esquemas excelentes

Finalmente, vamos a recoger en una definicién todas las propiedades que
hemos estudiado en las secciones precedentes:

Definicién 3.52 Un anillo noetheriano A es excelente si cumple las tres pro-
piedades siguientes:

a) es universalmente catenario,
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b) tiene la propiedad Ja,
¢) tiene la propiedad G.

Muchas de las propiedades de los anillos excelentes dependen tinicamente de
las propiedades b) y ¢), por lo que es conveniente llamar anillos cuasiezcelentes
a los anillos noetherianos que cumplen estas dos propiedades, aunque no sean
universalmente catenarios.

Las propiedades bésicas de los anillos excelentes son consecuencias inmedia-
tas de los teoremas que ya hemos probado. De ellas se desprende que todos
la inmensa mayoria de los anillos que aparecen de forma natural en geometria
algebraica son excelentes:

Teorema 3.53 Se cumplen los hechos siguientes:
a) Toda localizacién de un anillo (cuasi)excelente es también (cuasi)excelente.

b) Toda dlgebra finitamente generada sobre un anillo (cuasi)excelente es tam-
bién (cuasi)excelente.

¢) Un anillo A es (cuasi)excelente si y sélo silo es A/I, para todo ideal I de
A, siy sdlo si lo es A/B, para todo P € Esp A.

d) Todo anillo noetheriano semilocal y completo (en particular, todo cuerpo)
es excelente.

e) Un anillo noetheriano local es cuasiexcelente si y sdlo si tiene la propie-
dad G.

DEMOSTRACION: a) Es consecuencia de 3.2, 3.31 y 3.45.
b) Por 3.1, 3.31 y 3.51.

c) Basta probar la equivalencia para ideales primos, pues implica trivial-
mente la equivalencia para ideales cualesquiera. La equivalencia es cierta para
la propiedad de ser universalmente catenario, lo cual se sigue inmediatamente
de la definicién. Para la propiedad J basta tener en cuenta la equivalencia c)
en el teorema 3.30, ya que si p/P € Esp(A/P), entonces

k(p/B) = (A/B)osp /| (/B (A/F)p/p

= (Ap/PAy) / (pAp/PBAp) = Ap/pAp = k(p),

y (A/B)/(p/B) = A/p, de donde se sigue que el ideal p/P cumple dicha pro-
piedad c) para A/p siy sélo si la cumple p para A.

Para la propiedad G basta tener en cuenta el teorema 3.45 y las observaciones
posteriores.

d) Veamos en primer lugar que si A es un anillo noetheriano local y completo,
entonces es excelente. Teniendo en cuenta los teoremas 3.32 y 3.48, sélo nos falta
probar que A es universalmente catenario. Por el apartado c) que acabamos de
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probar, basta probar que A/p es universalmente catenario para todo p € Esp A.
Como A/p también es un anillo noetheriano local y completo, no perdemos ge-
neralidad si suponemos que A es un dominio integro. Entonces, el teorema 2.21
nos da que A es finito sobre un anillo regular, que es universalmente catenario
por 3.7, luego A también es universalmente catenario.

En general, si A es semilocal, por las observaciones tras 1.12 sabemos que
A=A, ---& A,, donde cada A; es un anillo noetheriano local y completo
(la complecién de A respecto a uno de sus ideales maximales). En particular,
los A; son anillos excelentes. Por la observacion previa a 3.32, sabemos que
Esp A es unién disjunta de abiertos isomorfos a Esp A;, luego la localizacién de
A respecto a un ideal primo coincide con la localizacién de un A; respecto a uno
de sus ideales primos. El teorema 3.2 y la observacion tras 3.45 implican que
A es universalmente catenario y tiene la propiedad G. Respecto a la propiedad
Js, puesto que toda A-dlgebra finita es también un anillo noetheriano semilocal
y completo, basta probar que A cumple la propiedad Ji, pero es obvio que si
Reg(A;) es abierto en Esp A;, también Reg(A) es abierto en Esp A.

e) Por el teorema 3.46. "

Un caso particular de la propiedad c) es que un anillo A es (cuasi)excelente
siy sélo silo es Ay eq.

Como ya se ha podido apreciar en las demostraciones precedentes, la propie-
dad de ser universalmente catenario y la propiedad G son locales, en el sentido
de que A las cumple si y sélo si las cumplen las localizaciones Ay, para todo
p € Esp A (o incluso para todo ideal maximal de A), mientras que la propiedad
Jo es global, ya que se cumple localmente siempre que A tiene la propiedad G
y eso no implica necesariamente que la cumpla A.

La propiedad de Nagata no interviene en la definicién de los anillos excelentes
porque es consecuencia de las otras:

Teorema 3.54 Todo anillo cuasiexcelente es un anillo de Nagata.

DEMOSTRACION: Sea A un anillo cuasiexcelente y p € Esp A, sea K el
cuerpo de cocientes de A/p, L una extension finita de K y B la clausura entera
de A en L. Hemos de probar que B es un A-médulo finitamente generado.
Podemos tomar una K-base de L formada por elementos enteros sobre A/p.
Al adjuntarlos a A/p obtenemos una A-dlgebra finitamente generada A’ cuyo
cuerpo de cocientes es L. Como A’ también es un anillo cuasiexcelente, basta
probar que todo dominio integro cuasiexcelente tiene la propiedad Nj.

Sabemos que Reg(A) es abierto en Esp A, y ademds es no vacio porque
contiene al ideal nulo, luego Esp A contiene, en particular, un abierto no vacio
de puntos normales, que podemos tomar de la forma Esp Ay, para cierto f € A.
En particular, el esquema Esp A es normal, luego Ay es integramente cerrado.
El teorema 3.23 nos reduce el problema a demostrar que A, tiene la propiedad
N, para todo ideal maximal m de A.

Ahora bien, tenemos que el homomorfismo Ay — Ag es suave y fielmente
plano, y A. es reducido, luego las observaciones tras 3.43 nos dan que A
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también es reducido, es decir, que A, es analiticamente no ramificado, luego
tiene la propiedad N; por 3.20. n

Veamos un 1ltimo ejemplo de anillos excelentes, que conecta la teoria con la
geometria aritmética:

Teorema 3.55 Todo dominio de Dedekind de caracteristica O es excelente.

DEMOSTRACION: Sea D un dominio de Dedekind de caracteristica 0 y sea
K su cuerpo de cocientes. Si p € Esp D, entonces D, es regular,? luego es
universalmente catenario por 3.7. Por consiguiente, 3.2 implica que D es uni-
versalmente catenario.

Para demostrar que D tiene la propiedad G basta considerar un ideal ma-
ximal p € Esp D y probar que el homomorfismo A, — Ap es suave. Sabemos
que A, es un anillo de valoracién discreta de caracteristica 0, luego tenemos
tinicamente dos fibras. Una es la del ideal maximal, que se corresponde con el
anillo

Ay ®a, (Ap/p) = Ay /oA, = k(p).

Obviamente, k(p) es geométricamente regular sobre s{ mismo. La otra fibra
es la fibra genérica, correspondiente al anillo K = /ip ®a, K, que no es sino el
cuerpo de cocientes de flp, ya que se trata de una localizacién de este anillo en
la que el generador de su tnico ideal maximal pasa a ser una unidad. Como K
es perfecto, el teorema 3.36 nos da que K es geométricamente regular sobre K.
Esto prueba que D tiene la propiedad G.

Para probar que D cumple la propiedad Jo usaremos la caracterizacion c¢) del
teorema 3.30. Tomamos un primo p € Esp D y una extensién finita puramente
inseparable K’ de k(p).

Si p = 0 entonces ha de ser K/ = k(p) = K y basta tomar D' =D C K’, de
forma que D’, al ser regular, cumple la propiedad .Jy.

La otra posibilidad es que p sea un ideal maximal, en cuyo caso, D/p = k(p),
con lo que basta tomar como D’ la adjuncién a k(p) de una base de K’ formada
por elementos enteros sobre D. Asi, D’ es una D-4lgebra finita y, como también
es un algebra (Integra) finitamente generada sobre un cuerpo, es excelente y
tiene la propiedad Jp. n

Definicion 3.56 Un esquema X es excelente si admite un cubrimiento por
abiertos afines U; tales que los anillos O x (U;) son excelentes.

Notemos también que, por definicién, los esquemas excelentes son localmente
noetherianos. El teorema siguiente muestra que si la definicién se cumple con
un cubrimiento abierto, se cumple con cualquier otro (que esté formado por
abiertos afines noetherianos).

Teorema 3.57 Si X es un esquema excelente y U C X es un abierto afin,
entonces el anillo Ox (U) es excelente.

3Para més detalles sobre los dominios de Dedekind ver el principio de la seccién 5.1
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DEMOSTRACION: Sea U; un cubrimiento de X segtin la definicién de esquema
excelente. Para cada x € U existe un indice i tal que x € U N U;, luego existe
un f € Ox(U;) tal que « € V. = D(f) C UNU;, asi, Ox(V) = Ox(U;)s
es un anillo excelente. Esto prueba que U es también un esquema excelente.
Equivalentemente, podemos suponer que X = U = Esp A, y hemos de probar
que A es excelente.

Ciertamente, A es universalmente catenario y tiene la propiedad G, ya que
ambas propiedades son locales. Falta probar que tiene la propiedad J,. Para
ello consideramos una A-dlgebra B finitamente generada, y hemos de probar
que tiene la propiedad J;.

SeaY = Esp B. Tenemos un homomorfismo f : Y — X de tipo finito. Para
cada y € Y, podemos tomar un abierto afin y € V,, C f~![U;], para cierto indi-
ce 1, luego Y admite un cubrimiento por abiertos afines V' tales que cada Oy (V)
es un dlgebra de tipo finito sobre un anillo O x (U;), luego los anillos Oy (V') son
excelentes. Esto prueba que Y es un anillo afin noetheriano y excelente, luego,
cambiando X por Y, basta probar que A tiene la propiedad Jy, es decir, que el
conjunto de puntos regulares de X es abierto.

Ahora bien, el conjunto de puntos regulares de X es la unién de los conjuntos
de puntos regulares de los U;, que son abiertos porque los anillos Ox (U;) son
excelentes. m

En particular, un anillo A es excelente si y sélo si el esquema Esp A es
excelente. Ahora ya es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 3.58 Si X es un esquema excelente, también lo es todo abierto, todo
cerrado y todo esquema de tipo finito sobre X. Ademds, si X es integro, su
normalizacion © : X' — X en cualquier extensidn finita de K(X) es un ho-
momorfismo finito.

También es evidente que, en un esquema excelente reducido, el conjunto de
los puntos regulares es abierto.
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Capitulo IV

Preliminares

4.1 Curvas planas

Aqui vamos a mostrar la relacién entre el tratamiento cldsico de las varie-
dades algebraicas, que es el utilizado en [CE], con el tratamiento moderno en
términos de la teoria de esquemas expuesta en [E]. El lector deberfa tener claro
que ambos son equivalentes, pero aqui se trata de explicitar esa equivalencia
de cara a tratar con ejemplos concretos. Por ello nos limitaremos al caso més
simple, que es el Unico en el que nos sera util comparar ambos planteamientos, a
saber, el de las curvas planas. Todos los hechos que aqui enunciamos sin demos-
tracién, o incluso que empleamos tacitamente, son hechos con los que el lector
debera estar familiarizado, todos los cuales han sido tratados convenientemente

en [AC] o [E].

A lo largo de toda esta seccién K serd un cuerpo arbitrario, K serd su
clausura algebraica y F(X,Y, Z) € K[X,Y, Z] serd un polinomio homogéneo no
constante.

Recordemos que, en términos clésicos, el conjunto algebraico proyectivo C/K
definido por F' es el conjunto V(F') formado por todos los puntos del plano
proyectivo P?(K) cuyas coordenadas homogéneas cumplen F(X,Y, Z) = 0. De-
cimos que es un conjunto “definido sobre K ” para expresar que la ecuaciéon que
lo define tiene sus coeficientes en K. Los puntos de C' que admiten un sistema
de coordenadas homogéneas en K? se llaman puntos racionales de C/K.

A la hora de estudiar propiedades locales de los puntos de C, podemos
restringirnos a un abierto afin deshomogeneizando la ecuacién. Mas detallada-
mente, todo punto de P?(K) tiene al menos una coordenada no nula. Suponga-
mos, por ejemplo, que queremos estudiar un punto que cumple Z # 0. Entonces
podemos identificar el plano afin A%(K) con el abierto D(Z) C P?(K) formado
por los puntos cuya tercera coordenada homogénea es no nula. Concretamente,
la identificacién es

(x,y) = (z,9,1), (x,y,2) = (2/2,y/2).

95
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Una vez fijada la identificacién A?(K) = D(Z), es costumbre llamar “puntos
finitos” a los puntos de A%(K) y “puntos infinitos” a los de la “recta del infinito”
V(Z), aunque hemos de tener presente que podriamos haber elegido cualquier
recta de P?(K) como “recta del infinito”, a la hora de identificar A%(K) con un
abierto affn en P?(K).

El abierto afin U = C' N A%(K), es decir, el abierto de los puntos finitos de
C, es el conjunto U = V(f) formado por los puntos de A%(K) que cumplen la
ecuacién f(X,Y) = 0, donde f(X,Y) = F(X,Y,1) es la deshomogeneizacién
de F respecto de Z. Los puntos racionales de U son los puntos de U cuyas
coordenadas (afines) son racionales.

En términos de la teorfa de esquemas, el conjunto algebraico proyectivo C /K
definido por F es el esquema

C = Proy(K[X. Y, 2]/(F)).

Ahora, el hecho de que C “estd definido sobre K” significa que el homo-
morfismo natural K — K[X,Y, Z]/(F) induce un homomorfismo de esquemas
C — Esp K al que llamamos homomorfismo estructural de C/K.

Los puntos de C son ahora los ideales primos homogéneos (es decir, generados
por un conjunto de polinomios homogéneos) de Klz,y,z] = K[X,Y,Z]/(F)
distintos de M = (z,y,z). (Notemos que, por ser homogéneo, todo p € C
cumple p & (z,y, 2).) Los puntos cerrados de C son los ideales “maximales” en
el sentido de que no estdan estrictamente contenidos en otro ideal de C.

Segin acabamos de indicar, un punto de C' no puede contener a x, y, z.
Si, por ejemplo, no contiene a z, esto significa, por definicién, que pertenece al
abierto afin U = D(z), que se identifica de forma natural con

U = Esp K[z, 7],

donde K[Z,y] = K[z,y, 2](+) es el anillo de cocientes de grado 0 en la localizacion
Klx,y, z],, cuyos generadores son & = xz/z, § = y/z. La inmersién abierta
U — C esta inducida por el homomorfismo

¢ : K[‘Tvy7z] I K['fag]
dado por z — T, y — ¥, z — 1. En la practica, basta tener en cuenta que
Kz, y) = K[X,Y]/(f),

donde f es la deshomogeneizacién de F' respecto de Z. Como aqui sélo vamos
a trabajar explicitamente con los puntos de C' identificindolos con puntos de
U, a partir de aqui escribiremos x e y en lugar de  y 7 e identificaremos
Klz,y] = K[X,Y]/(f). Los puntos de U son los ideales primos de K|z,y], que
son de la forma p = P/(f), donde P es un ideal primo de K[X, Y] que contiene
a f. Los puntos cerrados de U son los ideales maximales de K|x,yl], que se
corresponden con los ideales maximales de K[X,Y] que contienen a f.
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De este modo, el esquema U es el andlogo abstracto del conjunto U C A%(K)
en sentido clasico. Para relacionar ambos conjuntos observamos en primer lugar
que cada punto racional (a,b) € U C A%(K) determina un punto cerrado de C,
a saber, el ideal p = (z — a,y — b). Notemos que p es un ideal maximal, porque
Klz,y]/p = K. De hecho, esto significa que p es un punto racional de U en el
sentido de la teoria de esquemas.

En efecto, por definicién, p € U es un punto racional si

k(p) = Ovp/my = K,

donde Oy, = K[z,y],, pero entonces existen (a,b) € K? tales que x — a € my,
y —b € my, pero esto implica que x —a, y — b € p, luego p = (z —a,y — b).
Reciprocamente, si p es un ideal maximal de K|z, y], se cumple que

k(p) = Kz, y]/p.

(Més en general: si p es un ideal primo arbitrario, el miembro izquierdo es el
cuerpo de cocientes del miembro derecho), luego si p cumple Kz, y]/p = K,
entonces es racional. Con esto hemos probado que la aplicacion

(a7b) = (x_a’y_b)

biyecta los puntos (a,b) € K? que cumplen la ecuacién f(X,Y) = 0 con los pun-
tos racionales del esquema afin U. Los demds puntos que cumplen la ecuacién se
corresponden con los demds puntos cerrados de U, pero no de forma biyectiva.
Para entender la situacién consideramos la extensién de constantes

Ug = Esp K[z,y] = Esp(K[X,Y]/(f)).

Se trata del esquema anslogo a U que resulta de cambiar K por K. Como K
era un cuerpo arbitrario, todo lo que hemos visto para U vale también para el
esquema Ug. La diferencia es que, por una parte, todos los puntos del conjunto
algebraico U (en sentido cldsico) son trivialmente racionales respecto de K y,
por otra parte, los puntos cerrados del esquema Ug coinciden con los puntos
racionales. Esto es porque, en general, si p es un punto cerrado, la extension de
cuerpos k(p)/K es finita, luego, para el caso de K, ha de ser trivial.

Por consiguiente, tenemos que los puntos de U C AQ(R' ), es decir, los puntos
de A%(K) que cumplen la ecuacién f(X,Y) = 0, se corresponden biunivocamen-
te con los puntos cerrados de Ug.

Por otra parte, los puntos de Uy se relacionan con los de U a través de la
proyeccién p : Uz — U inducida por el homomorfismo natural

¢ : Klz,y] — Klz,y]

inducido por la inclusién K[X,Y] C K[X,Y]. (Concretamente, p(p) = ¢~ *[p].)
Esta aplicacién es finita y suprayectiva, pero no inyectiva, y transforma puntos
cerrados en puntos cerrados, por lo que cada punto cerrado de U se corresponde
con un numero finito de puntos cerrados de Ug.
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Conviene observar que, mas en general, tenemos definida p : Cg — C, de
modo que Ui = p~[U] y la proyeccién sobre Uz que estamos considerando es
la restriccién de la proyeccién sobre Cg .

Observemos ahora que cada punto racional de C tiene una unica antiimagen
en Cx. En efecto, como Ug = p~1[U], podemos trabajar con U y Ug. Segtin
hemos visto, un punto racional de U es de la forma p = (z —a,y — b) C K[z, y],
para ciertos a, b € K, y su tinica antiimagen en Ug es p’ = (z—a,y—b) C K[z, y].
En efecto, tenemos que p C ¢~ 1[p'], luego p = ¢~ 1[p’] = p(p’). Por otra parte,
si p(q) = p, entonces x — a, y — b € ¢, luego ha de ser q =p’.

De este modo, si identificamos cada punto racional de U con su tunica antii-
magen en Uy, tenemos que la biyeccién entre los puntos de U en sentido clésico
y los puntos cerrados de Ui como esquema extiende a la biyeccién entre los
puntos racionales de U en sentido clasico y los puntos racionales de U como
esquema.

Ejemplo Consideremos el caso concreto en el que U/R es el esquema afin (o el
conjunto algebraico affn en sentido cldsico) definido por la ecuacion X2+Y?2 = 1.

El punto racional (1,0) € U se corresponde con el ideal (z — 1,y), mientras
que el par de puntos conjugados (2, :i:\/gz) se corresponde con los ideales

p1:($—2,y+\/§i)7 p2:(x_2vy_\/§i)

de Ug, los cuales se corresponden ambos con el punto cerrado p = (x —2, 3% +3)
de U. En efecto, p es un ideal maximal de k[z,y], pues k[z,y]/p = C y, como
v +3 = (y + V3i)(y — V3i) € p;, tenemos que p C p(p;), luego, por la
maximalidad, p(p;) = p. Reciprocamente, un ideal q € Uc tal que p(q) = p ha
de contener a x — 2 y a (y ++/314)(y — v/314) luego, al ser primo, ha de contener
a uno de los dos elementos y 4 /34, luego ha de ser q = p;, para un i. ]

Volviendo al esquema proyectivo C'/ K, sus puntos no cerrados se correspon-
den con los factores irreducibles del polinomio F'. Observemos que son todos
homogéneos, porque si f = fi* - fi es la descomposicién de f en factores
irreducibles en K[X,Y] y llamamos f; a la homogeneizacién de f; respecto de
Z, ésta es irreducible en K[X,Y,Z] y F = f{™ - f™ Z"™+1 (con rp41 > 0)
es la descomposicién de F en factores irreducibles en K[X,Y,Z]. Llamemos
Fi=ffy Foy1=Z sies que rpy1 > 0. Asi, F = F[*--- Fm donde cada F;
es un polinomio homogéneo irreducible (y m es n o n + 1).

Elideal p; = (F;)/(F) = (Fi(x,y, z)) es un ideal primo de K|z, y, 2] y, como
todo punto de C' contiene a f(z,y, z), también ha de contener a uno de los p;.
Por consiguiente, si I'; = V(p;) es el conjunto de puntos de C' que contienen a
p;, tenemos que

cC=TyuU---ul,,

es la descomposicién de C' en componentes irreducibles. Los puntos de T'; se
corresponden con los ideales homogéneos de K[X,Y, Z] que contienen a F;, luego
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podemos identificar a I'; con el esquema proyectivo integro
Iy = Proy(K[X, Y, Z)/(F).

Tenemos, pues, que los puntos p; son los puntos genéricos de las componentes
irreducibles de C', es decir, los puntos cuasigenéricos de C'.

Cada componente I'; corta a D(z) salvo si F; = Z. Excluyendo este caso, las
intersecciones I'; N D(z) son las componentes irreducibles de U. Més concreta-
mente, si p; = (fF(x,y, z)), entonces, a través de la inmersién abierta U — C,
el punto p; se corresponde con p;, = (fi(z,y)) y I's N D(z) = V(p;), enten-
dido ahora como el conjunto de puntos de U que contienen a p;. Asi pues, la
descomposicion en componentes irreducibles de U es

U=T1U---Uly,

donde T'; se identifica con el esquema afin integro I'; = Esp(K[X,Y]/(f:)). Las
algebras K[X,Y]/(f:) tienen todas dimensién 1 (por ejemplo, por [AC 4.58],
teniendo en cuenta que K[X,Y] tiene dimensién 2). Por lo tanto, sus tnicos
ideales primos aparte del ideal nulo (que se corresponde con el ideal p; de U)
son maximales, y se corresponden con puntos cerrados de U.

Asi pues, los unicos puntos de U son los puntos cerrados y sus puntos cua-
sigenéricos, y lo mismo vale para C. Incidentalmente, esto prueba que C' tiene
dimensién 1 (y, més precisamente, que todas las componentes irreducibles de
C' tienen dimensién 1), lo cual es, por otra parte, una consecuencia general del
hecho de que C' es una hipersuperficie.

En todo este libro, llamaremos curva a cualquier conjunto algebraico (es
decir, un esquema de tipo finito sobre un cuerpo) cuyas componentes irreducibles
tienen todas dimensién 1, sin exigir que sea reducido o irreducible.

En estos términos, C' es una curva proyectiva y U es una curva afin.

Observemos que, términos clasicos, no hay diferencia entre el conjunto alge-
braico proyectivo definido por las ecuaciones

Fl'...F'fm =0 y Fy---F, =0,
mientras que los esquemas
Proy(K[X,Y, Z)/(F* - Fj)) v Proy(K[X,Y, Z)/(Fy - Fy))

no son isomorfos (salvo en el caso obvio en que todos los exponentes son 1). Por
ello, cuando hablemos de “la curva definida por la ecuacién F' = 07, entendida
como un esquema, deberemos tener presente que, en realidad, nos referimos a
la curva definida por el polinomio F', y no por ningtin otro polinomio que dé
lugar a una ecuacién equivalente, por ejemplo, alterando los exponentes de sus
factores irreducibles.
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Lo que sucede es que, en la curva definida por Fy* --- Frm  la componente
irreducible T'; tiene multiplicidad r;, pero dejamos para la seccién 4.2 la dis-
cusién del concepto de multiplicidad de una componente irreducible, pues es
mas conveniente hacerlo en términos de divisores.

El teorema [AC 5.73] conecta la nocién clésica de regularidad con el concepto
abstracto definido en [AC]. Vamos a particularizarlo al caso de curvas planas:

Teorema 4.1 (Criterio jacobiano para curvas planas) Sea K un cuerpo
algebraicamente cerrado, sea U = Esp A, donde A = K[X,Y]/(f), para cierto
polinomio f € K[X,Y] no constante. Sea p = B/(f) un punto cerrado de U,
donde P = (X —a,Y —b) es un ideal maximal de K[X,Y]. Entonces, el punto
p es regular en U si y sélo si alguna de las derivadas

of of
oX (@) aX (a.b)
es no nula.
En efecto, basta observar que a y b son los valores definidos como (&1, ...,&,)

antes de [AC 5.73], con lo que la matriz J(p) definida allf es el vector formado
por las dos derivadas del enunciado. Por otra parte, es claro que dim Oy, =1,
luego, por la primera nota posterior a [AC 5.73], la regularidad de p equivale a
que este vector tenga rango 1, es decir, a que alguna de las dos derivadas no sea
nula.

Para referencias posteriores, enunciamos como teorema la férmula deducida
en la nota tras el teorema [E 3.34]:

Teorema 4.2 Si C/K es una curva proyectiva plana de grado d, su género

aritmético es
_(d—=1\ (d—1)(d—2)
Pa = 9 = 42 .

4.2 Divisores

En esta seccién recogeremos algunos resultados sobre divisores en esquemas
contenidos explicita o implicitamente en [E] junto con alguno nuevo.

Recordemos ([E 8.20]) que un divisor de Cartier D en un esquema localmente
noetheriano X estd determinado por una familia de pares (U, f;), donde los
abiertos U; son un cubrimiento de X y cada f; es un cociente de elementos
regulares de Ox (U;) (que cumplen una condicién de compatibilidad). El divisor
D es entero si los f; son elementos regulares de Ox (U;). El conjunto Div.(X)
formado por los divisores de Cartier de X tiene una estructura natural de grupo
abeliano.

Cada divisor de Cartier tiene asignado un haz coherente Ox(D™1) (defi-
nicién [E 8.27]) determinado por que Ox (D 1)y, = fiOx(U;). Si D es entero,
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entonces Ox(D~1) es un haz coherente de ideales de Ox, luego, segin el teo-
rema [E 5.10], determina un subesquema cerrado de X, que representaremos
por (D,Op).

Notemos que D, considerado como subconjunto de X, esta formado por los
puntos P € X tales que Ox(D™')p # Ox p, lo que equivale a que fip no sea
una unidad en Ox p (donde 7 es un indice tal que P € U;), y esto equivale a que
P pertenezca al soporte de D, considerado como divisor (definicién [E 8.22]).
El haz Op estd determinado por que, para cada abierto afin U C X, tenemos
que Op(UN D) = 0x(U)/Ox (D) (U). En particular, si P € D, se cumple
que Op p=0xp/Ox(D")p.

Ejemplo Las curvas planas son un caso particular de la situacién que acaba-
mos de describir. En efecto, en el caso afin tomamos X = A% = Esp K[X,Y].
Cada f € K[X,Y] puede identificarse con el divisor de Cartier D determinado
por un unico abierto U = X y f € Ox(X). El haz coherente asociado es
Ox(D™1) = fOx(X) = (f), y el esquema que determina es

D = Esp(K[X,Y]/(f)),
es decir, la curva plana determinada por f.

En el caso proyectivo partimos de X = P% = Proy(K[X,Y,Z]). Cada
polinomio homogéneo F € K[X,Y, Z], de grado n, determina un divisor de
Cartier entero D tomando como abiertos Uy = D(X), Uz = D(Y'), Us = D(Z)
y, en cada uno de ellos, f1 = F/X", fo = F/Y", fs = F/Z™.

Recordemos que, por ejemplo, Ox(U1) = K[X,Y, Z]x) es el anillo de los
cocientes de grado 0 en la localizaciéon K[X,Y, Z]x. Este anillo es isomorfo a
K|[Y, Z] y, a través del isomorfismo, f; se corresponde con la deshomogeneizacién
de F respecto de la variable X. Lo mismo vale para los otros dos abiertos.

Los tres pares (U;, f;) determinan ciertamente un divisor de Cartier porque,
por ejemplo, f1/f2 = (Y/X)™ es una unidad en O x (U1 NU2), pues, a través de la
identificacién Ox (Uy) = K[Y, Z], tenemos que U; se identifica con Esp K[Y, Z]
y Up NUs se identifica con el abierto principal D(Y), luego Ox(U; N Us) se
identifica con la localizaciéon K[Y, Z]y, y fi/f2 es claramente una unidad de
este anillo.

Ahora, el haz Ox(D™!) estd determinado por que Ox(D™1) |y, = (fi), luego
D NU; es la curva afin definida por el polinomio f;. Mas precisamente, si
llamamos Y = Proy(K[X,Y, Z]/(F)), tenemos inmersiones cerradas

. 2 . 2

1: D — P¥%, 7Y — Py,
de modo que DNU; 2Y NU;, y es facil ver que los isomorfismos coinciden en
las intersecciones, de modo que determinan un isomorfismo D =Y. m

En el teorema siguiente recogemos algunas propiedades de la estructura de
esquema de un divisor.

Teorema 4.3 Sea X un esquema irreducible localmente noetheriano y sea
D € Div.(X) un divisor entero no trivial, considerado como subesquema ce-
rrado de X.
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a) Las componentes irreducibles de D tienen codimension 1 en X.
b) La inmersion i : D — X es regular.

c) Si X es regular, entonces D es un esquema de Cohen-Macaulay, es decir,
que los anillos Op p son de Cohen-Macaulay. En particular, los inicos
puntos asociados de D (definicion [E 3.18]) son sus puntos cuasigenéricos.

d) La misma conclusion es vdlida si X es normal y dim X < 2.

DEMOSTRACION: Hemos visto que D, como conjunto, coincide con el soporte
de D como divisor, luego a) es el teorema [E 8.29].

b) Para todo P € D, el nicleo de Ox p — Op p es Ox (D™ 1)p, que estd
generado por un elemento regular de Ox p, luego, por definicién, la inmersién
cerrada es regular.

¢) Las inmersiones regulares son localmente intersecciones completas, luego
el teorema [E 7.68] implica que D es un esquema de Cohen-Macaulay. El teo-
rema [AC 5.38] implica que los puntos asociados de D coinciden con sus puntos
cuasigenéricos.

d) Si P € D, entonces Ox p es un dominio integramente cerrado de di-
mension < 2. Por el teorema 1.18 tiene la propiedad So, luego es un anillo de
Cohen-Macaulay y, por [AC 5.37], también lo es Op p. "

Observemos que, en las condiciones del teorema anterior, si D | E son dos
divisores enteros, tenemos que E = DF'| para un tercer divisor entero F', luego

Ox(E™H) = 0x (D7) ®oy Ox(F7) 2 0x(D™H0x(F) C 0x (D7)

(El ultimo isomorfismo se sigue facilmente de que los haces de ideales son lo-
calmente libres de rango 1.) Esto implica a su vez que existe una inmersién
cerrada natural ¢ : D — E.

Los puntos (o, equivalentemente, los subespacios cerrados irreducibles) de
codimensién 1 en X se llaman divisores primos de X, y los productos formales
de divisores primos con exponentes enteros se llaman divisores de Weil de X. Si
P € X es un divisor primo, estd definido ([E 8.26]) un homomorfismo de grupos
vp : Div,(X) — Z tal que, si D es un divisor entero,

’UP(D) = Z(OX,p/Ox(D_l)p).

M4s concretamente, si (U;, f;) es uno de los pares que definen al divisor D
tal que P € U;, con lo que f; € Ox(U;) (porque D es entero) y fip € Ox p,
podemos escribir

vp(D) =UO0x,p/(fir))

Las observaciones posteriores a [E 8.26] muestran cémo calcular esta longitud
cuando X es noetheriano y normal. En tal caso, Ox, p es un anillo de valoracién
discreta, mp = (m), para cierto primo m, y vp(D) = v.(fi; p) no es sino el
exponente de m en f; p. (En realidad, no es necesario que X sea normal, sino
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que basta con que sea normal en codimensién 1, es decir, que los puntos de
codimensién 1 sean normales.)

De aqui se sigue que si X es noetheriano y normal en codimensién 1, en-
tonces vp(D) = 0 excepto si P € D, en cuyo caso P es un punto cuasigenérico
de D como subesquema de X. Ma&s en general, aunque X no sea normal o D
no sea entero, se cumple que vp(D) = 0 salvo para un ntimero finito de divi-
sores primos, por lo que los homomorfismos vp determinan un homomorfismo
Div.(X) — Div(X) entre el grupo de los divisores de Cartier y el grupo de los
divisores de Weil de X. Si ademads X es regular, entonces es un isomorfismo.

Para referencias posteriores recogemos en un teorema parte de la discusion
precedente:

Teorema 4.4 Si X es un esquema noetheriano y normal en codimension 1,
cada divisor de Cartier D puede identificarse con un divisor de Weil, de modo
que si P es un divisor primo su exponente en D es vp(D) = vp(Dp), donde vp
es la valoracidn del anillo de valoracion discreta Ox p y Dp es la localizacion
a P de cualquier funcion que defina al divisor D en un entorno de P. Si D
es entero podemos considerar a D como subesquema cerrado de X, y vp(D) es
entonces la multiplicidad de P como componente irreducible de D.

Ejemplo Si X = P%, los divisores primos de X se corresponden biunivoca-
mente con los ideales principales (F'), donde F' € K[X,Y, Z] es un polinomio
homogéneo irreducible. Cada cada polinomio homogéneo se descompone en
producto de factores irreducibles, los cuales son también homogéneos, digamos
F =F*-.-FIm con lo que podemos asociar a F el divisor de Weil entero

D= () - (Fp)™.

Es claro que todo divisor de Weil entero es de esta forma, y que dos poli-
nomios homogéneos F' y G determinan el mismo divisor de Weil si y sélo si se
diferencian en una unidad, es decir, si (F) = (G). Asi pues, los divisores de
Weil enteros de P% se corresponden biunfvocamente con los ideales principales
homogéneos de K[X,Y, Z]. Por otra parte, en el ejemplo precedente habfamos
asignado un divisor de Cartier entero a cada polinomio homogéneo F. Vamos a
probar ahora que uno y otro se corresponden a través del isomorfismo natural
entre los divisores de Cartier y los divisores de Weil de P%.

En efecto, llamemos D al divisor de Cartier asociado al polinomio homogéneo
F =F[" ... F'. Hemos visto que, como esquema, se corresponde con

D =Proy(K[X,Y, Z]/(F)),

luego los tnicos divisores de Weil P para los que vp(D) # 0 son los puntos
cuasigenéricos de esta curva plana, que, segiin hemos visto, son los ideales primos
(F;)/(F). Vistos como puntos de X, son los ideales primos P; = (F}).
Notemos que vp, (D) depende tnicamente de Ox p,, luego, para calcularlo,
podemos restringirnos a un entorno afin de P;. Si suponemos, por ejemplo,
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que F; # Z, podemos restringirnos al abierto principal D(Z) = A2%.. Sabemos
que DN Z es la curva plana en A% determinada por la deshomogeneizacién
f(X,Y) = F(X,Y,1) o, también, el divisor de Cartier asociado a f en A%.

La descomposicién de f en factores irreducibles en K[X,Y]es f = f{* -+ fim,
donde n = m si Z no aparecia entre los factores irreducibles de F o bien
n=m—1si F, = Z. En cualquier caso, el divisor primo P;, como punto
de A%, es P, = (fi). Ahora basta observar que, en Ox p, = K[X,Y],, se
cumple que mp, = (f;), luego vp, (D) = vy, (f) = 7.

Asi pues, el divisor de Weil asociado al divisor de Cartier D asociado a F
resulta ser D = (Fy)™ - (Fy,)"™. También hemos probado el resultado andlogo
para divisores de A%. .

El ejemplo anterior muestra como los exponentes los factores irreducibles de
un polinomio estan determinados por el divisor asociado al polinomio, aunque
en realidad hemos probado que, de hecho, estdn determinados por la estructura
de esquema asociada al divisor. La mejor forma de explicitarlo es a través de la
nocién de multiplicidad de una componente irreducible:

Definiciéon 4.5 Si X es un esquema y I' es una componente irreducible con
punto genérico &, el anillo Ox ¢ tiene dimensién 0, luego tiene longitud finita, y
dicha longitud se llama la multiplicidad de T" en X.

Si D es un divisor de Cartier entero en un esquema noetheriano y normal X
y P es el punto genérico de una componente irreducible I' de D, considerado
como subesquema cerrado de D, entonces la multiplicidad de I" en D es

1(0p.p) =1(0x.p/Ox(D")p) = vp(D).

Vemos, pues, que el divisor de Weil asociado a D estd completamente de-
terminado por la estructura de esquema de D (pues el exponente en D de cada
divisor primo es su multiplicidad en D como esquema).

Teorema 4.6 Sea X un esquema reqular y D un divisor de Cartier (conside-
rado como subesquema cerrado de X ). Un punto x € D cumple que Op , es
reducido si y solo si pertenece unicamente a componentes irreducibles de multi-
plicidad 1 en D. En particular, D es reducido si y sélo si todas sus componentes
irreducibles tienen multiplicidad 1.

DEMOSTRACION: Pongamos que D estd definido por f € Ox , en un entorno
de z, de modo que Op , = Ox ./(f).

Como Ox , es un dominio de factorizacién tnica, podemos descomponer
f =en*---mrm donde los m; € Ox, , son primos no asociados dos a dos y €
es una unidad. Podemos tomar un entorno afin U de z tal que f, € y m; sean
localizaciones de funciones de Ox(U) y de modo que la factorizacién de f sea
vélida también en Ox (U). Sea q el ideal primo de Ox(U) que se corresponde
con z.

Los ideales p; = (m;) C Ox 4 son los primos minimales de f, y se correspon-
den con los primos minimales de f en Ox(U) contenidos en g, los cuales, a su
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vez, se corresponden con los primos minimales de Ox (U)/(f) = Op(UND) con-
tenidos en q/(f), que son los puntos genéricos de las componentes irreducibles de
D que contienen a x. Asi pues, la multiplicidad de cada una de esas componen-
tes es vy, (f) = r;. Asi pues, las componentes irreducibles tienen multiplicidad
1 siy sélosi f es libre de cuadrados en Ox ., lo cual equivale claramente a que
Op,» sea reducido. n

Observemos que, en este teorema, la hipdtesis de que las componentes irre-
ducibles de D tengan multiplicidad 1 equivale a que el divisor de Weil asociado
a D sea libre de cuadrados. En particular, la estructura de esquema asociada al
divisor de Cartier asociada a un divisor primo es la estructura de subesquema
cerrado reducido.

Nota Una consecuencia 1util del teorema anterior es la siguiente: manteniendo
las mismas hipdtesis, sea I' una componente conexa de D con multiplicidad 1.
Sea ¢ : I' — D la inmersion cerrada correspondiente a la estructura de su-
besquema cerrado reducido, sea U C D el complementario de la unién de las
componentes irreducibles de D distintas de I' y sea I'g = i~ 1[U], es decir, el
abierto que resulta de quitarle a I" los puntos donde corta a otras componentes.
La restriccién i|p, : I'g — U es también una inmersién cerrada, pero ahora
es biyectiva y ambos esquemas son reducidos. Por la unicidad de la estructura
de subesquema cerrado reducido, ha de ser un isomorfismo y, como aplicacién
ilr, : To — D es una inmersién abierta. De este modo, los puntos de Ty,
como puntos de D, no sélo son reducidos, sino que tienen todas las propiedades
locales que tengan como puntos de I' con la estructura de subesquema cerrado
reducido. m

Ejemplo Consideremos la curva plana D = Esp(K[X,Y]/(XY?)). Clara-
mente tiene dos componentes irreducibles, I'; y I's, correspondientes a los idea-
les primos (x) e (y), respectivamente. La primera tiene multiplicidad 1 y la
segunda multiplicidad 2. Sus estructuras de subesquema cerrado reducido son,
respectivamente, Esp(K[X,Y]/(X)) y Esp(K[X,Y]/(Y)), con las cuales ambas
son isomorfas a A}, y se cortan en el punto p = (z,y). En particular, con dicha
estructura, ambas componentes irreducibles son geométricamente regulares. Sin
embargo, su situacién en D es muy distinta. Por la observacién precedente, los
puntos de I'; distintos de p son geométricamente regulares en D, mientras que
los puntos de I'; no son siquiera regulares, pues sus anillos locales Op , no son
reducidos. m

Si X/k es una curva (un conjunto algebraico de dimensién 1 sobre un
cuerpo k) entonces los divisores primos de X son los puntos cerrados, luego
estd definido su grado grad, P = |k(P) : k|. Este grado se extiende de forma
obvia a un homomorfismo grad, : Div(X) — Z y, en particular, podemos
definir el grado de un divisor de Cartier como

grad, D = > vp(D) grad;, P,
P

donde P recorre los puntos cerrados de X.
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Recordemos ahora que, para toda curva proyectiva E sobre un cuerpo k y
todo haz coherente M sobre E tenemos definida [E 6.31] la caracteristica de
Euler x4 (M). Cuando el haz coherente es de la forma M = Og(D), para cierto
D € Div.(E), el teorema [E 10.11] nos da la relacién

grady, (D) = xx(0p(D)) = xx(0k).
Esto nos lleva a la definicién siguiente:

Definicién 4.7 Si E/k es una curva proyectiva, definimos el grado (de un haz)
de un haz inversible L en E como

grad, L = xx (L) — xx(OR).

En estos términos acabamos de probar que, para todo divisor D € Div.(E),
se cumple que grad, (Og(D)) = grad, (D). Més aun, el teorema [E 8.34] nos
garantiza que D — Og(D) induce un isomorfismo Cl.(E) = Pic(E), luego el
grado grad : Pic(E) — Z es un homomorfismo de grupos.

En [E 10.24] demostramos que, en una curva proyectiva X, un divisor
D es amplio si y sélo si grad D > 0, pero bajo el supuesto de que X sea
geométricamente regular y geométricamente conexa. Ahora vamos a probar
que dichas hipdtesis no son necesarias:

Teorema 4.8 Sea X/k una curva proyectiva integra y D € Div.(X). Entonces
D es amplio si y sélo si grad D > 0.

DEMOSTRACION: El teorema [E 10.16] nos da que si grad D < 0 entonces
Ox(D™)(X) = 0, luego Ox(D™) no puede tener un generador global, luego
D no puede ser amplio. Si gradD = 0y Ox(D"™) es muy amplio, entonces,
por [E 10.16 ¢)], Ox(D") = Ox, pero Ox no puede ser muy amplio, ya que
K = Ox(X) es un cuerpo, por [E 4.26] y tendrfamos una inmersién cerrada
X — PY% = Esp K, lo cual es imposible. As{ pues, para que D sea amplio es
necesario que grad D > 0.

Supongamos ahora que grad D > 0 y sea E € Div.(X) un divisor amplio.
El teorema [E 10.11], junto con las definiciones de la caracteristica de Euler y
de la dimension de un divisor, nos da que

dim(D"/E) > grad(D"/E) + x(Ox),

luego, si n es suficientemente grande, tenemos que dim(D"/E) # 0. Tomamos
un f € Ox(D"/E)(X) no nulo, de modo que (f)D"/E es entero. Queremos
probar que Ox(D™) tiene un generador global, pero este haz es el mismo que
Ox((f)D™), luego podemos sustituir D por (f)D™ y suponer que E | D. Fije-
mos, de nuevo, un n > 1, de modo que E™ | D", y sea F' = D™/E™, que es un
divisor entero.

El teorema [E 10.10] nos da una sucesién exacta

0— Ox(E") — Ox(D") — i"Op — 0,
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donde 7 : ' — X es la inmersién cerrada canénica. Consideremos ahora en X
un haz coherente JF arbitrario, que nos da una sucesién exacta

TR0y Ox(E") 5 FRo, Ox(D") — FRp, i*Op — 0.
De ella deducimos a su vez las sucesiones exactas de cohomologia
HY(X,F @0y Ox(E")) — H'(X,Ima) — H*(X,N(a)),
HY (X, Ima) — H'X,F @0, Ox(D") — HY(X,T R0, i*OF).
Ahora bien, como X tiene dimensién 1, sabemos que H2(X,N(«a)) = 0y, por
otra parte, F®p, i*Op se anula en X\ F, luego también H! (X, F®0x i*Op) = 0.
En efecto, basta calcular este grupo mediante la cohomologia de Cech asociada
a un cubrimiento afin formado por un abierto afin de X que contenga a F
(teorema [E 4.37]) y abiertos afines disjuntos con F.
Por el teorema [E 6.25] sabemos que H'(X,F ®¢, Ox(E™)) = 0 para todo
n suficientemente grande, luego las sucesiones exactas precedentes nos dan que

también H' (X, F®¢e, Ox(D™)) = 0, luego, por el mismo teorema, el haz O x (D)
es amplio. -

Para terminar, demostramos otro resultado que no estd probado en [E], el
cual se basa en un resultado técnico de algebra conmutativa:

Definicién 4.9 Sea A un anillo, M un A-médulo y a € A. Consideramos el
submédulo Ma] = {m € M | am = 0}. Si M/aM y M]Ja] tienen longitud
finita, definimos

eala, M) =1a(M/aM) — 14(M]a]).

Teorema 4.10 Sea A un anillo y0 — M' — M — M" — 0 una su-
cesion exacta de A-mddulos. Siea(a, M') y ea(a, M") son finitos, también lo
esea(a, M), y ademds ea(a, M) =ea(a, M)+ ea(a, M").

DEMOSTRACION: Sea N = (aM N M')/aM’, que es un submddulo de
M'/aM’', luego tiene longitud finita. Es facil definir de forma natural suce-
siones exactas

0—N-— M/aM" — M/aM — M"/aM" — 0,
0 — M'[a] — M[a] — M"[a) — N — 0.

Por ejemplo, para definir el epimorfismo § de la segunda sucesién, llamando «
y 3 a los homomorfismos de la sucesién exacta dada en el enunciado, tomamos
m” € M"[a], tomamos m € M tal que 8(m) = m”, con lo que am € M’.
Tomamos 6(m”) = [am] € N. Es facil ver que no depende de la eleccién de m.

Las sucesiones anteriores implican que M/aM y M|a] tienen longitud finita,
pues todos los deméas mddulos tienen longitud finita. Ademsds,

[a(N) — lA(M'/aM/) +Ila(M/aM) — ZA(M”/LLM”) =0,
la(M'[a]) — la(M]a)]) + 1a(M"]a]) — La(N) = 0.

Sumando ambas ecuaciones obtenemos la ecuacién del enunciado. n
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Teorema 4.11 Sea X/k una curva, seanT'y,..., T, sus componentes irreduci-
bles, consideradas como subesquemas cerrados con la estructura reducida y sean
mi,...,my sus multiplicidades. Entonces, si L € Pic(X), se cumple que

grad, L = > m; grad, L|r,,

donde L, es la imagen inversa de L por la inmersion cerrada T'; — X.

DEMOSTRACION: Por [E 8.34] podemos suponer que L = O x (D), para cierto
D € Div.(X). Sillamamos &; al punto genérico de I';, la férmula que hemos de
probar puede escribirse en la forma

grad, D =3 l(Ox.,) grad, Dlr,.

Como todo divisor es cociente de dos divisores enteros (teorema [E 10.7])
podemos suponer que D es entero. Por definicién,

grad, D = > vp(D) grad, P,
P

donde P recorre los puntos cerrados de X o, equivalentemente, el conjunto
finito de puntos que forman el soporte de D. Si P es uno de estos puntos, sea
A=0xpyseaa€ Aun generador de Ox(D™1)p, que es un elemento regular
de A. Asi

vp(D) =14(A/aA).

Pongamos que P pertenece a las componentes irreducibles I'y, ..., T's. Estas
se corresponden con los primos minimales de A. Llamémoslos p1,...,ps. Obser-
vemos que Or, (D 1?z,l)p = (a,p;)/pi, luego vp(Dlr,) = lasp,(A/(a,p;)). Basta

probar que
la(AfaA) =3 1, (Ap) layp,(A/(a,pi)).

Como a es regular, se cumple que A[a] = 0, luego el miembro izquierdo es
eal(a, A). Vamos a probar, més en general, que si M es un A-mdédulo finitamente
generado, se cumple que

eala, M) = la, (Mp;)lasp,(A/(a,pi)).

Podemos suponer que M # 0. Tomamos un primo ¢; asociado a M, de modo
que M tiene un submédulo M; isomorfo a A/py. Si My & M, podemos tomar
un primo gq asociado a M/Mj, lo que nos da un submdédulo M tal que Ma/M;
es isomorfo a A/qz. Como A es noetheriano, la sucesién 0 ¢ M; G My & ---
tiene que terminar en M.

Supongamos demostrada la férmula para médulos de la forma A/q. Entonces
consideramos la sucesién exacta

O—>M1—>M2—>M2/M1—>0.
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La férmula se cumple para My y Ma/Ms, y l4/y,(—) cumple la misma re-
lacién que en el teorema anterior hemos probado para e4(a, —). De estos hechos
se sigue facilmente que la féormula es valida para Ms. Entonces, la sucesion
exacta

nos da que también se cumple para M3 y, tras un numero finito de pasos,
llegamos a que se cumple para M.

Supongamos, pues, que M = A/q. Si q es el ideal maximal, entonces tenemos
que M,, =0, y también e4(a, M) = 0 (notemos que a € q porque P estd en el
soporte de D).

Si g no es el ideal maximal, ha de ser uno de los primos minimales p;.
Entonces M, = 0 para i # j y My, es el cuerpo de cocientes de A/p;, que tiene
longitud 1. Asi pues, la férmula se reduce a

eala, Afpj) = lasp,(A/(a,p;)),

y esto es cierto, pues, por una parte, (A/p;)[a] = 0, ya que a ¢ p; (a es regular),
y por otra parte a(A/p;) = (a,p;)/p;. =

4.3 Conicas

La aplicacién principal de las técnicas que expondremos en los capitulos
siguientes serd el estudio de las curvas elipticas, que son una familia de cibicas
planas. Ahora vamos a estudiar las curvas planas cuadraticas, es decir, las
cénicas. Aqui entenderemos por cdnica cualquier curva proyectiva plana de
grado 2 sobre un cuerpo K, es decir, definida por una ecuacién de la forma

aX? +b0Y?2 +¢Z? +dXY +eXZ+ fYZ =0,

con a,b,c,d,e, f € K no todos nulos. En particular, no exigimos que el polino-
mio sea irreducible.

El teorema 4.2 nos da que las cénicas tienen género p, = 0, y el teorema
[E 10.23] nos da lo siguiente:

Teorema 4.12 Toda cénica reqular C/K con un punto racional es isomorfa a
la recta proyectiva P}<.

Los polinomios homogéneos de grado 2 se llaman también formas cuadra-
ticas, y es conocido! que toda forma cuadrética sobre un cuerpo K de carac-
teristica # 2 se transforma con un cambio de variables lineal en otra de la forma
aX? +bY? + cZ% Con esto podemos describir las cénicas sobre cuerpos de
caracteristica distinta de 2:

ITeorema 8.3 de mi Teoria de Numeros. La hipétesis car k # 2 se supone desde el principio
del capitulo.



110 Capitulo 4. Preliminares

Teorema 4.13 Si K es un cuerpo tal que car K # 2, toda cénica C/K es
isomorfa a otra definida por una ecuacion de la forma

aX?+bY? +cZ? =0,
con a, b, c € K no todos nulos. Ademds:

a) C/K es geométricamente reqular si y sdlo si abc # 0. En tal caso también
es geométricamente integra.

b) Si (exactamente) dos de los coeficientes a, b, ¢ son no nulos, C/K es
geométricamente reducible y geométricamente reducida, y tiene un unico
punto geométricamente singular, que, de hecho, es singular y racional.

¢) Si sélo uno de los coeficientes es no nulo, entonces C' es una recta doble,
con lo que es geométricamente irreducible pero no es reducida en ningun
punto y, en particular, no tiene puntos requlares.

DEMOSTRACION: Acabamos de explicar que C/K se transforma en una
conica definida por una ecuacién como la del enunciado mediante un cambio de
variables lineal (que, en abstracto, corresponde a un isomorfismo).

a) Supongamos que C/K es geométricamente singular, es decir, que la ex-
tensién de constantes Oz tiene un punto singular, donde K es la clausura alge-
braica de K. No perdemos generalidad si suponemos que dicho punto singular
estd en el abierto affn U = V(z), que es la curva definida por la ecuacién

aX?+bY?+c=0.

Un punto cualquiera de U es un ideal de la forma (x — u, y — v), para ciertos
u, v € K tales que au® 4+ bv? + ¢ = 0. Si es singular, el criterio jacobiano nos
da que (u,v) cumple las ecuaciones 2au = 2bv = 0, luego v = v = 0, pero
entonces (u,v) no cumple la ecuacién de la cénica. Asi pues, C es regular y C
es geométricamente regular.

Por otra parte es geométricamente integra, ya que Cz es una cénica regular
con un punto racional, luego, por el teorema anterior, C'x = P}—{ es una curva
integra.

Los apartados b) y ¢) implican el reciproco de a).

b) Si, por ejemplo, ¢ = 0 y ab # 0, entonces la ecuacién (homogénea) de la
conica se reduce a

aX?+0Y? = (VaX +vV-bY)VaX —V-bY)=0.

La hipétesis de que car K # 2 implica que los dos factores son distintos,
luego C es reducida y tiene dos componentes irreducibles, que son dos rectas
isomorfas a P}—{. Por consiguiente, C'z es reducida (pero no irreducible) y todos
sus puntos son regulares salvo el punto de interseccién de las rectas, que es el
ideal homogéneo (z,y). La proyeccién de este punto en C' es el punto racional
(z,y) € C, que es, pues, el Gnico punto geométricamente singular de C. De
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hecho, es singular, puesto que, si fuera regular, el teorema anterior nos daria
que C = PL pero entonces serfa geométricamente regular.

El apartado ¢) es inmediato. L]

En caracteristica 2, para obtener un resultado andlogo anadiremos la hipo-
tesis de que el cuerpo sea perfecto:

Teorema 4.14 Si K es un cuerpo perfecto de caracteristica 2, toda cénica C/K
es isomorfa a otra definida por una ecuacion de la forma

aX?+bY? +¢Z? +dXY =0,
con a, b, ¢, d € K no todos nulos. Ademds:

a) Sicyd sonno nulos, la ecuacion se puede transformar hasta Z*+XY =0,
con lo que C /K es geométricamente regular y tiene un punto racional. Por
consiguiente, C = Pi.

b) Sid#0 yc=0, entonces C/K es geométricamente reducible y geométri-
camente reducida. Tiene un unico punto geométricamente singular que,
de hecho, es singular y racional.

c) Si d = 0, un cambio de variables lineal transforma C/K en la cdénica
dada por la ecuacion X2 = 0, luego es una recta doble, geométricamente
irreducible pero no reducida, con lo que no tiene puntos requlares.

DEMOSTRACION: En principio, C/K estd definida por una ecuacién de la
forma
aX?+bY2 +cZ?+dXY +eXZ + fYZ =0.

Sid=e= f =0, ya tiene la forma exigida por el enunciado. En caso
contrario, no perdemos generalidad si suponemos que d # 0. Dividiendo la
ecuacién entre d podemos suponer que d = 1.

El cambio de variables X = X’ + fZ,Y =Y’ + eZ transforma la ecuacién
en

aX2 4+ bY?2 + (cHaf? +be* +ef)Z? + XY =0,

que tiene la forma indicada.

Supongamos, pues, que C'/K estd definida por la ecuacién
aX? +bY? +cZ? +dXY =0.

Hemos probado que si d # 0 podemos exigir, de hecho, que d = 1. Si
ademds ¢ # 0, el cambio Z' = /¢ Z hace que también ¢ = 1, y el cambio
Z =7'+vaX +/bY reduce la ecuacién a XY 422 = 0, que es geométricamente
regular por el criterio jacobiano y, obviamente, tiene el punto racional [1,1, 1].
Esto prueba a).

Bajo las hipétesis de b), la ecuacién se reduce a aX? + XY +bY? = 0. El
polinomio se descompone (en una clausura algebraica de K) en producto de
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dos factores irreducibles distintos, que definen dos rectas isomorfas a P}—( que
se cortan en el punto racional [0, 0, 1]. Desde aquf se llega a la conclusién igual
que en el apartado andlogo del teorema anterior.

Por 1ltimo, si d = 0, no perdemos generalidad si suponemos que a # 0. El
cambio de variables X’ = \/a X hace que a = 1. Llamando ¥ = v/b, ¢ = /¢, la
ecuacién puede escribirse como (X + 'Y + ¢/ Z)? = 0, y el cambio de variables
X' = X +VY +Z la transforma en X2 = 0, con lo que tenemos c). "

Ahora vamos a caracterizar intrinsecamente las conicas, es decir, mediante
propiedades geométricas de una curva que no hagan referencia a las ecuaciones
que la definen.

Recordemos que el género aritmético de una curva C/K es
pa(C) =1 —dimg H°(C,0¢) + dimgx H'(C,0¢).

Si C/K es geométricamente integra, el teorema [E 4.26] reduce la expresién
a pa(C) = dimgx H(C,0x) > 0, pero en general el género de una curva podrfa
incluso ser negativo (pero no el de una hipersuperficie de P%, por el teorema 4.2).

Ahora bien, una cénica C/K puede pasar a tener género negativo si la con-
sideramos sobre “el cuerpo equivocado”. En efecto, supongamos que K/k es
una extensién de cuerpos de grado n. Podemos considerar a C' definida sobre k
tomando como homomorfismo estructural la composicién

C — EspK — Espk.

Con esto no estamos alterando el esquema C, luego los grupos H°(C,O¢) y
H(C,0¢) siguen siendo los mismos. No obstante, su dimensién sobre k no es
la misma que sobre K, por lo que el género de C/k es

pa(C) =1 —dimy H°(C, O¢) + dimy, H'(C, 0¢)
=1—ndimg H°(C,0¢) + ndimg H*(C,0¢) = —(n — 1) <0,
donde hemos usado que el género de C/K es 0.

En particular, si la extensiéon K/k no es trivial, vemos que C'/k no es una
cénica, puesto que tiene género negativo. (La definicién de cénica es relativa al
cuerpo: una curva es una cénica sobre K si es isomorfa a una hipersuperficie de
grado 2 en P%.) En el supuesto de que la ecuacién F que define a C/K tenga
sus coeficientes en k, es importante no confundir la curva C/k con la cénica
definida sobre k£ por la misma ecuacién. La primera es el mismo esquema

C= PrOY(K[Xv Y, Z]/(F))
(con otro homomorfismo estructural), mientras que la segunda es el esquema
' = PrOY(k[X7 Y, Z}/(F))a

que, obviamente, también es una coénica.
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Ejemplo Vamos a estudiar con méas detenimiento el fenémeno que acabamos
de senalar. Para ello consideremos un conjunto algebraico proyectivo arbitrario
X/k, sea k’ /k una extensién finita de cuerpos que, por simplicidad supondremos
finita y separable, de modo que k' = k(«), para cierto o € k’. Llamemos

X* :Xk/ =X Xk ESpk/.

De este modo, X* es un conjunto algebraico sobre k' definido por ecuaciones
con coeficientes en k. Ahora vamos a considerar el esquema X*/k, que, segin
veremos, no es el mismo que X/k. Vamos a calcular

X =X X Espk’ x Espk’ = X xy Esp(k’ @ k).

Si p(X) es el polinomio minimo de « en k[X], tenemos que k' = k[X]/(p),
luego
K @ik = K[X]/(p).

Sea p(X) = (X — a)p2(X) - pn(X) la descomposicién de p(X) en factores
irreducibles de k'[X]. Entonces,

Esp(k' @p k') =P U---UP,

donde cada P; es un abierto P; = Espk;, donde k; = K'[X]/(pi(X)). Por
consiguiente,
XZ/ =X U---UXy, .

El caso méds simple se da cuando X/k es geométricamente irreducible y la
extension k' /k es finita de Galois, de modo que p(X) tiene sus raices en &', con lo
que k; = k’. Entonces vemos que X*/k ya no es geométricamente irreducible, ni
geométricamente conexo, sino que X}, es unién de n componentes irreducibles
disjuntas, todas ellas isomorfas a Xj.

En particular, si X/k es una cénica geométricamente irreducible y k' /k es fi-
nita de Galois no trivial, entonces X*/k’ también es una cénica geométricamente
irreducible, pero X*/k no puede ser una cénica, ya que las cénicas son geométri-
camente conexas. [

Probamos ahora un resultado técnico que vamos a necesitar:

Teorema 4.15 Sea X/A un esquema proyectivo sobre un anillo noetheriano A
tal que las fibras de los puntos de Esp A tengan dimension <1y H*(X,0x) = 0.
Si F, G son dos haces coherentes en X con generadores globales, entonces, el
homomorfismo

¢ F(X) ®a §(X) — (F R0y )(X)
es suprayectivo.
DEMOSTRACION: Como F(X) y §(X) son A-mdédulos finitamente generados,
tenemos sucesiones exactas

0— Ny — 0% 5F —0, O—>N2—>O§(i>9—>0,
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de donde obtenemos una sucesién exacta
H(X,07) — H%X,F) — H'(X,N;) — H'(X,0x) =0.

Podemos elegir a y p de modo que el homomorfismo de la izquierda sea supra-
yectivo, con lo que H*(X,Ny) = 0, e igualmente H'(X,Ny) = 0.
Por otra parte, es facil construir un isomorfismo natural

(0% ®ox 0%)/ (N1 ®ox 0%) + (0% ®ox N1)) = F Qo §.

Si llamamos N al denominador del primer miembro, tenemos sucesiones exac-
tas
0—N— 0% ®oy 0% — F®Ro,§—0

0—N — (N; ®o, 0%) ® (0% @9, N1) — N — 0.

Por la hipétesis sobre las fibras del homomorfismo estructural, el teorema
[E A15] nos da que el grupo de cohomologia de orden 2 de cualquier haz cohe-
rente en X es nulo. Por lo tanto tenemos una sucesién exacta

HI(X7 (Nl ®ox Og() D (OZ))( Vox Nl)) — Hl(XvN) — 0.

El primer haz es simplemente N] & N5, donde los exponentes indican suma
directa, y es claro que H*(X,NY®N%) = 0. Por consiguiente, también tenemos
que HY(X,N) = 0. Asi pues, el homomorfismo

HY(X, 0% @0 0%) — H(F @0 9)
es suprayectivo. Notemos ahora que
HO(X,0%) @4 HY(X,0%) = H(X,0x)P @4 H*(X,0x)1
~ HY(X,0x )P = HY(X,08) = H°(X,0% ®0, 0%).
Finalmente, basta considerar el diagrama conmutativo

HO(X,0%) @4 H(X,0%) — H(X,F) 4 H(X,S)

-] lqﬁ

HY(X,0% ®9, 0%) ———— HY(X,F ®0, 9)

del que deducimos que ¢ es suprayectivo. L]

Finalmente probamos la caracterizacion intrinseca de las cénicas:

Teorema 4.16 Sea C/k una curva integra proyectiva que sea localmente una
interseccion completa. Supongamos que po(C) < 0 y sea K = H°(C,0¢).
Entonces podemos considerar a C como curva definida sobre K de modo que
C/K es una conica.
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DEMOSTRACION: Observemos que K es un cuerpo por [E 4.26], mds atin, es
una extensién finita de k. Las restricciones K = O¢(C) — O¢(U), para cada
abierto U de C, convierten a O¢ en un haz de K-algebras, lo cual determina
un homomorfismo ¢ — Esp K definido sobre k. Como C/k es proyectivo,
también lo es C'/K. Segin la definicién del género aritmético:

pa(C) =1 —dimy, H°(C,0¢) + dimy, H(C,0¢)
=1—|K:k|+|K : k|dimg H'(C,00).

Es claro entonces que la hipétesis p,(C) < 0 equivale a que H*(C,0¢) = 0.
Cambiando k& por K podemos suponer que K = k, con lo que p,(C) = 0.

Si weyy es el haz candnico, se cumple que gradweyy, = 2(pa —1) = —2, luego
dimy, H°(C, we ) = 3. (Ver los resultados tras el teorema de Riemann-Roch
[E 10.20].) Vamos a probar que el haz w*c/k es muy amplio.

Sea D € Dive(C) tal que wg,, = Oc¢(D). Teniendo en cuenta [E 8.30],
podemos tomarlo entero, ya que basta sustituirlo por (f)D, con f € Oc(D)(C)
no nulo.

Notemos que los anillos de L = O¢ (D) son subanillos de K(C), y todos ellos
contienen a k. En particular, si z € C' no pertenece al soporte de D, se cumple
que Ly = 0¢p y 1 € L(C) es un generador global de £ en z. Vamos a probar
que L también tiene generadores globales para los puntos del soporte de D, es
decir, que L tiene un generador global.

Representaremos por k(z) al haz rascacielos en C' que en cada entorno U de
z estd definido como el O¢(U)-médulo k(z), que es obviamente un Oc-mdédulo.
El haz L ®¢, k(z) es también un haz rascacielos, que en los entornos de = viene
dado por L, /m,L,. Tenemos una sucesién exacta

0 —IL — L — LR, kx) — 0,

donde J es el haz de ideales de O¢ asociado al subesquema cerrado reducido z.
Vamos a probar que H'(C,JL) = 0. Esto implicara que el homomorfismo natu-
ral L(C) — L, /m L, es suprayectivo. Mds aun, si llamamos I al O¢ z-médulo
generado por la imagen del homomorfismo natural £L(C) — L, tenemos una
sucesiéon exacta

I®0c,, k(@) — Lz @0, k(@) — (£a/I) ©oc,, k(z) — 0.

El primer homomorfismo es suprayectivo, luego (£, /1) ®o.. , k(z) = 0, y el lema
de Nakayama implica entonces que I = L. Por lo tanto, C' tiene un generador
global en x.

Para probar que, en efecto, H'(C,JL) = 0, consideramos la sucesién exacta
0— O¢(D™') — T —3F —0,

donde JF tiene su soporte contenido en D. Como L es localmente libre, al
multiplicar por ®e L, seguimos teniendo una sucesiéon exacta:

0—0c —IL—TFR®Ro,L—0.
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(El isomorfismo IL = J ®¢, L es también una consecuencia inmediata de que
L es localmente libre de rango 1.)

El haz N = F®¢,, L tiene también su soporte contenido en D, y claramente
cumple que O¢ (D~ 1N = 0, luego por [AC B6] tenemos que N = i,i*N, donde
i : D — C es la inmersién cerrada natural. Por consiguiente, tenemos que
HYC,N) = HYD,i*N) = 0, ya que D tiene dimensién 0. Esto nos da la
sucesion exacta de cohomologia:

0=HYC,0¢c) — H*(C,IL) — 0,

que nos da H'(C,JL) = 0y, en definitiva, que L tiene un generador global.

En particular, una k-base de L(C) es un generador global de L, luego pode-
mos considerar su homomorfismo asociado ¢ : C — Pi. Vamos a probar que
es una inmersion cerrada.

Llamemos U C C al complementario del soporte de D y para cadan > 1, sea
L(D™) = O¢(D™)(C). Notemos que L(D™) C O¢(U). En efecto, un elemento
h € L(D™) es un elemento h € K(C)* tal que (h)D™ > 1. Six € Uy f
representa al divisor D en un entorno de z, tenemos que f, € O ., asi como
que hy 7 € O¢ z, luego también h, € O¢ 4, lo que prueba que h € Oc(U). Més
aun, se cumple que

Oc(U) = U L(D").
n>1

En efecto, sih € Oc(U) y x € C'\ U, entonces h, = a/b, con a, b € O¢ 5. El
anillo O¢ /b0¢ , tiene dimensién 0, luego su ideal maximal es su unico ideal
primo, luego sus elementos son nilpotentes. Si f es un representante de D en un
entorno de x, tenemos que f, pertenece a dicho ideal maximal luego fI' € bO¢ .,
para todo n suficientemente grande, luego h. f;' € O¢ . Obviamente, el mismo
n sirve para todos los puntos de un entorno de x, luego por compacidad existe un
n que vale para todo z (y esto es trivialmente cierto si € U). Por consiguiente,
(R)D™ > 1y h € L(D™).

Aplicando a C/k el teorema 4.15 obtenemos que el homomorfismo natural

L(D)®y, -*+ @xL(D) — L(D")

es suprayectivo, para todo n > 1.

Si, como base de L(D), tomamos una de la forma 1, s, ¢, entonces, por de-
finicién, U = C4, y ¢ se restringe al homomorfismo U — Ai asociado al ho-
momorfismo k[X,Y] — O¢(U) dado por X +— s, Y — ¢. Segun los resultados
precedentes, es un epimorfismo, luego ¢|y es una inmersién cerrada.

A través del isomorfismo w¢, = O¢ (D), lo que hemos probado es que existe

una base de w¢, / ,(C) cuyo homomorfismo asociado C' — P37 se restringe a una

inmersién cerrada U — A2. Siz € C'\ U, como Oc(D) tiene un generador
global, existe un f € L(D) tal que f,O0cs = Oc(D)s, luego = no estd en el
soporte de D’ = (f)D. Por consiguiente, trabajando con D’ en lugar de con
D, obtenemos otra base de w¢, /k(C) que define un homomorfismo que es una
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inmersién cerrada en un entorno de x. Los homomorfismos asociados a dos
bases de wp, /K S€ diferencian en un automorfismo de Pﬁ, luego también ¢ ha de
ser una inmersién cerrada en un entorno de x. En definitiva, concluimos que ¢
es una inmersion cerrada.

Ahora podemos considerar a C/k como una hipersuperficie de P2, luego
es de la forma Proy k[X,Y, Z]/(F), para un cierto polinomio homogéneo F' de
grado d. Por el teorema 4.2 tenemos que

d—1)(d—-2
0= pa(c) = ( )2( ) )
luego d < 2. Si d = 2 tenemos que C/k es una cénica, mientras que si d = 1
entonces C = P,l€7 y también es isomorfo a una cénica. m

Observemos que en la prueba del teorema anterior hemos visto que toda
conica posee un divisor entero D de grado 2. Podemos extraer més conse-
cuencias de este teorema, pero para ello necesitamos un resultado general sobre
normalizaciones de curvas:

Teorema 4.17 Sea 7 : C' — C la normalizacidén de una curva integra proyec-
tiva C/k. Para cada punto P € C existe un nimero natural dp tal que §p =0
sty sélo si P es regular en C' y

Pa(C) = pa(C') + > |k(P) : k| dp.
pPeC

DEMOSTRACION: Como el homomorfismo 7 es birracional, podemos iden-
tificar K = k(C’) = k(C) y considerar a todos los anillos de O¢r y O¢ como
subanillos de K, de modo que los homomorfismos naturales se corresponden con
inclusiones. Tenemos entonces una sucesion exacta

0— O0¢ — 7m0 — F — 0,

de modo que, para cada punto P € C, se cumple que Fp = 7,.O0¢r p/O¢, p. Los
dos primeros haces de la sucesién son coherentes, luego F también lo es.

Notemos que m,O¢’ p es la clausura entera de Oc¢, p, por lo que Fp = 0 si
y sélo si P es normal o, equivalentemente, regular en C'. El hecho de que el
soporte de F sea finito implica que H'(C,F) = 0. Asf:

X(F) = dimy H°(C,F) = 3 dimg Fp
P

(donde P recorre los puntos singulares de C'). En particular, resulta que la
longitud 6p = loc pFp es finita, ya que los O¢,p-submddulos de Fp son k-
espacios vectoriales. Més precisamente, los O¢ p-mdédulos simples son isomorfos
a k(P), luego dimg Fp = |k(P) : k| dp.

Por la aditividad de la caracteristica de Euler, x(m.O¢/) = x(0¢) + x(F).
Como 7 es finito, el teorema [E A10] nos da que x(m.O¢/) = x(O¢/). En
definitiva, tenemos que

Pa(C) =1—=x(0c) =1 —x(0cr) + x(F) = pa(C") + P§C|k(P) k| op.
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Teorema 4.18 Si C/k es una cénica integra, entonces el homomorfismo
grad : Pic(C) — Z

es inyectivo. Si es suprayectivo, entonces C = P}c. En caso contrario, C tiene
a lo sumo un punto singular, necesariamente racional y, si es ast, su normali-
zacidn es isomorfa a P}, donde k' /k es una extension cuadrdtica.

DEMOSTRACION: Si L € Pic(C) tiene grado 0, entonces L(C) # 0 por el
ejemplo tras la definicién [E 10.21], luego L 2 O¢ por [E 10.16 ¢)]. Esto prueba
que el homomorfismo dado por el grado es inyectivo. Su imagen seré de la forma
dZ, para cierto d > 1. En la prueba del teorema 4.16 hemos visto que C'/k tiene
un divisor entero de grado 2, luego ha de ser d =1, 2.

Consideremos la normalizacién 7 : ¢/ — C. El teorema [E 10.9] nos da
que C'/k tiene también un divisor entero de grado d, que podemos identificar
con un divisor de Weil, que serd de la forma D = P?, donde P € C’ es un punto
racional, o bien de la forma D = P, donde grad, P =1, 2.

Por el teorema anterior, como p,(C) = 0, resulta que p,(C’) < 0, luego el
teorema 4.16 implica que C’/k’ es una cénica, donde k' = H°(C’,O¢/) es una
extensién de k. Ahora bien, es claro que k C k' C k(P), luego |k’ : k| < 2. Més
atin, en la prueba de 4.16 hemos visto también que H'(C’, O¢/) = 0, luego

Pa(C) =1~ |K - k].

Si d =1, entonces D = P es un punto racional, luego ¥’ = k y p,(C’) = 0.
El teorema anterior implica entonces que C es regular y tiene un divisor de
grado 1, luego el teorema [E 10.22] (junto con el ejemplo previo) implica que
C =~ P;.

Reciprocamente, si C no es regular, entonces p,(C’) = —1, y la f6rmula del
teorema anterior nos da que C/k tiene un tnico punto singular, que ademds es
racional. Por otra parte, la extensién k’/k es cuadrética y

1
grad;,, D = 3 grad, D =1,

luego C" = P,lf,, por el mismo argumento anterior. n

En particular tenemos un refinamiento de 4.12:

Teorema 4.19 Toda cdnica integra C/k con un punto racional regular es iso-
morfa a Pj.

DEMOSTRACION: Basta observar que un punto racional regular P define
un divisor de Cartier de grado 1. En efecto, basta considerar un entorno afin
regular U de P, donde P, como divisor de Weil, se identifica con un divisor de
Cartier de U de grado 1. Restringiendo U, podemos suponer que el divisor es
principal, es decir, que estd determinado por un tnico par (U, f), para cierta
f € O¢(U). Entonces, los pares (U, f) y (C\ {P},1) definen un divisor de
Cartier en C cuyo divisor de Weil asociado es P. Claramente, su grado sigue
siendo 1. "
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4.4 Curvas elipticas

Recordamos ahora las propiedades bésicas de las curvas elipticas expues-
tas en el capitulo IT de [CE], aunque aqui las presentaremos en el lenguaje de
la teorfa de esquemas desarrollada en [E]. Debemos sefalar que en [CE] tra-
bajabamos tnicamente con curvas definidas sobre cuerpos perfectos, mientras
que aqui no necesitaremos esa hipétesis salvo cuando lo indiquemos explicita-
mente.

Recordemos que una ecuacidn de Weierstrass (homogénea) con coeficientes
en un cuerpo K es una ecuacién cibica de la forma

F=Y*Z 4+ XYZ+a3YZ? - X® — s X*Z —as X Z? — agZ> = 0,

con a; € K.

Sea K una clausura algebraica de K. En primer lugar demostraremos que
F es irreducible en K[X,Y, Z] (luego también en K[X,Y, Z]). Para ello es més
practico razonar en términos de la geometria clasica. Consideremos el conjunto
algebraico proyectivo V(F) C P?(K) en sentido cldsico, es decir, el conjunto
de los puntos de P?(K) cuyas coordenadas homogéneas cumplen la ecuacion.
Observamos que corta a la recta Z = 0 tnicamente en el punto o = [0, 1,0].
Para estudiar este punto podemos deshomogeneizar la ecuacién respecto de Y,
con lo que nos queda la ecuacion

F.(X,2)=Z+aXZ+a3Z? — X® —asX?Z —ay X Z* — a6 Z> = 0.

El punto o se corresponde ahora con o = (0,0).

Consideremos un factor irreducible Fy de F en K[X,Y, Z], que serd un po-
linomio homogéneo que definird una curva irreducible V(Fp). Es claro que
no puede ser Fy = Z, luego V(Fp) corta a V(Z) al menos en un punto (por
[GA 3.24]). Ahora bien, como V(Fy) C V(F), dicho punto no puede ser sino o.
Esto implica que Fy.(0,0) = 0. Por consiguiente, si F' puede descomponerse
en factores irreducibles, esta factorizacién darad lugar a una descomposicién de
F.(X,Z) en otros tantos factores, todos los cuales se anulardn en (0,0). Si hay
més de uno (no necesariamente distintos), podemos factorizar F, = fi fa, con
f1(0,0) = f2(0,0) = 0. Aplicando la regla de derivacién del producto, esto
implica que

OF,
0z

=0,
(0,0)

mientras que un calculo directo muestra que la derivada vale 1, contradiccién.

A partir de aqui consideraremos la curva proyectiva en sentido abstracto
C/K = Proy(K[X, Y, Z)/(F)) = ProyK [z, y, 2.

Puesto que, segiin acabamos de ver, el polinomio F' es irreducible, tenemos que
C/K es una curva integra y, mas atin, geométricamente integra.
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El hecho de que, en términos clasicos, la curva corte a la recta Z = 0 s6lo en el
punto [0, 1, 0], se traduce ahora en que el cerrado V(z) C C contiene inicamente
al punto o = (x, z). Esto es algo que podemos constatar directamente: Por una
parte, o es ciertamente un ideal primo homogéneo de K|z, y, z]. Es primo porque

Klz,y, 7)o = K[X.Y, Z]/(X, Z) = K[Y],

que es un dominio integro. Por otra parte, los generadores x, y, z satisfacen la
ecuacién de Weierstrass,

y2z +arryz + agyz2 =3+ angZ + a4x22 + a623

luego un ideal primo homogéneo p € C' que contenga a z debe contener también
a 23, luego a z, de modo que o C p. Ademds se ha de dar la igualdad, pues
si tuviera algin generador homogéneo no contenido en o, seria de la forma y",
luego tendriamos que y € p y, por consiguiente, p = (z,v, z), contradiccién.

Para estudiar el punto o consideramos su entorno afin
D(y) = Esp(K[X, Z]/(F\)),

en el cual se corresponde con el punto o = (z, z), visto ahora como ideal de
K[X,X]/(Fy). Vemos que es un punto racional, y ademds es geométricamente
regular, pues su Unica antiimagen en Ug, que es también o = (z, 2), es regular,
segun se desprende del criterio jacobiano 4.1, ya que

OF,

= =1
oz

(0,0)

Como o es geométricamente regular, en particular es regular. Esto es précti-
camente todo lo que necesitamos saber del punto o: que es racional y geométrica-
mente regular. Para estudiar los restantes puntos de C' consideraremos el abierto
afin U = D(z) definido por la deshomogeneizacién de F' respecto de Z:

F=Y?24+a1 XY +a3Y — X% —aX? —asX —ag = 0.

En la préctica escribiremos siempre las ecuaciones de Weierstrass en su forma
afin f, es decir, deshomogeneizadas respecto de Z. El polinomio f define una
curva afin U = Esp(K[X,Y]/(f)), pero, cuando hablemos de “la curva definida
por una ecuacién de Weierstrass (afin)”, no nos referiremos a U/K, sino a la
curva proyectiva C'/K definida por la ecuacién homogénea correspondiente. A
los puntos de U los llamaremos “puntos finitos” de la curva C, mientras que o
(el tnico punto de C' que no estd en U) serd el “punto infinito” de C.

Recogemos en un teorema todo lo que hemos obtenido:

Teorema 4.20 Sea K un cuerpo y C/K el conjunto algebraico proyectivo de-
finido por una ecuacion de Weierstrass

Y24+ XY +a3Y = X3 4+ a9 X% + ay X + ag

con coeficientes en K. Entonces, C es una curva geométricamente integra con
un unico punto infinito o, que es racional y geométricamente regular.
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Las curvas definidas por ecuaciones de Weierstrass no son necesariamente
regulares, pero a lo sumo tienen un punto singular:

Teorema 4.21 SiC/K es una curva definida por una ecuacion de Weierstrass,
entonces es geométricamente reqular salvo a lo sumo en un punto, necesaria-
mente finito. Si tiene un punto singular, entonces es racional, y la normali-
zacion de C' es isomorfa a Pj;.

DEMOSTRACION: Como C/K es geométricamente integra, su normalizacién
C'/k también lo es (por el teorema [E 3.61]). Por consiguiente, p,(C) > 0
y pa(C’) > 0. Si C/K tiene un punto singular, el teorema 4.17 implica que
Pa(C") < pa(C) =1, luego ha de ser p,(C) =1y pa(C") = 0.

El teorema 4.17 nos da también que C'/K sélo puede tener un punto singu-
lar p, necesariamente racional. La restriccién de m a C'\ 7w 1 [{p}] — C\{p} es
la normalizacién de C'\ {p}, pero esta curva es normal, luego, por la unicidad, la
restriccién es un isomorfismo. En particular, como C' contiene un punto racional
distinto de p, (el punto infinito), su antiimagen en C’ también es racional, luego
el teorema [E 10.23] nos da que C’ = P}..

Si aplicamos la parte ya probada a C'gz, donde K es la clausura algebraica
de K, dado que Cgz/K también es una curva definida por una ecuacién de
Weierstrass, concluimos que C'i tiene a lo sumo un punto singular, luego C'/K
tiene a lo sumo un punto geométricamente singular, necesariamente finito, pues
va hemos visto que el punto infinito es geométricamente regular. L]

Vamos a probar que, salvo en casos muy particulares, si una curva definida
por una ecuacién de Weierstrass tiene un punto geométricamente singular, de
hecho es singular, pero para ello necesitamos estudiar mas a fondo las ecuaciones.
El primer paso es recordar las definiciones siguientes:

Definicion 4.22 A cada ecuacién de Weierstrass se le asocian las cantidades
siguientes:

b2 :a%+4a2, Cy :b%724b4,
b4 = 2(14 + ayas, Ce — —bg + 36b2b4 — 216b67
b@ = (lg + 4(167 A= —b%bg — gbi — 27[)% + 9b2b4b6,

bs = afag + 4asag — ajazay + aza3 — a3, j=ci/A.

En particular, A es el discriminante de la ecuacién y j (definido sélo cuando
A #0) es su invariante.

Una simple comprobaciéon muestra que todo cambio de variables de la forma
X =u?X" +r, Y =3 + sulX' +t, u,r,s,t € K, wu##0,

transforma una ecuacién de Weierstrass en otra. En términos mas conceptuales,
se comprueba que el homomorfismo de anillos K[X,Y, Z] — K[X'Y’, Z'] dado
por

X —u?X +r, Y — @3Y + su?X' +t, Z— 7
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define un automorfismo de K-algebras, que a su vez induce un K-automorfismo
K[X7 Y, Z]/<F> - K[X/7Y/7 Z,]/(F/)7

donde F’ es la ecuacién de Weierstrass que resulta del cambio de variables. A
su vez, este automorfismo induce un isomorfismo

Proy(K[X',Y', Z'|/(F')) — Proy(K|[X,Y, Z]/(F))

que transforma el punto infinito en el punto infinito y que, restringido a los
abiertos definidos por las ecuaciones afines, se identifica con el automorfismo

Esp(K[X",Y']/(f")) — Esp(K[X,Y]/(]))

inducido por el automorfismo de K-dlgebras K[X,Y] — K[X,Y] determi-
nado por el cambio de variables. En definitiva: tenemos que las ecuaciones de
Weierstrass relacionadas por un cambio de variables del tipo indicado determi-
nan curvas isomorfas.

Una comprobacién rutinaria demuestra el teorema siguiente:

Teorema 4.23 Al aplicar a una ecuacion de Weierstrass un cambio de varia-
bles de la forma

X =u?X"+r, Y =d3Y + su?X' +t, u,rs,t €K, u#0,

sus constantes se transforman segun las formulas siguientes:

ual = aj + 2s,
u?aly = ag — say + 3r — 52,
udaly = a3 +ray + 2t,
utal] = a4 — saz + 2ras — (t +rs)ay + 3r? — 2st,

ubay = ag +ras + r?ax + 13 — tag — t? — rtay,

u?bly = by + 127,

utbly = by +rby + 672,

ubby = bg + 2rby + r2bg + 4r3,

uBbly = bg + 3rbg + 3r2by + r3by + 314,
4 ./

utcy = ¢y,
ubcl = cg,
ul?A’ = A,
i=3J

El teorema [EC 2.7] muestra las simplificaciones que pueden llevarse a cabo
en una ecuacién de Weierstrass mediante la aplicacién de cambios de variables
oportunos. Dichas simplificaciones permiten a su vez estudiar el posible punto
geométricamente singular de una curva definida por una ecuacién de Weiers-
trass, precisando el teorema 4.21:
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Teorema 4.24 Sea C/K la curva definida por una ecuacion de Weierstrass
de discriminante A. Si car K = 2,3 supondremos que K es perfecto. Enton-
ces C/K es geométricamente regular si y sdlo si A # 0, y en caso contrario
tiene un unico punto geométricamente singular, necesariamente singular, finito
y racional.

DEMOSTRACION: La prueba es exactamente la misma que la de [CE 2.8]
(v no la repetiremos). Sélo hemos de hacer algunas observaciones derivadas del
hecho de que en [CE] suponiamos que el cuerpo K es perfecto, cosa que no vamos
a hacer aqui. Cuando K es perfecto, la regularidad coincide con la regularidad
geométrica y por ello, aunque en el enunciado de [CE 2.8] se dice que C/K es
regular salvo a lo sumo en un punto, lo que realmente se demuestra es que es
geométricamente regular salvo a lo sumo en un punto, pues lo que se hace en
la prueba puede interpretarse como la aplicacién del criterio jacobiano 4.1 a la
curva C; (es decir, se prueba que todos los puntos de Cz son regulares salvo a
lo sumo uno de ellos).

Por lo demas, el caracter perfecto de K sélo se utiliza para probar que el
punto geométricamente singular es racional cuando la caracteristica de K es 2
0 3, y por ello hemos incluido esta hipétesis en el enunciado.

Por tltimo, en [CE 2.8] se prueba que si A = 0 hay un punto finito, racional
que no es geométricamente regular, pero, si K no es perfecto, eso no implica
que sea singular. Es lo tinico que tendremos que demostrar aqui.

Concretamente, lo que se prueba en [CE 2.8] bajo la hip6tesis de que A = 0,
es que existe un par (r,t) € K2 que cumple la ecuacién de Weierstrass y que
anula sus dos derivadas parciales. Haciendo el cambio de variables X = X' +r,
Y =Y’ 4+t podemos cambiar la ecuacién de Weierstrass y suponer que el punto
geométricamente singular es P = (0,0).

Que el punto cumpla la ecuaciéon de Weierstrass equivale a que ag = 0, y
que anule a las derivadas equivale a que az = a4 = 0, luego la ecuacién de
Weierstrass se reduce ahora a

fX,Y) =Y+ a1 XY — X3 —a; X2 = 0.

En términos de ideales, el punto racional (0,0) se corresponde con el ideal
p=(X,Y) de
Klz,y] = K[X,Y]/(f).

Este es el tinico punto de C que es geométricamente singular, y hemos de ver que
es singular. Para ello consideramos su anillo local O¢ p, que es la localizacién
respecto de p de K[z,y] y cumple dim O¢p, = 1. Su ideal maximal es m = (z,y)
y lo que hemos de probar es que m no es principal.

Ahora bien, segin [AC 5.52], el nimero minimo de generadores de m coincide
con la dimensién de m/m? como espacio vectorial sobre K = O¢ ,/m. Por con-
siguiente, basta ver que las clases Z, 4 € m/m? son linealmente independientes
sobre K. Para ello tomamos «, f € K y suponemos que o + §y = 0. Hemos
de probar que a = 8 =0.
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Tenemos que ax + By € m%, es decir, que ax + By = u/v, donde u € p? y
ve Kz,yl\p. Stu=U,v=V, con U,V € K[X,Y], tenemos que

V(aX +pY) —U € (f), Ue(X,Y)?=(X%Y2 XY), Vé(X,Y).

Como f € (X,Y)?, vemos que V(aX + Y) € (X?,Y? XY) y, teniendo
en cuenta que el término independiente de V ha de ser no nulo, esto implica
inmediatamente que a = 3 = 0. n

Definicion 4.25 Si K es un cuerpo, una curva eliptica definida sobre K es una
curva proyectiva integra y geométricamente regular E/K de género 1 en la que
hemos seleccionado un punto racional o € E(K).

El teorema [CE 2.3] prueba que toda curva eliptica E/K es isomorfa a una
curva definida por una ecuacién de Weierstrass con coeficientes en K, de modo
que el isomorfismo hace corresponder el punto racional o con el punto infinito de
la ecuacion de Weierstrass. Ademads, dos ecuaciones de Weierstrass que definan
curvas isomorfas a E/K estén relacionadas por un cambio de variables del tipo
considerado en el teorema 4.23.

Por el teorema 4.2, toda cibica plana tiene género 1, luego lo tinico que
necesita cumplir una ecuacién de Weierstrass para definir una curva eliptica es
que su discriminante sea no nulo.?

En realidad, un isomorfismo entre curvas elipticas se define como un iso-
morfismo entre curvas que hace corresponder el punto racional prefijado de una
con el punto racional prefijado de la otra. Cuando hablemos de la curva eliptica
definida por una ecuaciéon de Weierstrass sobrentenderemos que su punto ra-
cional prefijado es su punto infinito. Asi podemos decir simplemente que toda
curva eliptica E/K es isomorfa a una curva eliptica definida por una ecuacién
de Weierstrass.

Cuando hablemos de una ecuacién de Weierstrass asociada a una curva
eliptica dada FE/K nos referiremos a una ecuacién de Weierstrass que defina
una curva eliptica isomorfa a E/K.

Observemos que las constantes definidas en 4.22 no pueden asociarse di-
rectamente a una curva eliptica dada, sino que dependen concretamente de la
ecuacion de Weierstrass que consideremos, salvo en el caso del invariante j, de
modo que podemos hablar del invariante de una curva eliptica dada, definido
como el de cualquiera de sus ecuaciones de Weierstrass asociadas.

El teorema [EC 2.9] prueba que dos curvas elipticas Eq /K y Es/K tienen el
mismo invariante siy sélo si | g = E, g, aunque esto no implica necesariamente
que F4 =2 E5. Como los cuerpos que vamos a considerar —cuerpos de cocientes
de dominios de Dedekind— no seran algebraicamente cerrados, el invariante no
nos sera apenas de ninguna utilidad.

2La condicién sobre que el cuerpo sea perfecto en el teorema 4.24 sélo es necesaria para
justificar que si hay un punto geométricamente singular, es racional y singular.



Capitulo V

Superficies fibradas

En este capitulo sentaremos las bases del proyecto que hemos esbozado en la
introduccién. En la primera seccién introduciremos y estudiaremos el concepto
de superficie fibrada, que nos permitird reunir en un dnico objeto geométrico a
una curva proyectiva definida por una ecuacién con coeficientes en un dominio
de Dedekind D y sus reducciones médulo los divisores primos de D. En la se-
gunda seccion estudiaremos las explosiones, que son una familia de aplicaciones
birracionales con las cuales podremos eliminar o “resolver” las singularidades
de las superficies fibradas obtenidas de este modo, es decir, podremos obtener
una superficie regular birracionalmente equivalente a una superficie dada. De
momento veremos inicamente casos concretos de resoluciéon de singularidades,
y dejaremos para el capitulo siguiente la discusién del problema general. Una
vez estemos provistos de ejemplos suficientes, dedicaremos la tercera seccién a
estudiar con mas detenimiento las superficies fibradas y terminaremos con una
seccién dedicada integramente a un ejemplo de resolucién de singularidades con
el que ilustraremos los conceptos introducidos hasta el momento.

5.1 Modelos de curvas

Supongamos que tenemos una curva proyectiva C/K definida por una ecua-
cién homogénea F(X,Y,Z) = 0 con coeficientes en un cuerpo K, el cual es,
concretamente, el cuerpo de cocientes de un dominio de Dedekind D. Multipli-
cando la ecuacién por una constante adecuada, podemos suponer que tiene sus
coeficientes en D. En tal caso, ademds del esquema C' = Proy(K[X,Y, Z]/(F)),
podemos considerar también el esquema X = Proy(D[X,Y, Z]/(F)). En esta
seccion vamos a ver como esta idea abre todo un campo de posibilidades para
el estudio de C.

Empecemos recordando los hechos basicos sobre los dominios de Dedekind:

Ante todo, recordemos que un dominio de Dedekind es un dominio integro
D en el que cada ideal propio (es decir, distinto de 0 y D) se descompone de
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forma tinica salvo el orden como producto de ideales primos. Esta definicion
incluye trivialmente a los cuerpos, porque no tienen ideales propios.

El teorema de Dedekind [N 3.9] afirma que un dominio integro D es un
dominio de Dedekind si y sélo si es noetheriano, integramente cerrado y ademas
dim D < 1. Notemos que un dominio integro cumple dim D = 0 si y sélo si es
un cuerpo.

Si D es un dominio de Dedekind y K es su cuerpo de cocientes, cada ideal
primo no nulo p de D induce una valoracién v, en K (la determinada por que,
para cada o € D no nulo, vy,(a) es la multiplicidad de p en el ideal ().

El teorema [N 3.7] implica que el anillo de enteros de v, es la localizacién de
D respecto de p, es decir, tenemos que Dy, = {a € K | vp(a) > 0}.

En otras palabras, D, es lo que se llama un anillo de valoracion discreta.
Los teoremas [N 7.12] y [N 7.13] describen la estructura de estos anillos. En
particular son dominios de ideales principales con un tnico primo no nulo.
Reciprocamente, todo dominio de ideales principales con un tnico primo es un
anillo de valoracién discreta, pues es un dominio de Dedekind (local) y coincide
con la localizacién respecto de su tinico primo no nulo.

Aunque vamos a trabajar unicamente con esquemas de Dedekind afines,
conviene dar la definicién general:

Definicion 5.1 Un esquema de Dedekind es un esquema normal, localmente
noetheriano y de dimensién < 1.

De acuerdo con [E 7.1], consideramos que los esquemas normales son irre-
ducibles (y, por consiguiente, integros) por definicién. Es claro que un esquema
afin S = Esp D es un esquema de Dedekind si y sélo si D es un dominio de
Dedekind.

Si S es un esquema de Dedekind y s € S, entonces Og ¢ es un dominio de
Dedekind local, luego es un dominio de ideales principales. En particular, los
esquemas de Dedekind son regulares.

Si U C S es un abierto, entonces U es también un esquema de Dedekind. El
teorema [E 7.2] nos da que si U es noetheriano entonces Og(U) es un dominio
de Dedekind. Més atn, si S es un esquema integro noetheriano, tenemos que S
es un esquema de Dedekind si y sélo si, para todo abierto afin U C S, el anillo
05(U) es un dominio de Dedekind, si y sélo si, para todo punto cerrado s € S,
el anillo Og ; es un dominio de Dedekind, si y sélo si, para todo punto cerrado
s € 5, el anillo Og s es un dominio de ideales principales.

Ahora introducimos el concepto central en torno al cual gira todo este libro:

Definicién 5.2 Una superficie fibrada sobre un dominio de Dedekind D es un
esquema X /D integro, proyectivo y plano sobre D y de dimensién 2. Diremos
que X/D es una superficie fibrada normal o regular si X es normal o regular
como esquema. Una superficie aritmética es una superficie fibrada regular sobre
un dominio de Dedekind de dimensién 1.
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A la hora de aplicar la teoria de esquemas resulta ttil llamar S = Esp D,
de modo que S es un esquema de Dedekind afin, y podemos escribir indistin-
tamente X/D o X/S. En realidad, los resultados elementales no requieren que
S sea afin. En lo sucesivo, cuando consideremos un esquema de Dedekind S
sobrentenderemos que 7 € S representa su punto genérico.

Observemos que, en virtud de [E 4.54], que X/D sea plano equivale a que el
homomorfismo estructural = : X — S sea suprayectivo. (El caso dim S = 0 es
trivial.)

La fibra X, se llama fibra genérica de X, mientras que las fibras X, donde
s € S es un punto cerrado, se llaman fibras cerradas de X.

Si dim.S = 0, entonces S = Espk, donde k es un cuerpo, tenemos una
Unica fibra y X es simplemente una superficie proyectiva sobre k. Este es el
caso geométrico. Por contraposicién, en el caso en que dimS = 1 (el caso
aritmético) una superficie fibrada puede verse como una familia de curvas, tal
y como se desprende del teorema siguiente:

Teorema 5.3 Sea X/S una superficie fibrada con dim S = 1. Para cada s € S,
la fibra X, es una curva proyectiva sobre k(s). La fibra genérica X,, es integra,
y es normal o reqular si X lo es.

DEMOSTRACION: Por “curva proyectiva” entendemos un conjunto algebraico
proyectivo cuyas componentes irreducibles tienen todas dimensién 1. No supo-
nemos que sea reducido o irreducible. Asi, las fibras X son conjuntos algebrai-
cos proyectivos porque X/S es proyectiva y la proyectividad se conserva por
cambios de base. Ademads son curvas por el teorema 3.9.

Como el homomorfismo estructural X —— S es suprayectivo, el punto
genérico de X pertenece a X,, y es obviamente denso, luego X, es irreduci-
ble. Por otra parte, para cada punto @ € X, = X xg EspOgs,, el teorema
[E 3.47] nos da un isomorfismo Ox @ = Ox, . Esto prueba que la fibra X, es
reducida, luego es integra, y es normal o regular si X lo es. m

Observemos que, en las condiciones del teorema anterior, si S = Esp D
y K es el cuerpo de cocientes de D, tenemos que k(n) = K, luego la fibra
genérica X, es una curva proyectiva sobre K. M4ds atn, en la prueba hemos
visto (tomando como @ el punto genérico de X, que se corresponde con el
de X), que K(X) = K(X,).

Cuando la fibra genérica es geométricamente integra, podemos realizar cam-
bios de base:

Teorema 5.4 Sea X/S una superficie fibrada con dim S =1 y tal que su fibra
genérica X, sea geométricamente integra. Sea S = EspD y sea S’ = Esp D/,
donde D' es un dominio de Dedekind que extiende a D. Entonces X' = X x g5’
es una superficie fibrada sobre S'. Ademds, si s' € S’ y s es su imagen en S, se
cumple que

X = X, Xp(s) Espk(s').
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DEMOSTRACION: Sea p : Xg» — X la proyeccién y sea i : X, — X la
inmersién natural. Obviamente, Xg/ es proyectiva y plana sobre S’, pues estas
propiedades se conservan por cambios de base. Si U C X es un abierto, entonces
Ox (U) es plano sobre D, por lo que el homomorfismo

Ox,, (p~'[U]) = 0x(U) ©@p D' — Ox(U) ®p K(S")

= 0x(U) ®@p K(5) @k sy K(5") = 0x, (i [U]) @k (s) K(S')

es inyectivo y el iltimo anillo es uno de los anillos de la extension de constantes
(Xy) k(s que es una curva integra, por hipdtesis, luego Ox,, (p~tU]) es un
dominio integro. Esto prueba que Xg/ es integra.

Sis’ €S8y seS essuimagen, entonces

Xgrs0 = X x5 58" x5 Espk(s') = X x5 Espk(s')

=X xgEspk(s) xp(s) Espk(s’) = X Xp5) Esp k(s").

El teorema 3.9 aplicado a la fibra genérica nos da que dim Xg = 2, luego
Xg/ es una superficie fibrada. n

En particular, mediante un cambio de base, podemos seleccionar una fibra
cerrada de una superficie fibrada:

Teorema 5.5 Sea X/S una superficie fibrada con dimS = 1, sea s € S un
punto cerrado y sea S = Esp Qg . Entonces X' = X xg S’ es una superficie
fibrada sobre S’ que tiene tinicamente dos fibras: X;] = X, y X, = X,. Ademds,
para cada x € X se cumple que Ox/ 5 = Ox ;.

DEMOSTRACION: Sea S = Esp D, de modo que s se corresponde con un
ideal primo no nulo p de D. Basta aplicar el teorema anterior con D’ = D,.
Observemos que no hace falta suponer que X, es geométricamente integra,
porque ahora D y D’ tienen el mismo cuerpo de cocientes, es decir, K(S) =
K(S"). Esto implica en particular que X; = X, y, como también k(s) = k(s’),
lo mismo vale para la fibra cerrada. La tltima parte del enunciado se sigue del
teorema [E 3.47]. .

Nuestro propésito es estudiar una curva C'/K construyendo ciertas superfi-
cies fibradas X/S cuya fibra genérica sea C. En primer lugar damos nombre a
esto:

Definiciéon 5.6 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K y
sea S = Esp D. Un modelo de una curva proyectiva normal y conexa C/K es
una superficie fibrada normal X/S junto con un isomorfismo X, — C (definido
sobre K).

Diremos que un modelo de una curva es regular, suave, etc. si lo es como
superficie fibrada. Un homomorfismo entre dos modelos X; y Xs de C/K
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es un homomorfismo de esquemas definido sobre S que induce un diagrama
conmutativo
X 1n —> X 2n

AN

C

El punto de partida maés elemental para conseguir modelos de una curva
dada es el siguiente:

Ejemplo Se D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K. Conside-
remos una curva C'/K que sea de la forma

C= PrOY(K[Xv Y, Z]/(F))7

donde F(X,Y,Z) € D[X,Y, Z] es un polinomio homogéneo no constante irredu-
cible en K[X,Y, Z]. Supongamos ademds que el maximo comin divisor (en D)
de sus coeficientes es igual a 1, lo que implica que también es irreducible en
DI[X,Y, Z]. En estas condiciones,

X =Proy(D[X,Y, Z]/(F))

es obviamente un esquema integro proyectivo sobre S = EspD. Sip € S, su
fibra es
Xp = Proy(k(p)[X,Y, Z]/(F)),

donde F es laimagen de F en k(p)[X, Y, Z] (que es no nula porque los coeficientes
de F' son primos entre sf). En particular, todas las fibras son curvas no vacias,
luego el homomorfismo estructural X — S es suprayectivo. El teorema 3.9
nos da que dim X = 2y, en definitiva, concluimos que X/S es una superficie
fibrada.

Segun acabamos de ver, la fibra genérica es la curva C/K, luego lo tnico
que le falta a X/S para ser un modelo de C'/K es ser normal. Esto no tiene por
qué ser cierto en general, sino que dependera de la curva de partida, o incluso
de la eleccién del polinomio F.

Observemos que, en términos clédsicos, las fibras cerradas de X son las re-
ducciones de C'/K mddulo los divisores primos de D. L]

Como complemento a este ejemplo vamos a dar una sencilla condicién sufi-
ciente para que una superficie fibrada sea normal. Nos basaremos en el teorema
siguiente:

Teorema 5.7 Sea D un anillo de valoracion discreta, sea K su cuerpo de co-
cientes y k su cuerpo de restos. Si X/D es un esquema plano tal que Xk es
normal y X es reducido, entonces X es normal.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que X = Esp A es afin, donde A es una
D-algebra plana. Esto hace que el homomorfismo A — A ®p K sea inyectivo



130 Capitulo 5. Superficies fibradas

y A®p K = Ox,. (Xk) es un dominio integro, luego A también lo es. Hemos
de probar que A es integramente cerrado. Sea m = (7) el ideal maximal de D.

Si « es un elemento del cuerpo de cocientes de A entero sobre A, podemos
verlo como un elemento del cuerpo de cocientes de A ® p K entero sobre este
anillo, que es integramente cerrado, luego @ € A ®p K. Esto significa que
a = ar~", para ciertos a € A, r € Z. Podemos suponer que a ¢ m. Basta
probar que r < 0.

En caso contrario, consideremos una relaciéon

a4 an 10"+ 4 ag =0,

con a; € A. Multiplicando por 7™ obtenemos que a™ € m y, como D/m es
reducido, ha de ser a € m, contradiccién. n

Como consecuencia:

Teorema 5.8 Si X/S es una superficie fibrada cuya fibra genérica es normal
y cuyas fibras cerradas son reducidas, entonces X es normal.

DEMOSTRACION: Tomemos s € Sy z € X,. Hemos de probar que el anillo
Ox . es Integramente cerrado.

Sea S" = EspOg, y sea X' = X xg 5’ El teorema [E 3.47] nos da que x
se corresponde con un punto z’ € X’ tal que Ox , = Ox/ 4. Asi pues, basta
probar que X’ es normal.

Si s es el punto genérico de S, entonces X’ es la fibra genérica, luego es
normal por hipétesis. Si s es un punto cerrado, entonces X'/S’ es una superficie
fibrada cuya fibra genérica es normal y cuya fibra cerrada es reducida. Por el
teorema anterior concluimos que X’ es normal. L]

Ejemplo Sea D un dominio de Dedekind, sea K su cuerpo de cocientes y
sea E/K una curva eliptica definida sobre K. Consideremos una ecuacién de
Weierstrass

Y24+ a1 XY + a3y = X3 4+ ao X% + au X + ag

asociada a E/K con coeficientes en D. (Observemos que, mediante un cambio
de variables de la forma X = v?X’, Y = «?Y’, siempre podemos transformar
una ecuacién de Weierstrass arbitraria en otra con coeficientes de D.) Sea
S = Esp D y sea W/S la superficie fibrada asociada a (la homogeneizacién de)
la ecuacion segun el ejemplo anterior.

La fibra genérica de W es la curva eliptica E/K, que es normal, y las fibras
cerradas son las reducciones de dicha curva médulo los divisores primos de D.
En particular son curvas proyectivas sobre cuerpos definidas por ecuaciones de
Weierstrass, luego son integras. Por el teorema anterior, W es normal, luego es
un modelo de E/K. n
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Definicién 5.9 Sea D un dominio de Dedekind, sea K su cuerpo de cocientes
y sea S = EspD. Un modelo de Weierstrass W/S es una superficie fibrada
determinada por una ecuacién de Weierstrass con coeficientes en D (con discri-
minante no nulo) segin el ejemplo anterior.

M4s precisamente, diremos que W/S es un modelo de Weierstrass de una
curva eliptica E/K si W/S es un modelo de Weierstrass y su fibra genérica es
isomorfa a E/K.

Notemos que una misma curva eliptica admite diversas ecuaciones de Weiers-
trass con coeficientes en D y, por consiguiente, diversos modelos de Weierstrass
sobre S. No obstante, observemos que si un cambio de variables

X =u?’X"+r, Y =u’Y +sulX' +t

cumple que r, s, t, u € D y u es una unidad en D, entonces el cambio in-
verso tiene también sus coeficientes en D, por lo que induce un automorfismo
de D[X,Y,Z], el cual induce un automorfismo de W. Esto significa que si
dos ecuaciones de Weierstrass con coeficientes en D se relacionan mediante un
cambio de variables en estas condiciones, ambas definen el mismo modelo de
Weierstrass.

Vamos a describir con més detalle los modelos de Weierstrass. Para empezar,
llamemos o,, = (x,z) € W. Observemos que o, es ciertamente un ideal primo,
pues, como F € (X, Z), se cumple que o, = (X, Z)/(F), luego

Dlz,y,z]/o, = D|X,Y,Z])/(X,Z) = D[Y],

que es un dominio fntegro. Llamemos O = {o,}, la clausura de {o,} en la
topologia de Zariski de W, que no es sino el conjunto de los puntos de W que
contienen a o,. Tomemos un punto P € O y sea p su imagen en S = Esp D (tal
vez p = 0). Esto significa que N D = p. En particular, p + (z, z) C . Ahora
bien, se ha de dar la igualdad, pues ‘P estd generado por elementos homogéneos
de D[z,y, z], y un generador homogéneo que no esté ya en p + (z, z) ha de ser
de la forma dy™, donde d € D \ p. Como PN D = p, ha de ser d ¢ P, luego
y € B, pero entonces (z,y, z) € B, lo cual es imposible.

Si llamamos o, = p + (z, 2), es claro que o, € W, y acabamos de probar
que ONW, = {0, }. Més concretamente, si tenemos en cuenta que la inmersién
W, — W es el homomorfismo inducido por el homomorfismo

Dlz,y,z] — k(p)[z,y, 2],

vemos que el punto q € W, cuya imagen es o, contiene a = y a z, luego ha de
ser el punto infinito de W,.

Por 1ltimo, observemos que el hecho de que los generadores x, ¥, z cumplan
la ecuacién de Weierstrass implica que = € (2), luego o, = (2). Con esto hemos
probado lo siguiente:
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Teorema 5.10 Sea W/S un modelo de Weierstrass, para cada s € S, sea oy el
punto infinito de Wy y consideremos el cerrado O = {o,} C W. Entonces, para
todo s € S se cumple que O N Wy = {os}. Ademds, 0, = (z), luego O =V (z) y
W\ O = D(z), por lo que podemos identificar el abierto W \ O con el esquema
afin

U = Esp(D[X, Y]/(f))
donde f(X,Y) € DIX,Y] es la ecuacion de Weierstrass deshomogeneizada.

Esto nos permite estudiar los modelos de Weierstrass en términos de un
esquema afin tan pronto como podamos desentendernos de los puntos infinitos.
Observemos ahora que si p € S es un punto cerrado, entonces

k(p)lz, y] = k(p)[X, Y]/ () = (D/p)[X,Y]/(f) = DIX,Y]/(p+(f)) = Dlz,y]/p.

Esto implica que si tenemos representado un punto de U, en términos de
un ideal (f1(z,9y),..., fo(x,y)), con f; € D[X,Y] (de modo que f;(X,Y) es su
imagen en k(p)[X,Y]), entonces, como punto de U se corresponde con el ideal

p+ (fl(xvy)’-~'afn('r7y))'

Ejemplo Consideremos el modelo de Weierstrass W/Z correspondiente a la
ecuacion
Y2 =X"+6.

Su discriminante es A = —26 . 3% luego W tiene exactamente dos fibras
singulares, Wy y W3. La fibra W5 es la curva definida sobre Z/27Z por la ecuacién
Y? = X3, cuyo punto singular, visto como punto de U, es ps = (x,%) el cual,
como punto de U es ps = (2, z, ).

Similarmente, la fibra W3 es la curva definida por la misma ecuacién que Us,
pero ahora considerada sobre el cuerpo Z/3Z, y su punto singular es ps = (z,y),
que, como punto de U, es ps = (3, z,y). "

Consideremos ahora un modelo de Weierstrass correspondiente a una ecua-
cién de discriminante A # 0 y sea p € S un punto cerrado. La fibra W,
es la cubica definida por la reduccién de la ecuacién médulo p, luego serd
geométricamente regular salvo si p | A, en cuyo caso tendrd un tnico punto
geométricamente singular. Teniendo en cuenta que W/S es plano, los puntos
geométricamente regulares en su fibra son, por definicién, los puntos suaves
de W. Como A sélo puede ser divisible entre un ndmero finito de primos,
concluimos que todos los puntos de W son suaves salvo a lo sumo un ndmero
finito de ellos, uno en cada una de las fibras correspondientes a los primos de D
respecto a los que la ecuacion tiene mala reduccion. Ademds, ninguno de estos
puntos excepcionales estéd en el cerrado O de los puntos infinitos.

Los puntos de W que no son suaves son, de hecho, singulares en su fibra,
pero eso no significa necesariamente que sean singulares en W. Vamos a dar un
criterio sencillo que determina cudndo se da el caso.
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Sea p € S un punto cerrado tal que la fibra W, sea singular. Su punto
singular es finito y racional, lo cual significa que es un ideal maximal de la
forma (x — 7,2 — t) C k(p)[x,y], para ciertos r, t € D. El cambio de variables
X' '=X+r, Y =Y+t nos transforma la ecuacién de Weierstrass (sin cambiar
el modelo W) en otra para la cual el punto singular de W, es (z,y), lo cual
equivale a que p | ag, a4, ag. (Ver la prueba del teorema 4.24.)

Teorema 5.11 Sea D un dominio de Dedekind, sea S = Esp D, sea W/S un
modelo de Weierstrass y sea p un divisor primo de D tal que p | a3, a4, ag, de
modo que la fibra W, tiene un (dnico) punto singular P. Se cumple que P es
reqular en W si y sélo si p? { ag.

DEMOSTRACION: Sea S” = Esp Og, = Esp D, y sea
W'=W xg S = Proy(D,[X,Y, Z]/(F)),

donde F es la ecuacién de Weierstrass, luego W’ es también un modelo de
Weierstrass correspondiente a la misma ecuacién, pero ahora sobre Dy,. Ademas,
el teorema [E 3.47] nos da que P se corresponde con un punto P’ € W’ tal que
Ow,p = Ow~ p,. Como la regularidad de P es, por definicién, la regularidad del
anillo Ow, p, vemos con esto que no perdemos generalidad si suponemos que D
es un dominio de Dedekind local, de modo que p = (7) es un ideal principal.

Podemos trabajar en el abierto afin U de W definido por la ecuacién de
Weierstrass afin. La fibra Uy, /k(p) es la curva definida por la ecuacién de Weiers-
trass

Y24+ a1 XY = X3 4+ a3, X2,

cuyo punto singular es el ideal (x,y) de k(p)[z,y], que se corresponde con el
ideal (7, z,y) de Dz,y]. Es claro que dim Ow p = 2, luego P es regular en W
si y sélo si (m,z,y) admite un generador con dos elementos.

Si p? { ag, entonces ag = e, donde € es una unidad de D. Los generadores
x, y cumplen la ecuacién de weierstrass

y2 + a1y +asy = 2+ ang + asx + ag

y en ella podemos sustituir ag = em y despejar 7, lo que prueba que 7 € (z,y),
luego (z,y,7) = (x,y), con lo que P es regular.

Supongamos ahora que p? | ag. Ahora hemos de ver que 7, Z, S mp/m2
son linealmente independientes sobre k(p) = D[z, y]/p. Tomemos &, 3, 7 € k(p)
y supongamos que a7 + (T + 7y € m%. Esto significa que

am + Bz + vy = u/v,

con u € (m,z,y)% v ¢ (m,2,y). Sea f la ecuacién de Weierstrass (afin), de
modo que
Dlz,y] = DX, Y]/(f).

Pongamos que u = U, v = V, de modo que

Viam +BX ++Y) - U € (f).
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Teniendo en cuenta que 7 | as, a4, ag, es claro que f € (7, X,Y)?, luego
V(arm + X +7Y) € (7, X2, Y%, XY, 71X, 1Y),

donde V ¢ (7,X,Y), lo cual significa que es un polinomio con término in-
dependiente no divisible entre m. Es claro entonces que 7 | «a, (3,7, luego

a=p=7=0. .

Ejemplo Consideremos el modelo de Weierstrass W/Z correspondiente a la
ecuacién
V? = X% +2X%+6.
El discriminante es A = —26 - 3. 97, luego las fibras singulares son Wa, W
y Wyr. que son las curvas dadas por las ecuaciones siguientes:

Wa: Y?2=X3 Ws: Y2=X2%X+2), Wor: Y?=(X+66)*(X-+64).

En el caso de W, el punto singular es claramente (2, x,y). Como 2% 16, el
teorema anterior prueba que el punto es regular en W. El punto singular de W3
es (3,x,y), y nuevamente concluimos que es regular en W.

El punto singular de Wy7 es (97,2 — 31,y), y el cambio X = X' + 31 trans-
forma ag en

ag = ag +r2ay + 13 =6 +312-2+ 313 =3.97-109.

Como no es divisible entre 972, este punto también es regular en W, y
concluimos que el modelo W/S es regular, es decir, es una superficie aritmética.
| |

Ejemplo Consideremos ahora el modelo de Weierstrass W/Z dado por la
ecuacion
Y?=X>+2X" +4.

El discriminante es A = —2% - 5.7, por lo que hay tres fibras singulares. El
punto singular de W5 es (2, z,y), pero ahora resulta que es singular en W, ya
que 22 | ag. El punto singular de W5 es (5,7 — 2,y), y es regular en W, pues el
cambio de variable X = X’ + 2 transforma ag en

ag = ag +72ag 4+ 13 = 20.

El punto singular de W7 es (7,2 — 1,y), que también es regular, pues ahora
ag = 7. Asi pues, W tiene tres puntos no suaves, pero sélo un punto singular.
| |

Vemos asi como las curvas elipticas de los dos ejemplos anteriores tienen la
misma reduccién médulo 2, a saber, la ciibica singular Y2 = X? vy, sin embargo,
acabamos de encontrar una diferencia entre ellas: la primera define un modelo de
Weierstrass regular sobre Zy mientras que la segunda define un modelo singular.
El ejemplo siguiente muestra que, cuando el modelo de Weierstrass es singular,
podemos encontrar otro modelo de la misma curva que sea regular:
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Ejemplo Sea W/Zs el modelo de Weierstrass de la curva eliptica F/Q dada
por la ecuacion
Y%= X?+25.

Observemos que el anillo Z5 es un anillo de valoracién discreta, por lo que
W tiene tnicamente dos fibras: la curva eliptica sobre Q determinada por la
ecuacion y su reduccion médulo 5. Vemos que ésta tiene un punto singular
p = (5,z,y). Consideremos, por otra parte, la superficie fibrada

X = Proy(Zs[X,Y, Z]/(Y?Z — 5X® — Z%)).
Su fibra genérica es la curva proyectiva X,,/Q definida por la ecuacién
Y2Z =5X3 + 73

El cambio de variables X = 5X’, Y = 5Y’, Z/ = Z determina un automor-
fismo de Q[ X, Y, Z] que transforma la ecuaciéon de Weierstrass Y27 — X3 —2523
en 25(Y2Z — 5X3 — Z3), este automorfismo induce a su vez un isomorfismo!
X, =E.

Por otra parte, la fibra cerrada X5 es la curva proyectiva sobre K = Z/5Z
determinada por la ecuacién

Z(Y + Z)(Y — Z) = 0.

Se trata de una curva plana reducida, con tres componentes irreducibles, las
tres isomorfas a P,lc, luego todos sus puntos son geométricamente regulares salvo
el punto de interseccidén, que es ¢ = (5, y, z), que es necesariamente singular, pues
por él pasan las tres rectas. Asf pues, todos los puntos de X/Zs son suaves (y,
en particular, regulares) excepto g. Por otra parte, el teorema 5.8 nos da que
X/Zs es normal, luego X/Zs es también un modelo de la curva E/Q.

Sin embargo, a diferencia de W/Zs, resulta que X/Zs es regular. En efecto,
s6lo hemos de probar que g es regular, para lo cual podemos restringirnos al
abierto afin U/S que resulta de deshomogeneizar la ecuacién respecto de X:

Y27 — 73 = 5.

Como punto de U, tenemos igualmente que q = (5, v, z), y lo mismo es cierto
si consideramos a g como punto de Ox 4. La regularidad equivale a que podamos
eliminar un generador, pero la ecuacién muestra que 5 € (y, 2), luego q = (y, 2)
y concluimos que q es regular en X. L]

5.2 Explosiones

Las explosiones son una familia muy amplia de homomorfismos birracionales
entre esquemas, que, segun veremos, nos permitiran resolver las singularidades

INotemos que esto implica que la ecuacién es irreducible en Q[X,Y, Z] y, como sus coefi-
cientes son primos entre si, también lo es en Z5[X,Y, Z], lo que justifica que X es realmente
una superficie fibrada.
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de las superficies fibradas, es decir, transformar una superficie fibrada singular
en otra regular. Empezamos definiéndolas en el caso de esquemas afines.

Sea A un anillo noetheriano e I un ideal de A. Consideramos la A-dlgebra
graduada

A=@pI,

d>0
donde entendemos que I° = A. Pongamos que I = (f1,..., fn), y vamos a iden-
tificar cada f; con el correspondiente elemento de Ay, es decir, con (f;,0,0,...),
mientras que llamaremos t; = (0, f;,0,0,...) € A;. Es claro que ty,...,t, son
un generador de A como A-dlgebra. Observemos también que si P(T7y,...,T,)
es un polinomio homogéneo con coeficientes en A, entonces P(ty,...,t,) = 0 si

y sélo si P(f1,...,fn) =0.

Definicién 5.12 Si X = Esp A es un esquema afin noetheriano y C' es un
subesquema cerrado, que serd de la forma C' = Esp(A/I), para cierto ideal I,
llamaremos ezplosidn de X con centro (o sobre) C' al esquema X = Proyzzlv. La
estructura de A-dlgebra de A determina un homomorfismo 7: X — X.

Veamos algunas propiedades:

a) X = @ siy sblo si I es nilpotente (lo que equivale a que Creq = Xyed)-

En efecto, X =osi y solo si todos los t; son nilpotentes, lo que equivale
a que lo sean todos los f;, lo que equivale a que lo sea I.

b) A es reducido o integro si y sélo si lo es A.

Una implicacién es obvia. Pongamos que A es integro pero que a, b € A
cumplen ab = 0, pero a # 0 # b. Sean a,, y b, sus componentes ho-
mogéneas de mayor grado. Entonces a,,b, = 0 (en A) y ambos facto-
res son no nulos, contradiccién. El argumento para anillos reducidos es
andlogo.

¢) Sea B una A-élgebra plana y sea Bla B-algebra graduada asociada a al
ideal IB. Entonces B = B ®4 A.

En efecto, 19 ®4 B = I*B = (IB)4, por lo que

B~ PI'esB~ A%, B.
d>0

d) Si I estd generado por un elemento regular fi, entonces A= A[X], por lo
que X = X.

En efecto, el homomorfismo ¢ : A[X] — A dado por X — t; es clara-
mente un isomorfismo.
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)

En general, consideremos el epimorfismo ¢ : A[Xy,...,X,] — A dado
por X; — t;. Si llamamos z; = X; /X7, tenemos que ¢ induce un epimor-
fismo ¢1 : Alxa,...,z,] — E(tl) dado por z; — t;/t;. Vamos a probar
que un polinomio P € Alxa,...,z,] estd en el nicleo de ¢; si y sélo si
existe un d > 0 tal que fiP € (fiza — fo,- -\ f1iTn — fn)-

En efecto, es claro que cada fix; — f; estd en el niicleo de ¢, luego si f¢P
estd en el ideal generado por estos polinomios, entonces f{¢;(P) = 0.
Pongamos que ¢1(P) = u/t}, donde u € I"™. Entonces ¢ fiu = 0, para
cierto m > 0, luego ff”rdu =0, luego ¢1(P) = 0.

Consideremos ahora un polinomio P arbitrario. Dividiendo en el anillo
Ay [x3,. .., 2] [x2] podemos descomponer

P = Qu(zas. .. wn)(fiza — f2) + Ri(za,. .., 20),

para ciertos polinomios @)1, Ry con coeficientes en A y cierto d; > 0.
(Notemos que para que exista la divisién euclidea f; ha de ser una unidad.)
Ahora dividimos R; entre fizs — f3 y, tras un ndmero finito de pasos,
llegamos a que

£ip = é Qi(fizi — fi) +a,

para cierto a € A y cierto d > 0.

Si P estd en el nucleo de ¢, entonces a es nulo en g(tl), luego existe un
r > 0 tal que tja = 0, lo que equivale a f{'a = 0. Multiplicando por f{ la
igualdad anterior obtenemos otra igual pero con a = 0.

Consideremos ahora el homomorfismo ¢ : Alzs, ..., z,] — Ay, dado por
x; — fi/f1. El mismo razonamiento anterior nos da que su nicleo es el
mismo que el de ¢, luego A(tl) es isomorfo a la subalgebra de Ay, generada
por los elementos f;/fi.

En particular, si X es un esquema integro y ningun f; es nulo, el esquema
X es la unién de los abiertos principales U; = D(t;), que son de la forma
U; = Esp A;, donde A; es la A-dlgebra generada por los f;/ f; en el cuerpo
de cocientes de A.

Consideremos el ideal homogéneo J = (f;X; — f;Xi)i,;, que claramente
estd contenido en el nicleo de ¢, y llamemos Z = Proy(A[X1,..., X,]/J),
que es un subesquema cerrado de Pz_l y ¢ induce una inmersién cerrada
X — Z. Vamos a probar que si Z es integro y fi,..., f, es un generador
minimal de I, entonces X = 7.

Para ello basta probar que la inmersién cerrada entre los abiertos principa-
les determinados por t; y X;, respectivamente, lo que equivale a comprobar
que ¢ induce un isomorfismo

(A[X1, - Xl /D) (x) =2 Ay



138 Capitulo 5. Superficies fibradas

No perdemos generalidad si suponemos ¢ = 1. El miembro izquierdo es
igual a Alzs,...,2z,]/J1, donde Ju = (fix; — fjz;)i;, entendiendo que
x1 = 1. Este ideal coincide con J| = (fiz; — f;);>2, pues, médulo Ji, se
cumple que f; = fiz;, para j > 1, luego fiz; — f;z; = fiziz; — frzjz; = 0.
Hemos de probar que Jj es el nicleo de ¢4, el cual, segiin hemos probado,
est4 formado por los polinomios P tales que f{!P € J;. Como Z es integro,
sabemos que J; es primo, luego basta probar que f; ¢ Ji, pues entonces
la condicién f¢P € Jj equivaldra a P € Jj. Ahora bien, si f; € J|,
entonces es combinacién lineal de los polinomios fiz; — f; (con coeficientes
polinémicos). Igualando los términos independientes obtenemos que f; es
combinacién lineal de fs,..., f, con coeficientes en A, lo que contradice
la hipdtesis de que f1,..., fn es un generador minimal de I.

En realidad el concepto de explosién que hemos considerado hasta ahora es
la versién local del concepto general que construiremos a continuacion.

Definicién 5.13 Sea X un esquema. Una Ox-algebra graduada B es un haz
cuasicoherente de O x-dlgebras con una graduaciéon B = @ B,,, donde los B,
son O x-moédulos cuasicoherentes. n=0

Teorema 5.14 Sea X un esquema y B una Ox-dlgebra graduada. Entonces
existe (salvo isomorfismo) un dnico X -esquema f : Proy B — X tal que existe
una familia de isomorfismos hy : f~U] — Proy B(U) compatible con las
restricciones, donde U recorre los abiertos afines de X.

DEMOSTRACION: En primer lugar observemos que si U C X es un abierto
afin, entonces B(U) es una O x (U)-algebra graduada, luego existe un homomor-
fismo natural Proy B(U) — U. Vamos a ver que si V' C U son abiertos afines
en X, entonces existe un isomorfismo natural Proy B(V) = Proy B(U) xy V.
Esto nos da a su vez una inmersién abierta

Proy B(V) = Proy B(U) xy V — Proy B(U) xy U = Proy B(U).

M4s precisamente, Proy B(V) se identifica as{ con la antiimagen de V' en
Proy B(U). Es con estas inmersiones con las que han de ser compatibles los
homomorfismos hy del enunciado. Por otra parte, conviene observar que es-
tas inmersiones no son sino los homomorfismos inducidos por la restriccion
B(U) — B(V), que es un homomorfismo graduado.

Supongamos en primer lugar que V' = D(a), para un cierto a € Ox(U).
Entonces Ox (V) = Ox (U)o y B(V) = B(U), = B(U) ®ow) Ox(V), y basta
aplicar el teorema [3.48].

Si V' C U es un abierto afin arbitrario, podemos cubrirlo por abiertos prin-
cipales W C U, que seran también principales en V. Por la parte ya probada,
los esquemas Proy B(W) se identifican con los esquemas Proy B(V) xy W, que
forman un cubrimiento abierto de ProyB(V) xy V. = V vy, por otra parte,
se identifican con los esquemas Proy B(U) xy W, que forman un cubrimiento
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abierto de Proy B(U) xy V. Estos isomorfismos se extienden a un isomorfismo
V = ProyB(U) xy V.

Pasemos ya a la prueba del teorema. La unicidad es inmediata, y los resul-
tados que acabamos de obtener prueban la existencia cuando X es afin, pues en
tal caso basta tomar Proy B = Proy B(X).

También es inmediato que si existe Proy B y U C X es un abierto arbitrario,
entonces existe Proy(B|y) = (ProyB) xx U. (Si V C U es un abierto afin, su
antiimagen en Proy (B|y) es (Proy B) X x V, que se identifica con su antiimagen
en Proy B y, por consiguiente, con Proy B(V) = Proy B|y(V).)

Todo esto implica que existe Proy B|y, donde U recorre todos los abiertos
de X contenidos en un abierto afin. Ahora consideramos la familia {U;}; de
todos los abiertos afines de X, que determina a su vez la familia de esquemas
m; » X; = Proy B(U;) — U; C X, definidos sobre X.

Consideramos X;; = 7, YU n Uj], que es un subesquema abierto de X; que
cumple las condiciones de ProyB|UmUj. La unicidad nos da un isomorfismo
fij + X35 — Xj;. Mds concretamente, existe un tnico isomorfismo f;; tal que,
para cada abierto afin W C U; NUj, se restrinja a la identidad en Proy B(W) a
través de las inmersiones candnicas

Proy B(W) = Proy B(U;) xy, W — Proy B(U;) xy, U; = Proy B(U;),
Proy B(W) = Proy B(U;) xy, W — Proy B(U;) xu, U; = Proy B(Uj).

Esta unicidad hace que se cumplan las hipétesis del teorema [3.40], que nos
da un esquema f : Proy B — X que contiene como subesquemas abiertos a
los esquemas Proy B(U). Mas concretamente, Proy B(U) = f~1[U], pues si un
punto P € Proy B cumple que f(P) € U, entonces existe un abierto afin V' tal
que P € Proy B(V), luego existe un abierto afin tal que P € W C UNV, luego
P € f|;' W] = Proy B(W) C Proy B(U). Esto prueba el teorema. "

Definicién 5.15 En las condiciones del teorema anterior, si ¥ = ProyB y
U C X es un abierto afin, en Proy B(U) tenemos definido el haz inversible
O(1) y, si V.C U es otro abierto afin, se comprueba que O(1) se restringe al
correspondiente haz de Proy B(V). (Basta probarlo cuando V es un abierto
principal de U, en cuyo caso conocemos explicitamente la inmersién abierta.)
Esto hace que los haces O(1) se extienden a un haz inversible en Y, al que
llamaremos Oy (1). Notemos que Oy (1) no depende unicamente del esquema
Y, sino de la O x-algebra B.

Ejemplo Si X es un esquema arbitrario, llamamos Ox|[Tp,...,T;] a la Ox-
algebra graduada determinada por que, para cada abierto U C X, se cumple
que (Ox[To,...,T:])({U) = Ox(U)[To,...,Tr], con las restricciones inducidas
por las restricciones de X. Sea P = Proy(Ox[Ty,...,Ty]) ym: P — X el
homomorfismo estructural. Entonces, P estd determinado por que, para cada
abierto afin U C X, se cumple que

Op(r~'[U]) = Proy(Ox (U)[Tp, ..., T;]) = Py -
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Obviamente esto lo cumple el espacio Py, luego, por la unicidad, concluimos

que P% = Proy(Ox[To,...,T;]). Teniendo en cuenta la definicién anterior y las
observaciones tras la definicién [5.49], es claro que el haz Opr (1) es el mismo
en el sentido de ambas definiciones. "

Definiciéon 5.16 Sea X un esquema localmente noetheriano y sea Z un subes-
quema cerrado, determinado por un haz coherente J de ideales de O x. Llamamos
explosion de X con centro Z al esquema X = Proy @ J" — X, entendiendo
que 79 = Ox. n>0

Notemos que si X es afin entonces J = f, para cierto ideal I de Ox(X), y
entonces X coincide con el definido en 5.12. Mds alin, por el teorema anterior,
si U C X es un abierto affn, entonces la restriccién de 7 : X — X a 7 1[U]
es la explosiéon de U con centro Z N U (con la estructura de subesquema ce-
rrado determinada por J|¢7). En otros términos, toda explosién es localmente la
explosién de un esquema afin.

Veamos ahora las propiedades basicas de las explosiones, para lo que conviene
introducir la notacién siguiente:

En general, si f : Y — X es un homomorfismo de esquemas e J es un haz
cuasicoherente de ideales de O x, entonces tenemos un homomorfismo canénico
1 — f*Ox = Oy. Llamaremos JOy a su imagen.

Teorema 5.17 Sea X un esquema localmente noetheriano, sea Z un subes-
quema cerrado determinado por un haz cuasicoherente J de ideales de Ox y
llamemos m: X — X a la explosion de centro Z. Entonces:

a) m es un isomorfismo si y solo si I es inversible.
b) m: X — X es un homomorfismo propio.

c) Si f:Y — X es un homomorfismo plano de esquemas localmente noe-
therianos y p: Y — Y es la explosién de'Y con centro en el subesquema
determinado por IOy, entonces Y = X xx Y.

d) T se restringe a un isomorfismo 1 X \ Z] — X \ Z.

e) Si X es integro, X también lo es, y si J £ 0 entonces m es birracional vy,
por consiguiente, dim X = dim X.

f) 305 = 0%(1). En particular IO es un haz inversible.

g) Si X es afin, entonces O (1) es muy amplio respecto a .

DEMOSTRACION: a) Si J es inversible, entonces X puede cubrirse por abier-
tos afines U tales que J(U) estd generado por un elemento regular, luego la
propiedad d) tras la definicién 5.12 nos da que 7 es un isomorfismo.

Si 7 es un isomorfismo, la propiedad f) de este teorema (cuya prueba no usa
este apartado) implica que JO 5 = J es inversible.
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b) Si X es afin, entonces 7 es obviamente proyectivo, luego propio sobre X.
Ser propio es local en la base, luego todas las explosiones son propias.

¢) Sea U C X un abierto afin y V' C f~![U] un abierto afin. La propiedad c)
tras la definicién 5.12 implica que VU xgV = U X x V. Los dos miembros
son abiertos en Y y X X x Y, respectivamente, y al variar U y V cubren ambos
esquemas. Es facil ver que los isomorfismos son consistentes entre si, por lo que
se extienden a un isomorfismo entre los espacios completos.

d) Sea U = X \ Z. Entonces J|y = Ox, luego a) implica que la explosién
U=

U] — U es un isomorfismo.

e) La propiedad b) tras la definicién 5.12 implica que X es localmente integro.
Basta probar que es conexo. Si X=U UV, donde U y V son abiertos no vacios,
entonces ha de ser 7~ 1[X \ Z] C U. Tomemos P € V, de modo que 7(P) € Z,
sea W un entorno afin de 7(P), que necesariamente cortard a X \ Z. Cualquier
punto @ € W\ Z tiene una antiimagen @' € U, pero entonces es claro que
7~ [W] no puede ser conexo, pero ha de serlo por la propiedad b) citada.

SiJ # 0 (puesto que X es integro) la propiedad a) tras la definicién 5.12 im-
plica que 771[ X\ Z] # @, luego T es birracional. La igualdad de las dimensiones
se sigue del teorema 3.10.

f) No perdemos generalidad si suponemos que X = Esp A, en cuyo caso J =
I,donde I = (f1,..., fn) es un ideal de A. A partir de aqui usamos la notacién
previa a la definicién 5.12. Sea U; = D(t;), la restriccién 7|y, : Uy — X se
corresponde con el homomorfismo natural A — A,).

Por otra parte, (7*9)(U;) = I®4 g(ti), de donde se sigue que (J(‘);()(Ui) es el
ideal de ﬁ(ti) generado por fi,..., f,. Ahora bien, como f; = fi(t;/t;), resulta
que (JO5)(U;) estd generado por f;, mientras que el O (U;)-médulo O(1)(U;)
esta generado por t;. Las relaciones

fi = fitj/t:), tj = ti(t;/t:)

implican que los isomorfismos dados por f; — t; se extienden a un isomorfismo

g) Mantenemos la notacién del apartado anterior. El epimorfismo natural

AlXy,..., Xn]) — A induce una inmersién cerrada i : X — Pﬁfl, y es claro
que i*OPZa(l) =0z(1). "

Ahora demostraremos que la explosion de un esquema proyectivo es proyec-
tiva. Para ello necesitamos un resultado previo.

Teorema 5.18 Sea X un esquema, B una Ox-dlgebra graduada y N un haz
inversible en X. Sea C la Ox-dlgebra graduada dada por C, = N" ®¢, B,.
Entonces existe un isomorfismo p : Proy B — Proy C tal que p*Oproye(l) =
OProy'B(l)-



142 Capitulo 5. Superficies fibradas

DEMOSTRACION: Es facil ver que C tiene una estructura natural de Ox-
dlgebra graduada. Sea {U;} un cubrimiento de X por abiertos afines tales que
existen isomorfismos ¢; : N|y, — Op,. Estos inducen claramente isomorfismos
de Ox (U;)-dlgebras ; : Cly, — Bly,, que a su vez inducen isomorfismos de
esquemas p; : (Proy B)|y, — (Proy €)|y,. Si partimos de otros isomorfismos
¢} llegamos a otros isomorfismos p}, de forma que p} o pi_1 es el automorfismo
inducido por ¢} o (;5;1 : Oy, — Oy,, que necesariamente estd inducido por la
multiplicacién por un a; € Ox(U;)*. Ahora bien, es claro que esto induce la
identidad sobre Proy B(U;) (induce la identidad en cada anillo B(U;)(¢)), luego
concluimos que p; = pl. Teniendo esto en cuenta es ficil ver que los p; se
extienden a un isomorfismo p, como indica el enunciado. La ultima igualdad se
sigue de una comprobacién rutinaria a partir de la construccién. L]

Teorema 5.19 Sea A un anillo noetheriano y X/A un esquema cuasiproyectivo
sobre A. Sim: X — X es una explosion con centro en el subesquema cerrado
asociado a un haz de ideales J, entonces m es proyectivo sobre A y JO5 es un
haz muy amplio para .

DEMOSTRACION: Sea N un haz amplio en X. Sustituyéndolo por una poten-
cia, podemos suponer que N ®¢, J tiene un generador global. (Observemos que
J es finitamente generado, pues X es noetheriano.) Consideremos la O x-dlgebra

C=P N"®o, ).
n>0
(Notemos que la primera potencia se refiere al producto tensorial, mientras que
la segunda al producto de ideales.) El teorema anterior nos da un isomorfismo
p X — Proy €. Llamemos f : ProyC — X al homomorfismo natural.
El hecho de que €; tenga un generador global implica (por el teorema [5.32])
que existe un epimorfismo ngl — ©y. Este epimorfismo induce a su vez un
epimorfismo Ox[Ty,...,T;] — C, el cual induce a su vez una inmersién cerrada

i: Proy ¢ — P,

de modo que i*Opr (1) = Oproye(l). Ahora basta considerar el isomorfismo

p : X — Proy € dado por el teorema anterior, con el que podemos formar la

inmersién cerrada j = poi : X — P%, que estd definida sobre X y cumple

que j*Opr (1) = Okv(l). "
Ahora es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 5.20 Si X/S es una superficie fibrada y 7 : X — X esla explosion
de X respecto de un subesquema cerrado distinto del propio X, entonces X /S
es una superficie fibrada.

DEMOSTRACION: El teorema 5.17 nos da que X es un esquema integro de
dimensién 2, acabamos de ver que X /S es proyectivo y, como el homomorfismo
estructural es suprayectivo, es plano. ]

Finalmente estamos en condiciones de manejar ejemplos de explosiones con
una relativa “facilidad”. Empezamos con el caso de una curva:
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Ejemplo Counsideremos la curva C/k definida por la ecuacién
Y2+ a1 XY = X3 4+ as X2

(Se trata de una ecuacién de Weierstrass con ag = a4 = ag = 0, lo cual equivale
a que la curva sea singular en el punto (0,0).) Vamos a calcular la explosién
7 :C — C con centro en el punto singular. En principio sabemos que C es
una curva proyectiva integra y que m es un homomorfismo birracional, nece-
sariamente finito (todo homomorfismo entre curvas proyectivas es constante o
finito). Vamos a probar que Ces normal, con lo que sera la normalizacién de C'.
En otras palabras, mediante la explosién habremos “resuelto la singularidad”
de C', en un sentido que precisaremos mas adelante.

Puesto que la explosion es un isomorfismo fuera de la fibra del punto singular,
basta probar que las antiimagenes de dicho punto son regulares en X. Por
consiguiente, basta estudiar la explosién del abierto afin U formado por los
puntos finitos de C. Como punto de U = Esp k[z, y], el punto singular es m =
(z,y). Para ajustarnos a la notacién empleada en la definicién 5.12, llamamos
A = klz,y], fi = =, fo = y y llamamos t; = z, t = y a los elementos
correspondientes de grado 1 en A. Segun la propiedad g tras la definicién 5.12,
sabemos que U = D(t1) U D(t2). Ahora bien, la relacién

t% + altltg = flt% + GQt%

implica que V(t1) = @, ya que si t; pertenece a un ideal p € Proyg, entonces
también t3 € p, luego to € p, lo cual es imposible. As{ pues, U= V(t1). La
misma propiedad g nos da que U = Esp klz,y,y/x] = Esp k[, t], donde t = y/x.
Obviamente, x, t cumplen la ecuacién que resulta de sustituir Y = X7T en la
ecuacion de C:
X3(T? 4+ a1 T —ay — X) = 0.

Como k[z,t] es un dominio integro, podemos eliminar el primer factor, y nos

queda que x, t cumplen la ecuacién

X :T2+G1T7(12.
Claramente es irreducible, luego
U =Esp (k[X,T)/(X —T? — aiT + as)) .

El hecho de que X pueda despejarse en la ecuacién se traduce en que la
proyeccién inducida por la inclusién k[T] — k[x,t] sea un isomorfismo, cuyo
inverso estd inducido por el homomorfismo k[z,t] — k[T] dado por las susti-
tuciones x +— T2% — a1 T + ag, t—T.

En particular vemos que U = A,lc es regular, como queriamos probar. Pero,
mds ain, ahora tenemos una descripcién explicita de la normalizacién: El ho-
momorfismo 7 : U — U se corresponde con la inclusién k[z,y] — k[z,t]. Silo
componemos con el isomorfismo que hemos encontrado, obtenemos el homomor-
fismo 7 : A}, — U inducido por el homomorfismo de k-dlgebras k[z,y] — k[T]
dado por

z—T?+aT — as, y = T(T? + a1 T — ay).
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Notemos que U contiene todos los puntos de U excepto uno (la antiimagen
del punto infinito de C). Por el teorema 4.21 sabemos que C = P;, luego la
normalizacién completa

m:Pp — C

es el homomorfismo que, restringido a A} coincide con el que acabamos de
calcular y que hace corresponder el punto infinito de P}, con el punto infinito
de C.

Como aplicaciéon, podemos estudiar la fibra del punto singular, que es el
espectro de

k[T @iy Kl yl/ (2, y) = k[T]/(T? + a1 T — as).

Vemos que consta de un nico punto racional si by = a2 + 4ay = 0, y de dos
puntos (racionales o no) en caso contrario. (Si cark = 2 hemos de suponer que
k es perfecto.) "

Ahora vamos a calcular la explosién de una superficie fibrada:

Ejemplo Consideremos de nuevo la superficie de Weierstrass W/Zs dada por
la ecuacion

Y2 = X34 95.

(Véase la pagina 135.) Su fibra cerrada tiene un punto singular xg, y vamos a
calcular la explosién 7w : W — W con centro en dicho punto. Sabemos que W
es una superficie fibrada y que 7r|v~[;\ﬂ_1[{w0}] WA\ 7 {zo}] — W\ {z0} es

un isomorfismo. En particular, W tiene la misma fibra genérica que W. Sélo
hemos de estudiar su fibra cerrada, para lo cual basta calcular la explosién del
abierto U = EspZs|x,y] formado por los puntos finitos de W. Como punto
de U, el punto singular es g = p = (5,2, y).

Ahora tenemos que U es unién de tres abiertos afines, que llamaremos Uq,
Us, Us. El primero es, por ejemplo,

Ul = ESpZ5[:E,y,x/5,y/5] = ESpZ5[:U1,y1],

donde z7 = /5, 2 = y/5. Teniendo en cuenta que z, y satisfacen la ecuacién
de Weierstrass, tenemos que z1, y; cumplen la ecuacién

25y% = 12527 + 25,

luego 32 = 523 + 1. Es claro que el polinomio Y2 — 5X3 — 1 es irreducible
en Zs[X,Y]. (Por ejemplo, porque un cambio de variables lineal en Q[X,Y] lo
transforma en la ecuacion de Weierstrass, y esto implica que es irreducible en
Q[X, Y], luego también en Z5[X, Y], teniendo en cuenta que sus coeficientes son
primos entre s{ en Zs.) Por consiguiente,

Uy = Esp(Zs[X,Y]/(Y? - 5X3 —1)).
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Consideremos ahora Uy = Esp Zs[z,y,5/x,y/z] = Zs[z,y’, 2], donde hemos
llamado 3’ = y/x, 2 = 5/x. Los generadores cumplen las ecuaciones

22y? = 23 + 2222, xz = b.

Como Zs[z,y', z] es un dominio integro (un subanillo del cuerpo de cocientes
de Zs|x,y]), podemos simplificar la primera ecuacién y resulta

y'"? =+ 22, xz = 5.
El hecho de que se pueda despejar x en la primera ecuacion se traduce en

que Zs[z,y', 2] = Zs[y', 2] y los generadores satisfacen la ecuacién

Y2z — 23 =5.
Esta ecuacion es irreducible, por ejemplo porque al homogeneizarla respecto
de x y deshomogeneizarla respecto de z obtenemos la ecuaciéon de U;, que ya
sabemos que es irreducible. Asi pues,

U, = Esp(Zs|Y, Z)/(Y?Z — Z* — 5)).

La relacién que hemos senalado sobre las ecuaciones de U; y U, tiene su in-
terpretacion: En primer lugar, observemos que la relacién entre los generadores
de Zs[x1,y1] y los de Zs[y', 2] es la dada por

r1=1/z, y1=1y'/z Yy =y /v, z=1/x1,

lo que se interpreta como que Uy NUs es D(x1) en Uy y D(z) en Us, y las
ecuaciones anteriores definen el isomorfismo entre D(x1) y D(z) que se corres-
ponde con la identidad a través de las identificaciones Uy = Esp Zs[z1,y1],
Us = EspZs[y’, z]. En segundo lugar, si llamamos

X = Proy(Zs[X,Y, Z]/(Y?Z — 5X3 — Z3)),

que no es sino la superficie fibrada estudiada en el ejemplo de la pagina 135,
tenemos que Uy = D(z) C X, Us = D(z) C X y, al representar

D(z) = EspZs[z,y],  D(x) = EspZs[y", 27,

donde T = z/z, § = y/z, y* = y/x, z* = z/x, la correspondencia entre los
generadores es la misma que la que hemos encontrado entre z1, y1 e ¥, z. Esto
Y ~Y

implica que los isomorfismos U; = D(z), Uy = D(x) se extienden hasta un
isomorfismo U; UU; — D(z) U D(z) C X.

Nos falta considerar el abierto Us = Zs[z,y,5/y, x/y] = Zs[2’,y, z'], donde
2 =ux/y, 2/ =5/y. Los generadores cumplen las ecuaciones

2By 4+ 2% =1, yz =5.
Las relaciones entre los generadores son:

v =12/, y=1/7, y =1/2', z2=2/2,
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de donde se sigue que Uy NUs = D(2'), Uy N Us = D(a'), luego un punto de
Us que no esté en Uy U Us tendria que estar en V(2/,2') = @ (por la primera
ecuacion de Us). Esto significa que Us C Uy U Us, luego U= Uy UU; y tenemos
una representacién de U como el abierto D(z) U D(z) C X.

Podriamos probar que este isomorfismo entre el abierto UdeW y un abierto
de X se extiende a un isomorfismo W X, pero més adelante serd inmediato.?
Observemos que 1% \ U consta exactamente de dos puntos, las antumagenes de
los puntos infinitos de las dos fibras de W y, por otra parte, X \ U también
consta de dos puntos, pues es V(Z,zZ) C D(y), donde T = x/y, Z = z/y y
D(y) = EspZs[z, 2])) = EspZs| X, Z]/(Z — 5X3 — Z3), luego

X\ U = Esp(Zs[X, Z)/(X, Z)) = EspLLs,

que, ciertamente, consta de dos puntos.

Admitiendo a partir de aqui que W = X, vemos que la fibra cerrada X5 viene
dada por la ecuacién homogénea Y2Z — Z2 = 0, luego consta de tres rectas, que
podemos llamar

I =(5,2), To=(6,2+Y), T3=(52-Y).

SiJ es el haz de ideales de Oy que determina al punto singular zy (el centro
de la explosién), es claro que 7*J es el haz de ideales de Oﬁ/ que determina la
fibra de zp. En la prueba del teorema 5.17 f) hemos visto que

(T*0)(U1) = (5) C Zslwr, 1], (7*9)(U2) = (2) = (y* = 2%) C Zs[y', 2].

Esto significa que 7 envia a xg toda la fibra cerrada de U;, que estd deter-
minada por la ecuacién y? — 1 = 0, es decir, por las dos rectas afines:

F20U1:(5,y1+1), F3QU1:(5,y1—1).

En cambio, la fibra cerrada de U, viene dada por la ecuacién 32z — 23 = 0,
por lo que consta de las rectas afines

FlmU2:(5vz)7 F20U2:(57y/+2)7 F30U2:(5,y/—2),

de las cuales, sélo las dos ultimas se contraen a x, mientras que, por el contrario,
7lr,nu, 1 T1 N Uz — Us es suprayectiva. (Sabemos a priori que ha de ser asf,
porque 7 es suprayectiva, y los puntos de la fibra cerrada Us no pueden tener
antiimdgenes sino en I'y NU,.) Més atn, necesariamente, el punto de I'; que no
estd en U, tiene que ser la antiimagen del punto infinito de Us, luego concluimos
que 7|r, : I'1 — W; es suprayectiva.

Con més detalle atin: si componemos con 7 la inmersién cerrada I'y — 1%
que resulta de considerar a I'; con la estructura de subesquema cerrado redu-
cido, obtenemos un homomorfismo de esquemas |r, : I'y — W; suprayectivo,

2Porque W y X son ambas superficies regulares minimales.
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que es un isomorfismo salvo en la antiimagen del punto singular de W5. Por con-
siguiente, se trata de un homomorfismo birracional entre dos curvas proyectivas,
yI' = P% /57, €8 regular, luego se trata de la normalizacion de W5. Considerando
el ejemplo anterior, podemos concluir que, de hecho, 7|, es biyectiva.

Explicitamente: Sabemos que 7|y, es el homomorfismo asociado a la in-
clusién Zs[x,y] C Zsly', 2], luego 7|r, nu, es el homomorfismo de esquemas aso-
ciado al homomorfismo de anillos

(Z/5Z)[x,y] = Zs[x,y]/(5) — Zsly', 2]/ (5, 2) = (Z/5Z)[Y]

Tenemos que = — 32 — 22, y — 2/ = ¥y — /22, luego, al formar los

cocientes, la correspondencia se reduce a = — Y2, y — Y3, que es, ciertamente,
la expresién explicita para la normalizacién que habiamos encontrado en el
ejemplo anterior.

Wy Wy La figura resume la estructura de la ex-
T T plosiéon m : W — W. Es un isomorfismo
sobre las fibras genéricas y contrae a xg dos

_ T ., X de las componentes irreducibles de la fibra ce-

rrada de W, mientras que, restringida a I'y,

Iy es la normalizaciéon de la fibra cerrada Wis.
I n

Nota En el calculo explicito de explosiones, el punto técnico mas delicado es
encontrar las ecuaciones que determinan la estructura de esquema de los abiertos
afines que en el ejemplo anterior hemos llamado U, Us y Us. Mejor dicho, lo
delicado no es encontrarlas, que es facil, sino justificar que las ecuaciones que
encontramos facilmente son realmente las que buscamos. En esta nota vamos
a dar un argumento general aplicable en la mayoria de los casos que vamos a
considerar en lo sucesivo.

Partimos de un anillo de valoracién discreta D (en el ejemplo anterior Zs)
cuyo ideal maximal esté generado por un primo 7 (en el ejemplo anterior 7 = 5),
y consideramos un esquema afin

X =Esp(D[X,Y]/(f(X,Y))),

donde f(X,Y) es un polinomio no constante irreducible en D[X,Y]. Vamos a
determinar explicitamente las ecuaciones que determinan la explosiéon de X con
centro en el punto p = (m,,y). Sabemos que X es la unién de tres abiertos
afines. El primero es Uy = Esp D|x,y, z/7,y/w| = Esp D[z1, y1], donde hemos
llamado zy = z/m, y1 = y/7. Los generadores x1, y; cumplen

f(ﬂ-xlvﬂ-yl) = 07

es decir, son rafces del polinomio f(7X,7Y). Podemos descomponer este poli-
nomio en la forma
f(rX,7Y) = nlg(X,Y),
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donde g(X,Y) € D[X,Y] no es divisible entre 7. Es claro entonces que también
se cumple g(z1,y1) = 0 y la cuestién es justificar que g es irreducible, pues
entonces tenemos un epimorfismo

D[X,Y]/(Q(X,Y)) - D[$1,y1],

donde el anillo de la izquierda es un dominio integro de dimensién 2. Si no fuera
un isomorfismo, concluirfamos que D[z, y;] tendria dimensién menor que 2, lo
cual es imposible, pues sabemos que las explosiones conservan la dimensién.
El argumento que hemos empleado en el ejemplo anterior vale en general: si
llamamos K al cuerpo de cocientes de D, el automorfismo K[X,Y] — K[X,Y]
dado por X + 7X, Y + 7Y transforma f(X,Y) en mlg(X,Y), luego éste es
irreducible en K[X,Y], y lo mismo vale para g(X,Y). Como sus coeficientes
son primos entre si, esto implica a su vez que g(X,Y) es irreducible en D[X,Y].

Consideremos ahora Uy = Esp D[z, y,y/x,7/x] = Esp D[z,v’, 2], donde he-
mos llamado ¢y = y/x, z = w/x. (El caso de Us es completamente anélogo,
as{ que no necesitamos considerarlo.) Vamos a hacer en este contexto general
lo mismo que hemos hecho en el ejemplo anterior. Para ello, observamos que
podemos expresar f(X,Y) = f(X,Y,7), donde f(X,Y,Z) € D[X,Y,Z] es un
polinomio cuyos coeficientes son todos unidades en D. De este modo,

Dla,y| = DIX,Y]/(f(X,Y)) = DIX,Y, Z|/(F(X,Y, Z), Z — ).

Los generadores z, 3y, z cumplen y = xy’, 7 = xz, luego son raices del
polinomio f(X, XY, XZ). Podemos factorizarlo como

fX, XY, XZ)=X%(X,Y, 2),

donde g no es divisible entre X y sus coeficientes siguen siendo unidades en D.
En particular, esto implica que g ¢ (X, 7) C D[X,Y]. Vamos a probar que

D[x,y',z] :D[X,Y,Z]/(Q(X,KZ),XZ—W).

En el ejemplo anterior hemos tenido la “suerte” de que podiamos despejar
X en g(X,Y,Z) = 0 y reducir el problema a una tnica ecuacién, que ademds
hemos podido relacionar facilmente con la ecuaciéon de U;. Todo esto no es
posible en general.

Es claro que x, y', z son raices de los polinomios ¢(X,Y,Z) y XZ — =.
Hemos de probar que si p(X,Y, Z) € D[X,Y, Z] es un polinomio (que podemos
suponer irreducible) tal que p(x,y’, z) = 0, entonces p € (g, XZ — 7). Para ello,
trabajando en el cuerpo K(X,Y, Z), consideramos el natural e que hace que

X,Y,2)=Xp(X,Y/X,Z/X)

sea un polinomio no divisible entre X. Asi, ¢(X,XY,XZ) = X°p(X,Y, Z2),
luego q(z,y,7) = z°p(z,y’, z) = 0, luego

X.Y,2) = a(X,Y, 2)f(X,Y, Z) + b(X,Y, Z)(Z — =),
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para ciertos polinomios a y b. Por consiguiente,
Xp(X,Y,Z) = a(X,XY,XZ)X(X,Y,Z) +b(X,XY,XZ)(XZ — 7).
Redefiniendo a y b, hemos llegado a una expresion de la forma
Xp(X,Y,Z) =a(X,Y,2)X%(X,Y,Z) + b(X,Y, Z) (X Z — ).

Consideremos el dominio integro A = D[X,Y, Z]/(XZ — 7). El ideal (x) es
primo, pues

A/(z) = DIX,Y, Z]/(X, X Z —7) = (D/(m))[Y, Z],

que es un dominio integro. Como es un anillo noetheriano, tiene que haber un
méximo exponente m tal que 2™ | a(z,y, z). Esto significa que

Esta igualdad nos permite reemplazar a por u, d por d+m y b por b+ X%gv
en la igualdad precedente y suponer que x no divide a a(x,y, z) en el dominio
A. Por otra parte, z tampoco puede dividir a g(z, vy, z), ya que esto significarfa
que

9(X,Y, Z) = Xu(X,Y, Z) +v(X,Y, Z)(XZ — 7) € (X, 7).

Asi pues, la igualdad

w°ple,y, 2) = a(w,y, 2)xlg(e, y, 2)

implica que e < d. Por consiguiente, volviendo a la igualdad en D[X,Y, 7],
concluimos que X° | b(X,Y, Z), luego p(X,Y, Z) € (¢9(X,Y,Z),XZ — ), como
habia que probar. m

Terminamos la seccién demostrando algunas propiedades adicionales de las
explosiones:

Teorema 5.21 Sea f: W — X un homomorfismo entre esquemas localmente
noetherianos, sea J un haz cuasicoherente de ideales de X y J = JOw . Sean
m: X — X yp: W — W las explosiones con centro en los subesquemas
determinados por estos haces. Entonces existe un unico homomorfismo de es-
quemas f que hace conmutativo el diagrama siguiente:

—~ -
W—>X
)
W?X

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que X = Esp A, W = Esp B.
Entonces f estd determinado por un homomorfismo A — B, el haz J estd
determinado por un ideal I de A, y J esta determinado por el ideal J generado
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por la imagen de I. Obviamente, tenemos entonces un homomorfismo graduado
A — B, que induce un homomorfismo W — X que cumple lo pedido.

Supongamos ahora que U = EspC' y V = Esp D son abiertos afines en X
y W respectivamente, de modo que V C f~1[U]. Entonces tenemos diagramas
conmutativos correspondientes

w1 x A—>B

I L

V—U C——D
flv

Claramente, J(U) = (5*7)(U) = I ® 4 C, por lo que J|y = IOy estd determi-
nado por el ideal generado por I en C. Igualmente, J|y estd determinado por
el ideal generado por I en D. Tenemos, pues, un diagrama conmutativo

donde las flechas verticales son las inclusiones naturales. En otras palabras, el
homomorfismo f que sabemos construir explicitamente para f e J, se restringe
al que sabemos construir para f|y e J|y.

Esto nos da la existencia en el caso en que los esquemas no son necesaria-
mente afines. En efecto, cubrimos W por abiertos afines W;, cada uno de los
cuales estd contenido en la antiimagen por f de un abierto afin X; de X, de
modo que f se restringe a homomorfismos f; : W; — X, para los que sabemos
construir homomorfismos ﬂ : Wy — X, Si P € W; N W;, podemos tomar
abiertos afines f(p(P)) € U C X; N X; y p(P) € V C f~'[U]. Sucede entonces
que f; y fj se restringen al mismo homomorfismo vV —TU, luego todos los f;
se extienden a un homomorfismo f que cumple el teorema.

Ahora probamos la unicidad. En primer lugar, si U C X es un abierto
affn y V = f~!{U]. Un homomorfismo f que cumpla el teorema se restringe a
un homomorfismo V — U que también lo cumple, luego basta demostrar la
unicidad cuando X = Esp A es afin (y noetheriano).

Por otra parte, si llamamos f' = po f, es claro que 05 = 301/7/’ luego se

trata de un haz inversible, lo que hace que la explosién de 1% respecto de JOVT/

sea el propio W. Por lo tanto, un homomorfismo f que cumpla el teorema para
[, lo cumple también para f’, por lo que basta probar la unicidad en el caso en
que J es un haz inversible en W'y, por consiguiente, W = W.

Sea J = I, donde I es un ideal de A, y sea fi,..., f, un generador. Sea
i: X — P’)‘{l la inmersién cerrada considerada en la prueba de 5.17 g),
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de modo que O)?(l) = 1"Opn-1(1). Para cualquier f que cumpla el teorema,
X
tenemos el diagrama conmutativo

7

X <j’§_
—>f X
luego § = 10w = (J05)0w = (05(1))0w = (O (1)) 0w

Equivalentemente, si llamamos g = f o i, tenemos un epimorfismo

1

sy

w

g*: g*OP?(_l(l) — 7,

que es un isomorfismo porque ambos haces son inversibles.
Por otra parte, la prueba de 5.17 f) muestra que el isomorfismo JO =20 3;(1)

identifica 7*(f;) € 105 (X) coni*(X;) € i*OPyl(l) = 0%(1). Por consiguiente,

si lamamos u; = f*(f;) € J(W), el diagrama conmutativo nos da que

ui = fH(r(fi) = f7(X0)) = g7 (X5).

En resumen, si f cumple el teorema, entonces la composicién g = f o7 cumple
que g*Opn-1(1) = J y ¢*(X;) = u;. Segin el teorema [5.33], esto implica que
~ X ~
f o4 estd univocamente determinado y, como ¢ es una inmersién cerrada, f
también. m

De aqui se deduce inmediatamente que las explosiones estan caracterizadas
por la propiedad universal siguiente:

Teorema 5.22 Sea 7 : X — X una explosidon de un esquema localmente
noetheriano y sea J el haz de ideales que determina su centro. Entonces, para
todo homomorfismo f : W_— X tal que JOw es inversible, existe un tnico
homomorfismo g : W — X que hace conmutativo el diagrama

w—>x

N

X

Teorema 5.23 En las condiciones del teorema 5.21, si el homomorfismo f es
una inmersion cerrada, también lo es f.

DEMOSTRACION: Se deduce de la construccién de f vista en la demostracién
del teorema 5.21. Puesto que ser una inmersién cerrada es una propiedad local
en la base, no perdemos generalidad si suponemos que X es afin, en cuyo caso
Y también lo es. Si X = Esp A, W = Esp B, tenemos que el homomorfismo
A — B asociado a f es un epimorfismo, luego también lo es el homomorfismo
A — B, de donde se sigue que f es una inmersion cerrada. L]
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Definicién 5.24 Sea 7 : X — X la explosién de un esquema localmente
noetheriano X respecto de un subesquema cerrado Z. Si W es un subesquema
cerrado de X, el subesquema cerrado W de X dado por el teorema anterior se
llama transformada estricta de W.

El teorema siguiente nos describe mas detalladamente las explosiones de
esquemas regulares respecto de centros regulares:

Teorema 5.25 Sea 7 : X — X una explosion de un esquema localmente
noetheriano reqular con centro en un subesquema regular Y determinado por un
haz de ideales J. Entonces:

a) X es regular.

b) Para cada x €Y, la fibra X, es isomorfa a P;(_xl), donde

r =dim, X — dim, Y.

¢) 8iY' =7tY], con la estructura de subesquema cerrado dada por IO,

entonces la inmersién cerrada Y' — X es una inmersidén reqular.

DEMOSTRACION: El teorema 5.17 d) implica que X es regular en todos los
puntos de 7~ 1[X \ Y], luego s6lo hemos de comprobar la regularidad en los
puntos P € X cuya imagen es un punto x € Y. Si U es un entorno afin de z,
entonces U = m~*[U] es un entorno afin de P. Ademés, la fibra X, coincide con
ﬁr, luego, tanto para probar a) como para probar b), podemos suponer que X
es afin y noetheriano.

Si X = Esp A, llamemos X’ = Esp A, y consideremos el diagrama conmu-
tativo

X' —X

X —X

Por el teorema 5.17 ¢), sabemos que X' = X xx X'. Ademés, los homomor-
fismos que aparecen en el diagrama son las proyecciones. En particular, es claro
que X, = X, luego para probar b) podemos suponer que X es un esquema
noetheriano local y que z es su punto cerrado. También podemos suponer esto
para la prueba de a), pues si P’ € X’ es el punto correspondiente a P en X/, se

cumple que O, ,, & O , pues esto equivale a que (AVI)P/ ~ Ap (y tenemos

que PP =P, y que A\z C A\ P).

Pongamos, pues, que X = Esp A, donde A es un anillo local regular. Enton-
ces Y = Esp A/I, para cierto ideal I de A. Como z es regular tanto en X como
en Y, tenemos que A/I también es regular. Por [AC 5.19] tenemos que el ideal
maximal de A es de la forma m = (fi,..., f4), donde d = dim Ox ,, y ademds
I'=(f1,...,fr), para cierto r < d (que es el que aparece en el enunciado de b).
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Sea J = (f’LXj - iji)lgi,jgra sea B = A[Xl,,XT}/J Yy Z = PI'OyB.
Vamos a probar que Z es integro, con lo que la propiedad h) tras la definicién
5.12 nos darad que Z = X. B

En cualquier caso, tenemos una inmersién cerrada X — Z definida sobre X.
Veamos que el homomorfismo natural 7’ : Z — X se restringe a un isomorfismo
7' 7HX\Y] — X\ Y. En efecto, X \ Y es la unién de los abiertos D(f;), para
1 <i <r,ysecumple que 7' ~[D(f;)] = D(f;) = D(fiz;). (La dltima igualdad
se sigue de las relaciones f;x; = fjz;.)

La restriccién de 7’ al abierto D(f;x;) se corresponde con el homomorfismo
Af, — B($,2,) dado por a/f" — ax"/(fix;)™. Es facil ver que se trata de
un isomorfismo. Por ejemplo, x;/(fiz;) = (fj2?)/(fiz:)? vy, usando este tipo de
transformacion, se ve facilmente que todo elemento de Byy,,,) es de la forma
ax/(fiz;)™, cuya antiimagen es a/f/". La inyectividad es inmediata.

Asf pues, 7 se restringe a un isomorfismo sobre cada 7'~'[D(f;)], luego
también sobre 7/71[X \ Y].

Siy €Y, tenemos que Z, = Z xx Espk(y) = Proy(B ®4 k(y)), y es facil
ver que

B ®4 k(y) = k(y)[Xla .. '7X7‘]7

por lo que 7, & PZ(?})

De este modo, 7’ : Z — X es un homomorfismo propio (es proyectivo),
suprayectivo y con fibras conexas. Esto implica que Z es conexo, pues si
pudiéramos descomponer Z = U UV, para ciertos abiertos disjuntos no vacios
U y V, entonces cada fibra de 7’ estd contenida en uno de ellos, luego 7'[U]
y 7'[V] serfan cerrados disjuntos no vacios en X, lo cual es imposible, pues el
punto cerrado de X pertenece a todos los cerrados no vacios.

Si demostramos que Z es regular, en particular serd localmente integro y,
como es conexo, serd integro. Esto probard que X & Z y tendremos a). Ademas,
el isomorfismo hace corresponder a m con 7/, y ya hemos comprobado que las
fibras de 7’ cumplen b), con lo que ambos apartados estarén demostrados.

Basta probar que Z es regular en cada punto cerrado z € Z. Observemos
que z € Z,, porque Z — X es propio. Pongamos que z € D(z1). Es fcil ver
que B(g,) = A[Xs, ..., X,]/J1, donde J; = (fi— f1Xi)2<i<r.- Un entorno de z en
Zy es D(x1), que es el espectro de B(,,) ®a (A/my) = B(g,)/myB(s,), de modo
que la inmersién cerrada D(z1), — D(x1) se corresponde con el homomorfismo
natural B(,,) — B(s,)/MzB(5,), lo que a su vez implica que el epimorfismo
Oz, — Oz, . tiene por nicleo el ideal generado por fi,..., fg. Como Oz, .
es regular de dimensién r — 1, su ideal maximal admite un generador con r — 1
elementos, luego m, = (f1,..., fa,92,...,9r), para ciertos g; € m,. Notemos
que en Oz, se cumplen las relaciones f; = fiz;, para i = 2,...,r, luego en
realidad m, = (f1,92,.--,9r, fr41,---, fa). Asi pues, dim Oz, < p(m,) <d.

Consideremos ahora la inmersién cerrada Esp B(,,) — Esp A[Xq,..., X,],
que nos permite considerar a z como un ideal maximal de A[X5, ..., X,] tal que
zN A = z. El epimorfismo A[Xs,...,X,] — k(z)[X2,...,X,] tiene por niicleo
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el ideal generado por x en el anillo de polinomios, luego hace corresponder a z
con un ideal maximal de k(z)[X3, ..., X,], cuya altura es obviamente r — 1. Por
consiguiente, la altura de z en A[Xs,..., X,] es > d+r — 1. Esto se traduce en
que dimOArl’Z >d+r—1.

Por otra parte, tenemos un epimorfismo O Anct Oz, cuyo ntcleo estd
generado por los generadores de Jp, que son » — 1. Vamos a probar que cada
generador disminuye la dimensién a lo sumo en una unidad, de modo que po-
dremos concluir que dim Oz, > d+r—1—(r—1) = d. A su vez esto implicard
que dim Oz , = p(m,) = d, lo que significa que z es regular en Z.

Lo que hemos de probar es que si A es un anillo noetheriano local y f € A
no es una unidad, entonces dim A/(f) > dim A — 1. Para ello consideramos
una cadena de ideales primos en A: po & p1 & -+ & pg. Si f € po entonces
en A/(f) tenemos una cadena de la misma longitud, mientras que si f ¢ po,
entonces f no es un divisor de cero en A/pg, por lo que [AC 4.58] nos da que
dim A/(po + (f)) > d — 1, luego también dim A/(f) > d — 1.

Falta probar ¢). Observemos que, ciertamente, el ideal JO 5 define una
estructura de esquema sobre Y’ es decir, que V(JO 35) =Y’. Basta comprobar
la igualdad sobre cada abierto U; = V(¢;). En la prueba de 5.17 ) hemos visto
que JO;(Ui) estd generado por fi,..., f, o, simplemente, por f;. Asi, un ideal
p € U; pertenece a V(JO5) NU; siy sdlo si f; € p, siy sdlosi fi,..., fr €p, si
y sblo si fi1,..., fr € w(p), si y sélo si w(p) €Y.

Ahora, ¢) es consecuencia inmediata de que el ideal JO 5 es inversible. =

5.3 La geometria de las superficies fibradas

Presentamos aqui las propiedades basicas de las superficies fibradas. Entre
las més elementales tenemos ésta, que muestra que, realmente, la fibra genérica
es “genérica’:

Teorema 5.26 Sea S un esquema integro, X/S un esquema plano reducido y
sean f,g: X — Y dos homomorfismos en un esquema separado Y . Si ambos
coinciden sobre la fibra genérica de X, entonces f = g.

DEMOSTRACION: Cubrimos S con abiertos afines W. Como f v g se restrin-
gen a homomorfismos 73! [W] — 73! [W] que cumplen las mismas hipétesis,
basta probar el teorema en el caso en que S = Esp D. Llamemos K = K(S).

Si U = Esp A es un abierto afin en Y y V = Esp B es un abierto afin en
FUINg™[U], tenemos que f|y v g|v se corresponden con dos homomorfismos
A — B que, compuestos con el monomorfismo B — B ®p K, son iguales,
luego ambos homomorfismos son iguales, f|ly = g|v y f = g por el teorema
[E 4.16]. n

Segtin el teorema [E A.16], el teorema siguiente es una condicién suficiente
para que las fibras de una superficie fibrada sean conexas:
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Teorema 5.27 Si 7w : X — S es una superficie fibrada con dimS = 1 y
la fibra genérica X, es geomélricamente integra, el homomorfismo candnico
O — m.0x es un isomorfismo.

DEMOSTRACION:  El homomorfismo Ox(X) — Ox, (X,) inducido por la
proyeccién es inyectivo, ya que, para cada abierto afin U C X, el homomorfismo
Ox(U) — Ox(U)®@pK(S) es inyectivo, ya que Ox (U) es plano sobre D. Ahora
bien, Ox, (X,) = K(S) por [E 4.26] y Ox(X) es entero sobre D por [E 4.24],
luego ha de ser Ox(X) = D. Como 7.0x es cuasicoherente (por [E 5.9]),
concluimos que 7,0x = Og. [

Asi, vemos que las fibras de cualquier modelo de una curva eliptica son
siempre conexas. En general, cuando una superficie fibrada tiene fibras discone-
xas, las componentes conexas de cada fibra pueden separarse en fibras distintas
mediante un cambio de base:

Teorema 5.28 Sea X/S una superficie fibrada normal con dim S = 1, sea n
el punto genérico de S y p : 8" — S la normalizacion de S en H°(X,,0x, ).
Entonces:

a) p es finito y plano.

b) El homomorfismo estructural m : X — S factoriza como X — S’ — S,
de modo que X/S’ es una superficie fibrada normal con la misma fibra
genérica X,,.

¢) Las fibras de X/S'" son conezxas.

d) Si s € S es un punto cerrado y s1,...,8, son sus antiimdgenes en S’,
entonces Xs es union disjunta de curvas X;, para t = 1,...,n, de modo
que X, es un subesquema cerrado de X; con el mismo espacio topoldgico
subyacente.

DEMOSTRACION: Tenemos que S = Esp D, donde D es un dominio de
Dedekind. Como X/S es propio, sabemos que A = H°(X,0x) es una D-
algebra finitamente generada, y ademéas es un dominio integro integramente
cerrado porque X es normal.

Para cada x € X, el anillo Ox ; es un Og ,(,)-mddulo plano, luego es libre de
torsién por [AC A8]. Como ademds es un dominio integro, esto equivale a que el
homomorfismo Og () — Ox . es inyectivo, y de aqui se deduce que lo mismo
sucede con el homomorfismo Og(S) — Ox(X), es decir, el homomorfismo
D — A. A su vez, esto implica que si 3 es un ideal primo de Ay p =P N A,
el homomorfismo natural D, — Ay sea también inyectivo, por lo que Ay es
un Dy-mddulo libre de torsién y, por consiguiente, es plano. En definitiva, A es
un D-médulo plano.

Si K es el cuerpo de cocientes de D, por el teorema [E 6.15] sabemos que
L=H°X,,0x,)=A®p K. Por [E 4.26] sabemos que L es un cuerpo, luego
ha de ser el cuerpo de cocientes de A. Asi pues, A es la clausura normal de D
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en L y, por consiguiente, S’ = Esp A. En particular, A es también un dominio
de Dedekind.

Ahora a) es evidente y, como todos los anillos de O x son A-dlgebras, es claro
que 7 factoriza como indica b). Es claro que X/S’ es una superficie proyectiva.
Para que sea una superficie fibrada sélo nos falta ver que es plana, para lo cual
basta con que el homomorfismo 7’ : X — S’ sea suprayectivo. Si s € S,
tenemos que

X=X xgEspk(s) =X xg S xgEspk(s) =X xg Esp(4A ®p k(s)).

Cuando s = n es el punto genérico de S, tenemos que k(s) = K y queda
que X, = X xg EspL, que es la fibra genérica de X/S’. En particular, el
punto genérico de S’ estd en la imagen de X, luego ésta es todo S’ y asi queda
probado b).

c) Es consecuencia del principio de conexién de Zariski (teorema [E A16]),
ya que, por construccién, 7,0x = Ogr.

Para probar d) basta observar que, si s € S se corresponde con el ideal
maximal p de A, entonces

S, = §' xs k(s) = Esp(A@p (D/p)) = Esp(A/pA).
Si s; se corresponde con el ideal maximal B; de A, resulta que
OS;,Sq‘, = (A/pA)m’L = OS/7Si/pOS75'

La fibra S, es la unién disjunta de los esquemas P; = Esp(Og 4, /pOs )
y los epimorfismos naturales Og 5, /pOgs — Ogr s, /Bs = k(s;) dan lugar a
inmersiones cerradas Esp k(s;) — P, que son homeomorfismos, pues ambos
esquemas constan de un tinico punto.

Antes hemos visto que X; = X xg/ S, luego X es la unién disjunta de los
esquemas X; = X Xg P; y existen inmersiones cerradas X;, — X; que son
homeomorfismos, tal y como afirma d). "

Ahora describimos los divisores primos de una superficie fibrada:

Teorema 5.29 Sea X/S una superficie fibrada y supongamos que dim S = 1.

a) St x es un punto cerrado de la fibra genérica X,, entonces I' = m es
un subconjunto cerrado irreducible de X de dimension 1. Ademds, la
restriccion I' — S del homomorfismo estructural de X es finita y supra-
yectiva, y es un isomorfismo si x es racional.

b) SiT' C X es un cerrado irreducible de dimensidon 1, o bien es una compo-
nente irreducible de una fibra cerrada, o bien es de la forma descrita en
el apartado anterior.

DEMOSTRACION: a) Obviamente T' es irreducible, pues es la clausura de
un conjunto irreducible. El conjunto 7[I'] es cerrado en S (porque X/S es
proyectivo) y contiene al punto genérico 7, luego «[['] = S.
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Como z es cerrado en X, tenemos que I' N X, = {z}, luego " # X y, por
consiguiente, dimI" < 1.

Si s €S es cerrado, el teorema 5.3 nos da que dim Xs = 1, luego se cumple
que dim(T'N X,) < 1. Si se diera la igualdad, la interseccién tendria una compo-
nente irreducible de dimensién 1, que serfa un cerrado irreducible contenido en I"
y de la misma dimensién que I', luego habria de ser todo I'. Tendriamos entonces
que I' C X, en contradiccion con la suprayectividad de w. Asi pues, las fibras
de 7|r son finitas, y el teorema [E 4.43] nos da que 7|r es un homomorfismo
finito. El teorema [AC 3.68] implica ahora que dimT' = 1.

Si x es racional (como punto de X, /K), es decir, si k(z) = K = K(S5),
entonces m : I' — S es un homomorfismo finito y birracional. Como S es
normal, el teorema [E A.21] implica que es un isomorfismo.

b) Tenemos que 7[I'] es un cerrado irreducible de S, luego, o bien es un
punto, o bien #[I'] = S. En el primer caso I' estd contenido en la fibra de un
punto cerrado, y como I' y la fibra tienen ambos dimensién 1, concluimos que
I' es una componente irreducible de dicha fibra. En el segundo caso I' contiene
un punto x € X,), luego también contiene a m, que por a) es irreducible y de
dimension 1, luego I' = m L]

Definicién 5.30 Sea X/S una superficie fibrada y sea I' un divisor primo de
X. Diremos que I' es horizontal si dimS = 1y 7|p : I' — S es suprayectiva.
Si m[I'] se reduce a un punto diremos que I" es vertical.

En estos términos, el teorema anterior afirma que todo divisor primo es ho-
rizontal o vertical. Més en general, diremos que un divisor de Weil es horizontal
o vertical si todos sus divisores primos lo son.

Ejemplo SiW/S es un modelo de Weierstrass, sus divisores primos verticales
son sus fibras (porque son irreducibles), mientras que el conjunto O descrito en el
teorema 5.10 es un ejemplo de divisor primo horizontal. Es el divisor “infinito”,
que contiene al punto infinito de cada una de las fibras. El hecho de que corte a
cada fibra exactamente en un punto es, como hemos visto, consecuencia de que
el punto o, es racional. Para otros puntos no tiene por qué ser cierto.

Consideremos, por poner un ejemplo concreto, el modelo de Weierstrass W/Z
asociado a la ecuacién
Y? = X(X?+1).

El punto racional u = (z,y) € W, da lugar al divisor horizontal I" = m
que corta a cada fibra en el punto racional (p,z,y) € W,. Sin embargo, el
punto cerrado v = (22 + 1,y) € W, (que se corresponde con el par de puntos
conjugados (r +£1i,y) € W, g) cumple que

_ {2,z +1,9)} sip=2,
{v} W, =S {(p,z + a,y), (p,z —a,y)} sia®=—1(mdd p), p# 2,
{(p, 2 +1,9)} sip=—1(méd 4).
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En las superficies aritméticas podemos identificar las fibras cerradas con
divisores:

Teorema 5.31 Sea X/S una superficie fibrada con dimS = 1, sea s € S un
punto cerrado y sean I'y,..., Ty las componentes irreducibles de la fibra X;.
Entonces, X coincide con el subesquema cerrado asociado al divisor de Cartier
7*(s), donde m: X — S es el homomorfismo estructural. Si X/S es normal
en codimension 1, este divisor se corresponde a su vez con el divisor de Weil
-T2, en el que las multiplicidades vienen dadas por r; = ve,(p), donde
& € Iy es el punto genérico, p € Og s es un primo y ve, es la valoracion del
anillo de valoracion discreta Ox ¢, .

DEMOSTRACION: Podemos ver a s como divisor (primo) de Weil en S. Como
S es regular, s se corresponde a su vez con un divisor de Cartier, lo que nos
permite considerar su imagen inversa D = 7*(s) € Div.(X). Como s es un
divisor entero, también lo es D. Vamos a comprobar que, considerados como
esquemas, X, = D.

En primer lugar observamos que podemos sustituir .S por cualquier entorno
afin de s, y de este modo podemos suponer que, si S = Esp D, el divisor de
Cartier s estd definido por un dnico p € D. Esto significa que, si p es el ideal de
D que se corresponde con s, se cumple vy (p) = 1y vq(p) = 0 para todo q # p.
A su vez, esto implica que p = (p). Si U es un abierto afin en X, entonces

Ox,(XsNU) =0x(U) ®a (4/(p)) = 0x(U)/pOx (U),

de donde deducimos que X es el subesquema cerrado asociado de X al haz de
ideales pOx, pero, por definicién de 7*(s), es inmediato que Ox (D) = pOx,
luego Xs = D como esquemas. Cuando la superficie es normal en codimen-
sién 1, el teorema 4.4 nos da que los exponentes de cada I'; en el divisor de Weil
asociado a D vienen dados por r; = ve, (Dg,) = ve, (p). "

De acuerdo con el teorema 4.3, las fibras de las superficies fibradas normales
son esquemas de Cohen-Macaulay, de modo que no tienen puntos asociados que
no sean cuasigenéricos. Ahora vamos a probar que si la superficie es localmente
una interseccién completa (en particular, si es regular), lo mismo le sucede a
cada fibra. Recordemos ([E 9.27]) que ésta es la condicién para que esté definido
el haz canédnico.

Teorema 5.32 Sea X/S una superficie fibrada con dimS = 1 y que sea lo-
calmente una interseccion completa, sea s € S un punto cerrado y F | X5 un
divisor de Cartier vertical entero. Entonces E/k(s) es también localmente una
interseccion completa.

DEMOSTRACION: Como la propiedad es local, podemos suponer que tenemos
un diagrama conmutativo

E—— X ——> A%

N

Xy — AZ(S)
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donde las flechas horizontales son inmersiones cerradas y las de la fila supe-
rior son regulares. Por definicién de inmersién regular, esto significa que, para
cada x € E, tenemos que O, = (‘)Ag,m/(bl,...,bm), donde by, ...,b,, es una
sucesién regular. En particular (ver las observaciones tras [AC 5.22]) tenemos
que

dim Of , = dim OAE’I —m.

Por otra parte, como X/S y A%/S son planos, tenemos ([E 4.52]) que
dimOg,; =dim0Oy, , =dimOx , — dimOg g,
dim OAZ( oz = dim OAE’I —dim Og g,

de donde se sigue que dim Og , = dim OAQ( T Como

Ope =04z o/(br,..,bm),

es facil ver que by, ...,b,, son también una sucesién regular en OAZ( S (Por
el teorema [AC 5.18], cada b; rebaja a lo sumo la dimensién en una unidad, y
si es un divisor de 0 es claro que no la rebaja.) Esto prueba que la inmersién
E — AZ(S) es regular, luego E/k(s) es localmente una inmersién completa.

Notemos que una minima variante del argumento anterior (eliminando el di-
visor) muestra que todas las fibras de X/S (incluida la genérica) son localmente
intersecciones completas.

5.4 Un ejemplo de desingularizacion

Hemos visto un ejemplo de cémo podemos eliminar un punto singular de
una superficie aritmética mediante una explosion. No obstante, a veces es nece-
sario realizar varias explosiones sucesivas. Dedicamos integramente esta ultima
seccién a discutir un ejemplo de desingularizacién no trivial. Concretamente,
partiremos de la superficie fibrada X/Z definida por la ecuacién de Selmer:

3X3+4Y3 4+52° =0.

El criterio jacobiano implica que esta ecuacion define una curva geométrica-
mente regular sobre todo cuerpo de caracteristica distinta de 2, 3 o 5.

No vamos a necesitar este hecho, pero en el dltimo ejemplo del capitulo VIII
de [CE] se demuestra que esta curva no tiene puntos racionales sobre QQ, mientras
que si que los tiene sobre cada cuerpo p-adico Q,, y, por consiguiente, sobre cada
cuerpo finito Z/pZ. Asi pues, X,,/Q no es una curva eliptica, mientras que si
que lo es cada fibra X, (sobre Z/pZ) para todo primo p # 2,3, 5.

Los tnicos posibles puntos singulares de X han de estar en las fibras Xs,
X3 0 X5. Empezando por la ultima, vemos que se trata de la curva proyectiva
sobre Z/5Z definida por la ecuacién homogénea

3X3 +4Y3 =0.
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El criterio jacobiano muestra que su tinico punto no geométricamente regular
es el asociado al ideal homogéneo (5,z,y). Ahora bien, un entorno afin de
este punto en X es la superficie determinada por la deshomogeneizacion de la
ecuacién respecto de Z, que es

3X344Y34+5=0,

y, como ideal de Z[z,y], el punto es p = (5,z,y) = (x,y), y esto implica que
el ideal maximal de Ox , estd generado también por dos elementos, luego p
es regular en X. Asi pues, en X5 hay un punto no suave, pero ningin punto
singular en X.

Para estudiar la fibra X5 podemos sustituir X por X Xz Esp Zs y considerar
que X estd definido sobre el anillo de valoracién discreta Zo. La fibra X5 es la
curva proyectiva sobre k = Z /27 dada por la ecuacién

X34+ Z2=(X+2)(X?’+XZ+ 2% =0.
Vemos que consta de dos componentes irreducibles con multiplicidad 1:
I =2,x+2), To=(22%+z2+2%).

La primera es una recta I'y =2 P,l67 mientras que la segunda es una coénica
singular, cuyo punto singular es, concretamente, el punto pg = (2,x,2) en el
que corta a I';. Vemos asi que todos los puntos de la fibra son geométricamente
regulares (luego suaves en X, luego regulares) excepto el punto de interseccién
de las componentes.

Podriamos probar que pg es, de hecho, singular en X, pero podremos llegar
a esta conclusion indirectamente al calcular la explosion X — X de centro pg.
En efecto, el teorema 5.25 afirma que si pg fuera regular, su fibra en la explosion
serfa isomorfa a P}, pero vamos a ver que es una recta doble, de modo que serd
isomorfa a P}C con la estructura de subesquema cerrado reducido, pero no con
la estructura de esquema asociada a la fibra. _

Para determinar la fibra de py en X y, méas en general, la fibra X5 de la
explosion, podemos restringirnos al entorno afin U de py determinado por la
deshomogeneizacion de la ecuacién respecto de Y, que es

3X3+523+4=0.

Como ideal de Zs|x, 2], el punto pg se corresponde con el ideal p = (2, z, 2).
La explosién U es unién de tres abiertos. Dejamos que el lector calcule las
ecuaciones de Uy = Esp Zs[z, z,2/2, 2/2] y que compruebe que su fibra cerrada
es vacia, por lo que podemos prescindir de Uj.

En cuanto a Us = EspZs[z,z,z/x,2/x] = EspZslz, 2, u], sustituyendo
2z = x2', 2 = zu en la ecuacién y dividiendo entre z2, llegamos a que estd
determinado por las ecuaciones

3z 4 5x2"% +u? =0, Tu = 2.
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Por ltimo, Us = Esp Zs[x, 2,2/2,2/2] = EspZs[2’, z,u'] estd determinado
por las ecuaciones
3232+ 5z +u? =0, zu' = 2.

Los puntos cuasigenéricos de la fibra cerrada Us son los primos minimales del
ideal (2) C Zz[x, 7', u]. Si B es uno de ellos, como 2 € B, la segunda ecuacién
implica que z € B o bien u € ‘P. En el primer caso, la primera ecuaciéon
implica que también u € P. En el segundo caso, la primera ecuacién nos da
que (2 +1) = 2(2 +1)(22 + 2/ + 1) € B. En total, llegamos a que el ideal
(2) tiene tres primos minimales:

Pr=(2,u,2' +1), Po=(2,u,2?+2 +1), Pz =(2,u,2).

Podemos comprobar que son realmente primos viendo que sus cocientes son
dominios integros. Por ejemplo,

Tolx, 2, u] /P = L[ X, Z,U])(2,U, Z> + Z + 1)
~ kX, Z]/(Z*+ Z +1) 2 k' [X],
donde k' = k[Z]/(Z% + z + 1) es el cuerpo de cuatro elementos.

Similarmente, el ideal (2) C k[2’, z,u/] tiene los tres primos minimales
Q1 =2,u, 2" +1), Qo= 2,u, 2% +2"+1), Q3= (2,u,2).

Asi pues, las fibras cerradas de (72 y [73 tienen tres componentes irreducibles
cada una, pero éstas resultan ser las intersecciones con los abiertos correspon-
dientes de tres tnicas componentes irreducibles de Xs, a las que llamaremos
I'y, I's y I's. Para comprobar que es asi observamos que la relacion entre los
sistemas coordenados de Us y Us es la dada por

=1/, 2=z, v =u/, r=2'z =1/, u=u'/2.

Esto significa que UsNUs es D(2’) en Uy y D(z') en Us. Asi, por ejemplo, el
ideal P2 define una componente irreducible en Us cuya interseccion con Uy N Us
viene dada por el ideal (2,u, 2”2 +2'+1) C D(2") que se corresponde con el ideal

(2,0 /2!, 1/2% +1/2" + 1) = (2,v/,1 + 2’ + 2'*) € D(/),
que a su vez se corresponde con el ideal Qo de Us.
La fibra de p respecto de la explosion es
Uzyp = Esp(Za|z, Z, ul/(z)),

cuyo tnico primo minimal es P35, pero con multiplicidad mayor que 1. Concre-
tamente, su multiplicidad es vg, (x). Para calcularla observamos que el ideal
maximal de O 1, PBs = (u), ya que, en este anillo local,
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En efecto, notemos que 23 + 1 ¢ B3, porque Zs|x, ', u]/Ps = k[Z]. Por
consiguiente, vy, () = 2. Segln observdbamos més arriba, esto prueba que p
es singular en X. B

Observemos que I's tiene multiplicidad 2 en la fibra X, (respecto de la
explosién), pero su multiplicidad en la fibra )2'2 (respecto del homomorfismo
estructural) es vy, (2) = v, (zu) = 3.

Hemos probado que I's es la tinica componente irreducible de )~(2 que se
contrae al punto p de X5. Ahora vamos a ver que la explosién transforma I'y
y I's en las componentes del mismo nombre en X (y ésta es la razén por la
que las hemos llamado asi). En efecto, la explosién Uy — U estd asociada al
homomorfismo Zs|x, 2] — Za[z, z’,u] dado por

/
T X, Zxz.

La antiimagen de 3 (es decir, la imagen del punto genérico de I'y) contiene a 2
yax+z=ux(l+2"), luego contiene a (2,z + z), y se tiene que dar la igualdad
o, de lo contrario, I'y C U se contraerfa a un punto de U, pero sélo I'3 puede

contraerse a un punto. Similarmente se concluye que I's C U tiene por imagen
alycU.

Podriamos calcular las multiplicidades de I'; y I's, pero han de ser iguales
a 1, porque la explosion se restringe a un isomorfismo sobre un entorno de sus
puntos genéricos y I'y y I's tienen multiplicidad 1 en U.

Notemos que, en (7, se cumple que I'y NT'y = & (pues no se cortan ni en Uy
ni en Us), mientras que ambas componentes cortan a I's en puntos distintos,
que, por ejemplo, en Uy vienen dados por los ideales

N3 = (2,u,x,2 +1), IoNTs=(2,u,z, 22+ 2 +1).

(También se cortan en Us, pero los puntos resultan ser los correspondientes a
estos dos por el cambio de coordenadas.)

Por tdltimo, vamos a determinar la estructura de subesquema cerrado redu-
cido de I'y, I'y y I's. La més simple es I's, que estd contenida en la unién de los
dos abiertos afines I's N Uy y I's N Us, y los dos son isomorfos a A}, pues

Lolz, 2’ u] /B3 = k[ Z], Lol z,u']/Qs = k[Z].

Por consiguiente, I's es una curva proyectiva regular birracionalmente equi-
valente a Ai, luego I's = P,lf, porque dos curvas proyectivas regulares birracio-
nalmente equivalentes son isomorfas.

Lo mismo vale para I'; con la tnica salvedad de que no estéd cubierto por los
abiertos 'y NUy y 'y N U3, porque I'y contiene también la antiimagen del tnico
punto de I'y C X que no estd en U. Ahora bien, como este punto es regular y la
explosion es un isomorfismo fuera de la fibra de p, podemos concluir igualmente
que I'y C X es una curva proyectiva regular birracionalmente equivalente a P}g,
luego I'; 2 P1.
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Para T'y sucede también que no esta cubierta por Uy y Us, pero ademads
resulta que

Zolz, 2" u]/Pa E K'[X], Za[a', z,u']/Qs 2K [Z],

donde k' es el cuerpo de 4 elementos. Asi pues, I's N Uy = Ai/, ToNUs =2 AL,.
Maés aun, los puntos de I's que no estan en U tienen un entorno isomorfo a
Ly N D(z) C X, que es la curva asociada al ideal (2,22 + = + 1) C Za[z,9], ¥
también

Zolz,yl/(2,2° + x + 1) 2 K'[Y].

En suma, con la estructura de subesquema cerrado reducido, todo punto de
Iy C X tiene un entorno isomorfo a A},. Esto prueba que I'y (con su estructura
de esquema ya fijada) estd definido sobre k', y resulta ser una curva proyectiva
regular birracionalmente equivalente a P},. Asf pues, I'y = P},.

En particular, vemos que, aunque I's C X y 'y C X son birracionalmente
equivalentes, no son isomorfos, pues el primero es regular y, tras una extension
de constantes, se escinde en dos rectas proyectivas disjuntas, isomorfas a P},
luego es geométricamente regular; por el contrario, el segundo tiene un punto
singular y se escinde en dos rectas proyectivas, también isomorfas a P, pero que
se cortan en un punto singular. (M4s precisamente, I's C X es la normalizacién
de 'y C X)

‘ | Con esto tenemos ya la estructura de la fibra
3 s cerrada Usy. Esta formada por dos componentes

‘ ) | simples T'; = P,lc y Iy & P,lﬁ, que se biyectan

r r Iy I'>; con las componentes irreducibles de Us y una
1 2

componente triple I's & P} que se contrae al
punto singular de Uz. De aquf se sigue que los puntos de I'y y I'2 que no estan
en I's son suaves en X, y en particular regulares. Los puntos de I's no pueden
ser suaves, pues no son reducidos en la fibra, luego no son regulares en ella, pero
esto no impide que sean regulares en X. _

Vamos a ver que todos los puntos de I's son regulares en X excepto aquellos
en los que corta a I'y y a I's. En efecto, consideremos un punto que esté en U,
(con Us se razona andlogamente). Serd un ideal 4B que contiene a B3 pero no a
2’3 + 1. Como Zslx, 2, u]/P3 = k[Z], serd, concretamente, de la forma

B = (27u’$7p(zl))7

y, como ideal de Okv,fp’ se cumple que P = (u,p(z’)), pues 2 = zu y

u?

BECES

Esto prueba que P es regular. No necesitamos probar que los dos puntos que
faltan son realmente singulares en X, pues ahora vamos a calcular la explosién
de X! = X respecto de I's con la estructura de subesquema cerrado reducido,
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y el teorema 5.25 implica que si fueran regulares sus fibras se reducirian a un
punto cada una. Sin embargo, veremos que no es asi.

Como sabemos que las fibras de los puntos de I's seran todas triviales excepto
a lo sumo las de los puntos de interseccién con I'; y I'y y ambos puntos estdn en
U,, podemos limitarnos a calcular la explosién de U;. En este abierto, tenemos
que I's = (2,z,u) = (z,u), luego la explosién serd la unién de dos abiertos, Us;
y Uaa.

El primero es Ua; = Esp Za[z, 2/, u, x/u] = Esp Za[z', 2, u], cuyos generado-
res cumplen las ecuaciones

32 +52'2 +u =0, 'u? = 2.
Como podemos despejar u en la primera ecuacién, resulta que
Lolz', 2" u) = Zala', 2]
y los generadores cumplen la ecuacion
233+ 527)2 = 2.
Se comprueba que es irreducible. El segundo abierto es
Uss = Esp Zs[z, 2, u,u/x] = Esp Zs[z, 2, '],

cuyos generadores cumplen

3452 +axu? =0, 22 = 2.

Los puntos genéricos de las componentes irreducibles de la fibra cerrada de
U21 son

mB = (27*7:1)7 ‘334 = (2a ZI + 1)7 ‘335 = (27 ZIQ + Z/ + 1)u
mientras que los de Uss son
Q= (2,4, 2 +1), Qo=(2,u,2*+72 +1).

Q= (2,2, +1), Q5= (2,2,2%+2 +1),

Los subindices estan elegidos de modo que B; y £; definen abiertos en la
misma componente irreducible T; de la fibra cerrada X1. Esto se comprueba
sin dificultad teniendo en cuenta que z = uz’ = —2'?(3 + 52’3) € Py N Ps.

También es ficil ver que I'y se contrae al punto (2, u, z, 2z’ +1) y I's se contrae
a (2,u,x, 2% + 2’ + 1). Basta tener en cuenta que la explosiéon Us; — Us estd
inducida por el homomorfismo de anillos Zs[z, 2/, u] — Zs[2’, 2] dado por

i —2?(34+52%), wuw— —2'(3+52).

Por consiguiente, I'y, I's y I's han de corresponderse con las componen-
tes irreducibles de la fibra cerrada de Us con el mismo nombre. (Es ficil ver
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que, concretamente, la correspondencia es la que determina la eleccién de los

subindices.)
Iy I'y La fibra cerrada de Us; tiene ecuacién

F42

[ V)

X F5 I'/S(Zl 4 1)2(212 + Z’ 4 1)2 — 0,

I's

de donde se sigue que I's tiene multiplicidad 3 (esto
ya lo sabfamos) y I'y y I's tienen multiplicidad 2. Analizando las intersecciones,
se comprueba sin dificultad que la estructura de la fibra cerrada es la que indica
la figura. También es facil ver que I'y 2Ty XT3 2P} [y 25 = P},.
Teniendo en cuenta que la explosién es un isomorfismo fuera de la antiimagen
de T's, los posibles puntos singulares de X! han de estar en I'; UT'5. Ahora bien,
By = (2,2 +1) = (2 + 1), de donde se sigue que todos los puntos de T'y N Usy
se corresponden con ideales generados por dos elementos, luego son regulares
en X'. El tinico punto de I'y que no esta en Us; es el punto de interseccién con
Ty, es decir, g = (2,z,2" + 1,u’). Pero en O)?l,q se cumple que q = (z,u’), pues

(1+223)2 + zu'

/
1=—
Z+ Z/2+Z/+].

Similarmente se razona con I's. Resulta, pues, que X' es un modelo regular
de la curva de Selmer sobre Z.

Seguidamente consideramos la superficie fibrada definida por la ecuacién de
Selmer sobre Z3. Ahora la fibra cerrada tiene ecuacién (Y — Z)3 = 0, luego estd
formada por una recta I'y & PL con multiplicidad 3 (donde ahora llamamos
k = Z/37). Estudiemos el abierto afin D(z) = EspZsly, 2], cuyos generadores
cumplen la ecuacion

344y +523 =0.

La componente irreducible de la fibra cerrada es (3,y — z). Como
Z3[y7 Z]/(37y - Z) = k[YL

un punto cerrado de la fibra es de la forma p = (3,y — 2z, p(y)), pero observamos
que
3+3y° +6y° +y° — 23 =0,

luego
314y’ +22°) = —(y° = 2°) = —(4* +yz +2)(y — 2),
luego
I e
BT ETEL

donde el denominador no estd en p. Por consiguiente, el ideal maximal de Ox ,
admite un generador con dos elementos, y esto prueba que p es regular en X.
Esto s6lo nos deja un posible punto singular, el inico punto de la fibra cerrada
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que no estd en D(x), a saber, (3, z,y—z). Para estudiarlo podemos restringirnos
al abierto afin U = D(z), en el que la ecuacién de X es

3X34+4Y34+5=0,

y el punto se corresponde con el ideal p = (3,z,y — 1). Esta vez son necesa-
rias cuatro explosiones sucesivas para llegar a una superficie regular. La figura
resume el proceso:

Iy
3ip,
_TIs | ‘ Iy
2 1 3
T
66 3|7 - o1
|2
r, " g TS

Todas las componentes irreducibles son isomorfas a P}C y tienen la multipli-
cidad indicada (igual a 1 si no se especifica). Los tinicos puntos singulares son
los destacados. Nos limitaremos a dar un esbozo del proceso y dejaremos los
detalles a cargo del lector.

En primer lugar, para simplificar los céalculos, hacemos el cambio de variable
y =y — 1, con lo que el punto singular pasa a ser (3,z,y). La ecuacién se
transforma en:
32° + 4y + 1202 + 12y + 9 = 0.

La transformacién y = zy;, 3 = xz nos da la superficie definida por las
ecuaciones
3z + 4xyi)’ +dyz+22=0, xz=3.

La fibra cerrada tiene tres componentes irreducibles, cuyos puntos genéricos
son
I = (37:‘/1)2)’ Iy = (3,x,y1+z), s = (3,.73,2).

Las tres se cortan en un dnico punto singular: (3,z,y1,2) = (z,y1,2). La
transformacién y; = zys, z = xz1 nos lleva a la superficie determinada por las
ecuaciones

rz1 + 4x2y§’ + 12y§ + dysz1 + Z% =0, %z, = 3.

La fibra cerrada consta de tres componentes irreducibles, cuyos puntos gené-
ricos son

I'i=@0G,y2,21), Ta=(3,2,22), Ts5=(3,2,92+21).
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Las tres se cortan en un unico punto singular: (3, z,ys2,21) = (z,ya2, 21). La
transformacién yo = zy3, zo = 21 nos lleva a las ecuaciones:

2o + 4x3y§ + 12y§ + 4yszo + z% =0, 32 = 3.

La fibra cerrada consta de tres componentes irreducibles, cuyos puntos gené-
ricos son

' = (3,]/3,22), I'g = (3,1’,22)7 I'y = (3,$,y3 + 29 + 1).

El dnico punto singular es la interseccién de las dos tltimas: (3,z,y3+1, 22).
Hacemos el cambio de variables y3 = y4 — 1, con lo que el punto se convierte en
(x,ys,22), vy las ecuaciones pasan a ser

—3zp+4z3ys — 12033 +1203ys —4a3 +12y32 —24y3+4ys 20 +25+12 = 0, 2329 = 3.

4

La transformacion y, = xys, 23 = x22 nos lleva a las ecuaciones z*z3 = 3,

—x?’zg +4x4yi’ — 12x3yi +122%y, — 4z + 12yi — 823 yazs+4Ayszs + z§ +4a223 = 0.

La fibra cerrada consta de tres componentes irreducibles, cuyos puntos gené-
ricos son

Fl = (3,$y4 - 1723), FS = (3,%,23), F9 = (37%11/4 + 23)'

La superficie obtenida de este modo resulta ser regular.

Terminamos la seccién con una observacion: hemos trabajado con las curvas
definidas por la ecuacién de Selmer sobre Zy y Zs por una simple cuestién de
comodidad. Podriamos haber trabajado igualmente sobre Z para obtener dos
superficies sobre Z, una con una tunica singularidad en la fibra del 2 y otra con
una unica singularidad en la fibra del 3. A su vez, estas dos superficies pueden
pegarse para formar una superficie regular X/Z cuyas fibras coinciden con las de
la superficie de partida excepto Xo y X3, que tendran la estructura que hemos
obtenido. No obstante, no merece la pena entrar en ello porque mas adelante
serd inmediato.3

3Véase el ejemplo de la pagina 220






Capitulo VI

Superficies regulares

En las tres secciones de este capitulo sentaremos las bases del estudio de las
superficies aritméticas que realizaremos en el capitulo siguiente. En la primera
expondremos los resultados basicos de la teoria de intersecciones de curvas en
superficies regulares; en la segunda estudiaremos las aplicaciones birracionales
entre superficies fibradas normales, y demostraremos, entre otras cosas, que
todo homomorfismo birracional entre superficies fibradas regulares es una com-
posicién de explosiones de puntos cerrados; y en la tercera enunciaremos el
teorema de Lipman sobre desingularizacién de superficies excelentes y, a partir
de él, demostraremos que toda superficie fibrada (con fibra geométricamente
regular) admite una desingularizacién.

6.1 Intersecciones de curvas

Consideremos un esquema noetheriano regular y conexo X de dimensién 2.
En este contexto los divisores de Weil se identifican con los de Cartier, por
lo que no distinguiremos entre ambos. Sean D, E € Div(X) dos divisores
enteros primos entre si. Esto se traduce en que D N E tiene dimensién 0, luego,
dado cualquier punto cerrado P € X, existe un entorno afin U de P tal que
DNENU CA{P}.

Pongamos que P € DNE y que U = Esp A, de modo que P se corresponde
con un ideal maximal m de A. Entonces I = Ox (D~ 1)(U)+Ox(E~1)(U) es un
ideal de A tal que V(I) = {m}, lo que a su vez implica que el dnico ideal primo
de Ay que contiene a Iy, es el ideal maximal, luego Ay, /Iy tiene dimensién cero
(pero no es nulo). Si P ¢ DN E, entonces Ap/Im = 0.

Asi pues, hemos probado que, para todo punto cerrado P € X, se cumple
que
Ox,p/(Ox(D™")p + Ox(E~")p)
es un anillo noetheriano de dimensién 0, y es nulo si y sélosi P ¢ DN E.

Por el teorema [AC 4.38] sabemos que los anillos noetherianos de dimensién 0
tienen longitud finita, lo cual justifica la definicién siguiente:

169



170 Capitulo 6. Superficies regulares

Definicién 6.1 Sea X un esquema noetheriano regular y conexo de dimen-
sién 2 y sean D, E € Div(X) dos divisores enteros primos entre si. Para cada
punto cerrado P € X definimos el nimero de interseccion de D y E en P como

ip(D,E)=loy ,»(Ox.p/(Ox(D™")p + Ox(E~")p)).

Es obvio que ip(D, E) = ip(FE, D), y hemos visto que ip(D, E) = 0 si y s6lo
siP¢ DNE.

Por el teorema 4.3 sabemos que los puntos asociados de E coinciden con sus
puntos cuasigenéricos, luego el teorema [E 8.32] nos garantiza que estd definido
el divisor D|g = i*(D) € Div.(E). Vamos a probar que, si P € E es un punto
cerrado, entonces

ip(D, E) = UP(D|E)

En efecto, como todas las definiciones son locales, no perdemos generalidad
si suponemos que X = Esp A es afin y que D y E estan definidos por elementos
a, b € A, respectivamente. Asi, Ox(D™!) = (a) y Ox(E~!) = (b).

Considerando E como subesquema cerrado de X, es E = Esp(A/(b)). El
divisor *(D) esta definido por [a] € A/(b), luego, de acuerdo con la definicién
[E 8.26], tenemos que

vp(Dlg) = lasw)»((A/(0))p/(lal) = lar (Ap/(a,b)) = ip(D, E).

De esta relacion se deduce que el niimero de interseccion es bilineal, es decir,
que
ip(DFE)=1ip(D,E)+ip(F, E),

donde los tres divisores tienen sus soportes sin componentes irreducibles comu-
nes.

Si D € Div(X) es un divisor cualquiera, podemos expresarlo en la forma
D = Dy/Dy, donde los divisores Dy y Dy no tienen divisores primos comunes
y el soporte de D es la unién de sus soportes. Si E € Div(X) es otro divisor
primo con D, podemos definir

ip(D,E) =ip(Do, Ey) —ip(Des, Eo) — ip(Do, Eso) +ip(Doo, o).

Es inmediato que esta extension de ip es también bilineal y simétrica. Ya
sabemos que ip(D, E) = 0 significa que P ¢ D N E. El teorema siguiente nos
da el significado de ip(D, E) = 1 para el caso de divisores primos:

Teorema 6.2 Sea X un esquema noetheriano reqular y conexo de dimension 2,
sean D y E dos divisores primos distintos y P € D N E. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

a) iP(D7E) =1.
b) OX(D_l)P+OX(E_1)P =mp.

¢) Dy E, como esquemas, son requlares en P y TpX =TpD ® TpE.
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DEMOSTRACION: La condicién P € D N E implica que
Ox(D_l)p + Ox(E_l)p Cmp.

Por definicién, a) equivale a que el cociente Ox p/(Ox (D™ 1) p+Ox(E~1)p)
tenga longitud 1, y esto equivale claramente a que la inclusiéon anterior sea una
igualdad, es decir, a que se cumpla b).

Respecto a c), observemos ante todo que la inmersién cerrada D — X
induce un monomorfismo de k(P)-espacios vectoriales TpD — Tp X, que nos
permite considerar a TpD (y andlogamente a TpFE) como subespacio de TpX.

Pongamos que Ox (D™ 1)p = fOx.p, Ox(E~1)p = gOx p. En estos térmi-
nos, b) equivale a que mp = (f, g), de donde se sigue que el ideal maximal de
Op,p estd generado por g, luego dimypy TpD < 1, luego P es regular en D, y
lo mismo sucede con E.

Sean dpf, dpg las clases de f y g en mp/m% = TpX*. Suponiendo b) y
teniendo en cuenta que X es regular, resulta que dpf y dpg son una base del
espacio cotangente de X en P. Es claro que TpD se identifica con el subespacio
de TpX anulado por dpf y TpE se identifica con el subespacio anulado por
dpg. Esto implica que TpX = TpD + TpFE y, como los dos sumandos tienen
dimensién 1, la suma ha de ser directa. Asf pues, tenemos c).

Reciprocamente, si suponemos c), segtn el teorema [AC 5.19] podemos es-
coger f de modo que, como antes, Ox (D) p = fOx p y ademds mp = (f, f),
para cierto f’. Al igual que antes, vemos que Tp D se identifica con el subespacio
de Tp X anulado por dp f y, andlogamente, podemos tomar g de modo que TpE
sea el subespacio anulado por dpg. La hipdtesis sobre la suma directa implica
entonces que TpX* = (dpf,dpg), es decir, que mp/m% estd generado por las
clases de f y g. El teorema [AC 4.52] implica entonces que mp = (f, g), y esto
es la propiedad b). n

Definicién 6.3 Cuando dos divisores primos D y E cumplan las condiciones
del teorema anterior diremos que se cortan transversalmente en P. Si D y E
son regulares en P y cumplen ip(D, E) > 2, entonces se dice que son tangentes
en P. (Si no exigimos la regularidad, por el propio teorema resultaria que un
divisor singular en un punto dado seria tangente a cualquier otro que pasara
por dicho punto.)

Ejemplo Consideremos X = P, de modo que los divisores primos en X son
simplemente las curvas proyectivas planas integras definidas sobre k. Conside-
remos la circunferencia C' dada por la ecuacién X2 +Y? — Z2 = 0 y las rectas
Ry vy Ry dadas por X =0y X = Z respectivamente. Las intersecciones C' N R;
estdn todas en el plano affn A2 = V(Z), por lo que, para calcular los niimeros de
interseccién, podemos deshomogeneizar respecto de Z, con lo que las ecuaciones
pasan a ser:

C: X?+Y%?=1, R : X=0, Ry: X=1.
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Observamos que C' N Ry consta de los puntos (0,4+1) que, en términos de
ideales de k[X,Y], son P, = (X, Y —1) y P, = (X,Y 4+ 1). Como divisor de
Cartier, C estd definido en A2 por la funcién X2 +Y? —1 € Op2 (A2) y C|r,
es el divisor de Cartier de Ry que, sobre su parte finita, estd definida por la
imagen de esta funciéon por el homomorfismo

E[X,Y] — k[X,Y]/(X) = k[Y],

que define la inmersién cerrada i : Ry N A7 — AZ2. En suma, C|g, es el divisor
de Cartier en Ry = A}, definido por la funcién Y2 — 1. Por otra parte, como
punto de Ry, el punto Py es (Y —1). Asi pues,

ip,(C,R1) =vp (Y2 —1)=vp (Y +1)+uvp (Y —1)=1.

Aqui hemos usado el teorema 4.4, en virtud del cual vp, es la valoracién aso-
ciada al ideal maximal m = (Y — 1) en el anillo de valoracién discreta Og, p,.
Claramente, tenemos también que ip,(C, R1) = 1, luego la recta y la circunfe-
rencia se cortan transversalmente en sus dos puntos de interseccion.

Alternativamente, usando la caracterizacién b) del teorema 6.2, bastaba ob-
servar que

Ox(CHNp, +0x(R{Np, = (X?4+Y?> - 1,X)=(Y2-1,X) = (Y - 1,X)

es el ideal maximal de Ox p,. (Hemos usado que Y + 1 es una unidad en este
anillo, por lo que podemos cambiar Y2 + 1 por Y — 1.)

Por otra parte, C' N Ry consta de un tnico punto P = (X —1,Y"). Ahora, la
imagen de la ecuacién de C' por el homomorfismo

KX, Y] — K[X,Y]/(X — 1) 2 K[Y]
es Y? y, como punto de Ry = A}, el punto P es (V). Asf pues,
ip(C,Ry) = vp(Y?) =2,

lo que significa que C'y Rs son tangentes en P. ]

Ejemplo En la seccién 5.4, partiendo de la superficie X/Zo definida por la
curva de Selmer, hemos encontrado una superficie regular X/Zy cuya fibra ce-
rrada consta de 5 componentes irreducibles. Vamos a ver que todas ellas se
cortan transversalmente. Manteniendo la notacién empleada alli, tenemos que
los puntos de intersecciéon de I's con I'y y I's estan contenidos en el abierto afin
Us1, cuya ecuacion es

x’3(z/+1)2(z/2—|—z/+1)2=2,

de modo que I's = (2,2'), Ty = (2,2’ + 1), I's = (2,22 + 2 +1). Basta
aplicar el teorema 6.2 b), pues, por ejemplo, P =T3NTy = (2/,2' + 1) (donde
comprobamos que el ideal es primo porque el cociente es un cuerpo), y el ideal

Ox(T3") + 0x (T ") = (2,2 + 1)



6.1. Intersecciones de curvas 173

es trivialmente el ideal maximal de Ox p. Esto prueba que ip(I's NTy) =1, e
igualmente se razona que ip/(I's NT'5) = 1, donde P’ es el punto de interseccién
correspondiente. Razonando en el abierto Uss se concluye igualmente que los
cortes de 'y NT'y y 'y N5 son transversales.

El lector que haya calculado la desingularizacién de X/Zs puede comprobar
con igual facilidad que las nueve componentes irreducibles de la superficie regular
obtenida se cortan transversalmente. m

Ahora vamos a definir el niimero de interseccién global de dos divisores F' y F’
de una superficie fibrada regular X/S que “cuente” el ndmero de puntos en que
se cortan uno y otro. Ponemos “contar” entre comillas porque queremos contar
cada punto de interseccién “algebraicamente” | es decir, tantas veces como indica
la “multiplicidad” u “orden de contacto” dada por el nimero de interseccién
local ip(E, F) que ya hemos definido. De este modo, los puntos donde los
divisores son tangentes (y donde alguno de ellos es singular) se cuentan dos o
mas veces.

Segun esto, el nimero de interseccién i(FE, F') deberfa ser simplemente la
suma

(E,F)=>ip(E,F),
P

donde P recorre los puntos de E N F (o, equivalentemente, los puntos de la
superficie X/5), pero en realidad hay otro motivo por el que una interseccién en
un punto “deberia” contarse varias veces y que no esta recogido en la definicién
del nimero de interseccién local:

Ejemplo Tomemos X = P2 y consideremos los divisores primos E y F deter-
minados respectivamente por las ecuaciones

X2 4+v?%2=0, X =27z

Vemos que E N F consta de un unico punto P, que esta contenido en el
abierto affn A2 = V(Z), donde se identifica con el ideal

P=(X?4+Y% X -1)=(X-1,Y2+1).

Por 6.2 b) es inmediato que ip(E, F') = 1, pero E es una cénica singular que,
tras la extensién de constantes C/R, se descompone en dos rectas de ecuaciones

X+iV =0, X-—i¥=0,

y F corta a estas rectas en P = (X —1,Y +14), P = (X —1,Y — ), que son
los puntos de A{ que se identifican con P en A%. Asf pues, resulta razonable
considerar que la interseccién de ' y F en P es doble, no porque E y F sean
tangentes en P, sino porque el punto P representa en AD% a un par de puntos
conjugados de AZ. El valor concreto 2 es gradg P = |k(P) : R| = 2. "

En el caso geométrico, es decir, cuando la superficie X/S con la que traba-
jamos es una superficie sobre un cuerpo S = Esp k, esto nos llevaria a definir el
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ntumero de interseccién global de dos divisores E' y F' como

i(E,F)=>ip(E, F)grad, P.
P

Sin embargo, en el caso aritmético, es decir, cuando dim .S = 1, no tenemos
un mismo cuerpo base k, sino que, para cada punto P € X hemos de considerar
su grado sobre el cuerpo k(s) asociado a su fibra. Para que esta definicién “fun-
cione correctamente” nos vemos obligados a restringir la definicién del niimero
de interseccion global de dos divisores al caso en que al menos uno de ellos es
vertical.

Consideremos, pues, una superficie fibrada regular arbitraria X/S. Si s € S
es un punto cerrado, llamaremos Div,(X) al conjunto de los divisores de X cuyo
soporte estd contenido en la fibra X;. Obviamente se trata de un subgrupo
de Div(X). Si dimS = 0y s es el tinico punto de S, entonces Xy, = X y
Divys(X) = Div(X). Si dimS = 1, entonces Divy(X) es el Z-médulo libre
generado por las componentes irreducibles de la curva X.

En este segundo caso, si D es un divisor entero no trivial que divide al
divisor X, esto significa que existe otro divisor entero F tal que Xy = DE, por
lo que Ox (X 1) =0x(D™H)Ox(E™') C Ox(D™'), luego existe una inmersién
cerrada i : D — X, luego podemos ver a D como curva proyectiva sobre k(s).

En el caso geométrico entenderemos la condicién D | X como trivial. Puesto
que X es una superficie proyectiva sobre k = k(s), también tenemos trivialmente
que D es una curva proyectiva sobre k.

Teorema 6.4 Sea X/S una superficie fibrada regular y sea s € S un punto
cerrado. FEntonces existe una unica aplicacion bilineal de Z-maodulos

is : Div(X) x Divg(X) — Z
que cumple las propiedades siguientes:
a) Si D € Div(X) y E € Divs(X) no tienen primos en comin, entonces

is(D,E) = ;z p(D, E) grady, P,

donde P recorre los puntos cerrados de X.
b) La restriccion de is a Divg(X) x Divg(X) es simétrica.
¢) Si D y D' son linealmente equivalentes, entonces is(D, E) =is,(D’, E).
d) Si E | X, es un divisor entero no trivial, entonces

Zs(DvE) = gradk(s) OX(D)|E
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DEMOSTRACION: La unicidad se deduce de la bilinealidad y de la propie-
dad d), ya que si E € Divy(X), podemos expresarlo de forma tnica como
E=T7"...T" dondelosT'; son los divisores primos de X en el caso aritmético
o divisores primos arbitrarios de X en el caso geométrico, y n; € Z. En cual-
quier caso son curvas proyectivas ({ntegras) sobre k(s). La propiedad d) exige
entonces que

is (l)7 E) = Z’fli gradk(s) OX(D)|F1'
1

Vamos a demostrar que, tomando esta formula como definicién, se cumplen
las propiedades del enunciado. La bilinealidad es obvia.

a) La bilinealidad de i5 e ip permite reducir la comprobacién al caso en que
D y E son divisores primos distintos. En tal caso esta definida la imagen inversa
D|g, de modo que Ox(D)|g = Op(D|g), luego

is(D,E) = grady,,) D|g = > vp(D|g)grady P = > ip(D, E) grady,) P.
P P

b) Si D =T{" .- I'™ entonces

iS(D, E) = mejis(Fi, Fj),
4,J

y se cumple que i4(I';,I';) = i5(T';,T;), trivialmente si i = j y por a) si i # j.

¢) Por la linealidad, podemos suponer nuevamente que F es primo. Si los
divisores D y D’ son linealmente equivalentes, entonces O x (D) = Ox (D’), luego
Ox(D)|g =2 Ox(D’')|g y ambos haces tienen el mismo grado.

d) Por el teorema 4.11 tenemos que

gradk(s) Ox(D)|e = Z l(OE.) gradk(s) Ox(D)]r;s

donde &; es el punto genérico de I';. Ahora bien, por la observacién tras dicho
teorema, tenemos que [(Og¢,) = vr,(E) = n; y, por consiguiente, el miembro
derecho es is(D, E). "

Observaciones La definicién de is(F, F') que proporciona el teorema ante-
rior es mucho més general que la férmula explicita del apartado a), la cual
sblo es vélida cuando los divisores no tienen primos comunes. En particular, si
P € Divg(X) es un divisor primo vertical, tenemos definido el nimero de au-
tointerseccion is(P, P), que no puede interpretarse en términos de intersecciones
de divisores.

En la demostracién hemos visto que is(E, F') estd completamente determi-
nado por las propiedades a) y d). Por otra parte, puede probarse que todo
divisor D es linealmente equivalente a otro divisor primo con cualquier divisor
E prefijado, por lo que D - E también estd completamente determinado por las
propiedades a) y c).
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Lo que explica por qué conviene “contar” los puntos de interseccién con las
multiplicidades que les hemos asignado es que asi se consigue que el nimero de
interseccién global tenga las propiedades algebraicas que afirma el teorema, en
particular que sea bilineal y compatible con la equivalencia de divisores. =

En el caso geométrico tenemos definida una tnica forma bilineal simétrica
Div(X) x Div(X) — Z, que induce una forma bilineal simétrica

Pic(X) x Pic(X) — Z.

En lugar de i5(D, E) es méas habitual la notacién D - E, y este nimero se
llama nimero de interseccion de los dos divisores.

Si los divisores son primos entre si, el nimero de intersecciéon puede inter-
pretarse como el ntimero de puntos en D N E, entendiendo, como ya hemos
explicado antes del teorema, que cada punto P representa en realidad a grad P
puntos y que a la interseccién hay que asignarle una multiplicidad ip(D, E).
En particular, si D y F son divisores primos regulares como esquemas, que se
cortan Unicamente en puntos racionales y lo hacen transversalmente, entonces
D - F es literalmente el nimero de puntos de D N E.

Para X = Pi los niimeros de interseccién son muy faciles de calcular. Basta
tener en cuenta que grad : Pic(P%) —— 7 es un isomorfismo, por lo que si D y
FE son divisores de grados m y n respectivamente y Hy, Hs son dos hiperpla-
nos distintos, se cumple que D y E son linealmente equivalentes a H{" y H3
respectivamente, luego

D-E=H{"-H} =mn(H; - Hy) =mn,

yva que Hy y Hy se cortan transversalmente en un unico punto racional. La
relacion

D - FE = (grad D)(grad E)
no es sino una forma del teorema de Bezout.

En el caso aritmético, si E' es un divisor vertical, es decir, un divisor cuyos
divisores primos sean todos verticales, podemos definir D - E' como el divisor de
Weil en S dado por

vs(D - E) = is(D, Es),

donde F; representa al divisor compuesto por los divisores primos de E con
soporte en X,. En otras palabras, no tenemos definido un unico nimero de
interseccién, sino un numero de intersecciéon para cada fibra.

Vamos a probar algunos resultados fundamentales sobre los nimeros de in-
terseccion en el caso aritmético, para lo cual necesitamos primeramente un he-
cho técnico, a saber, la posibilidad de reducir el calculo al caso de superficies
aritméticas sobre anillos de valoracién discreta.

Para ello observamos que si X/S es una superficie aritmética y s € S es
un punto cerrado, entonces X' = X xx EspOg es también una superficie
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aritmética (sobre Og). Es una superficie fibrada por el teorema 5.5, y es
regular porque si € X’ pertenece a la fibra cerrada X!, entonces Ox/ » = Ox ,
(teorema [E 3.47]), luego x es regular en X', y si x pertenece a la fibra genérica
X, entonces x es regular en X; = C/K y X, es abierta en X', luego = también
es regular en X'. El resultado que necesitamos es el siguiente:

Teorema 6.5 Sea X/S una superficie aritmética, sea s € S un punto cerrado,
sea " =EspOg,, sea X' =X xg 5, seap: X' — X la proyeccion natural y
sean D € Div(X), E € Divs(X). Entonces

D-E=p'D-p'E.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que E es primo. Tenemos el diagrama
conmutativo
Xé > X'/ N S/
Xs—=X——>S8
donde el homomorfismo entre las fibras es un isomorfismo. El hecho de que
F sea una componente irreducible de X, se traduce en que, si J es el haz de
ideales de Ox asociado a X, entonces J C Ox(E~!). Por otra parte, el haz
J" de ideales de Ox/ asociado a X! es p*J C p*Ox(E~!) = Ox/(p*E~!). En
efecto, sea V' = Esp A un entorno afin de s (de modo que s se corresponda con

un ideal maximal p de A), sea U = Esp B un abierto afin de X contenido en la
antiimagen de V', de modo que tenemos la sucesion exacta

0—JU)— B— B®ak(p) — 0.
De ella obtenemos la sucesién exacta
0—I3(U), — B, — B, ®4 k(p) — 0.

Es facil ver que el dltimo anillo es igual a By ®a, k(p), asf como que, llamando
U’ =p~ U] = U xy Esp 4,, se cumple que

P*NU")=IU)®p Boa Ay =I(U),.
Por consiguiente, tenemos la sucesion exacta
0— (P NU") — Ox/(U") — OXQ(U' NX.) —0,

de la que se deduce que 7' (U’) = (p*7)(U).

Podemos cubrir X’ por abiertos afines U’ que sean de la forma indicada
o bien que sean de la forma U’ = p~1[U] con U N Xy = &, y en este caso la
igualdad anterior es trivial. Esto prueba que 3 = p*J, como habfamos afirmado.
Esto nos da inmersiones cerradas

p*E — X! — X'.
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Ahora es facil ver que el isomorfismo X! — X hace corresponder a p* F con
E como esquemas. En efecto, si, en un abierto afin U C X, el anillo O x (E~1)(U)
estd generado por un elemento b € Ox (U), entonces Ox, (E~1)(Xs; NU) estd
generado por la clase de b médulo J(U). Por otra parte, si U’ = p~t[U], tene-
mos que Ox/(p*E~1)(U’) estd generado por la imagen de b en Ox/(U’), luego
Ox: (p*E~1) (X, NU) estd generado por la clase de esta imagen médulo J'(U”).
Esto significa que el isomorfismo O x, (X;NU) = Ox/ (X,NU’) hace corresponder
Ox,(E~1)(X,NU) con Ox, (p*E~1)(X.,NU), luego, vistos como subesquemas
de X! y X, respectivamente, se cumple que p*E = E. M4s atn, tenemos un
diagrama conmutativo

p'E L x!
donde r es un isomorfismo. Ahora basta observar que

D - E = gradys i"D = grady,, r"i" D = grad,,(p* D)

»wE=pD -p'E.
"

Observemos que si, en las condiciones del teorema anterior, llamamos tam-
bién s € S’ al tnico punto cerrado y p : S — S es el homomorfismo natural,
se cumple que p*s = s, vistos como divisores de Cartier. En efecto, si {(U;, fi)}i
define a s como divisor de Weil de S'y U; = Esp A contiene a s (al que podemos
identificar con un primo p de A), entonces A es un dominio de Dedekind y f; € A
cumple que v, (f;) = 1, luego f;, como elemento de A, cumple lo mismo. Dado
que A, no contiene més primos, concluimos que p*s estd definido por el par
(S', f1), el cual define al divisor de Cartier correspondiente al divisor de Weil s.

Puesto que X = 7*s, ahora podemos concluir (siempre en las condiciones
del teorema anterior) que X! = p* Xj.

Con esto podemos probar un resultado fundamental:

Teorema 6.6 Sea X/S una superficie aritmética y s € S un punto cerrado. Si
E € Divs(X), entonces E - X5 = 0.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior y la observacién que acabamos
de hacer, no perdemos generalidad si suponemos que S es local, es decir, es
el espectro de un dominio de Dedekind local, que serd un dominio de ideales
principales, luego su grupo de clases es trivial y el divisor s es principal. Esto
implica a su vez que X, = 7*s también es principal. Como ¢4 induce una forma
bilineal en Pics(X) x Pics(X) y X es trivial en el grupo de clases, la conclusién
es inmediata. L]

Como primera aplicacién observamos que si I'y, ..., ', son los divisores pri-
mos (las componentes irreducibles) de la fibra X, entonces la bilinealidad nos
reduce el calculo de cualquier producto D - E, con D, E € Divs(X), al cédlculo
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de los productos I'; - I'; para ¢ # j, que pueden calcularse por la propiedad a)
del teorema 6.4, y a las autointersecciones Ff =TI, -T;. El teorema anterior nos
proporciona una férmula sencilla para calcular éstas a partir de aquéllos:

Teorema 6.7 Sea X/S una superficie aritmética, sea s € S un punto cerrado
y sea Xy = I“fl - T4 el divisor de Weil asociado a la fibra. Entonces

1
M?=—-—354d,T; I
di jZi

DEMOSTRACION: Basta desarrollar linealmente la relacién I';- X = 0. =

Ejemplo Consideremos la desingularizacién X/Zs calculada en el ejemplo de
la pagina 144. Su fibra cerrada es X5 = I'y - I's - I'3, donde las componentes
se cortan transversalmente en un \nico punto racional. Esto se traduce en que
I'; -I'; = 1 cuando ¢ # j. Ahora podemos calcular

I'?=-Ty-Ty —T3-T; = -2,

y lo mismo vale para los demas indices, luego la matriz (I';-I';); ; que determina
las intersecciones de los divisores verticales resulta ser

-2 1 1
1 -2 1
1 1 -2

Ejemplo Consideremos ahora la superficie fibrada X/Zs que hemos obtenido
en la seccién 5.4 al desingularizar la ecuacién de Selmer. La fibra cerrada es
Xo =T Ty -T3-T%-T2, y todas las componentes se cortan transversalmente
en un punto racional, excepto I's y I's, que se cortan entre si y cortan a I's en
puntos de grado 2. Es facil calcular entonces la matriz de intersecciones:

-2 0 0 1 0

0 —4 0 0 2
0 0 -2 1 2
1 0 1 -2 0
0 2 2 0 —4

Por ejemplo,
1
Iz = —5(1“2 D5 +303-T5) = —4.
El lector puede calcular como ejercicio la matriz correspondiente a la desin-
gularizaciéon X/Zs. "

Observemos ahora que Divg(X)r = Divs(X) ®z R es un espacio vectorial de
dimension finita, que tiene por base a las componentes irreducibles de X;. Es
obvio que is determina una forma bilineal simétrica ( , ), sobre este espacio.
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Teorema 6.8 Sea X/S una superficie aritmética y s € S un punto cerrado.
La forma bilineal ( , ), en Divy(X)r es semidefinida negativa, es decir, cumple
que (v,v), < 0 para todo v € Divg(X)r. Si la fibra X es coneza, entonces
(v,v), =0 sty solo siv e (Xg)p.

DEMOSTRACION: Sea X, = I'¥*...T% . Podemos suponer que r > 0, ya
que, de lo contrario, la forma bilineal es nula y el teorema es trivial. Llamemos
b;j = d;d;T’; - T'j. Notemos que, por 6.4 a), se cumple que b;; > 0 si ¢ # j. Por
otra parte,

Sy = X, - T4 = 0.
J

Tomemos v = ) I'}* € Divy(X)g y sea y; = z;/d;. Entonces
i

(v,0), = 2bij yiy; = — Y bij(yi —y;)* < 0.

%] 1<j

Ademds, (v,v), = 0 siy sélo si y; = y; cuando b;; # 0, es decir, cuando
NI # 2. Si X, es conexa, esto equivale a que todos los y; sean iguales, es
decir, a que v sea multiplo de X. L]

Los resultados que hemos probado hasta aqui han tratado sobre la inter-
seccién de divisores verticales. Ahora vamos a ocuparnos de la interseccién de
un divisor horizontal con otro vertical. El andlogo al teorema 6.6 es el siguiente:

Teorema 6.9 Sea X/S una superficie aritmética, sea s € S un punto cerrado,
sea D un divisor primo horizontal y sea & su punto genérico. Entonces

DX, = k(&) : K(5)].

DEMOSTRACION: Como D es primo, la estructura de esquema en D como
subesquema de X es la estructura de subesquema cerrado reducido. La in-
clusién induce un epimorfismo Ox ¢ — Op¢ = K(D), que a su vez induce
un epimorfismo k(§) — K(D) que, obviamente, ha de ser un isomorfismo de
Cuerpos.

Por otra parte, podemos considerar la restriccion h : D — S del homo-
morfismo estructural, que es suprayectiva porque D es horizontal. El diagrama
conmutativo

D—t>X

N

~

muestra que el isomorfismo k(§) & K (D) es un K(S)-isomorfismo, luego en el
miembro derecho de la férmula del enunciado podemos sustituir k(§) por K (D).
Claramente:

DX, = ;iP(D,Xs) grady ) P = ;vP(Xle) [k(P) : k(s)| = vs(he(Xs|D)),
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(cf. [E 8.41].) Ahora observamos que X;|p = i*7*s = h*s, luego [E 8.42] nos
da que

D X, =vs(h.h*s) = |K(D) : K(S)|,
como queriamos probar. "

Estudiamos ahora las autointersecciones de los divisores horizontales. El pro-
blema para calcular D? mediante el teorema 6.4 d) es calcular el haz Ox(D)|p,
lo cual no puede hacerse en términos de divisores (pues no existe D|p).

Teorema 6.10 Sea X un esquema localmente noetheriano y D € Div.(X) un
divisor entero. Entonces Ox(D)|p = wp/x-

DEMOSTRACION: La inmersién cerrada i : D — X es regular, luego, en la
definicién de haz canénico [E 9.27] podemos tomar Z = X, de modo que

wp/x = Cp)x-

Notemos que no hemos de calcular el determinante porque el haz normal
CyH /X tiene rango 1. En efecto, el esquema D esta definido por el haz de ideales

J = 0x(D™1), luego, segiin la definicién [E 7.61], tenemos que
Cp/x =i (/7)) 2 i*(I®o, Ox/I) 2i*(0x (D)) ®o, Op = Ox(D™Y)[p.
Por consiguiente, wp,x = Ox(D)|p. n
Esto nos da una relaciéon importante:

Teorema 6.11 Sea X/S una superficie fibrada regular, sea s € S un punto
cerrado y E € Divy(X) un divisor entero no trivial tal que E | Xs. Entonces

we/ks) = (0x(E) ®ox wxys)|e-

DEMOSTRACION: Recordemos que la hipétesis E | X es vacfa cuando
dim S = 0. En cualquier caso, nos asegura que tenemos una inmersion cerrada
E — X que nos permite considerar a F como una curva proyectiva sobre k(s).
En particular, el homomorfismo E — S factoriza como E — Esp k(s) — S,
de donde se sigue facilmente que F x g Esp k(s) = E.

Asi, por una parte, X — S es localmente una interseccién completa porque
X y S son regulares (teorema [E 7.69 b]), X, — Espk(s) lo es por ser un
cambio de base, y E — X lo es por ser un cambio de base de E — X, que
es una inmersién regular. Por dltimo, F — Espk(s) lo es por composicién
y Espk(s) — S lo es de nuevo por [E 7.69]. También es claro que todos
los homomorfismos son proyectivos, por lo que todos los haces candnicos del
enunciado y los que vamos a considerar en la prueba estan bien definidos.

Por una parte tenemos que

wg/s = wWg/x ®op wx/s|le = O0x(E)|E ®oy wx/s|E-
Por otra parte, si f : E — Espk(s) es el homomorfismo estructural,
WE/s = WE/k(s) @op | Wi(s)/s = WE/k(s)-

Aqui hemos usado que el grupo de Picard de Esp k(s) es trivial. m
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Como consecuencia inmediata obtenemos:

Teorema 6.12 (Férmula de adjuncién) Sea X/S una superficie fibrada re-
gular, s € S un punto cerrado, E € Divs(X) un divisor entero no trivial tal que
E | X, y Wx,s un divisor candnico (es decir, un divisor cuya clase en Div(X)
se corresponde con la clase candnica de Pic(X)). Entonces

1
pa(E) =1+ 5(E2 + Wyx/s - E).

DEMOSTRACION: Basta tomar grados en el isomorfismo del teorema ante-
rior. Teniendo en cuenta las observaciones tras [E 10.20], vemos que

2pa(E) — 2 = grad((EWx/s)|g) = (EWx/s) - E = E* + Wx s - E.

Ejemplo En el caso particular en que X = P y E es una curva de grado d, el
teorema [E 9.25] nos da que Wy, se corresponde con Ox (—3), luego la formula
de adjuncion se reduce a la férmula del teorema 4.2:

pa(B) = 1+ 5 (¢~ 3d) = W_

Otro caso particular de interés se da cuando tomamos como FE toda la fibra.
Podemos enunciarlo asi:

Teorema 6.13 Sea X/S una superficie fibrada regular, s € S un punto cerrado
y Wx /s un divisor candnico. Entonces, el género de la fibra genérica X, viene
dado por

1
pa(Xn) =1+ 5 WX/S 'Xs'

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que X2 = 0 por 6.6 y que todas las
fibras tienen el mismo género, por [E 6.38] (ver la observacién posterior). m

6.2 Aplicaciones birracionales

Para estudiar los homomorfismos entre superficies fibradas necesitaremos el
concepto mds general de aplicacién racional (o birracional), que es un homo-
morfismo (birracional) no definido necesariamente en todos los puntos, sino que
admite singularidades. En particular, veremos que una forma practica de defi-
nir un homomorfismo entre dos esquemas es definir en principio una aplicaciéon
racional entre ellos y después demostrar que estd definida en todos los puntos.

En primer lugar conviene recordar el teorema [E A.21]:
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Teorema 6.14 Sea f: X — Y un homomorfismo propio y birracional, donde
X es un esquema integro e Y es un esquema normal localmente noetheriano.
Sea V' el conjunto de los puntos de X que son aislados en su fibra. Entonces
existe un abierto U C'Y tal que V = f~1[U] y f se restringe a un isomorfismo
V — U. Ademds, todas las fibras de f son conexas.

En las condiciones del teorema anterior, el cerrado X \ V' se llama lugar
ezxcepcional de f.

Definicién 6.15 Sean X, Y dos esquemas integros sobre un esquema S de
modo que Y/S sea separado. Una aplicacidn racional f : X — Y definida
sobre S es una clase de equivalencia en el conjunto de homomorfismos U — Y
definidos sobre S, donde U es un abierto no vacio en X, respecto a la relacién
dada por g ~ h si y sélo si g y h coinciden en la intersecciéon de sus dominios.
El teorema [E 4.16] garantiza que esta relacién es ciertamente una relacién de
equivalencia.

Es claro que si f : X — Y es una aplicacion racional y llamamos U a la
unién de todos los dominios de los homomorfismos que componen f, entonces f
contiene un tnico homomorfismo de dominio U, al que llamaremos también f.
Al abierto U lo llamaremos dominio de definicion de f. Diremos que f estd
definida en un punto x € X si x pertenece a su dominio de definicién.

Diremos que una aplicacién racional f : X — Y es una aplicacion birra-
cional si se restringe a un isomorfismo entre un abierto (no vacio) de X y un
abierto de Y.

Podemos identificar los homomorfismos X — Y con las aplicaciones racio-
nales X — Y cuyo dominio de definicién es X. En particular, los homomor-
fismos birracionales X — Y (en el sentido de [E 4.6]) se identifican con las
aplicaciones birracionales definidas sobre todo X.

En el estudio de las aplicaciones racionales es 1til el concepto de grafica. Lo
introducimos primero para homomorfismos:

Definicién 6.16 Sean X, Y esquemas integros definidos sobre un esquema S y
supongamos que Y/S es separado. Sea f: X — Y un homomorfismo definido
sobre S. Llamamos grdfica de f a la imagen I'y del homomorfismo natural
X — X xgY. Observemos que dicho homomorfismo puede descomponerse
como X — X Xy Y — X xgY, donde la primera parte es un isomorfismo
y la segunda una inmersién cerrada ([E 4.12]), luego la grafica I'y es cerrada en
X xgY y, con la estructura de subesquema cerrado reducido, es isomorfa a X.

Con mas detalle, tenemos el diagrama siguiente:

Ff—>X><SY

|

X
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en el que la flecha vertical es un isomorfismo, la siguiente es una inmersién
cerrada y la tercera es la proyeccién. La composicion de las tres es la identidad
en X, mientras que la composicién de las dos primeras es la inmersién natural.
Equivalentemente, la restriccién a I'y de la proyeccién en X es un isomorfismo.

Definicién 6.17 Sean X, Y esquemas integros definidos sobre un esquema S
y supongamos que Y/S es separado. Sea f : X — Y una aplicacién racional
definida sobre S y sea U su dominio de definiciéon. Llamaremos grdfica de f a la
clausura I'y C X xgY de la grafica del homomorfismo U — Y que determina a
f. Consideraremos a I'y como subesquema cerrado de X xgY con la estructura
de subesquema cerrado reducido.

Si llamamos F(})c C U xg Y a la grafica del homomorfismo que define a f,
tenemos que F(} es irreducible (es isomorfo a U), luego I'; también es irreducible,
luego es un esquema integro. Como I‘S)c es cerrado en U xg Y, resulta que
Ty N (U xsY)=TY, luego T'} es abierto en T'y.

Es claro que la proyeccién en X se restringe a un homomorfismo I'y — X
que se restringe a su vez a un isomorfismo Fg’c — U, luego se trata de un
homomorfismo birracional.

Observemos que si f estd definida en todo X, entonces I'y es la misma
definida en 6.16, y la aplicacién birracional que acabamos de definir es un iso-
morfismo. Reciprocamente, si la proyeccién se restringe a un isomorfismo en
I'f, entonces ha de ser U = X. En efecto, tenemos el diagrama conmutativo

X—TIy—=XXxgY ——>Y

1

U——T1y——=UxgY

donde el homomorfismo U — Y calculado a través de la fila inferior es f, y
la fila superior es, por lo tanto, una extensién de f a X. Como U es el mayor
dominio posible de f, ha de ser U = X.

Observemos también que si f esta definida en un punto x € X, entonces
existe un dnico punto { € I'y tal que px(§) = x. En efecto, existe £ porque
px se restringe a un isomorfismo de F']Jc en U, y es unico porque, si px(§) = z,
entonces { € (U xgY)NTy = F?. Ademéds, es claro que py (§) = f(x).

Asf pues, podemos considerar al homomorfismo I'y — Y como una “modi-
ficaciéon” de la aplicacién racional X — Y que elimina los puntos donde ésta
no estd definida, en el sentido de que tenemos un homomorfismo birracional
I'y — X tal que cada punto x € X donde f estd definida tiene una unica
antiimagen en I'; sobre el que la proyeccién actia igual que f.

Esto nos lleva a definir la transformada total de un punto x € X como
flz) = py[pxhifl[{m}]] C Y. Segin acabamos de ver, cuando f estd definida

en z, la transformada total de x es simplemente f(z) en el sentido usual. (En
sentido estricto, es el conjunto {f(z)}, pero podemos pasar por alto el matiz.)
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Teorema 6.18 Sea S f: X — Y wuna aplicacion birracional entre superficies
fibradas normales. Si x € X es un punto donde f no estd definida, se cumple
que x es un punto cerrado, su transformada total f(x) es un cerrado conexo
cuyas componentes irreducibles tienen dimension 1 y la aplicacion birracional
inversa f~1 1Y — X estd definida sobre todos los puntos cuasigenéricos de
f(x), y les asigna como imagen el punto x.

DEMOSTRACION: El teorema [E 7.6] nos da que x ha de tener codimensién
> 2, luego ha de ser un punto cerrado. Por otra parte, los esquemas (X xgY)/Y
y I't/Y son propios, por lo que f(x) es cerrado en Y.

Sea Z = I'y la grafica de f y consideremos la proyecciéon p : Z — X,
que es un homomorfismo propio y birracional. Sea U C Y el abierto dado
por el teorema 6.14, que claramente ha de ser el dominio de definicién de f,
luego tenemos que & ¢ U. Por consiguiente, la fibra Z, es conexa y no tiene
puntos aislados, luego no puede reducirse a un punto, luego sus componentes
irreducibles han de tener todas dimensién 1.

Ahora consideramos la proyecciéon ¢ : Z — Y. Como Z, es conexa, su
imagen, f(z), también lo es. Falta probar que tiene también dimensién 1. Para
ello consideramos el diagrama conmutativo

ZJ—>XxsY —>Y

]

Zy—> (X xsY),
Observemos que, si llamamos s € S a la imagen de z,
(X xsY)s =Y xgEspk(z) =Y, Xy(s) Espk(z),
de modo que la proyeccién Z, — Y puede descomponerse como
Zy — Y5 Xp(5) Esph(z) — Yy, — Y.

Los homomorfismos primero y tltimo son inmersiones cerradas, mientras que
el central es un homomorfismo finito. En definitiva, la proyeccién Z, — f(x)
es finita y suprayectiva, al igual que su restriccién a cada componente irredu-
cible de Z, en su imagen. El teorema [E 4.45] implica entonces que todas las
componentes irreducibles de f(z) tienen también dimensién 1.

Por tltimo, es facil ver que f y f~! tienen la misma grafica (salvo el orden
de los factores), de modo que, si y es un punto cuasigenérico de f(z), podemos
calcular su transformada total por f~! usando las proyecciones p y gq. Notemos
que f~! estd definida en y porque no es un punto cerrado, luego sélo hay un
punto en Z cuya proyeccién sea y. Dicho punto ha de ser un punto cuasigenérico
de Z,, luego su proyeccion en X ha de ser z. m

Asi pues, en las condiciones del teorema anterior, una aplicacién birracional
f estd definida en un punto cerrado si y sélo si su transformada total es un
punto cerrado. (Y en los puntos no cerrados f siempre estd definida.)
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Vamos a dar ahora un criterio en términos de valoraciones para que una
aplicacién birracional esté definida en un punto

Definicién 6.19 Sea X/S un esquema integro separado, sea K = K(X), sea
v : K* — Z una valoraciéon y sea O, C K su anillo de enteros. Entonces
Esp O, tiene unicamente dos puntos: el punto genérico y el punto cerrado.
Adema&s tenemos una inmersién abierta Esp K — Esp O, cuya imagen es el
punto genérico.

La composicion Esp K — X —— S determina una aplicacién racional
Esp O, — S. Si esta aplicacién esta definida también sobre el punto cerrado de
Esp O, diremos que v estd definida sobre S. (Y entonces, Esp O, es un esquema
definido sobre S y la inmersién Esp K — Esp O, estd definida sobre S.)

Por ejemplo, si P € X es un punto normal de codimensién 1, entonces Ox p
es un anillo de valoracién discreta que determina una valoracién vp : K* — Z.
Esté definida sobre S, pues el homomorfismo natural EspOx p — X — S
extiende al homomorfismo Esp K — X — S. A las valoraciones de la forma
vp, donde P es un punto normal de codimensién 1 en X, las llamaremos valo-
ractones normales de X.

Es claro que si X/S es un esquema separado normal, existe una biyeccién en-
tre los divisores primos de X y las valoraciones normales de X. En efecto, basta
observar que dos primos distintos no pueden determinar la misma valoracion v
0, de lo contrario, tendriamos dos homomorfismos Esp O, — X definidos sobre
S que extenderian al homomorfismo natural Esp K — X.

Vamos a dar condiciones para que una valoraciéon dada sea normal.

Definicién 6.20 Sea X/S un esquema integro separado, sea K = K(X), sea
v : K* — 7 una valoraciéon definida sobre S y sea O, C K su anillo de enteros.
Un centro de v es un punto P € X tal que existe un homomorfismo f, definido
sobre .S, que hace conmutativo el diagrama siguiente:

Esp O, R EspOx,p

|

Esp K

Esto equivale a que tenemos un homomorfismo Ox p — O, (de anillos
locales) que conmuta con las inclusiones en K o, mas simplemente, equivale a
las inclusiones Ox p C O,, mp C m, (la segunda condicién hace falta para que
la inclusién sea un homomorfismo de anillos locales).

En general, si A C B C K son dos anillos locales contenidos en el mismo
cuerpo K, se dice que B domina a A si el ideal maximal de A estd contenido en
el ideal maximal de B.

Componiendo con el homomorfismo natural Esp Ox, p — X obtenemos un
homomorfismo Esp O, — X, definido sobre .S, cuya imagen es P y que extiende
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al homomorfismo natural Esp K — X. Esto prueba que si v tiene un centro,
éste es Unico.

Una valoraciéon v es normal si y sélo si tiene un centro P normal de codi-
mensién 1. En efecto, en tal caso tenemos que Oy domina a Ox, p, de donde se
sigue la igualdad Ox p = O,,.

En efecto, en general, un anillo de valoracion discreta A no puede ser domi-
nado estrictamente por un anillo B contenido en su cuerpo de cocientes, pues,
sibe B\ A, tendrfamos que v(b) > 1, luego v(1/b) < 1, luego 1/b € my C mp,
luego 1 € mp, contradiccién.

Por consiguiente, v = vp. (Reciprocamente, es inmediato que vp tiene centro
P, tomando como f la identidad.)

Teorema 6.21 Si X/S es un esquema integro propio, toda valoracion en X
definida sobre S tiene un unico centro.

DEMOSTRACION: Basta aplicar el teorema [E 4.29], segun el cual, el homo-
morfismo Esp K — X se extiende a un homomorfismo Esp O, — X definido
sobre S. Consideramos la imagen P € X del punto cerrado de Esp O,. Es claro

que el homomorfismo se descompone como Esp O, R EspOx,, — Xy f estd
definido sobre S, luego P es un centro de v. m

Si X/S, Y/S son esquemas integros separados y f : X — Y es una apli-
cacién birracional definida sobre S, entonces f nos permite identificar los cuer-
pos K(X) = K(Y) = K. En particular, cada valoracién en X puede verse como
una valoracion en Y, y viceversa.

Teorema 6.22 Sea f : X — Y wuna aplicacion birracional entre superficies
fibradas normales. Si, para todo divisor primo P de Y, la valoracion vp es
normal en X, entonces f estd definida sobre todo X .

DEMOSTRACION: Supongamos que f no estd definida en un punto z € X.
Por 6.18 sabemos que z es cerrado y que su transformada total f(x) tiene
dimensién 1. Sea P € f(x) uno cualquiera de sus puntos cuasigenéricos. Lla-
memos Z a la grafica de f. La proyeccion ¢ : Z — Y es un homomorfismo
birracional. Sea z € Zp. Si identificamos ambos anillos con subanillos de
K(Z) = K(Y), el homomorfismo ¢, : Oy, p — Oz, nos da que Oz , domina a
Oy,p ¥, como éste es un anillo de valoracién discreta (segin hemos visto antes
del teorema 6.21), ha de ser Oy,p = Oz, ..

Por otra parte, la proyeccién p : Z — X cumple p(z) = z, luego tene-
mos que Oy,p = Oz, domina a Ox ,, y esto implica que vp, como valoracién
en X, tiene centro x, luego no es una valoracién normal, ya que x no tiene
codimensién 1. Esto contradice la hipotesis del teorema. n

Terminaremos la secciéon con un par de aplicaciones. Observemos en primer
lugar que si X/S es una superficie fibrada regular y € X es un punto cerrado,
la explosién 7 : X — X de centro z (considerado como subesquema cerrado

integro) convierte a X /S en una superficie fibrada regular (Teoremas 5.20 y
5.25).
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Teorema 6.23 Sea f : X — Y un homomorfismo birracional entre superficies
fibradas regulares y sea y € Y un punto tal que dim X, = 1. Entonces [ se
descompone como un homomorfismo birracional g : X — Y sequido de la
explosion m: Y — Y de centro y.

DEMOSTRACION: Sea g = for ! : X — }7, que, en principio, es una
aplicacién racional. Hemos de probar que estéd definida en todo X. Supongamos
que existe un punto z € X donde no esta definida. Por el teorema 6.18 sabemos
que es un punto cerrado y que la transformada total E = g(x) tiene todas sus
componentes irreducibles de dimensién 1.

El teorema 5.17 nos da que 7~ estd definida en Y\ {y}, luego g estd definida
en X \ X,. Asi pues, f(z) =y. Si { es un punto cuasigenérico de F, sabemos
que g~ (&) = z, luego f(g~"(£)) =y, pero g~' o f = m, luego 7(¢) = y, luego
e }~’y Asipues, E C ffy El teorema 5.25 nos da que Y, Pi(y). En particular
la fibra es irreducible, luego F = lN/y

Si identificamos los cuerpos de funciones K (X) = K(Y) = K(Y), las rela-

ciones g71(&) = 2 y f(x) = y nos dan las inclusiones

Oy)y C OX@ C O}’;’E,

donde hay que entender que cada anillo es dominado por el siguiente.

Por el teorema 6.14, la fibra X, es conexa, luego todas sus componentes
irreducibles tienen dimensién 1. Sea D el producto de dichas componentes,
consideradas como divisores primos (con multiplicidad 1). Asi, como divisores,
tenemos que D | X, luego el haz de ideales J de O x asociado a X, esta contenido
en Ox(D™1) y, en particular, J, C Ox(D™1),.

Es facil ver que J, = myOx ;, luego, si llamamos o € m, a un generador
del ideal OX(D’l)x, tenemos la inclusién myOx » C aOx ;. Equivalentemente,
a‘lmy(‘)XJ C Ox 4, luego el miembro izquierdo es un ideal de Ox .

Vamos a probar que en realidad a 'm;Ox, = Ox,. En caso contrario
tendriamos la inclusién a~'m,0x , C m,, luego m,Ox, C am, C m2 C mg,
luego 111?,,(‘);,75 - mg G mg, luego el anillo 0173,,5 = (‘)}~,7£/my(‘)3~/)5 no serfa re-
ducido. (Porque (9177 ¢ osun anillo de valoracién discreta, y no tiene mas ideal

primo que mg, luego el ideal m, O . no es radical.) Pero esto es imposible, ya

Y,§
que la fibra ffy es reducida (es isomorfa a una recta proyectiva).

Asi pues, el ideal myOx , = aOx , es principal. Tomemos un entorno afin
U = EspA de y y un entorno afin V = Esp B de x tal que V C f~1[U]. El
punto cerrado y de U estd asociado al haz coherente J de Oy determinado por
un ideal maximal m, y myOv, = (JOv),. Asi pues, reduciendo V, podemos
suponer que el haz JOy es libre de rango 1. El teorema 5.22 nos da un diagrama
conmutativo

v g

N



6.2. Aplicaciones birracionales 189

donde el homomorfismo g ha de ser una restriccién de la aplicacién birracional
que estamos considerando, luego concluimos que g estd definida en z, cuando
habiamos supuesto lo contrario. L]

Como consecuencia:

Teorema 6.24 Sea f : X — Y un homomorfismo birracional entre superficies
fibradas requlares. Si f no es un isomorfismo, se descompone como una cadena
finita de explosiones, cada una de las cuales tiene por centro un punto cerrado.

DEMOSTRACION: Si f no es un isomorfismo, su lugar excepcional & no
puede ser vacio. Tomemos un punto y € Y en su imagen. El teorema anterior
nos da una descomposicién de f como X Ly &, Y, donde el segundo
homomorfismo es la explosién de centro y. Como el esquema de Dedekind base
es afin, sabemos que Y es también una superficie fibrada.

Sea &' el lugar excepcional de g. Observemos que & C &, pues si v € &/,
entonces pertenece a una fibra (respecto de g) con mds de un punto, que estard
contenida en su fibra respecto de f, luego ésta tampoco sera trivial, luego = € €.

Sea I' = 7~ ![y], que es una curva irreducible en Y. Es claro que g~![I'] C &,
luego ha de haber una componente irreducible I de g—![I'] tal que g[I'] =T.
Si z € IV, su fibra respecto de g ha de ser finita, pero no puede tener puntos
aislados, luego "N &' = @.

Con esto hemos probado que &’ tiene menos componentes irreducibles que
&, luego, repitiendo el argumento un numero finito de veces, llegamos a una
aplicacién g que es un isomorfismo. n

En la prueba del teorema anterior vemos que si € es irreducible, entonces g
ha de ser un isomorfismo. Por consiguiente:

Teorema 6.25 Sea f : X — Y un homomorfismo birracional entre superfi-
cies fibradas requlares cuyo lugar excepcional sea irreducible. Entonces f es la
explosion respecto de un punto cerrado.

Veamos ahora una aplicacion del criterio 6.22, para lo que necesitamos una
definicién:

Definicién 6.26 Sea X/S una superficie fibrada normal y € un conjunto de
curvas verticales integras en X proyectivas sobre S. Una contraccion de las
curvas de &€ es una superficie fibrada normal Y/S junto con un homomorfismo
proyectivo birracional f : X — Y tal que, para cada curva vertical integra
proyectiva F en X, se cumple que f[FE] se reduce a un punto si y sélo si E € €.

Teorema 6.27 En las condiciones de la definicion anterior, si existe la con-
traccion, es unica salvo isomorfismo.

DEMOSTRACION: Sea f’: X — Y’ otra contraccién. Entonces existe una
Unica aplicacién racional g : Y — Y, definida sobre S, tal que f' = fog.
Basta probar que g estd definida en todo Y, pues del mismo modo podemos
construir su inversa.
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Es claro que el lugar excepcional de f estda formado por la unién de las
curvas de &, de modo que su imagen es el conjunto finito de puntos de Y en
que éstas se transforman. Si llamamos V' al complementario de esta imagen,
vemos que V' contiene a todos los puntos de codimensién 1. Si £ € Y es uno de
estos puntos y 1 € X es su antiimagen, tenemos que el homomorfismo natural
Oy, — Ox, es un isomorfismo. Si identificamos K (Y') = K(X) a través de f,
dicho homomorfismo es una inclusién, con lo que Oy, = Ox ¢/, y asi, vemos que
las valoraciones normales de Y se identifican con las valoraciones normales en
X cuyo centro no esta en el lugar excepcional de f.

Lo mismo es védlido para f’, con el mismo lugar singular, luego concluimos
que, a través de g, todas las valoraciones normales de Y’ son también normales
en Y, y viceversa, luego g es un isomorfismo. "

6.3 Resolucion de singularidades

Nos ocupamos ahora del problema de desingularizar superficies fibradas.
Por razones técnicas nos vemos obligados a trabajar con superficies reducidas,
no necesariamente integras. (Concretamente, esto es debido a que hemos de
considerar cambios de base que no conservan la integridad de las superficies).
Empezamos generalizando la definicién [E 4.6] de homomorfismo birracional al
caso de homomorfismos entre esquemas reducidos arbitrarios. Notemos que si
X es un esquema reducido y £ es un punto cuasigenérico, entonces Ox ¢ es un
cuerpo (es el cuerpo de funciones racionales de {£}).

Definicion 6.28 Sea f: X — Y un homomorfismo de tipo finito entre esque-
mas noetherianos reducidos. Diremos que f es birracional si biyecta los puntos
cuasigenéricos &1, . ..,&, de X con los puntos cuasigenéricos &f,...,&, de Y,y
los homomorfismos f¢ : Oy,er — Ox ¢, son isomorfismos.

Notemos que, ciertamente, esta definicién extiende a [E 4.6]. Si f es afin,
ademds de birracional, U = Esp A, es un abierto afin de Y y f~[U] = Esp B,
el homomorfismo A — B inducido por f biyecta los primos minimales 3; de
B con los primos minimales p; de A, de modo que tenemos monomorfismos
A/p; — B/%PB;. Como A es reducido, esto implica que A — B es también
un monomorfismo. En otros términos, hemos probado que el homomorfismo
natural Oy — f,.Ox es inyectivo.

Definicion 6.29 Si X es un esquema reducido localmente noetheriano, una
desingularizacion de X es un homomorfismo propio birracional 7 : 7 — X
tal que Z es regular. Diremos que es una desingularizacion estricta de X si el
conjunto U = Reg(X) de los puntos regulares de X es abierto y 7 se restringe
a un isomorfismo 71 [U] — U.

La existencia de desingularizaciones de esquemas es un problema muy com-
plejo de la geometria algebraica. Observemos que toda curva algebraica re-
ducida admite una desingularizacién (su normalizacién), pero la existencia de



6.3. Resolucion de singularidades 191

desingularizaciones en dimensiones superiores no es trivial en absoluto. A titulo
ilustrativo, citamos el teorema siguiente (que no vamos a necesitar):

Teorema [Hironaka] Toda variedad algebraica reducida sobre un cuerpo de
caracteristica 0 admite una desingularizacion estricta.

En caracteristica prima, el problema sigue abierto. En esta seccion dare-
mos condiciones para que una superficie fibrada admita una desingularizacién a
partir de un resultado general de Lipman sobre desingularizacién de superficies,
que enunciaremos sin demostracién. Mas concretamente, vamos a ver cdmo es
posible construir una sucesiéon de homomorfismos birracionales que, bajo ciertas
hipétesis, dan lugar a una desingularizacién. En esta seccion necesitaremos los
resultados sobre anillos y esquemas excelentes que hemos expuesto en la primera
parte del libro.

Empezamos generalizando el concepto de normalizacion al caso de esquemas
reducidos, no necesariamente integros:

Definicién 6.30 Sea X un esquema noetheriano reducido y sean W1y,..., W,
sus componentes irreducibles, consideradas como subesquemas integros. Con-
sideremos las normalizaciones m; : W/ — W,. Llamaremos normalizacidn de
X ala unién disjunta X7 = W{ U--- U W]/ sobre la que los homomorfismos 7;
inducen un homomorfismo 7 : X; — X, claramente birracional. Notemos que
si X es un esquema integro, la normalizacién que acabamos de definir es la que

ya teniamos definida.

Sean &1, ...,&, los puntos cuasigenéricos de X. Si U = Esp A es un abierto
afin en X que contiene, digamos, los puntos &i,...,&,, éstos se corresponden
con los primos minimales py,...,p, de A, de modo que U N X; = Esp(A/p;) vy
7TZ-_1[U N U;] = Esp B;, donde B; es la clausura entera de A/p; en su cuerpo de
cocientes, que es Ay, o, equivalentemente, Ox ¢,. (Notemos que Ay, es reducido,
luego tenemos un monomorfismo A/p; — Ay, /pidp, = Ap,.)

Si X es un esquema excelente noetheriano reducido, entonces A es un ani-
llo de Nagata, luego B; es finito sobre A/p;, luego también sobre A y, por
consiguiente, 7 [U] = Esp(B; @ --- ® B,) también es finito sobre A, luego
7 : X; — X es un homomorfismo finito. Méds atn, en tal caso X; es también
un esquema excelente noetheriano reducido con un nimero finito de componen-
tes irreducibles (el mismo nimero que tiene X, luego, en particular, es integro
si y sélo si X lo es). Ademds X7 es unién disjunta de abiertos normales.

Por ser esquemas excelentes reducidos, los conjuntos de puntos regulares de
los esquemas X y X; son abiertos (no vacios, ya que contienen a los puntos
cuasigenéricos). En suma, si X es un esquema excelente noetheriano reducido,
cumple las tres propiedades siguientes:

D1 FEl conjunto Reg(X) de los puntos regulares de X es abierto no vacio.
D2 La normalizacion X1 — X es un homomorfismo finito.

D3 El conjunto Reg(X1) es también un abierto no vacio.
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Consideremos ahora un esquema reducido arbitrario X que cumpla estas
tres propiedades, y supongamos ademés que dim X = 2. Por ser normal, todo
punto P € X; de codimensién 1 es regular, ya que Ox, p es un dominio integro
noetheriano local de dimensién 1 integramente cerrado, luego es un dominio
de Dedekind local, luego es un anillo de valoracién discreta, luego es regular.
Por consiguiente, el conjunto Sing(X;) de los puntos singulares de X; tiene
dimensién 0, luego esta formado por un nimero finito de puntos.

Sea X| — X la explosion de centro el conjunto de puntos singulares de
X1 (con la estructura de subesquema cerrado reducido). Obviamente, es la
suma directa de las explosiones de las componentes conexas (o irreducibles) de
X, respecto de los puntos singulares que contienen, que son homomorfismos
birracionales propios (y proyectivos sobre un anillo noetheriano D si X lo es).
Entenderemos que X| = X7 si X es regular.

En definitiva, el homomorfismo f : X{ — X es propio y birracional, y
es proyectivo si X es proyectivo sobre un anillo noetheriano D. Ademads, si
U = Reg(X), se restringe a un isomorfismo f~[U] — U.

El esquema X| es también reducido y de dimensién 2. Si también cumple
las propiedades D1, D2, D3 (cosa que sucede ciertamente si X es excelente y
noetheriano, pues entonces X también lo es), podemos considerar a su vez la
normalizacién Xy — X/ y la explosién X} — X5 del subesquema Sing(X5)
y, en general, mientras no dejen de cumplirse ambas propiedades, podemos ir
construyendo una sucesién de homomorfismos propios birracionales

— X3 — X — X7 — X

que son proyectivos si X es proyectivo sobre un esquema afin noetheriano S.

A esta sucesién (cuando exista) la llamaremos sucesidn candnica de X. Es
claro que si un X, es regular, entonces el homomorfismo X,, — X es una
desingularizacion estricta de X, a la que llamaremos desingularizacion candnica
de X. Hemos probado que la sucesién candnica estd definida cuando X es un
esquema excelente noetheriano reducido de dimensién 2, y el teorema de Lipman
afirma que, de hecho, proporciona una desingularizacion:

Teorema 6.31 (Lipman) Si X es un esquema reducido excelente noetheriano
de dimension 2, entonces existe su desingularizacion canonica.

Vamos a aplicar este teorema al caso de las superficies fibradas. Necesitamos
algunos resultados previos:

Consideremos un esquema localmente noetheriano X y un haz coherente F
en X. Recordemos que el soporte de F es

sopF ={reX|F, #0}.

Se trata de un conjunto cerrado, pues si F; = 0, podemos tomar un entorno
afin noetheriano U = Esp A de z, de modo que F|y = M, para cierto A-mddulo
finitamente generado M. El punto x se corresponde con un ideal p € Esp A, de
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modo que M, = 0. Si mq,...,m, es un generador de M, existe un s € A\ p tal
que sm; = 0, luego M, = 0, luego p € D(s) C sopTF.

Si U C X es abierto y s € Ox(U), la multiplicacién por s define un ho-
momorfismo ay s : F(U) — F(U), que a su vez define un homomorfismo de
haces ay(s) : Fly — F|y. De este modo, tenemos definido un homomorfismo
de médulos ay : Ox(U) — Homg |, (Flv,F|v), que a su vez determina un
homomorfismo de haces a: Ox — Home, (F, F).

Llamaremos anulador de F al niucleo de «, y lo representaremos por An &,
que es un haz cuasicoherente en X. Asi, para cada abierto afin U C X, tenemos
que (AnJF)(U) es el nicleo de ay o, més explicitamente,

(AnF)(U) ={s € 0x(U) | sF(U) = 0}.
Similarmente, si z € X, se cumple que
(And), ={s€0x, | sF, =0}.
Por consiguiente:
r¢V(AnF) & (AnF), =0x, o F, =0z ¢sopT.
Asf pues: sopF =V (AnY).

Teorema 6.32 Sea f : X — Y un homomorfismo finito birracional entre
esquemas noetherianos reducidos. Si existe un haz inversible de ideales L C Oy
tal que f se restringe a un isomorfismo sobre f=[Y \ V(L)], entonces f es la
explosion respecto de un subesquema cerrado de' Y con soporte V(L).

DEMOSTRACION: Por [E 5.18] sabemos que f.Ox es un haz coherente en
Y, y tenemos un homomorfismo Oy — f,Ox. Consideremos el homomorfismo
7 Proy((f+Ox)[T]) — Y. SiU C Y es un abierto afin, entonces

7 U] = Proy(0x (f ' {UD[T]) = Esp(Ox (f~1[U]) = f~'[U].
La unicidad del teorema [E A.5] nos da que

X = Proy((f.0x)[T)).

Por hipétesis tenemos que (f+Ox)|y\v(c) = Oy |y\v(e), luego el haz cohe-
rente M = f,0x /Oy cumple sop M C V(L). Segun las observaciones previas al
teorema, V(AnM) C V (L), luego L estd contenido en el radical de An M, es de-
cir, existe un r > 1tal que L" f,Ox C Oy. Consideremos el ideal J = L™+ f,Ox,
que claramente cumple

LT CI=L(LT£0x) C L,

luego V(J) = V(L). Ahora aplicamos el teorema 5.18 con N = L™! de donde
obtenemos que

X =Proy(P (L")" @0, f.O0x) = Proy(PI").

n>1 n>1
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Para el tltimo isomorfismo, observemos que f,Ox es una Oy-dlgebra y que
el hecho de que L sea inversible (es decir, localmente principal) asegura que los
productos tensoriales son canénicamente isomorfos a los productos de ideales y
modulos. Asi pues, X es la explosién respecto del subesquema cerrado de Y
asociado a J. "

Teorema 6.33 Sea D un anillo de valoracion discreta, sea m € D un primo y
D la complecion de D. Sea Y/D un esquema plano localmente noetheriano y
seaY =Y ®@pEspD. SeaJ un haz de ideales de Oy tal que V(J) C V(x) y sea
f:W — Y la explosion de centro V(9). Entonces existe un ideal Iy de Oy tal
que V(Jp) C V(m) de modo que f se obtiene por cambio de base de la explosion
g: X —Y de centro V(Jp).

DEMOSTRACION: Sea7:Y — Y la proyeccién natural. Como Y es plano
sobre D, el homomorfismo natural Oy — 7,0y = Oy ®p D es inyectivo, lo
que nos permite definir Jo = 7,J N Oy, que claramente es un haz de ideales
de Oy. La hipétesis V(J) C V(m) equivale a que 7 € radJ, de donde se sigue
inmediatamente que 7 € radJg, luego V(Jg) C V(w). (Para cada abierto afin
U C Y tenemos un n tal que 7 € 3(U) N Oy (U) = Jo(U).)

Veamos ahora que J = 7*Jy. Basta ver que, para todo abierto afin U C Y,
se cumple que (7*Jo) (7' [U]) = Jo(U) ®p D coincide con I(x~'[U]). Por
simplificar la notacién, llamamos A = Oy (U), I = J(z'[U]) € A®p D,
Iy = Jo(U) = I N A. Tomemos n tal que 7™ € I. Hemos de probar que
I=1I,®pD.

Una inclusién es obvia. Por otra parte, todo elemento de D es congruente
médulo ™ con un elemento de D, de donde se sigue facilmente que

I=Iy+7"(A®p D) CIy®p D.

Con la notacién empleada en el 5.17, lo que tenemos es que J = JyOy. El
apartado c) de dicho teorema (aplicado al homomorfismo 7, que es plano) nos
da la conclusién. n

Abordamos ahora la existencia de desingularizaciones de superficies fibradas
en el caso local:

Teorema 6.34 Sea D un anillo de valoracidn discreta y X/D una superficie
fibrada. Sean K y K los cuerpos de cocientes de D y D, respectivamente, sea
X=X xpEspD y seap: X — X la proyeccion.

a) p induce un isomorfismo entre las fibras cerradas de X y X.
b) Sixz e X pertenece a la fibra cerrada, entonces éX,p*I(x) ~ éX,:v

¢) Sila fibra genérica Xk es reqular y X admite una desingularizacion, en-
tonces X - es regular.

d) Si Xy es reqular, entonces X admite una desingularizacion estricta.
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DEMOSTARACION: a) Esto se debe a que si m es el ideal maximal de D,
entonces mD es el ideal maximal de D y D/m = D/mD. Por lo tanto,

X,.p =X xpEspD xp, Esp(D/mD) = X xp Esp(D/mD) = Xp.

b) Tomemos un entorno afin U = Esp A de z, que se identifica con un ideal
primo p de A tal que m € p (donde 7 es un primo de D). Sea B € Esp(A®@p D)
su unica antiimagen en X. Claramente,

A/(m") 2 A®p D/(x") = (A®p D) ®p D/(x") = (A@p D)/(x").

Ademas, el isomorfismo no es sino el homomorfismo inducido por la inclusién
A — A®p D. Por lo tanto, p/(7™) se corresponde con J/(7n™). Localizando
obtenemos que

Ap/(x") = (A®p D)y /(m").

Equivalentemente,
Ox,/(m") = OX7P—1(x)/(7rn)'

Dividiendo entre m? /(7™) y el ideal correspondiente a través del isomorfismo,
concluimos que

n ~ N n
Oxa/mg = 0% ot o)/ M1 (a)-
Tomando limites inversos obtenemos el isomorfismo entre las compleciones.

¢) Sea Z — X una desingularizacién y llamemos Z=27xp Esp D. Tome-
mos un punto z € Z; C Z. Como Z/ﬁ es propio, m corta a la fibra cerrada,
cuyos puntos son regulares en Z por b) (aplicado a Z) y [AC 5.11]. Esto implica
a su vez que z es regular en Z, luego también en el abierto Z;. Asi pues, Z;
es regular.

Por otra parte, tenemos un homomorfismo birracional Zx — X entre
curvas proyectivas regulares, luego es un isomorfismo, luego también X o = 7,
luego X es regular.

d) Si U C X es un abierto afin, entonces
Ox(U)@p D C Ox(U)@p K = Ox, (Ug).

Como X es reducido, concluimos que X también lo es. Por otra parte, las
fibras de X / D tienen dimensién 1, la fibra cerrada por a) y la fibra genérica
porque es una extensién de constantes de la curva Xx ([AC 3.77]). El teorema
[E 4.521 nos da entonces que dim X = 2. Ciertamente, X/ﬁ es proyectivo y el
anillo D es excelente, luego podemos aplicar el teorema 6.31, segin el cual la
sucesién candnica estd definida para X y da lugar a una desingularizacion.

Consideremos la normalizaciéon X; — X. Por hipdtesis, la fibra genérica
de X es regular, luego la normalizacién es un isomorfismo sobre su antiimagen
en Xi. Puesto que la fibra cerrada es V(70 ) (donde 7 es un primo de D),
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el teorema 6.32 nos da que la normalizacién es una explosién con centro en un
subesquema cerrado de soporte V(70 ).

El teorema 6.33 nos da que X 1 — X se obtiene por cambio de base a partir
de una explosion X; — X cuyo lugar excepcional estd contenido en la fibra
cerrada de X;. En particular, tenemos un diagrama conmutativo

XlﬁX

|

X1 —X

Por a), las flechas verticales se restringen a isomorfismos sobre las fibras
cerradas y, como la flecha horizontal superior es un homomorfismo finito, con-
cluimos que las fibras de la flecha inferior también son finitas (para puntos de
la fibra genérica de X es trivial, pues sus fibras constan de un tnico punto).
Segtin 5.19, la explosién X; — X es proyectiva, luego por [E A.22] es finita.

Los homomorfismos locales asociados a X; — X; son fielmente planos,
luego los teoremas 3.43 y 1.18 nos dan que X; es normal. (Tal y como se senala
en la prueba del primero, la implicacién que estamos usando no usa la hipétesis
de suavidad.)

En resumen, concluimos que X; — X es la normalizaciéon de X. Mas atn,
es claro que X;/D es una superficie fibrada normal. Vamos a probar que su
conjunto de puntos regulares es abierto (y notemos que el mismo argumento
vale para X en lugar de X7). Segin 3.26 basta probar que cada subesquema
cerrado integro Y C X; contiene un abierto regular.

SiY corta a la fibra genérica de X7, entonces Y es un conjunto algebraico
integro y es abierto en Y, luego contiene un abierto de puntos regulares que
también serd abierto en Y. En caso contrario Y estd contenido en la fibra
cerrada de X7, luego es un conjunto algebraico sobre k() y también contiene
un abierto regular.

Con esto hemos probado que X cumple las condiciones D1, D2 y D3 ne-
cesarias para construir su sucesiéon canédnica. En particular, esto implica que
el conjunto S de los puntos singulares de X; es un cerrado finito. Lo mismo
vale para el conjunto S de los puntos singulares de X;. En particular, ambos
estdn contenidos en las fibras cerradas respectivas, luego el apartado b) nos da
que ambos conjuntos se corresponden por la proyeccion X, — X;. Mas pre-
cisamente, si llamamos {] vy J a los haces de ideales que determinan las fibras
cerradas respectivas y J es el haz de ideales de Ox, que determina a .S con la
estructura de subesquema cerrado reducido, entonces, para cada abierto afin U
de X, tenemos que

0x, (U)/3(U) — 0, (0)/3(0)

es un isomorfismo, y transforma el ideal J(U)/3(U) en I(U)O g, (U)/3(U). Como
también Ox, (U)/I(U) = okl(ﬁ)/j(U)OX1<U)7 el cociente de la derecha es re-
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ducido, luego concluimos que la estructura de subesquema cerrado reducido en
S estd definida por el haz de ideales JO ¢

Ahora podemos aplicar 5.17 ¢), segin el cual la explosién X{ de X; con
centro S se obtiene por cambio de base de la explosién X 1 de X7 con centro S.
En particular, (X{)z = (X1)z = (X1)p = Xi = Xy es regular.

Asf pues, X/ se encuentra en las mismas condiciones que X, luego razonando
inductivamente concluimos que esta definida la sucesién candnica

— Xy — Xy — X1 — X

y que, a través del cambio de base EspD — Esp D da lugar a la sucesion
canénica de X. Més aun, hemos visto que X; es regular si y sélo si lo es X,
luego algin X; es regular, y el homomorfismo X; — X es una desingularizacién
estricta de X. n

De aqui podemos pasar al caso global:

Teorema 6.35 Sea X/S una superficie fibrada sobre un esquema de Dedekind
S de dimension 1 y cuya fibra genérica sea reqular. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) X admite una desingularizacidn.

b) El conjunto Reg(X) es abierto y, para cada punto cerrado s € S, la curva
X xsEspF(Ogs) es regular. (Aqui' F representa el cuerpo de cocientes.)

¢) El conjunto Sing(X) de los puntos singulares de X estd contenido en una
union finita de fibras cerradas X, U---U X, , y, para cada t = 1,...,r,

lo curva X x5 EspF(Og.,) es regular.

Si se cumplen estas condiciones, entonces X admite una desingularizacion es-
tricta, que ademds es un homomorfismo proyectivo.

DEMOSTRACION: Para cada punto cerrado s € 9, definimos
X(S) =X Xg ESp 05,57

que es una superficie fibrada sobre el anillo de valoracién discreta D, = Og g,
y su fibra genérica es X(5) xp, Esp K = X xg Esp K, donde K = K (S), luego
se trata de la fibra genérica de X, que es regular por hipdtesis. Por [E 4.47]
sabemos que la fibra cerrada de X(y) es isomorfa a X, y, mds atin, para cada
r € X, se cumple que Ox(ye = 0x.0.

a) = ¢) Sea Z — X una desingularizacién. Entonces, la fibra genérica
Zy = Z X5 EspQg,, es un esquema regular y Z,, — X, es un homomorfismo
birracional y suprayectivo entre curvas, luego es la normalizacién de X, luego
es un isomorfismo.

Més ain, si z € X, se corresponde con z € Zy, la desingularizacién induce
un isomorfismo Oz, = Oy, . = Ox, » = Ox,. Por [E A.19] concluimos que x

7
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tiene un entorno isomorfo a un entorno de z, en particular regular, luego existe
un abierto regular U C X que contiene a X, o, equivalentemente, el conjunto
Sing(X) de los puntos singulares de X estd contenido en un cerrado C cuya
proyeccién en S no contiene a 7, luego es finita. En otros términos, Sing(X)
estd contenido en una unién finita de fibras cerradas.

Notemos ahora que Z(,,) — X(,,) es una desingularizacién de X,, pues
obviamente es un homomorfismo propio y birracional, y los anillos locales del
esquema Z,,) (correspondientes a puntos cerrados) también son anillos locales
de Z, luego son regulares. Ahora basta aplicar el teorema anterior (apartado c)
a X(s,)-

¢) = b) Vamos a probar que todo punto regular x € X tiene un entorno de
puntos regulares. Esto es trivial salvo si z € X,, para cierto ¢. En tal caso basta
probar que x tiene un entorno en X, de puntos regulares en X. Consideremos
nuevamente las superficies X(,,). Dado que un punto de Xy, es regular en X si
y solo si lo es en X(,,), basta probar que Reg(X(,,)) es abierto.

Tomando un entorno de un punto arbitrario, podemos suponer que X, es
afin, y entonces podemos aplicar el teorema 3.26, con lo que basta probar que
todo subesquema cerrado integro Y C X(,,) contiene un abierto regular. Esto
es cierto para Y = X; sin mas que considerar la fibra genérica, que es abierta.
SiY ¢ X(,), 0 bien Y corta a la fibra genérica, en cuyo caso Y, es un conjunto
algebraico integro abierto en Y, luego contiene un abierto de puntos regulares,
o bien Y estd contenido en la fibra cerrada de X(y,), con lo que es un conjunto
algebraico sobre k(s;), y también contiene un abierto regular.

Sea ahora s € S tal que X, C Reg(X). Entonces X, es regular, luego
admite trivialmente una desingularizacion, luego el teorema 6.34 nos da que el
esquema X xg EspF(Og ;) es regular.

b) = a) Sea f : X1 — X la normalizacién de X. La fibra genérica de X3
es normal (porque sus anillos locales son también anillos locales de X1), luego
X1, & X,). Similarmente, para cada s € S, el homomorfismo fs @ Xy — X4
es la normalizacién del cambio de base. (Se sigue fécilmente de 3.12.) Como
la fibra genérica de X(,) es la misma que la de X, podemos aplicar el teorema
anterior. En la prueba del apartado d) hemos visto que f; es finito, y de aquf se
sigue a su vez que f también lo es, pues, para cada ' € X; ,, el homomorfismo
Ox,f@) — Ox, 2 inducido por f se corresponde con el inducido por fs a
través de los isomorfismos dados por el teorema [E 3.47].

En particular, los teoremas [E 5.48] y [E 5.52] nos dan que X;/S es un
esquema proyectivo, luego es una superficie fibrada, y también es proyectiva la
normalizacién X; — X.

Notemos que Sing(X) estd contenido en una unién finita de fibras cerradas,
pues su proyeccion en S es un cerrado que no contiene al punto genérico. Si la
fibra X es regular, entonces X(y) es regular, luego fs es un isomorfismo, luego
la fibra X s también es regular. En suma, Sing(X) estd contenido también en
una unién finita de fibras cerradas.

Mads atin, X, tiene un abierto de puntos regulares, luego lo mismo le sucede
a Xi(s), luego cada fibra de X; tiene a lo sumo un nimero finito de puntos
singulares, luego Sing(X7) es un cerrado finito.
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Con esto hemos probado que X cumple las condiciones D1, D2 y D3
para construir la sucesiéon candnica. Asi pues, ahora consideramos la explosiéon
X{ — X; de centro Sing(X;) (que es proyectiva por el teorema 5.19, luego
X/ es una superficie fibrada). Como es un isomorfismo sobre la antiimagen de
Reg(X1), en particular induce un isomorfismo sobre las fibras genéricas, luego
la fibra genérica de X/ es regular. También es obvio que Sing(X]) estd conte-
nido en una unién finita de fibras cerradas, luego, por la implicacién anterior,
Reg(X]) es abierto.

Por otra parte, el homomorfismo X{ x s Esp F(@)&S) — X xgEsp F(@&s) es
un isomorfismo, ya que se obtiene por cambio de base del isomorfismo entre las
fibras genéricas. En suma, hemos probado que X cumple las mismas hipdtesis
que X;. Tenemos ademas el diagrama conmutativo siguiente:

X{(s) — Xi) —=X(y)

L

Xi X1 X

donde la fila superior es la explosién del conjunto de puntos singulares seguida
de la normalizacién. Esto es consecuencia del teorema 5.17 ¢), ya que si J es
el haz de ideales que define la estructura de subesquema cerrado reducido en
Sing(X1), entonces JOx, ,, define la estructura de subesquema cerrado reducido
en Sing(X(,)). Esto a su vez se debe a que, si S = Esp D, s se corresponde
con un ideal maximal p de D y U es un abierto afin de X, entonces J(U), es
claramente un ideal radical de O x, (U), cuyos primos minimales se corresponden
con los primos minimales de J(U) en la fibra de p.

Razonando inductivamente, vemos que esta definida la sucesién canénica
= Xy — Xy — X,

cuyos homomorfismos son proyectivos y que la sucesion canénica de X(y) se
obtiene de ésta por cambio de base.

Ademads, para un n suficientemente grande resulta que X,y es regular, para
todo punto cerrado s € S (ya que esto es trivial salvo para un ntmero finito
de puntos s € S, aquellos cuya fibra no es regular). Esto implica a su vez
que X, es regular, con lo que el homomorfismo (proyectivo) X,, — X es una
desingularizacion estricta de X. m

En particular tenemos el teorema siguiente:

Teorema 6.36 Si X/S es una superficie fibrada (donde dim S = 1) cuya fibra
genérica sea geométricamente reqular, entonces X admite una desingularizacion.

DEMOSTRACION: Los puntos de la fibra genérica (vistos como puntos de X))
son suaves y, por el teorema [E A.34], el conjunto de los puntos suaves de X es
abierto, luego la proyeccién en S de su complementario es un cerrado que no
contiene al punto genérico, luego es finito.
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Esto prueba que el conjunto de los puntos de X que no son suaves (en
particular Sing(X)) estd contenido en una unién finita de fibras. Si X, es una
de ellas, la curva X xg Esp F(E)Ssb) se obtiene por cambio de base de la fibra
genérica de X, luego es regular, y se cumple la condicién ¢) del teorema anterior.

u

Observemos que si una superficie fibrada X/S (sobre un esquema de De-
dekind de dimensién 1) admite una desingularizacién, el teorema 6.35 nos da
que tiene una desingularizacién estricta X’ — X que es un homomorfismo
proyectivo, de modo que X’/S es una superficie aritmética. Ahora podemos
demostrar un teorema general sobre existencia de modelos de curvas:

Teorema 6.37 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K y sea
S = EspD. FEntonces, toda curva proyectiva integra geométricamente reqular
C/K tiene al menos un modelo regular sobre S.

DEMOSTRACION: Podemos representar a C' en la forma
C =Proy(K[Xo,..., Xu]/(F1,..., Fn)),

donde los F; son polinomios homogéneos con coeficientes en K. Multiplicdndolos
por elementos adecuados de D podemos exigir que todos los F; tengan sus
coeficientes en D. Consideremos ahora el esquema

@0 = PI’Oy(D[Xo, .. .,Xn]/(Fl, .. ,Fm))

Claramente es un esquema proyectivo sobre S. Por el teorema [E 3.49], su
fibra genérica es
eo’n = CO XD ESpK =C.

Sea C la clausura de Cy,,, en C, dotada de la estructura de subesquema cerrado
reducido. Como Cg ,, es irreducible, también lo es su clausura, luego €/S es un
esquema integro proyectivo, y sigue siendo cierto que €, = C' (porque tenemos
una inmersién cerrada suprayectiva €, — Gy, = C).

En particular tenemos que €, # o, luego la imagen del homomorfismo
estructural € — S es densa, luego el teorema [E 4.54] implica que € es plano
sobre Sy, aplicando 3.9 a la fibra genérica, concluimos que dim Gy = 2. Por
consiguiente, €/S es una superficie fibrada. Por el teorema 6.36, admite una
desingularizacién @,., que es un modelo regular de C'/K. n



Capitulo VII

Superficies minimales

Es bien conocido que toda curva proyectiva integra C/k es birracionalmente
equivalente a una curva proyectiva regular (su normalizacién), y que dos curvas
proyectivas regulares birracionalmente equivalentes son isomorfas (por [E 7.6]),
de modo que, en definitiva, cada curva proyectiva integra C/k es birracional-
mente equivalente a una dnica curva proyectiva regular C’/k. Asi, en cierta
medida, la geometria de C'/k puede estudiarse a través de la geometria de C/k.
Si en lugar de curvas consideramos superficies fibradas, la situacién es més com-
pleja.

En el capitulo anterior hemos visto que también es cierto que, en el caso
aritmético dim S = 1, toda superficie fibrada X/S (cuya fibra genérica sea
geométricamente regular) es birracionalmente equivalente a una superficie arit-
mética, aunque, para obtener esta generalizacion, hemos tenido que sustituir el
concepto de normalizacién por el de desingularizacion, pues la normalizacion de
una superficie fibrada no tiene por qué ser regular.

En este capitulo generalizaremos al contexto de las superficies aritméticas
el hecho de que dos curvas proyectivas regulares birracionalmente equivalen-
tes son isomorfas, pero la generalizacién no puede ser la obvia: dos superfi-
cies aritméticas birracionalmente equivalentes no son necesariamente isomorfas.
Para comprobarlo basta considerar el teorema 5.25: si X/S es una superficie
aritmética y X /S es la explosién de X con centro en un punto cerrado = € Xj,
entonces X /S es otra superficie aritmética birracionalmente equivalente a X
cuya fibra )N(S tiene una componente irreducible mas, luego no es isomorfa a X.

Lo que haremos aqui serd definir el concepto de superficie aritmética mi-
nimal, de modo que seguira siendo cierto que toda superficie fibrada puede
desingularizarse hasta una superficie aritmética minimal y —ahora si— dos su-
perficies aritméticas minimales birracionalmente equivalentes son isomorfas.

En particular, cada superficie fibrada serd birracionalmente equivalente a
una unica superficie aritmética minimal, y asi, la conclusién sera que el concepto
analogo en dimensién 2 al de una curva proyectiva regular no es el de una mera
superficie aritmética, sino el concepto de superficie aritmética minimal.

201
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7.1 Equivalencia birracional de superficies

La definicién de equivalencia birracional entre superficies, o incluso entre
esquemas integros arbitrarios, es la generalizacion obvia de la definicién para
curvas:

Definicién 7.1 Se dice que dos esquemas integros X/S e Y/S son birracional-
mente equivalentes si existe una aplicacién birracional f : X — Y (definida
sobre S) o, equivalentemente, si contienen abiertos isomorfos (sobre .S) no vacios.

Segun acabamos de observar, si S es un esquema de Dedekind afin de di-
mensién 1, toda superficie fibrada X /S cuya fibra sea geométricamente regular
es birracionalmente equivalente a una superficie aritmética, y el problema que
nos queda pendiente es estudiar la relacién que podemos encontrar entre dis-
tintas superficies aritméticas birracionalmente equivalentes. Para ello conviene
introducir el preorden siguiente:

Si X/S e Y/S son superficies birracionalmente equivalentes, diremos que
X domina a'Y (y lo representaremos por Y < X) si existe un homomorfismo
birracional’ X — Y definido sobre S.

Esta notacion es util para asimilar los conceptos que vamos a introducir,
pero debe ser tomada con cierta cautela: obviamente, la relaciéon ¥ < X es
reflexiva y transitiva, pero no es antisimétrica, ni siquiera en el sentido amplio
dequesiY <Xy X <Y, entonces X &Y.

En estos términos, nuestro objetivo es demostrar que (bajo ciertas hipétesis)
en cada clase de equivalencia birracional de superficies aritméticas existe una
superficie “minimal” Y/S, nica salvo isomorfismo, que cumple que Y < X para
toda superficie Y en su misma clase.?

Veamos que las clases de equivalencia birracional de superficies aritméticas
coinciden con las clases de modelos regulares de curvas. Para ello necesitamos
demostrar una variante del teorema [E A29]:

Teorema 7.2 Sean X/S, Y/S dos esquemas integros, separados, de tipo finito
sobre un esquema localmente noetheriano S y fijemos un punto s € S. Para cada
homomorfismo ¢ : X xgEspOg s — Y xg EspOg s definido sobre S existe un
entorno abierto U de s y un unico homomorfismo f : X xgU — Y xg U
definido sobre S tal que ¢ se obtiene de f por cambio de base. Si ¢ es un
isomorfismo, también lo es f.

DEMOSTRACION: Podemos sustituir S por un entorno afin de s y suponer
que S = Esp D es afin. Observemos que los abiertos de la forma W x gEsp Og s,
donde W es un abierto afin de X, forman una base de X xg EspOgs. En

1Notemos que hablamos de un homomorfismo birracional y no una mera aplicacién bi-
rracional, es decir, exigimos que X e Y sean birracionalmente equivalentes a través de una
aplicacién birracional definida sobre todo el esquema X.

2En realidad la definicién de superficie minimal serd ligeramente més fuerte que ésta. Més
adelante daremos los detalles.
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efecto, dado un abierto W' C X xg EspOg s y un punto z € W', tomamos un
entorno afin de z de la forma W” = Wy xg Esp Qg s, donde Wy = Esp A es
un abierto afin en X. Entonces existe un abierto principal W c W tal que
z e W"” c W nW"”. Ahora bien, si s se corresponde con un ideal p de D,
entonces W' = Esp A,, y es claro que W ha de ser de la forma Esp(A4,),, para
cierto u € A, es decir, de la forma W' =W x Esp Qg s, donde W = Esp A es
un abierto principal en W.

Cubrimos Y con un nimero finito de abiertos afines V. Para cada uno de
estos abiertos, cubrimos ¢~![V xg EspOg ;] con un nimero finito de abiertos
W xs EspQg s, y consideramos las restricciones

w Xg ESp OS,S —V Xg ESp OS,s-

Por [E A29] existe un abierto afin s € U C S tal que estos homomorfismos
estdn inducidos por homomorfismos (unfvocamente determinados)

f(V’W):WXSU—>VX5'U.

Reduciendo U, podemos suponer que es el mismo entorno de s para to-
dos los pares (W, V). Si V y V' son dos de los abiertos, tomamos un abierto
affn (no vacio) V" € VNV’ y formamos el correspondiente homomorfismo
fowrymy : W' xgU" — V" xgU’, donde podemos suponer que W"” C WNW’
y U’ € U. Por la unicidad, éste ha de coincidir con las restricciones de fovw)
y fov,wry, con lo que estos dos homomorfismos coinciden en un abierto y, por
consiguiente, coinciden en la interseccién de sus dominios. Esto prueba que
todos ellos determinan un homomorfismo f: X xgU — Y xg U.

Si ¢ es un isomorfismo, el inverso de ¢ nos permite construir el homomorfismo
inverso de f. m

Como consecuencia inmediata:

Teorema 7.3 Dos superficies aritméticas son birracionalmente equivalentes si
y solo si sus fibras genéricas son isomorfas.

DEMOSTRACION: Sean X/S e Y/S dos superficies aritméticas. Es claro
que una aplicaciéon birracional X — Y induce una aplicacién birracional
X, — Y, luego las fibras genéricas son dos curvas proyectivas regulares birra-
cionalmente equivalentes, luego son isomorfas.

Reciprocamente, un isomorfismo entre las fibras genéricas es un isomorfismo

X Xs ESp OS,n — Y Xs ESp Osm,
y el teorema anterior nos da un isomorfismo
X xsU —Y xgU,

que, a través de los isomorfismos X xg S = X, Y xg S 2 Y, se convierte en
un isomorfismo entre abiertos respectivos en X e Y. Por consiguiente, ambas
superficies son birracionalmente equivalentes. L]
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En otros términos, acabamos de probar que dos modelos regulares de una
misma curva son birracionalmente equivalentes, y que, si a partir de un modelo
regular construimos otra superficie aritmética birracionalmente equivalente, su
fibra genérica sera la misma, luego serda un modelo regular de la misma curva.

7.2 Superficies relativamente minimales

Consideremos una superficie aritmética X /S y vamos a abordar el problema
de si existe otra superficie aritmética Y/S no isomorfa a X tal que Y < X es
decir, tal que exista un homomorfismo birracional X — Y, que no podra ser
un isomorfismo. En tal caso, el teorema 6.24 nos permite descomponerlo en una
cadena

X=Xo— X1 — - — X1 — X, =Y

de explosiones de puntos cerrados. Aplicando el teorema 5.25 de derecha a
izquierda obtenemos inductivamente que todos los esquemas intermedios son
superficies aritméticas.

Asi pues, si existe un homomorfismo birracional X — Y que no sea un
isomorfismo, donde Y es una superficie aritmética, entonces existe otro (el que
resulta de cambiar Y por el X; de la sucesién anterior) que es la explosién con
centro en un punto cerrado y € Y

El teorema 5.25 nos dice que X — Y tiene una tunica fibra no trivial, que
es una curva P & P,lc(y). En términos de la definicion 6.26, tenemos que Y es la
contraccién de P a un punto (regular). Esto nos lleva a la definicién siguiente:

Definicién 7.4 Sea X/S una superficie fibrada regular. Un divisor primo re-
gular E en X es un divisor excepcional si existe una superficie fibrada regular
Y/S y un homomorfismo f: X — Y definido sobre S tal que f[E] se reduzca
aunpuntoy f: X \ E — Y \ f[E] sea un isomorfismo.

En otras palabras, F es excepcional si puede contraerse a un punto regular
p = f[E]. Notemos que en tal caso E es el lugar excepcional de f, luego el
teorema 6.25 nos da que f es la explosion de centro p.

Hemos probado que si X/S es una superficie aritmética y existe una su-
perficie aritmética ¥ < X no isomorfa a X, entonces X contiene un divisor
excepcional. Reciprocamente, si X contiene un divisor excepcional £ C X, su
contraccién X — Y nos da una superficie aritmética no isomorfa a X, pues la
fibra Yy contiene una componente irreducible menos que Xg. Esto nos lleva a
otra definicion:

Definicién 7.5 Una superficie aritmética X/S es relativamente minimal si no
contiene ningun divisor excepcional.

En estos términos, hemos visto que una superficie aritmética X/S es relati-
vamente minimal si y sélo si, para toda superficie aritmética Y, se cumple que
todo homomorfismo birracional X — Y es un isomorfismo, lo cual es casi lo
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mismo (pero no exactamente lo mismo) que la afirmacién siguiente: Si Y < X
entonces ¥ = X.

El teorema siguiente nos permitira reconocer facilmente las superficies rela-
tivamente minimales:

Teorema 7.6 Sean X/S e Y/S superficies fibradas regulares, sea f: X — Y
la explosion de 'Y con centro un punto cerrado y € Y, sea B = X, y sea s € §
la imagen de y. Entonces E = P}C(y), k(y) = Op(E), Ox(E)|lg =2 Op(-1) v
E? = —|k(y) : k(s)]-

DEMOSTRACION: El isomorfismo E = Pi(y) nos lo da el teorema 5.25, y
esto implica que Og(E) = k(y). Por 6.10 sabemos que Ox (E)|g = wg/x, luego
hemos de probar que wg,x = Op(-1).

Sea V = f~![U], donde U es un entorno afin de y. Entonces wy/x es
trivial, por lo que wg,x = wg/y. Por consiguiente, no perdemos generalidad
si suponemos que Y es afin (aunque entonces ya no es una superficie fibrada,
lo que tenemos es que f es la explosién de una superficie integra regular con
centro en un punto cerrado).

Pongamos que Y = Esp A y que y se corresponde con un ideal maximal [

(0, equivalentemente, con el haz de ideales J = I). Entonces

X = Proy @ 1°,
d>0
mientras que J = JOx = Ox(1) es el haz cuasicoherente asociado al ideal
homogéneo
J=Iol’erPo..-cAplel’®---=B

El subesquema cerrado de X asociado a este haz (o a este ideal) tiene por
soporte F y, concretamente, es

E = Proy @ (I¢/1%H1).
d>0

Observemos que los cocientes no se alteran si localizamos todos los ideales
respecto de I, con lo que el teorema [AC 5.9] nos da que

B/J = gri(Ar) = k(y)[X, Y],

luego £ = P,lc(y)7 como ya sabfamos. (Lo que hemos obtenido de nuevo es que
la representacion anterior de E' como esquema proyectivo se corresponde con la
representacién usual de Pi(y).) La identidad (B/J) ®p (J/J?) = (B/J)®p J
implica que

Cpyx =1%(3/3%) 2 i*d = i*0x (1) 2 0p(1).

El 1ltimo isomorfismo se debe a que tenemos un diagrama conmutativo

X —P}

1

E
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por el que Op= (1) se transforma en Ox (1) y en Op(1). Asf pues,
wE/X = GE/X = OE(—l)
Finalmente podemos calcular, segin el teorema 6.4

E? = grady, ) Op(—1) = |k(y) : k(s)| grady,) Op(—1) = —|k(y) : k(s)|.

Si en el teorema anterior eliminamos toda referencia explicita a la contraccién
nos queda el enunciado siguiente:

Teorema 7.7 Si X/S es una superficie fibrada reqular, s € S y E C X es un
divisor excepcional de X y k' = Op(E), entonces E 2 P}, y B2 = —|k' : k(s)|.

Ejemplo La desingularizacién X/Z; calculada en el ejemplo de la pdgina 144
es relativamente minimal, pues su fibra tiene tres componentes irreducibles, I'y,
I's y I's, todas ellas isomorfas a P}, (donde k = Z/5Z). Para que alguna de ellas
fuera un divisor excepcional deberfa cumplir I'# = —1, pero en la pagina 179
hemos visto que I'? = —2. L]

Ejemplo La desingularizacién X/Zs que hemos obtenido en la seccién 5.4 al
desingularizar la ecuacién de Selmer es relativamente minimal, pues su fibra
cerrada tiene cinco componentes: 'y & I'g = I'y = P,lC y Iy =Ty = P}C/, donde
k =7/2Z y k' es el cuerpo de cuatro elementos. Para que las tres primeras
pudieran ser divisores excepcionales deberfan cumplir I'? = —1, mientras que
las otras dos deberfan cumplir I? = —2, pero en la pagina 179 hemos visto que
no es asi. El lector puede comprobar que la desingularizaciéon de la ecuacién de
Selmer sobre Zs también es relativamente minimal. [

Ejemplo El modelo de Weierstrass W/Z asociado a la ecuacién
V2=X*+2X"+6

es relativamente minimal. En efecto, en la pdgina 134 hemos visto que es una
superficie aritmética, y sus divisores primos son sus fibras cerradas, y todas ellas
son curvas elipticas o cubicas singulares, en cualquier caso, no son isomorfas a
rectas proyectivas, luego no pueden ser divisores excepcionales. L]

Veamos un sencillo resultado general:
Teorema 7.8 Toda superficie aritmética suave es relativamente minimal.

DEMOSTRACION: Si X/S es una superficie aritmética suave y E es un divisor
vertical, digamos contenido en la fibra X, con s € S (cerrado), entonces X;/k(s)
es geométricamente regular, luego sus componentes irreducibles son disjuntas
dos a dos. En particular, el nimero de interseccién de E y cualquier otra
componente irreducible de X, es nulo, luego el teorema 6.7 se reduce a que
E? =0, luego E no es excepcional. n
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El criterio de Castelnuovo afirma que las condiciones del teorema 7.7 no sélo
son necesarias, sino también suficientes para que un divisor sea excepcional.
Para probarlo necesitamos algunos resultados previos.

Teorema 7.9 Sea X un esquema de tipo finito sobre un anillo noetheriano A,
sea f: X — P un homomorfismo definido sobre A, sea L = f*OPZ(l), sea
s € Esp A y sea Z un subesquema cerrado conexo de X, que sea proyectivo sobre
k(s). Entonces f[Z] se reduce a un punto siy sélo si L]z = Og.

DEMOSTRACION:  Es claro que L]z = (f|z)*(Op= (1)), luego no perde-
mos generalidad si suponemos que X = Z, con lo que X es una variedad
proyectiva reducida y conexa sobre un cuerpo k. Sea sg,...,S, el genera-
dor global de L asociado a f segin el teorema [E 5.33]. Recordemos que si
P} = Proy(k[Xo,...,X,]), entonces s; = f*X;, y que

FUDX)] = Xs, ={z € X | Ly = 8:.0x.:}

Supongamos que f[X] = {y}. Digamos que, por ejemplo, y € D(Xj). En-
tonces X = X, luego L = s00x = Ox. Reciprocamente, supongamos que
L = eOx, para cierto e € L(X). Sea K = Ox(X). Por el teorema [E 4.26],
sabemos que K es un cuerpo de grado finito sobre k.

Pongamos que s; = eb;, para ciertos b; € K. Los b; no pueden ser todos
nulos, luego, si llamamos Y = Esp K, son obviamente un generador global de
Ok. Sea g : Y — P} el homomorfismo asociado a los b;. Por otra parte, la
identidad Oy (Y) — Ox(X) induce un homomorfismo h : X — Y. La com-
posicién hog : X — P} transforma el haz Opyp (1) en Ox, y las indeterminadas
X; se corresponden con los elementos b;. A su vez tenemos un isomorfismo
Ox = L que transforma los b; en los s;, luego, por la unicidad del teorema
[E 5.33], resulta que f = hog. Ahora bien, Y consta unicamente de un punto,
luego lo mismo le sucede a la imagen de f. m

Con esto podemos dar una condicién suficiente (y puede probarse que tam-
bién es necesaria) para la existencia de la contraccién de una familia de curvas:

Teorema 7.10 Sea X/S una superficie aritmética sobre un esquema de Dede-
kind afin S de dimension 1 y sea D € Div.(X) tal que

a) grad Ox(D)|x, > 0 (donde n es el punto genérico de S).
b) Ox(D) tiene un generador global.

¢) Si E es una curva integra vertical (proyectiva), entonces Ox (D)|g es tri-
vial o bien tiene orden infinito en Pic(E).

Entonces, sillamamos € al conjunto de las curvas integras proyectivas verticales
E tales que Ox (D)|g es trivial, existe la contraccion de las curvas de €.

DEMOSTRACION: El teorema 4.8 nos da que el haz Ox (D)|x, es amplio. Si
cambiamos D por una potencia suya, el conjunto £ no cambia, luego podemos
suponer que Ox (D)|x, es muy amplio.
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Sea S = Esp Aysea f: X — P el homomorfismo asociado a un generador
global de Ox (D). Como X es proyectiva, la imagen Z = f[X] es cerrada y, si
la consideramos como subesquema integro de P’, tenemos que f induce un
homomorfismo f : X — Z suprayectivo. Tenemos un diagrama conmutativo

! pn

N

X

_

fﬂ nT— - PZ(n)

3

Es claro que f, es suprayectivo y es facil ver que la fila inferior completa
es el homomorfismo correspondiente a un generador global de Ox(D)|x,, por
lo que es una inmersién cerrada. En definitiva, f, es un isomorfismo. Por
[E 3.47] tenemos que K(X) = K(X,) = K(Z,)) 2 K(Z), luego f : X — Z es
un homomorfismo birracional. Como es proyectivo, f,Ox es un haz coherente
en Z, por [E 6.24].

Consideremos ahora el homomorfismo afin 7 : Y — Z dado por el teorema
[E A.5], es decir, el que cumple que 7,0y = f,Ox. Como f es birracional, los
anillos de f.Ox son subanillos de K(Z) con cuerpo de fracciones K(Z), luego
7 también es birracional. Mds atun, por [E A.8], 7 es un homomorfismo finito.
Ademads, como X es normal, los anillos de f,Ox son integramente cerrados,
luego Y también es normal. Esto implica que 7 es la normalizaciéon de Z, y por
definicién de normalizaciéon tenemos un diagrama conmutativo

Y /=7
g

|7
X——=5

Observemos que Y/S es proyectivo por [E 5.52], luego es una superficie
fibrada normal. Sea F C X una curva vertical integra (proyectiva). Por el
teorema anterior sabemos que la imagen f[E] se reduce a un punto si y sélo si
Ox(D)|g = Og, es decir, si y s6lo si E € . Ahora bien, como 7 es finito, f[F]
se reduce a un punto si y sélo si g[E] se reduce a un punto. Por consiguiente, g
es la contraccién de las curvas de €. L]

Observemos ahora un hecho elemental:

Teorema 7.11 Sea X un esquema localmente noetheriano y D, E € Div.(X)
dos divisores, el seqgundo entero. Entonces existe una sucesion exacta

donde i : E — X es la inmersion natural.
DEMOSTRACION: Partimos de la sucesién exacta

0— Ox(E™!) — O0x —i,0p — 0.
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Como el haz Ox(DE) es localmente libre, al multiplicar por ®o, Ox(DE)
obtenemos la sucesion exacta del enunciado. m

Teorema 7.12 Sea X/S una superficie fibrada regular, sea s € S un punto
cerrado y E un divisor primo contenido en la fibra Xs. Supongamos ademds
que B = P,lg,, para cierto cuerpo k', finito sobre k(s), asi como que E*> < 0. Sea
H € Div.(X) un divisor entero tal que H'(X,Ox(H)) = 0. Entonces:

a) Sir=H-E/(—E?), entonces H'(X,O0x(HE")) =0, para 0 <i < r.

b) Si Ox(H) tiene un generador global y r es entero, entonces Ox(HE")
tiene también un generador global y Ox(HE")|g = OF.

DEMOSTRACION: Probamos a) por induccién sobre i. El caso i = 0 es la
hipotesis del teorema. Si es cierto para ¢ < r — 1, tenemos que

m = grady,) Ox(HE™)|p = (HE™) - E = (r — (i + 1))(-E*) > 0,

y, como Ox (HE™™)|g =2 Og(m’) (donde m = |k : k(s)|m’), el teorema [E 6.19]
nos permite concluir que H*(E, Ox (HE1)|g) = 0. Por otra parte, el teorema
anterior nos da una sucesién exacta

0 — Ox(HE") — Ox(HE™) — i, (Ox(HE"™)|g) — 0,

de la que, teniendo en cuenta [E 6.20], obtenemos la sucesién exacta de coho-
mologia

Asi pues, HY(X,0x (HE*1)) = 0.

Para probar b) observamos que (HE") - E = 0, luego grad Ox (HE")|g =0,
y esto implica que Ox (HE")|g = O (por [E 8.18]). En particular, Ox (HE")|g
tiene un generador global. Ademds, la sucesién exacta anterior para i = r — 1
nos da la sucesién exacta de cohomologia

HY(X,0x(HE")) — H°(E,0x(HE")|g) — HY(X,0x(HE"™1)) = 0.

Podemos tomar, pues, unt € Ox (HE")(X) cuya imagen en Ox (HE")|g(E)
sea un generador global. Asi, si P € F, tenemos que el homomorfismo

Ox(HE")p — Ox(HE")p ®ox » (Ox,p/Ox(E~")p)
transforma tp en un generador, y lo mismo vale para el homomorfismo
Ox(HE")p — Ox(HE")p ®0x » (Ox,p/mp).
Por consiguiente, llamando Mp = Ox (HE")p, en la sucesién exacta

(tp) ®ox p k(P) — Mp ®oy » k(P) — (Mp/ (tp)) ® k(P) — 0
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el primer homomorfismo es suprayectivo, luego (Mp/ {(tp)) ®k(P) = 0y el lema
de Nakayama implica entonces que Mp = (tp). Asi pues, t es un generador
global para los puntos P € F.

Por otra parte, el homomorfismo natural Ox(H) — Ox(HE") dado por el
teorema anterior es un isomorfismo en los puntos P € X \ E, luego un generador
global de Ox (H) determina un generador global de Ox(H E™) sobre los puntos
de X \ E, y concluimos que Ox(HE") tiene un generador global. "

Teorema 7.13 Sea X/S una superficie fibrada reqular, sea s € S un punto
cerrado y E un divisor primo contenido en la fibra Xs. Supongamos ademds
que B = P}C,, para cierto cuerpo k', finito sobre k(s), asi como que E* < 0.
Entonces eziste la contraccion f : X — Y de E, (peroY no es necesariamente
regular).

DEMOSTRACION: Sea S = Esp A y sea £ un haz muy amplio en X (sobre A).
En la prueba del teorema [E 8.34] se ve que L = Ox(Hy), donde Hy € Div.(X)
es un divisor entero. Por el teorema [E 6.21], cambiando H, por una potencia
suya, podemos suponer que H'(X,Ox(H})) = 0 para todon > 1. Si T es un
divisor primo vertical de X, entonces Ox(Ho)|r es un haz muy amplio, luego
Hy-T >0 por 4.8.

Sean m = —E?> > 0y r = Hy-E > 0y llamemos D = H'E". Asi, si
consideramos un primo vertical I' # FE, tenemos que D™ -T' > mHy - T' > 0,
luego Ox (D™)|r 2 Or. Por otra parte, el teorema anterior aplicado a H = H{"
nos da que Ox (D) tiene un generador global y que Ox(D)|g = OF.

En el caso dim S = 1, tenemos que D|x, es un divisor entero no trivial,
luego
grad Ox (D)

x, = grad(Ox, (D

Xn)) > 0.

Por consiguiente, D cumple las hipétesis del teorema 7.10 con € = {E}, lo
que nos da la existencia de la contraccién cuando dim .S = 1.

En el caso geométrico, la prueba de 7.10 se puede adaptar. Vamos a hacerlo
por completitud, aunque, a la larga, s6lo nos va a interesar el caso aritmético.
El argumento siguiente es valido en ambos casos:

Observemos en primer lugar que en la prueba del teorema anterior hemos
visto que podemos considerar un generador global de Ox (D) formado por (la
imagen de) un generador global de Ox(H) més un elemento ¢ determinado
médulo Ox (HE™1)(X), por lo que, teniendo en cuenta que

Ox(D)|x\e = O0x(H)|x\p,

podemos exigir que t\X\E =0.

El generador global de O x (H) lo podemos tomar de modo que determine una
inmersién cerrada X — P~ '. Si llamamos f : X — P4 al homomorfismo
inducido por el generador global de Ox (D), es ficil ver que su restriccién a
X \ E es la composicién de la inmersién X \ £ — Pff(l con la inmersién

P! — P% dada por X,, = 0.
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Sea Z = f[X], dotado de la estructura de subesquema cerrado reducido
(luego integro) de P%. (Aqui usamos que X es proyectivo sobre A.) Llamaremos
también f : X — Z al homomorfismo suprayectivo inducido por f. Por 7.9
sabemos que f[E] se reduce a un punto, luego f[X \ E] es abierto en Z y
f X — Z es un homomorfismo birracional. Como es proyectivo, f.Ox es
un haz coherente en Z, por [E 6.24]. A partir de aqui, el argumento de 7.10 es
vélido palabra por palabra. m

Asi pues, bajo las hipétesis del teorema anterior, lo Gnico que nos falta para
asegurar que F es un divisor excepcional de X es que Y sea regular y, més
concretamente, que sea regular en el punto cerrado y = f[E], ya que Y \ {y} es
isomorfo a un abierto de X, luego es regular. El teorema siguiente nos permitira
determinar cuando se da el caso.

Teorema 7.14 FEn las condiciones del teorema anterior, tomemos un entorno
afin V de y, sea m el ideal mazimal de A = Oy (V') correspondiente a y, sea
U= f1V], sead=0O0x(E~Y)|y yn > 0. Entonces se cumple lo siguiente:

a) Para cada m > n+ 1, tenemos que HY(U,J"/I™) = 0.

b) HY(U,I") = 0.

¢) El haz I tiene un generador global.

d) H°(U,J") = m".

e) Sid=—E?/|k' :k(s)|, entonces k' = k(y) y dimy,) T,)Y =d + 1.

DEMOSTRACION: Observemos que, como f : V — U es birracional, induce
un isomorfismo que nos permite identificar K(U) = K(V) = K, y considerar
como inclusiones tanto a los homomorfismos asociados a f como a las restric-
ciones. En particular, tenemos que A = Oy (V) C Oy (U) C K. Por el teorema
[E 4.24] tenemos que Oy (U) es entero sobre A y, como V es normal, A es
integramente cerrado, de modo que Oy (U) = A. En otros términos, el homo-

morfismo A — Oy (V) es un isomorfismo. En particular, esto hace que d)
tenga sentido.

a) Notemos que d = — grad;, Ox (E)|g, de modo que Ox(E~Y)|g = Op(d),
pues E = P, y el P;, el grado determina un isomorfismo entre el grupo de
Picard y Z. Sea i : E — U la inmersion cerrada. Para todo k > 0,

g JIEL = 9F @6, Op /T = Ox (E79) |y @0, 108 = i.0x (E7%)|g = i.0p(kd).
Por lo tanto, H'(U,J%/3**1) = HY(E,Og(kd)) = 0 (por [E 6.19]). Ahora

consideramos la sucesion exacta
0 — Jm/gm+l s gn/gmtl L gn /gm0,
de la que obtenemos la sucesién exacta
0=H" U™ /9™y — HY (U, I /3™ — HY(U, I /T™).

De aquf se sigue que H'(U,J"/9™) = 0 por induccién sobre m > n + 1.
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b) Tomemos un ideal p € V distinto de m y consideremos la proyeccién
m:U =UxaEspA, — U. Si Vy C V es un entorno afin de p que no
contenga a m, resulta que Uy = f~1[Vy] C U es también affn, porque f es un
isomorfismo fuera de y. Es claro que U’ = Uy x 4 Esp A;, pues la composicion
de 7 con f ha de coincidir con la composicién de la segunda proyeccién con
EspA, — Esp A, luego toma imagenes en Vj. Asi pues, U’ es un esquema
afin. Los teoremas [E 6.15] y [E 6.17] nos dan que

HY(U,3™), = HY(U',7*I™) = 0.

Si probamos que también H'(U,J"),, = 0, entonces podremos concluir que
HY(U,J") = 0. Para ello usamos el teorema de las funciones formales [E A12],
segun el cual

HYU,T") @4 A ging(U, Jm fmk ),

donde A es la complecion de A respecto de la topologia m-adica.

Observemos ahora que el haz de ideales mOy es el que determina la fibra
de y, es decir, determina un subesquema cerrado de U cuyo espacio subyacente
es E, y lo mismo le sucede al haz J. Mas concretamente, J determina en F
la estructura de esquema asociada a E como divisor primo, luego, segin 4.6,
se trata de la estructura de subesquema cerrado irreducible. Esto implica que
(en cada abierto afin de U) J es el radical de mOy. Teniendo en cuenta que
U es noetheriano, podemos concluir que J° C mOy C J, para cierto r > 1.
Por consiguiente, cada haz m*J” contiene a un haz ™ para m suficientemente
grande, y cada J™ contiene un mFJ” para k grande. De aqui se sigue que

HYU, ") @4, A= HY(U, ") @4 A= lim H'(U,I"/I™) = 0.

m>n

En otras palabras, la complecién H!(U,J"),, es nula, pero, como la topo-
logia m-ddica es de Hausdorff, la inmersién de H'(U,J"),, en su complecién es
inyectiva,® luego también H'(U,J"), = 0, y esto termina la prueba de b).

c¢) Basta probar que J admite un generador global. Si z € U \ E, entonces
Jp = Oug. Sea p # m la imagen de x en V = Esp A. Tomemos h € m \ p.
Segin las observaciones al principio de la prueba, podemos considerar también
que h € Oy (U). Entonces, su imagen en Og(FE) pertenece a todos los ideales
mp con P € E. Puesto que E es reducido, esto implica que dicha imagen es
nula o, lo que es lo mismo, que i € J. Como el homomorfismo Oy, — Oy, es
un isomorfismo, resulta que h, ¢ m,, luego h genera J en x.

Falta llegar a la misma conclusion para puntos x € E. Para ello consideramos
la sucesién exacta

O—>J2—>J—>i*J|E—>O,

de la que se deduce que el homomorfismo H°(U,J) — HY(E,J|g) es supra-
yectivo, ya que H'(U,J?) = 0. Como J|g = Og(d) tiene un generador global,

3Ver la prueba de [E A15].
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podemos tomar t € H°(U,J) cuya imagen genere J| g . Asi, el homomorfismo
Joe — 12 ®0y., Oue/lz)
transforma t, en un generador, y lo mismo vale para el homomorfismo
Jo — 92 ®oy, (Ovz/ma).
Por consiguiente, en la sucesion exacta
(tz) @0y, k(x) — T2 Qop ., k(@) — (Jz/ () ®oy,. K(P) — 0,

el primer homomorfismo es suprayectivo, luego (J,/ (tz)) ®o,, k(P) = 0, y el
lema de Nakayama implica entonces que J, = (¢,). Asi pues, ¢ es un generador
global en x.

d) En la prueba del apartado anterior hemos visto que si h € m, entonces,
como elemento de Oy (U), estd en J(U), es decir, que tenemos la inclusién

m C H(U, ).

Reciprocamente, si h € J(U), ha de ser h € m, pues en caso contrario,
si P € F, el homomorfismo Oy,n — Oy p transformaria la unidad hn, en
hp € Jp & Op,p, lo cual es absurdo. Asf pues, H°(U,J) = m.

En general es claro que m"® C H°(U,J"). Notemos que los haces J" son
localmente libres de rango 1, por lo que se comprueba inmediatamente que el
homomorfismo J" ®¢,, I — I**! es un isomorfismo. Por ello, para terminar
la prueba basta aplicar el teorema 4.15. Para ello, notemos que H (U, Oy) = 0
por b) para n = 0.

e) Se cumple que
m”/m" ™ = gOU, 97 /7 (U, 9" = 70U, 77 /9
porque H'(U,J") = 0. Teniendo en cuenta lo que hemos obtenido en a),
m"/m" ™ = HY(E,0p(nd)).

Si tomamos n = 0 queda k(y) = A/m = H°(E,Op) = k', mientras que si
hacemos n = 1 obtenemos que

dimy,) T,Y = dimy,) H*(E,Og(d)) = d + 1.
(Notemos que HY(E,Og(d)) es el espacio vectorial de las formas de grado d en
dos variables.) "

Reuniendo todo lo que hemos probado obtenemos el resultado que per-
seguiamos:

Teorema 7.15 (Criterio de Castelnuovo) Sea X/S una superficie fibrada
regqular, sea s € S y E C X, un divisor primo vertical. Sea k' = H°(E,Og).
Entonces E es un divisor excepcional si y sdlo si E = Py, y E? = —|k' : k(s)]|.
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DEMOSTRACION: Una implicacién es el teorema 7.7. Si E cumple las condi-
ciones indicadas, el teorema 7.13 nos da que existe la contracciéon de E, aunque la
superficie Y resultante no sea necesariamente regular en y = f[E]. No obstante,
el teorema anterior nos da que sf que lo es, ya que d = 1 y dimy,) T,V = 2.

| |

Vamos a necesitar la siguiente caracterizacién de los divisores excepcionales
de una superficie fibrada en términos de la clase canoénica:

Teorema 7.16 Sea X/S una superficie fibrada regular, sea Wx,s un divisor
canonico y E C X un divisor primo vertical.

a) El divisor E es excepcional si y solo si Wx,g-E <0y E? < 0. Ademds,
en tal caso Wx s - £ = E2

b) SidimS =1y p.(X,)>1 (donden es el punto genérico de S), entonces
E es un divisor excepcional si y sdlo si Wx ;s - E <0.

DEMOSTRACION: a) Llamemos k' = H(E,0g) y m = |k’ : k(s)|. Supon-
gamos en primer lugar que E es excepcional. Entonces el teorema 7.15 nos da
que E2=—-my

Xi(s)(OE) = mxw (0g) = mxp (Ph) = m.
La féormula de adjuncién 6.12 implica entonces que
1
1= Xi(s) (Op) = pa(B) = 1+ 5 (B + Wxs - B),
luego

WX/S E=—-FE*— 2Xk(s)(OE) =-m <0.

Supongamos ahora que E es un divisor primo que cumple las desigualdades.
Notemos que, considerado como subesquema cerrado de X es integro por el
teorema 4.6, y es localmente una intersecciéon completa por 5.32. La férmula de
adjuncién nos da igualmente la relacion

Wx)s - E+ E* = =2x5(5)(0E),
que, més explicitamente, es
grady, ) wx/s|e + grady ) Ox (E)|p = —2Xk(s)(Ok),
o también
grad, wy/s|e + grady, Ox (E)|p = —2xx (0p) = =2 + 2dimy H'(E, Op).

Por hipoétesis, el miembro izquierdo es menor que 0, luego necesariamente
HY(E,0r) =0,y asf p,(E) < 0. Por el teorema 4.16 sabemos que E/k’ es una
conica. Mas ain, como los dos sumandos de la izquierda son negativos, ha de
ser

grady wy,s|p = grady, Ox (E)|p = —1,
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luego Wx /s - E = E? = —m y Ox(E~Y)|g se corresponde con un divisor de
Cartier entero en E de grado 1. El teorema 4.18 implica que F =2 Pi/v luego el
criterio de Castelnuovo nos da que E es excepcional.

b) Si S = EspD y K es el cuerpo de cocientes de D, entonces K es plano
sobre D, luego podemos aplicar los teoremas [E 6.15], [E 9.29] y [E 9.32], de
modo que

H°(X,wx/s) ©p K = H*(Xy,wx, /) = H'(X,,0x,).
La hipétesis sobre el género de X, equivale a que
dimg H'(X,),0x,) > dimg H°(X,,0x,) > 1,

luego HY(X, wx/s) # 0, lo que a su vez implica que existe un divisor canénico
Wx /s que ademés es entero. Entonces, la relaciéon Wy, s - E < 0 sélo puede
darse si &/ | Wx,g. Pongamos que Wx /g = E*D, donde a > 0y D es un divisor
entero primo con E. Asi, aE? = Wxs-E—D-E <0, luego E? <0y a)
implica que E es un divisor excepcional. m

Si una superficie aritmética X tiene un divisor excepcional, podemos con-
traerlo hasta un punto, con lo que obtenemos una nueva superficie aritmética
X7 = X. Si ésta tiene a su vez otro divisor excepcional, podemos contraerlo
también, con lo que obtenemos una nueva superficie aritmética Xo < X7, y
asi sucesivamente. Vamos a probar que, tras un ntmero finito de pasos, lle-
gamos a una superficie sin divisores excepcionales, es decir, a una superficie
relativamente minimal. Ello se sigue facilmente del teorema siguiente:

Teorema 7.17 Si X/S es una superficie aritmética,* existe a lo sumo un ni-
mero finito de fibras que contienen divisores excepcionales.

DEMOSTRACION: Consideremos en primer lugar el caso en que la fibra
genérica X, es geométricamente regular. Sea U C X el conjunto de puntos sua-
ves, que es abierto por [E A34] y por hipdtesis contiene a X,,. Entonces 7[X \ U]
es cerrado en S, y no es todo .S, ya que no contiene al punto genérico 7, luego
consta de un nimero finito de puntos. Asi pues, V = S\7[X\U] es un abierto no
vacio y X es geométricamente regular para todo s € V. El mismo razonamiento
del teorema 7.8 implica que X no contiene divisores excepcionales.

Ahora consideremos el caso en que H°(X,wy,s) # 0. Si h € H*(X,wx/s)
es no nulo, ha de existir un punto z € X tal que h sea un generador global de
wx/s en z. En caso contrario, para cada abierto afin U = Esp A donde wx,g
sea libre, tendriamos que h|y = aw, donde w es una base de wx/s|lv y a € A
estarfa en la interseccién de todos los ideales primos de A, luego seria nulo, luego
hly = 0 y tendriamos que h = 0. Asi pues, el conjunto C' C X formado por los
puntos donde wx,s no tiene un generador global es un cerrado estrictamente
contenido en X.

4Por simplicidad excluiremos de la prueba un caso que no nos va a hacer falta, a saber,
cuando car k(S) = 2 y pa(Xy) <0, aunque el teorema también es cierto en este caso.
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A continuacién observamos que si F es un divisor excepcional, el teorema 7.16
implica que gradwy, gl < 0, luego HO(E7wX/S|E) = 0. Esto implica que
E C C, ya que si wy,g tuviera un generador global en un punto z € E, dicho
generador inducirfa un generador global de wx/g|r en x. Asi pues, sélo puede
haber un ntmero finito de divisores excepcionales.

Finalmente veamos el caso en que H°(X,w x/s) = 0. Consideremos la des-
composiciéon X — S’ — S dada por el teorema anterior (y notemos que,
obviamente, X/S’ es también una superficie aritmética). Como alli, digamos
que S = Esp D y sea K el cuerpo de cocientes de D. Al igual que en la prueba
de 7.16, vemos que

0=H"X,wy/s) 9p K = H (X, wx, /x) = H (X, wx, k),

lo que implica que pa(X,) < 0. Sea L = K(S") = H’(X,, 0x, ), de modo que
X, /L es una cénica regular, por el teorema 4.16. Si no es geométricamente
regular, el teorema 4.13 nos da que ha de ser car K = 2 y, como hemos indicado,
no trataremos este caso.

Asi pues, suponemos que X, /L es geométricamente regular y, segin hemos
visto al principio de la prueba, el teorema se cumple para X/S’; es decir, que
tiene solo un nimero finito de divisores excepcionales, pero el criterio de Cas-
telnuovo muestra que los divisores excepcionales de X /S son los mismos que los

de X/S5'. .

Ahora ya es facil probar que el proceso de contraccién de divisores excepcio-
nales es necesariamente finito:

Teorema 7.18 Si X/S es una superficie aritmética, existe una superficie arit-
mética relativamente minimal Y/S y un homomorfismo birracional f : X — Y

DEMOSTRACION: Sea g : X — X' la contraccién de un divisor excepcional
E C X,. Observemos que si otra fibra cerrada X, , con s # s, no contiene
divisores excepcionales, entonces X/, tampoco puede contenerlos.

En efecto, si B/ C X/, fuera un divisor excepcional, puesto que g es un
isomorfismo en X \ E, podemos considerar también E’ C X, y vamos a probar
que E’ es también un divisor excepcional de X. Para ello consideramos el
homomorfismo birracional A : X — X" que resulta de componer g con la
contraccién de E’. Claramente, el lugar excepcional € de h es la unién disjunta
de Ey FE'. .

El teorema 6.23 nos da una descomposicién de h como X — X" — X",
donde X’ es la explosién de X" con centro en la imagen de E. Estamos en
la situacién estudiada en la prueba del teorema 6.24, donde se ve que el lugar
excepcional de X — X’ ha de ser exactamente el divisor E’, lo que prueba
que E’ es excepcional en X.

Con esto hemos probado que, al contraer un divisor excepcional, el nimero
de fibras que contienen divisores excepcionales (que es finito por el teorema
anterior) no aumenta, y el niimero de componentes irreducibles de tales fibras
disminuye en una unidad, luego tras un ntmero finito de contracciones tenemos
que llegar a una superficie aritmética Y/.S sin divisores excepcionales. L]
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7.3 Superficies minimales

Finalmente estamos en condiciones de estudiar el concepto central de este
capitulo:

Definicién 7.19 Una superficie aritmética X/S es minimal si toda aplicacién
birracional Y — X entre superficies aritméticas definidas sobre S es un homo-
morfismo birracional (es decir, estd definida sobre toda la superficie V).

En esencia, esto significa que X < Y para toda superficie aritmética Y/S
birracionalmente equivalente a X /S, pero es importante observar que en rea-
lidad la definicién afirma un poco maés, ya que no sélo afirma que existe un
homomorfismo birracional Y — X, sino que todas las aplicaciones birraciona-
les Y — X son homomorfismos birracionales. Por ejemplo, esto es crucial para
concluir que dos superficies aritméticas minimales birracionalmente equivalentes
son necesariamente isomorfas.

Observemos que toda superficie aritmética minimal X/S es relativamente
minimal, pues si f : X — Y es un homomorfismo birracional, entonces su
inversa f~! : Y — X es, en principio, una aplicacién birracional, pero ha de
ser también un homomorfismo birracional, y las composiciones fo f~!y f~lof
se restringen a la identidad en sendos abiertos, luego son la identidad, por lo
que f es un isomorfismo.

En esta seccién demostraremos que, si la fibra genérica cumple p,(X,) > 1,
también se cumple el reciproco: si X/S es relativamente minimal, entonces es
minimal.

Empezamos observando lo siguiente: Si X/S’ es una superficie fibrada,
S’ — S es un homomorfismo finito (que nos permite considerar a X/S como
superficie fibrada) y E, F € Divy (X), entonces

(E-F)s = |k(s') : k(s)|(E - F)sr,

donde s € S es la imagen de s’. En efecto, por linealidad podemos suponer que
E y F son divisores primos, y entonces basta aplicar el teorema 6.4 d).

Consecuentemente, el criterio de Castelnuovo implica que un divisor E es
excepcional respecto a X /S si y sélo si lo es respecto a X/5'.

Con esto podemos probar:

Teorema 7.20 Sea X/S una superficie fibrada regular cuya fibra genérica tenga
género pa(X,) > 1. Entonces, dos divisores excepcionales distintos en X son
necesariamente disjuntos.

DEMOSTRACION: Sean E; y E5 dos divisores excepcionales en X distintos
entre si y supongamos que no son disjuntos. El teorema 5.28 nos da una factori-
zacién X — S’ — S tal que las fibras de X/S’ son las componentes conexas
de las fibras de X/S. Puesto que F1NEy # &, necesariamente estdn en la misma
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fibra X, para cierto s € S’. Por la observacién precedente, también son divi-
sores excepcionales respecto a S’, luego no perdemos generalidad si suponemos
que las fibras de X son conexas.

Sea ki = H°(E;, Og,). Podemos suponer que k} > kb. Entonces
(E1E»)? = E} + E3 +2E1 - By = — |k} : k(s)| — k5 : k(s)| + 2 grady, Ox(E2)|s,,

luego (F; E2)2 > 0. Por el teorema 6.8 concluimos que E1 Ey = r X, para cierto
ntmero real r (necesariamente racional). Como los divisores se cortan, r > 0, y
el teorema 6.13, junto con el teorema 7.16, nos da que

1
Pa(Xn) =1+ o (Wxys - Ev+Wx)s- E2) <1,

en contradiccién con lo supuesto. L]

Finalmente podemos probar el teorema principal:

Teorema 7.21 Toda superficie aritmética relativamente minimal X cuya fibra
genérica cumpla p,(Xy) > 1 es minimal.

DEMOSTRACION: Sea f : Y — X una aplicacién birracional definida
sobre S, donde Y/S es otra superficie aritmética. Hemos de probar que f
estd definida en todo Y. Sea I' su grafica, de modo que tenemos un homo-
morfismo birracional I' — Y. Este induce un isomorfismo entre las fibras
genéricas, que, a su vez, para cada punto cerrado s € S, induce un isomorfismo
I' xg Esp @575 — Y xg Esp (5575. Como Y admite trivialmente una desingu-
larizacién, cumple la propiedad b) del teorema 6.35, luego lo mismo le sucede
a I, luego también I' admite una desingularizacién Z — T'. Se trata de un
homomorfismo proyectivo, luego Z/S es una superficie aritmética.

Componiendo el homomorfismo Z — IT' con los homomorfismos naturales
I' — X yI' — Y obtenemos homomorfismos birracionales f; : Z — Y y
fg:Z—>Xtalesquef:fflof2.

Supongamos que existe un divisor excepcional E de Z tal que f1[E]y f2[E]
son puntos. En tal caso, consideramos la contraccién Z — Z’' de E, que
es otra superficie aritmética, y observamos que las aplicaciones birracionales
fi:2Z2 —Y, fy: Z/ — X son, de hecho, homomorfismos birracionales. En
efecto, f] se restringe a un isomorfismo Z’'\ {p'} — Y \ {p}, pero, segin 6.18,
si f! no estuviera definida en p’, su inversa transformarfa una curva en p’, lo
cual es imposible. Lo mismo vale para f5.

Claramente, se sigue cumpliendo que f = f{_l o f4. En la prueba de 7.18
hemos visto que una sucesién de contracciones

Z— 27 — 27" — ..

es necesariamente finita, luego, tras un numero finito de pasos, podemos su-
poner que no existe ningin divisor excepcional de Z que tanto f; como f; lo
transformen en un punto.
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Vamos a probar que f; es un isomorfismo, con lo que f estara definida sobre
todo Y, tal y como queremos probar. En caso contrario, el teorema 6.24 nos
da que su lugar excepcional contiene un divisor excepcional E tal que f;[E] se
reduce a un punto. Segin lo que acabamos de establecer, f3[E] no puede ser un
punto.

De nuevo por 6.24, podemos descomponer fo = g; o --- 0 g, COMO comMpo-
sicién de explosiones de puntos cerrados (o, equivalentemente, contracciones de
divisores excepcionales).

Sea E; el lugar excepcional de g;. Como f2[FE] no es un punto, necesa-
riamente Fy # E y el teorema anterior nos da que £ N E; = @. El crite-
rio de Castelnuovo implica entonces que ¢1[F] es un divisor excepcional. En
efecto, si g1 : Z — Z' y E' = ¢1[F], es claro que Oz(F) = ¢i0z (F') v,
como ¢g; se restringe a un isomorfismo en un entorno de F, concluimos que
0z(E)|g = 0z/(E')|g, luego E* = E”.

Razonando igualmente con cada g; llegamos a que f2[F] es un divisor excep-
cional en X, en contradiccion con que X es relativamente minimal. L]

En particular, todos los ejemplos que hemos dado de superficies relativa-
mente minimales, son en realidad ejemplos de superficies minimales, pues las
fibras genéricas tenfan género 1 en todos los casos.

Combinando el teorema anterior con 7.18 y con la definicién de superficie
minimal, tenemos la siguiente consecuencia inmediata:

Teorema 7.22 Si X/S es una superficie aritmética cuya fibra genérica cumpla
pa(Xy) > 1, existe una superficie aritmética minimal Y/S y un homomorfismo
birracional f : X — Y. Ademds, el par (Y, f) es dnico salvo isomorfismo.

En términos de modelos de curvas, teniendo en cuenta el teorema 6.37 con-
cluimos inmediatamente:

Teorema 7.23 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K y
sea S = Esp D. FEntonces, toda curva proyectiva integra geométricamente re-
gular C/K de género p,(C) > 1 tiene un modelo regular minimal, inico salvo
isomorfismo.

Teorema 7.24 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K, sea
S =EspD, sea C/K una curva proyectiva integra geométricamente regular tal
que po(C) > 1 y sea X/S su modelo regular minimal. Para cada punto cerrado
s €8, se cumple que X xsEsp Og s es el modelo regular minimal de C'/K sobre
ESp OS,S .

DEMOSTRACION: Llamemos X’ = X Xg EspOg,. En las observaciones
previas al teorema 6.5 hemos visto que es una superficie aritmética sobre Og ;.
La proyeccién p : X’ — X es plana, luego el teorema [E 9.29] nos da que
p'wx/p = wxsjos,. Por consiguiente, si la fibra cerrada de X’ contuviera
un divisor excepcional E (al que podemos ver también como divisor de X),
tendriamos que wx/p|r = wx/ /0, |E, de donde se sigue que

Kx/p-E=Kxrjos, " E,
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y el teorema 7.16 implica que F también es excepcional en X, lo cual es absurdo.
Asi pues, X’ es relativamente minimal y, por el teorema 7.21 es minimal. m

Ejemplo Sea X/Z la superficie fibrada definida por la ecuacién de Selmer que
consideramos en la seccién 5.4 y sea X/Z su modelo regular minimal. Para cada
primo p € Z, la fibra X, es isomorfa a la del esquema X xz EspZ,, que, por el
teorema anterior, es el modelo regular minimal de la curva de Selmer sobre Z,.

Ahora bien, conocemos los modelos regulares minimales de la curva de Sel-
mer sobre todos los anillos Z,: para p = 2, 3 son las desingularizaciones que
hemos calculado en la seccién 5.4. (En el ejemplo de la pagina 206 hemos visto
que son relativamente minimales, luego son minimales.) Para los demds primos,
son las superficies X xzEsp Z,. En efecto, todas ellas son superficies aritméticas
y, para p # 5, son suaves, luego relativamente minimales (teorema 7.8). Para
p = 2, tenemos que Xo es una curva irreducible singular, luego no puede ser
isomorfa a P},, para ningtin cuerpo k', luego no es un divisor excepcional, luego
X xz EspZs es relativamente minimal, luego es minimal.

Asi pues, podemos concluir que, para p # 2,3, se cumple que X, = X,,
mientras que Xy y X3 son las fibras de las desingularizaciones calculadas en la
seccién 5.4 (y, por supuesto, X, es la curva de Selmer).

En general, de este modo se reduce el estudio de los modelos regulares mi-
nimales de una curva cualquiera X/S al estudio de sus modelos regulares mini-
males sobre los anillos de valoracién discreta Og . n

Terminamos con dos observaciones sencillas sobre superficies minimales. La
primera es que podemos caracterizarlas en términos de los divisores candnicos:

Teorema 7.25 Sea X/S una superficie aritmética cuya fibra genérica cumpla
que pa(Xy) > 1y sea Wx g un divisor candonico. Entonces X/S es minimal si
y solo si Wx s - E > 0 para todo divisor primo vertical E.

DEMOSTRACION: El teorema 7.16 nos da que X/S cumple la condicién del
enunciado si y sélo si no tiene divisores excepcionales, es decir, si es relativa-
mente minimal, y esto equivale a que X/S sea minimal por 7.21. n

En segundo lugar, en la prueba del teorema 7.3 hemos visto que todo iso-
morfismo entre las fibras genéricas de dos superficies aritméticas se extiende a
una aplicacién birracional entre ellas (y la extensién es unica por el teorema
5.26). Si ambas superficies son minimales, la extensién serd un isomorfismo. En
particular, es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 7.26 Si X/S es una superficie aritmética minimal y K = K(S), la
aplicacion natural Autg(X) — Autg (X)) es biyectiva.

7.4 Desingularizaciones minimales

En esta seccién vamos a demostrar una generalizacién del teorema 7.25. De
hecho, desde un punto de vista 16gico hubiera sido maés sencillo demostrar pri-
mero el teorema 7.29 y obtener 7.25 como consecuencia inmediata, pero hemos
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preferido seguir este orden por no introducir nuevos conceptos innecesarios en
el argumento que nos ha llevado a la existencia de superficies minimales.

El asunto que nos ocupa es que, en general, una superficie fibrada admite
muchas desingularizaciones no isomorfas entre si, pero vamos a ver que es posible
construir una desingularizacion minimal, nica salvo isomorfismo:

Definicién 7.27 SeaY/S una superficie fibrada normal. Una desingularizacion
minimal de Y es una desingularizacién f : X — Y tal que cualquier otra
desingularizaciéon Z’ — Y se descompone de forma tinica como

7 4.z Ly

donde g es una aplicacién birracional.

Es evidente que si una superficie admite una desingularizacién minimal, ésta
es Unica salvo isomorfismo. El teorema siguiente demuestra la existencia de lo
que podriamos llamar una “desingularizacion relativamente minimal”:

Teorema 7.28 Sea W/S una superficie fibrada normal con dim S = 1. Si W/S
admite una desingularizacion, entonces admite una desingularizacion cuyo lugar
excepcional no contiene divisores excepcionales.

DEMOSTRACION: Sea f : X — W una desingularizacién de W. Si su
lugar excepcional contiene un divisor excepcional E, podemos considerar su
contraccién g : X — X'. La aplicacién birracional f' = g lo f: X' — W
se restringe a un homomorfismo X'\ {g[E]} — W \ {f[E]}, y el teorema 6.18
implica entonces que f’ estd definida en todo X', ya que en caso contrario
la transformada total f’(g[E]) serfa una curva en W cuya imagen por f'~!
deberfa ser el punto g[E], pero eso es imposible, ya que los tinicos puntos de W
que pueden tener imagen g[E] son los puntos cerrados de la imagen del lugar
excepcional de f.

Asf pues, hemos factorizado f en la forma X — X' — W,y f’ es otra
desingularizacién de f. En la prueba del teorema 7.18 hemos visto que es impo-
sible construir una sucesién infinita de contracciones de divisores excepcionales
a partir de una superficie aritmética dada, luego, tras un nimero finito de pasos,
hemos de llegar a una desingularizacién f/ : X’ — W cuyo lugar excepcional
no contenga divisores excepcionales de X'. m

Observemos que si en el teorema anterior partimos de una desingularizacién
estricta, terminamos también con una desingularizacién estricta.

Teorema 7.29 Sea W/S una superficie fibrada normal cuya fibra genérica cum-
pla po(W,) > 1. Supongamos ademds que dim S = 1. Una desingularizacidn de
W/S es minimal si y sélo si su lugar excepcional no contiene divisores excep-
cionales.
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DEMOSTRACION: Sea X — W una desingularizacién de W/S cuyo lugar
excepcional no contenga divisores excepcionales de X. Para probar que es mini-
mal tomamos otra desingularizacion X’ — W que, segiin el teorema anterior,
se descompone como X' — Y — W, donde la segunda desingularizacién
cumple también que su lugar excepcional no contiene divisores excepcionales
deY.

Basta probar que dos desingularizaciones u : X — W ywv:Y — W de
W que cumplan esta propiedad sobre los divisores excepcionales son isomorfas.
El isomorfismo es necesariamente tinico, pues ha de ser la aplicacién birracional
f=voul:Y — X.

Estamos exactamente en las condiciones del teorema 7.21 (salvo que ahora
no es cierto que X no tenga divisores excepcionales, sino que no tiene divisores
excepcionales en el soporte de u). Notemos que X, = W, por lo que también
contamos la hipdtesis p,(X,) > 1.

Toda la prueba del teorema 7.21 es valida ahora palabra por palabra. Con-
cretamente, obtenemos un diagrama conmutativo

2N

Z ! w

A

Y

donde Z es una superficie aritmética y fi, fo son homomorfismos birraciona-
les. Queremos probar que fi es un isomorfismo. En caso contrario su soporte
contiene un divisor excepcional E tal que f3[E] es un divisor excepcional en X.
En la prueba de 7.21 esto nos daba una contradiccién porque X era minimal,
ahora, en cambio, lo que sucede es que fi[F] ha de estar contenido en el lu-
gar excepcional de u por la conmutatividad del diagrama, con lo que seguimos
teniendo una contradiccién.

Esto prueba que f es un homomorfismo birracional y, cambiando los papeles
de X e Y, también lo es f~!, luego f es un isomorfismo.

El reciproco es trivial: si Y — W es una desingularizaciéon minimal pero
su lugar excepcional contuviera divisores excepcionales, podriamos factorizarla

segun el teorema anterior: Y Jox W, donde X — W es también una
desingularizacién minimal de W/S. El razonamiento anterior prueba que f
es un isomorfismo, pero no puede serlo, pues resulta de contraer al menos un
divisor excepcional de Y. L]

Ahora podemos precisar el teorema 6.36:
Teorema 7.30 Sea W/S una superficie fibrada normal, donde dim S = 1, cuya

fibra genérica sea geométricamente regular y cumpla p,(W,) > 1. Entonces
W/S admite una desingularizacién minimal, que ademds serd estricta.
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7.5 La estructura de grupo de una curva eliptica

Como aplicacién de la teoria de superficies minimales vamos a dar una de-
mostracién abstracta (sin ecuaciones) de que las curvas elipticas son variedades
abelianas. Se trata del teorema [E 10.28], aunque ahora estamos en condiciones
de eliminar la hipétesis de que el cuerpo base sea perfecto.

Empezamos definiendo la operacién de grupo sobre los conjuntos de puntos
racionales:

Teorema 7.31 Sea E/K una curva eliptica y o € E(K) un punto racional
arbitrario. Sea K'/K una extension arbitraria de cuerpos. Para cada par de
puntos (x,y) € E(K') x E(K'), existe un tnico punto mg:(x,y) € E(K') tal
que mg(x,y)o ~ xy (donde ~ representa la equivalencia lineal).

DEMOSTRACION: Podemos ver a z, y, o como divisores de Cartier de grado 1
en F(K’), de modo que grady, (zy/o) = 1y, por la férmula tras la definicién
[E 10.21], vemos que dimg/(zy/o) = 2. En particular, podemos tomar una
f € L(xzy/o) no nula, lo que significa que el divisor D = (f)xy/o es entero,
y tiene grado 1 (Teorema [E 10.13]). Por consiguiente, D ha de ser un punto
racional z € E(K'), un punto que cumple zo ~ zy. La unicidad es consecuencia
inmediata del teorema [E 10.14]. n

Observemos ahora que la aplicacién E(K') — CI°(Eg) determinada por
x — x/o es inyectiva, por el teorema [E 10.14], y permite transportar a E(K")
la estructura de grupo de CIO(E k), v el resultado es precisamente la operacién
que hemos llamado mg-. Asi pues, concluimos que my convierte al conjunto
E(K') en un grupo abeliano. Es claro que si K" /K’ es una extensién arbitraria,
entonces F(K') es un subgrupo de E(K").

Recordemos que, segin las observaciones tras la definicién [E 3.66], pode-
mos identificar los puntos de E(K') con homomorfismos f : Esp K’ — Ex
definidos sobre K’ o también con homomorfismos f : Esp K’ — E definidos
sobre K.

Teorema 7.32 Sea E/K una curva eliptica y fijemos un punto o € E(K).
Para cada v € E(K), existe un dnico automorfismo 7, : E — FE tal que,
para cada extension K' /K, la aplicacion 1, : E(K') — E(K') es la traslacion
determinada por x.

DEMOSTRACION: Sea L = K(E) = Ogg, donde £ € E(L) es el punto
genérico de E. Segun lo dicho, podemos considerar £ : Esp L — E (definido
sobre K), o £ : Esp L — E, (definido sobre L).

Fijamos un punto z € E(K) y sea & = my(z,§) € E(L). Esto significa
que z€ ~ of’ en Ej. Existe un homomorfismo 7, (definido sobre K) que hace
conmutativo el diagrama

E—>F
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En efecto, por el teorema [E 4.5] tenemos que &’ se extiende a un entorno U
de £ y, por [E 7.6] dicha extensién se extiende a su vez hasta E. Si identificamos
T, con su extensién a FEp, tenemos un diagrama andlogo definido sobre L, y
entonces es claro que 7,(§) = ¢’ (en EL).

Sij=1x¢&:FE xgEspL — E xg E, tenemos el diagrama conmutativo

E, — > Exx E

A=(1,1
d g Jamon

Esp L — E

En particular, j(§) € Ag. Por otra parte, tenemos el diagrama conmutativo:

Esp L ) E; J

l (€',€) l ,
3 1x¢
1XT7y

E—>A EXKE

EXKE

Observemos que (£, 1) se identifica con &', de donde concluimos que
J(€) er), =1 x7) [Ag]

Es claro que 7, no es constante, luego es suprayectivo, y el diagrama con-
mutativo siguiente:

(T2,1)
E%E XKE

Tzl llxrac

E—A>E><KE

muestra que I es la imagen de (7, 1), luego es la gréfica de 7, salvo que las
coordenadas estan intercambiadas. En particular, podemos ver a I, como un
divisor de Weil de X = E xi F, que es una superficie regular, luego también
podemos verlo como un divisor de Cartier.

Vamos a considerar a X/FE como una superficie fibrada con la segunda pro-
yeccién como homomorfismo estructural. (Notemos que E no es un esquema
afin, pero sélo vamos a usar propiedades elementales de las superficies fibra-
das, que son vélidas aunque el esquema base sea proyectivo.) Observemos que
E X i E es un esquema integro, ya que si U y V son abiertos en E, tenemos un
monomorfismo

Op(U)®Kk Og(V) — Og(U) ®k L,

y el segundo anillo es uno de los anillos de la extension de constantes Er,, que
es integra porque las curvas elipticas son geométricamente integras. Notemos
también que la fibra genérica es X¢ = E xg E xp Esp L = Ef, y la inmersién
natural es j: Ef, — X.
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Los puntos cerrados de Ej, son los puntos genéricos de los divisores hori-
zontales de X. Por consiguiente, de j(£) € Apg se sigue que j(§) es el punto
genérico de Ap. Igualmente, j(£') es el punto genérico de I", , j(z) es el punto
genérico de {z} x E y j(0) es el punto genérico de {o} x E.

Vamos a razonar con los cuatro casos al mismo tiempo. Para ello, llamamos
p € X¢ a cualquiera de los cuatro puntos (¢, ¢, x, 0) y ¢ = j(p) € X. Notemos
que, en cualquiera de los cuatro casos, {q} es isomorfo a una extensién de
constantes de FE, luego es un conjunto algebraico sobre K geométricamente
integro.

Los teoremas [E 8.32] y [E 8.38] nos dan que j*(gq) = p®/¢. Vamos a com-
probar que el exponente es 1. Tomando un entorno afin U = Esp A de g en X,
el homomorfismo j se corresponde con el homomorfismo natural A — A®g L.
Considerando a ¢ como ideal de A, tenemos que

(Aek L)/(q®K L) = (A/q) ®K L,

que es un dominio integro, porque Esp(A/q) es isomorfo a un abierto de @,
luego es geométricamente integro. Ademds tiene dimensién 1, porque es una
extension de constantes de una K-algebra de dimensién 1. Como obviamente
q®k L C p, concluimos que p = ¢ @ L o, lo que es lo mismo, p = ¢(A @k L),
de donde también m, = m,Ox, ;, luego e,,, = 1, como querfamos probar.

En definitiva, hemos probado que
if(Ap)=¢ jr,)=¢, J"({z} xE)==, j({o} xE)=o.
De este modo, si llamamos

({z} x E)Ap

P= o= B,

tenemos que j*(F) ~ 1 en Xg.

Observemos ahora que jg : K(X) — K(X¢) es un isomorfismo, por lo que
todo divisor principal de K (X¢) es de la forma j*((f)), para cierta f € K(X)
no nula. En particular,

J(F) = (1))
para cierta f € K(X) no nula, o también: j*(F/(f)) = 1. Por consiguiente, el
divisor F/(f) no puede contener divisores horizontales, luego es vertical. Como
X/E es suave, sus fibras cerradas son reducidas, luego son isomorfas a E, es
decir, son divisores primos. Asi pues, F//(f) es un producto de fibras cerradas.
Equivalentemente, F'/(f) = p*D, donde D es un divisor de Ey p: X — FE es
la segunda proyecciéon. Equivalentemente:

({z} x B)Ap _
({o} x E)IY,

Consideremos ahora un punto cerrado y € E. La fibra de y en X es

p*D.

Xy =FE xx E xgEspk(y) = Ey).
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En particular es irreducible y, como E/K es suave, también lo es X/E, por
lo que la fibra X, es reducida y, por consiguiente, es un divisor primo vertical.
Llamemos 7, : X, — X a la inmersién cerrada.

Sea ahora F' = { P} un divisor primo horizontal en X tal que k(P) = k(E) =
L. Esto lo cumplen los cuatro divisores primos {z} x E, {o} x E, Ag y I"_, ya
que sus puntos genéricos son (las imdgenes en X de) z, o, £ y & € Er(L).

El teorema 6.9 nos da® que F-X, =1, luego F corta a X, en un tinico punto
p tal que i, (F, X,) = 1, lo que a su vez significa que si, como divisores de Cartier,
F'y X, estan definidos en p por fy g € Oxp, entonces lo, , (Ox,/(f,9)) =1,
con lo que (f,g) =m,, luego la imagen de f por Ox,, — Ox,/(9) = Ox, , es
el ideal maximal, luego iy F' = p.

Es facil ver que z, o, y, 7,(y) € X, pertenecen, respectivamente, a cada uno
de los cuatro divisores que estamos manejando: {z} x E, {o} x E, Ag y I"_.
Por ejemplo, en el cuarto caso tenemos el diagrama conmutativo

1xy 1X7Te

X, X X

(yoTe,yoTy
(yoTe,1) T A

Esp k(y) o E

que muestra que (1 x 7,)(7.(y)) € Ap, luego 7,(y) € I} .

Asi pues, hemos probado que
iy({z} x E) ==, ij({o} x E) =0, iy(Ap)=y, i(I7)="a(y)
Por otra parte, el diagrama conmutativo

.

Espk(y) ——E

muestra que iy (p*Ox(D))) es un haz libre, ya que todos los haces en Esp k(y)
lo son. Aplicando todo esto a la relacién que teniamos entre divisores de X,
obtenemos la relacién xy/o7,(y) ~ 1 en Ey ).

Si, en particular, aplicamos esto a un punto y € E(K'), tenemos un homo-
morfismo y : Esp K/ — F definido sobre K que factoriza como

Esp K' — Espk(y) — E,

y la relacién que tenemos en Ej,) se extiende a Fg, y asi concluimos que
T (y) = mi:(x,y), es decir, que 7, (y) es la traslacién de y por z.

5Podemos cambiar X por X’ = E xg S, donde S C E es un entorno affn de y, de modo
que X’ es una superficie fibrada sobre un dominio de Dedekind.



7.5. La estructura de grupo de una curva eliptica 227

Observemos que esta propiedad aplicada cuando K’ es la clausura algebraica
de K nos da que 7, : E — FE es tnico, en virtud del teorema [E 3.67]. Falta
probar que 7, : E — FE es un automorfismo, pero esto es consecuencia de la
unicidad, en virtud de la cual 70 = 1y 7, 0 T, = Ty (2,y) lU€gO, €n particular,
Ty OT_y = T_z 0T, = 1, lo que prueba que, en efecto, 7,, es un automorfismo.

n

Finalmente estamos en condiciones de probar que las estructuras de grupo
dadas por el teorema 7.31 estan inducidas por una estructura de variedad abe-
liana sobre la curva eliptica:

Teorema 7.33 Si E/K es una curva eliptica y o € E(K) es un punto racional
prefijado, entonces E/K admite una estructura de variedad abeliana tal que,
para toda extension K'/K la estructura de grupo inducida en E(K') es la dada
por la aplicacion mg:.

DEMOSTRACION: Sea L = K(F). Para cada abierto afin S C E, la superficie
Xs = F Xk S es una superficie aritmética sobre S cuya fibra genérica es

ExgSxgEspL=FExgEspL=EFEp,

que es una curva eliptica (que cumple p,(Er) = 1), y no tiene divisores excepcio-
nales porque sus fibras cerradas son todas isomorfas a extensiones de constantes
de E. El teorema 7.21 nos da que Xg es minimal.

Si £ € E es el punto genérico, podemos verlo como punto racional £ € Ey,,
por lo que tenemos definida la traslaciéon genérica 7¢ : £y, — Ey,, definida sobre
L. Por 7.26, se extiende a un tnico S-homomorfismo tg : F Xg S — E Xk S.
La unicidad permite extender estos homomorfismos a un tnico homomorfismo
t: ExgE — E Xk FE definido sobre E. Seam : Ex g E — E la composicién
de t con la primera proyeccién. Claramente m estd definido sobre K.

Tomemos un punto z € E(K) y formemos el diagrama conmutativo:

X X

ok
J J

EL Te EL1><Tw(§ X
Bspl — >

SPL e

Notemos que el rombo inferior conmuta porque

72(§) = mp(z,§) = mp (€, x) = e(x).

Del diagrama se desprende que (1 x 7,)(t(j(z))) € Ag, pero j(z) es el punto
genérico de {z} x E, luego (1 x 7,)[t[{z} x E]] € Ag. Fijado otro punto
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y € E(K), consideramos el diagrama conmutativo

E——F

EspK(m’y) vt XlXTIX
s P2 P2

E——F

Puesto que (1 x 7,)(t(z,y)) € AR, sus dos proyecciones coinciden y, por la
conmutatividad del diagrama, éstas son: m(z,y) = 7. (y) = mx(x,y).

Para tener una estructura de variedad abeliana necesitamos también un au-
tomorfismo ¢ : E — E (definido sobre K) que a cada elemento de E(K) le
asigne su inverso. La podemos definir como la composicion

) —1
i BN Ex EXS Exx EES E.

En efecto, observemos ante todo que cada punto racional p € E X F estd
completamente determinado por sus proyecciones, ya que si éstas son x e y,
entonces p estd en la interseccién de la fibra X, y el divisor primo horizontal
{z} x E, y dicha interseccién se reduce a un punto por el teorema 6.9 (podemos
sustituir £ por un abierto afin para considerar superficies fibradas sobre un
dominio de Dedekind).

Asf pues, dado # € E(K), tenemos que ((0,1) ot~ 1)(z) € X(K) tiene pro-
yecciones i(x) y x, luego al aplicarle t y p; obtenemos

m (i(z), r) = ((0,1) o p1)() = o(z) = o.

Esto prueba que i(z) es el inverso de z.

Falta probar que m e ¢ inducen la estructura de grupo no sélo en E(K),
sino en E(K') para cualquier extensién K'/K. Equivalentemente, hemos de
ver que las extensiones de constantes myg+ e ixs son los homomorfismos m e i
correspondientes a la curva eliptica Fx-.

Notemos que X' = Fx' Xk Exr = (E Xg E) x g Esp K’ = Xk, 1o que nos
permite hablar de la extension de constantes my : X+ — Egr.

Observemos en primer lugar que, si llamamos L' = K(Ek), entonces
(EK’)L’ =F XK ESpK/ XK’ ESpL/ =F XK ESpLI = EL/

=F XK ESpL XL ESpL/ = (EL)L/.
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Es claro que la proyeccién Ex — E transforma el punto genérico &' € Eg/
en el punto genérico & € F, luego la proyeccién Ep, — Ep también transforma
& en £, lo que significa que el punto racional £ de E se identifica con £ a
través de la inclusién E(L) C E(L'). Esto nos da la conmutatividad de la cara
posterior del cubo

(Er)r < (Er)r
X a Xy
P p
EL Te L EL
X X

La cara superior y la inferior conmutan por definicién de ¢t y t/, mientras
que las caras laterales conmutan obviamente. De aqui se sigue facilmente que
j ot op=j opot o, lo que es lo mismo, que los homomorfismos t' o p y
p ot coinciden sobre la fibra genérica de Xk, luego son iguales por 5.26. Esto
prueba la conmutatividad de la cara anterior del cubo. Componiendo con las
proyecciones, se sigue inmediatamente la conmutatividad del diagrama

Mg
EK/ XK/ EK’ %EK'

L

EXKET>E

La conmutatividad del diagrama correspondiente para i se sigue igualmente
de la conmutatividad de la cara anterior del cubo. m






Capitulo VIII

Modelos de curvas elipticas

En el capitulo anterior hemos visto que toda curva proyectiva integra geo-
métricamente regular de género > 1 (en particular toda curva eliptica) definida
sobre el cuerpo de cocientes de un dominio de Dedekind admite un modelo
regular minimal, dnico salvo isomorfismo. En este capitulo estudiaremos con
mas detalle el caso de las curvas elipticas.

La conexién entre los modelos regulares minimales y la teoria clasica sobre
curvas elipticas se establece a través de los modelos de Weierstrass. Para estable-
cer dicha conexion dedicaremos la primera seccién a caracterizar intrinsecamente
los modelos de Weierstrass, es decir, en términos de su geometria de superfi-
cie fibrada. Asi, en la segunda seccién podremos demostrar que, bajo ciertas
hipdtesis, contrayendo a puntos todas las componentes irreducibles menos una
de cada fibra cerrada del modelo regular minimal, se obtiene un modelo de
Weierstrass. Esto siempre es posible cuando el dominio de Dedekind es un do-
minio de ideales principales, en particular en el caso local, es decir, cuando se
trata de un anillo de valoracién discreta.

En la tercera secciéon entenderemos mejor lo que sucede: es posible pasar
por contraccién del modelo regular minimal a un modelo de Weierstrass cuando
la curva eliptica admite una ecuaciéon de Weierstrass minimal, en el sentido de
la teoria clésica, lo cual siempre es posible en el caso local, pero no siempre en
el caso global. Esta relacién entre el modelo regular minimal y los modelos de
Weierstrass nos permitira reformular en términos del primero la teoria clasica
sobre los tipos de reduccion de curvas elipticas, de lo cual nos encargaremos en
la seccién cuarta. En la ultima refinaremos esta teoria clasificando las posibles
fibras cerradas de los modelos regulares minimales.

8.1 Modelos de Weierstrass

Recordemos (definicién 5.9) que el modelo de Weierstrass sobre un dominio
de Dedekind D asociado a una ecuacién de Weierstrass

Y24 a1 XY +a3Y = X2+ as X%+ ay X + ag

231
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con coeficientes en D y discriminante no nulo, es el esquema proyectivo W/.S
(donde S = Esp D) definido por (la homogeneizacién de) la ecuacién. Sabemos
que es una superficie fibrada normal cuyas fibras cerradas son las curvas definidas
por las reducciones de la ecuaciéon médulo los divisores primos de D, de modo
que todas ellas son geométricamente integras, y todas salvo un ntimero finito de
ellas son curvas elipticas y, en particular, geométricamente regulares. Las que
no lo son, tienen un tnico punto que no es geométricamente regular y que, de
hecho, es singular.

Asi pues, W/S es suave salvo a lo sumo en un nimero finito de puntos, que
son los tnicos posibles puntos singulares de W (aunque no lo son necesaria-
mente).

Si llamamos o, al punto infinito de la fibra genérica W), el teorema 5.10
prueba que el divisor horizontal O = m corta a cada fibra cerrada en su
correspondiente punto infinito. Ademads, sabemos que, si una cubica definida
por una ecuacién de Weierstrass tiene un punto singular, éste no puede ser su
punto infinito, asi que O estd contenido en el abierto de puntos suaves de W.

Observemos ahora que la inmersién cerrada i : W — PQD es una inmersién
regular. En efecto, el haz J = N(i*) de ideales de Op2 que define a W es local-
mente principal, pues, en cada abierto afin D(X), D(Y), D(Z), estd generado
por la deshomogeneizacion correspondiente de la ecuacion de Weierstrass. En
particular, el nicleo de cada homomorfismo OP% o« — Ow, estd generado por
un elemento no nulo, que es regular, ya que los anillos son dominios integros.

Esto implica que W/S es localmente una interseccién completa y, en par-
ticular, que esta definido el haz canénico wyy,g. Si W/S fuera suave, tendriamos
que wyy/s = QIl,V /5> PEro esto no es cierto en general. Vamos a relacionar ambos
haces. En principio tenemos que

ww/s = Ny p2 Qo i*Q%}D /D
El teorema [E 7.41] nos da la sucesién exacta
i*(3/7) — i*(Qé% /D) - Qll/V/D — 0,

donde J es el haz de ideales de P% que define a W. Observemos que J es local-
mente principal: si U es un abierto afin contenido en uno de los tres subespacios
afines D(X), D(Y') o D(Z), entonces J(U) esta generado por la deshomogenei-
zacién correspondiente de la ecuacion de Weierstrass.

Definimos un homomorfismo
Y i (3/9%) ®ow Qs — "2

del modo siguiente: fijamos un abierto afin U C P% (tal que J(U) sea principal)
y tomamos V = i~1[U], de forma que V recorre una base de abiertos afines de
W. Tenemos entonces que Oy (V) = O(U)/I(U), asi como una sucesién exacta
de O(V)-médulos

§ a
I0) /P (U) == Qo0 @ow) Ow (V) == Qo0 — 0,
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donde §([f]) = df ® 1. Llamamos

(AT (j(U)/J(U)Q) ®O(V) Q%g(v)/D - Q%{)(U)/D ®(§)(U) OW(V)

al homomorfismo dado por

Pv(lfl®a(w) =(df Aw)@ 1.

Estd bien definido porque J(U) estd generado por un elemento fo, luego el
nucleo de « estd generado por dfy, y se cumple que dfy A dfy = 0.

Es claro que los homomorfismos )y determinan un tinico homomorfismo de
haces 1. Teniendo en cuenta que i*(J/J?) es el haz dual de Ny, P2, multipli-
cando por este ultimo haz, vemos que v induce un homomorfismo

uE QIl/V/S — Ny p2, @ox i*Q%g /D = WwW/s-

Vamos a describirlo explicitamente. Para ello consideramos los abiertos afi-
nes U = D(Z), U = D(Y) en P%, y sean V y V' sus antiimdgenes en W.
Notemos que W = V U V', pues un ideal primo de D[X,Y, Z] que contenga a
Y, Z y a la ecuacién de Weierstrass F', contiene también a W.

Podemos identificar V' = Esp(D[X,Y]/(f)), donde f = F(X,Y,1) es la
deshomogeneizacion de la ecuacion de Weierstrass. Las clases de X e Y médulo
f se identifican con x = X/Z, y =Y/Z € Ox (V).

Similarmente, V' = Esp(D[X, Z]/(g)), donde g = F(X,1,Z). Ahora las
clases de X y Z se identifican con s = X/Y, t = Z/Y € Ox(V'). Asi, en
Ox(V NV’) tenemos las relaciones s = z/y, t = 1/y.

Nos centramos primeramente en el abierto V. Es claro que [f] es una O x (V)-
base de J(U)/I(U)?, asi como que dX AdY es una D-base de Q%[X,Y]/D’ luego
w=[f]*® ((dX ANdY) ® 1) es una base de

wx/s(V) = (U)/IU)*)* ®ox(v) (QDixv1/p @pixv] Ox (V).

Ahora vemos que
ov (dz) = (1@ o) ([f]" @ ([f] ® dz)) = [f]* @ (df A dx)

=[fI" (g—i dx + %dy) Adz = —g—z [/ @ (dX AdY)®1)

=2y+ a1z +az)w

Observemos que h = 2y + a1z + a3 no puede ser 0 en Oy (V), ya que esto
exigirfa que 2 = a; = a3 = 0, y esto implica que el discriminante de la ecuaciéon
de Weierstrass es 0. Por consiguiente, podemos tomar un abierto V' C V suave
sobre S y tal que 2y + a2 + a3 sea una unidad de Ow (V). Entonces Q‘l/,/s es
un Op (V')-médulo libre de rango 1 (teorema [E 7.53]) y

dzr
v | 77—
2y+ a1z + a3
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es una base de wyy, 5(V"). Por consiguiente, ¢y es suprayectivo, y todo epimor-
fismo entre médulos libres de rango 1 es un isomorfismo. Asi pues, obtenemos
que Q%,V/Sh// = wywys|vs y, en particular, si llamamos & al punto genérico de W,
resulta que ¢ induce un isomorfismo Q;, 56 ZWw/se-

Observemos que wyy/g,¢ = Q}((W)/K es un espacio vectorial sobre K (W) de
dimensién 1. Esta generado por dx y dy, pero, como x e y cumplen la relacion
f(x,y) =0, vemos que

of of

—d —dy =
Oz x+8y y=0,

de modo que
322 + 2a9x + a4 — ary d
= :L‘7

d
4 2y + a1x + as

luego dx es una base de Q}{(W)/K.

Como W es un esquema integro, el teorema [E 5.21] nos da que las restriccio-
nes de los haces wyy/s y Q%,V /5 son inyectivas, luego podemos identificarlos con

subhaces del haz constante Q}((W) K= dx Oy. En estos términos, acabamos
de ver que
wwysly = wowlv

se identifica con w Oy, , donde

dxr

w=—"——€cQ} .
2y + a1z +as KW)/K

Razonando andlogamente con el abierto V', concluimos que

wyyslve = w'Ow |y

se identifica con w'Oyy|,,, donde
dg -t
"=— |2 dt
’ <6)

g(s,t) = 8° 4+ ags’t + ayst® + agt® — t — ayst — ast?,

Concretamente:

luego
, dt

ait — 352 — 2as5t — aqt?’
Usando las relaciones s = x/y, t = 1/y en K (W) obtenemos que

1 32?4 2a9x + aq — ary
y? 2y + a1z + az

dt = —(1/y*)dy = dx,

El denominador de w’ es a1 /y — 322 /y? — 2as2/y? — a4 /y?, luego

, 1 322 + 2a02 + a4 — a1y
W == dr = w.
a1y — 322 — 2asx — ay 2y + a1 + as
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Asi pues, w € Q}((W)/K se identifica tanto con un elemento w € wyy,/s(V)
como con un elemento w’ € wy/s(V’). Esto significa que w y w’ coinciden en
un abierto y, por consiguiente, coinciden en V NV’. Asf pues, se extienden a un
elemento w € wyy/s(W).

El hecho de que wy/s|v = wlvOw|v ¥y ww/slv: = w|yOw |y implica que,
en definitiva, wy g = wOw, de modo que el haz candnico es libre.

El teorema siguiente resume los resultados que hemos obtenido:

Teorema 8.1 Sea D un dominio de Dedekind, sea K su cuerpo de cocientes,
sea S = Esp D, sea W/S el modelo asociado a una ecuacion de Weierstrass con
coeficientes en D y sea o, el punto infinito de su fibra genérica. Entonces:

a) El divisor O = {o,} estd formado por los puntos infinitos de todas las
fibras, y todos ellos son suaves en W.

b) Las fibras de W son geométricamente integras.
c) W/S es localmente una interseccion completa y wy s = wOx, donde

dx

= Q! .
v 2y +a1x +as KW)/K

d) Sim: W — S es el homomorfismo estructural, T.wy/s = w0Os.

DEMOSTRACION: Sélo falta probar la tltima propiedad, pero ésta es conse-
cuencia del teorema 5.27, que nos da la igualdad 7,0y = Og. n

El resto de esta seccion estd dedicado a probar que estas propiedades ca-
racterizan a los modelos de Weierstrass (teorema 8.6). Para ello necesitamos
algunos resultados previos.

Teorema 8.2 Sea D un anillo de valoracion discreta, sea K su cuerpo de co-
cientes, sea (1) su ideal mazimal y k = D/mwD su cuerpo de restos. Sea M un
D-médulo finitamente generado y M[w] = {m € M | mm = 0}. Entonces

dlmk(M ®p k) = dlmK(M ®p K) + dimk M[ﬂ'}
DEMOSTRACION: Consideremos una sucesién exacta
0— M — L N M — 0,

donde L es un D-modulo libre de rango finito. Notemos que, al ser D un dominio
de ideales principales, el submédulo M’ también es libre.! Multiplicando por
®pk obtenemos una sucesién exacta

M'/tM' — L)L — M/7mM — 0.

1Teorema 7.29 de mi libro de Algebra.
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Es facil determinar el niicleo del primer homomorfismo, con lo que obtenemos
una sucesion exacta

0— (rkLNM")/aM" — M'/rM' — L/7L — M/aM — 0.
El homomorfismo 7L — M dado por mz — ¢(x) induce un isomorfismo
(rLNM')/mM' = M|n].
Por consiguiente:
dimg (M /7 M) — dimy, M [r] = dimg(L/7L) — dimy (M’ /7 M")
=dimy L ®p k — dimy M' @p k = dimg L ®p K —dimxg M’ ®@p K
=dimg M ®p K.
En la 1iltima igualdad hemos usado que K es plano sobre D, por lo que ® p K

conserva la exactitud de la sucesién exacta de partida. L]

Teorema 8.3 Sea D un anillo de valoracion discreta, sea S = Esp D, sea n el
punto genérico de S y s el punto cerrado. Sea f : X — S un homomorfismo
proyectivo y F un haz coherente en X plano sobre S. Fijado p > 1, se cumple
que

dimk(s) HP(XS, 3:3) Z dimk(n) Hp(Xn, 3:77)

Ademds, se da la igualdad si y sélo si HP(X,F) es un D-mddulo libre y el
homomorfismo cancénico

H?(X,F) ®p k(s) — HP (X, Fy)
es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Sea 7 un primo en D. Como JF es plano sobre D, es libre
de torsién [AC A.8], luego tenemos una sucesién exacta

0—F - 53F —TF/nF—0.
De ella deducimos la sucesién exacta
H?(X,F) = HP(X,F) — HP(X,F/nF) — HPTH(X,T) T HPTH(X,T)

que podemos reducir a

0 — HP(X,F)/rH?(X,F) — HP(X,TF/7F) — HP*(X,F)[x] — 0.

Observemos que, si llamamos p : X; — X a la inmersién cerrada natural,
entonces p,F; = F/7TF, luego, segin [E 6.20], H?(X,,F;) = HP(X,F/nF), y la
sucesion exacta anterior puede escribirse asi:

0 — HP(X,F)@p k(s) — HP(X,,F,) — HPTHX,F)[r] — 0.
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Por otra parte, como k(n) es plano sobre D, el teorema [E 6.15] nos da que
HP(X,,,) = HP(X,5) ©p k(n),
luego, teniendo en cuenta el teorema anterior,
dimy, ) H? (X, Fs) = dimy ) H(X,F) ®p k(s) + dimy,s) HPT(X, F)[n]

= dimy,(,y) H? (X, F,) + dimy ) HP (X, F)[r] + dimys) H? (X, F)[7].

Esto nos da la desigualdad del enunciado, y la igualdad equivale a que
HP(X,3)[x] = HTH (X, F)[r] =

A su vez, esto equivale a que los D-médulos HP(X,F) y HPTH(X,F) sean
libres de torsién. Como D es un dominio de ideales principales, esto equivale
a su vez a que sean libres. Por otra parte, en vista de la sucesiéon exacta, la
condicién HPT1(X,F)[r] = 0 equivale también al isomorfismo del enunciado.

n

Teorema 8.4 Sea C/k una curva proyectiva integra de género p,(C) =1. Su-
pongamos que C' contiene un punto p geométricamente regular y racional sobre k.
Entonces:

CL) dimk HO(C, Oc) = dimk Hl(C, Oc) =1.
b) Paran > 1, se cumple que dimy H°(C,0c(p")) = n, H(C,0c(p")) = 0.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que el punto p tiene un en-
torno de puntos regulares. Por [E 8.21], como divisor de Weil, p se corresponde
con un divisor de Cartier en dicho entorno, luego existe un entorno afin U de p
yun f € O¢(U) tal que, para cada punto cerrado P € U, se cumple que

1 siP=p,
vp(f)_{() si P # p.

Tomando 1 € O¢(C\{p}), formamos un divisor de Cartier de C' que podemos
identificar con p. Esto da sentido al apartado b) del enunciado. Observemos
que f € Og p para todo P € U, P # p, y, trivialmente, 1 € Of, p para todo
P < C\ {p}. Esto implica que Oc(p)|c\{p} = Oclen(p}-

a) Por [E 4.26] sabemos que H°(C,O¢) es una extensién finita de k. En
particular es un subcuerpo de K(C) entero sobre Ocp Ahora bien, como p
es normal, tenemos que H(C,0¢) C Oc¢,p. De aqui obtenemos una inclusién
H°(C,0¢) — k(p) = k, luego H°(C,0¢) = k. La hipétesis p,(C) = 1 implica
entonces que H(C,0¢) = 0.

b) Tomemos u € HY(C,O¢(p)) y veamos que u € k.

y
Notemos que u|c\(p} € Oc(C \ {p}), luego, si u ¢ k ha de ser u ¢ O¢ .
Como (u)p > 1, tenemos que vp(u) > 0 para todo punto cerrado P # p y
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vp(u) = —1. Por [E 10.13] sabemos que grad(u) = 0, luego, visto como divisor
de Weil, ha de ser (u) = ¢/p, para un cierto punto racional ¢ € C, q # p.

De este modo, si 7 € C es un punto cerrado distinto de p y ¢, tenemos que
vy (u) = 0, es decir, que [(O¢,,/(u)) = 0, luego u € Of,..

Como p es regular, v,(1/u) = 1 implica que 1/u € O¢,p, y, més en general,
que 1/u € Oc(C'\ {q}).

Consideremos ahora el espacio proyectivo P,lC = Proy(k[X,Y]), y en él los
abiertos afines U = D(X) = Esp(k[Y/X]), V = D(Y) = Esp(k[X/Y]). El ho-
momorfismo k[Y/X] — O¢(C\ {p}) dado por Y/X — w induce un homomor-
fismo C\ {p} — U y, andlogamente, el homomorfismo k[X/Y] — Oc(C\{q})
dado por X/Y — 1/u induce un homomorfismo C'\ {¢} — V.

Si G = EspA es un abierto afin en C \ {p,q} y W = U NV, podemos
identificar W = Esp k[t, 1/t], de modo que las inclusiones W — Uy W — V
se corresponden respectivamente con los monomorfismos k[X/Y] — k[t,1/t] y
klY/X] — k[t,1/t] dados por X/Y —t,Y/X +— 1/t.

El homomorfismo G — U es el asociado al homomorfismo k[Y/X] — A
dado por Y/X +— u, que factoriza como

KY/X] — k[t, 1/1]

S

A

donde la flecha vertical estd determinada por ¢ — u. Esto significa que G — U
factoriza como G — W — U vy, andlogamente, G — V factoriza como
G — W — V, con el mismo homomorfismo G — W. Equivalentemente,
lo que tenemos es que ambos homomorfismos son el mismo o, también que los
homomorfismos C \ {p} — U y C\ {¢} — V coinciden en su dominio comin
y, por lo tanto, determinan un homomorfismo ¢ : C — P}, (definido sobre k).

Si Esp A es un entorno afin de p, como u no es una unidad de A (ya que
no lo es de O¢,p), podemos tomar un ideal p € Esp A tal que u € p, con lo que
(Y/X) C ¢(p) y, como (Y/X) es maximal, ¢(p) = (Y/X). Visto como elemento
de P, = Proy(k[X,Y]), el ideal (Y/X) es (Y). Esto prueba que (Y) estd en la
imagen de ¢, y andlogamente se prueba que lo estd (X), luego ¢ no es constante,
luego es un homomorfismo finito (por [E 10.1]).

Llamemos oo = (Y'), que es un punto racional de P}c que, visto como divisor
de Cartier, cumple ¢*oco = p. En efecto, el divisor co esta representado por los
pares (U,Y/X), (V,1), luego ¢*oc estd representado por los pares (¢~ L{[U], u),
(¢~1[V],1), que claramente representan al divisor p. Como ambos divisores
tienen grado 1, el teorema [E 10.9] implica que k(C) = k(P}), es decir, que ¢ es
un homomorfismo finito birracional. Como P,l€ es normal, esto implica que ¢ es
un isomorfismo, luego p,(C) = p,(P}) = 0, contradiccién.

Con esto hemos probado que H°(C,0¢(p)) = k o, equivalentemente, que
dimk HO(C, Oc(p)) =1.

Por hipétesis, po(C) = 1 — xx(0¢) = 1, luego xx(Oc) = 0. El teorema
[E 10.11] nos da entonces que xx(Oc(p)) = 1, luego dimy, H(C, Oc(p)) = 0.
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El teorema [E 10.10] nos da una sucesién exacta
0 — 0c(p"™!) — 0c@") — Oc(p)l, — 0,
de la que deducimos la sucesiéon exacta
0 — H°(C,0c(p"™")) — H°(C,0c(@")) — V

— HY(C,0c(p"™")) — H'(C,0c(p")) — 0,

donde V = H%(p,Oc(p)|,) = k. En efecto, si U es un entorno afin de p tal que
Oc(p)lu = 0c(U), entonces Oc(p)lp = Oclp = Op, luego

Ho(p, Oc(P)lp) = 0p({p}) = k(p) = k.

Ahora basta razonar inductivamente: Si el teorema es cierto para n — 1, la
sucesién exacta se reduce a

0 — H°(C,0c(p™ ")) — HC,0c(p™)) — V — 0

0 — HY(C,0c(p")) — 0,
de donde se sigue inmediatamente que es cierto para n. m

Observemos que, en las condiciones del teorema anterior, el teorema [E 10.17]
implica que O¢(p") tiene un generador global para todo n > 2.

Teorema 8.5 Sea D un dominio de Dedekind, S = EspD y7m: X — S una
superficie fibrada cuya fibra genérica X, sea isomorfa a una curva eliptica (dada
por una ecuacion de Weierstrass sobre D). Sea o € X, su punto infinito y sea
0= m C X. Supongamos que O estd contenido en el abierto de puntos suaves
de X . Esto nos permite considerar a O (o, equivalentemente, a 0) como divisor
de Cartier de X. Supongamos ademas que las fibras Xs son integras, para todo
s € S. Entonces:

a) Para todo n > 2, el haz Ox(0™) admite un generador global.

b) El haz L = D'7,Ox es inversible y, para todon > 1, el haz 7.0x(O") es
localmente libre de rango n.

¢) El haz m.0x(0) es libre y, para n > 2, tenemos una sucesidn exacta

0 — m1.0x(0" ") — 1,05 (0") — L™ — 0.

d) Si L es libre, entonces también lo son todos los haces .0 x(O™) vy, para
n > 2, el homomorfismo candnico

P m0x(0%)*@os m0x(0%)" — 1,0x(0")
2a+3b<n

es suprayectivo.
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DEMOSTRACION: En primer lugar vamos a demostrar que todas las fibras de
X cumplen las hipétesis del teorema anterior. Ante todo, como la fibra genérica
es una curva eliptica, se cumple que p,(X,) = 1, luego p,(X;) = 1 para todo
s € S, por [E 6.38]. Por hipétesis o es geométricamente regular en X,, y racional
sobre K (el cuerpo de cocientes de D). Esto ya sitia a X,, en las hipdtesis del
teorema anterior. Consideremos ahora una fibra cerrada X, con s € S.

Podemos tomar un punto z € X;NO. Basta probar que es geométricamente
regular y racional sobre k(s). De hecho, si vemos que es racional, bastard probar
que es regular, por [E 7.24].

Cambiando X por X xg EspOg s se conservan las fibras X, y X, luego
podemos suponer que D es un anillo de valoracion discreta. Como o es un
punto racional de X, tenemos un homomorfismo

EspK — X, = Xk

definido sobre K cuya imagen es o. Por [E 4.28] se extiende a un (tinico)
homomorfismo Esp D — X definido sobre D. Como es propio, su imagen es
un cerrado de dos puntos que contiene a o, luego la imagen del punto cerrado
de Esp D ha de ser el punto x.

Sea U C X un entorno afin de x, que contendrd necesariamente a o. Si
U = Esp A, entonces o se corresponde con un ideal p € Esp A y x se corresponde
con m € Esp A tal que p C m.

Tenemos homomorfismos D — A — D cuya composicién es la identidad
y de modo que la antiimagen de O por el segundo es p. Esto nos da que el ho-
momorfismo natural D — A/p es un isomorfismo. En particular, si llamamos
m € D a un primo, tenemos un isomorfismo k(s) = D/(w) — A/m = k(z),
luego z € X, es un punto racional.

Falta probar que m es regular en la fibra A ®p (D/(w)) = A/7A, lo cual
equivale a que el anillo Ay, /7 Ay sea regular. Observemos que A/p es un anillo
local (porque es isomorfo a D), luego coincide con Ay /pAn. En lo sucesivo
podemos cambiar A por Ay, con lo que tenemos que A es un anillo local regular
(porque z es regular en X) con un ideal primo p tal que A/p = D es regular.
Hemos de probar que A/mA es regular.

Segin [AC 5.19], tenemos que p = (u) y m = (u,v). Como m/p = (m),
resulta que m = (u, ), luego m/(m) = (u). Esto prueba que A/(7) es regular.

Hemos probado algo més: si volvemos a llamar A = Ox(U), donde U es
un entorno affn de z, lo que hemos visto es que pA, = (u) y, localizando
A respecto a un f € A\ m (es decir, reduciendo el entorno de z), podemos
suponer que u € Ay p = (u). Esto significa que vp(u) = 1 y, necesariamente,
vq(u) = 0 para cualquier otro q € U de codimensién 1 (ya que en tal caso p C g
y entonces p = q). En otros términos, (U, u) define el divisor O, y hemos visto
que MAy /mTAn = (u), es decir, que la imagen de u en Ox, (U N X;) genera el
ideal maximal de Ox, , luego v;(O|x,) = 1. Asi pues, O|x, = =.

También es cierto que O|x, = o, pues la fibra genérica se corresponde con el
anillo A®Q p K y, por definicion, p es la antiimagen en A del ideal correspondiente
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con o. Sip = (u) en A, lo mismo es vélido en la localizaciéon A @ p K, luego
v,(0lx,) = 1 y concluimos como antes.

Consideremos ahora el haz Ox(O™). Su imagen inversa en X xg EspOg s,
donde s € S es un punto cerrado, es un haz inversible (en particular plano sobre
Os,s) cuya restriccién a la fibra X, es Ox, (p"), donde {p} = ON X,, y cuya
restriccion a X, es Ox, (0"). Por 8.4 tenemos que dimyy H (X, 0x(0")s)
(para cualquier s € S, cerrado o no) depende tnicamente de n e i, luego el
teorema 8.3 (juntamente con [E 6.15]) implica que H*(X,0x(0™)) ®p Og s es
un Og -médulo libre, y que

HY (X,0x(0™) ®p k(s) = H(X,,0x(0™),). (8.1)

Por la observacién tras el teorema 8.4, para n > 2 se cumple que O x(O™);
tiene un generador global. A través del isomorfismo anterior (para ¢ = 0),
podemos formar un subconjunto G C H°(X,0x(0O™)) cuya imagen en cada
HY(X,,0x(0™)s) sea un generador global. Llamamos § al subhaz de Ox(O™)
definido como sigue: si U C X es un abierto, entonces G(U) esta formado por
los u € Ox(0")(U) tales que uz € (g2 | g € G)y, - Claramente, G es un
generador global de §. Para probar a) basta ver que Ox(0O™) = G.

Si x € X pertenece a la fibra X, tenemos el diagrama siguiente:

S2®0x , Oxs0 —> OX(On)z®Ox,w Oxy0 —> (OX(O")/S)‘TGE‘OX,EOXS@ — >0

gy

0x(0")s,a

donde la flecha vertical es el isomorfismo natural y la fila superior es exacta.
Por construccién de G, la flecha oblicua es suprayectiva, luego la primera flecha
horizontal también lo es. Esto implica que

(0x(0")/9)e ®ox. Ox,z =0,
luego también
(0x(0™)/9)z ®o ., k()

=0.
Por el lema de Nakayama concluimos que (Ox(0O™)/5), = 0 para todo punto
x € X, luego, tal y como querfamos probar, Ox(O™) = §.

Veamos ahora b). Observemos que, segin, [E 6.42], el haz £ no es sino el
haz coherente en S determinado por el D-médulo H!'(X,Ox). Antes hemos
probado (en el caso n = 0) que H(X,Ox) es localmente libre y que

HY(X,0x)s ®o, k(s) 2 H'(X,,0x,).

Segun 8.4, la dimensién sobre k(s) de este espacio es igual a 1, lo que implica
a su vez que H'(X,0x), tiene rango 1 sobre Og,s. Esto significa que L es
localmente libre de rango 1. También tenemos los isomorfismos

HO(X7 OX(On))S ®Os,s k(s) = HO(X87 OX<OH)S)7
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y ahora la dimensién sobre k(s) es n, luego H%(X, Ox(0O™)), es un Og s-médulo
libre de rango n y el haz 7.0 x(0O™) es localmente libre de rango n,

Para probar c) consideramos la inmersién cerrada i : O — X. Por el
teorema 5.29, tenemos que es un isomorfismo. Sea ¢’ : S — O el isomorfismo
inverso y sea o : S — X la composicién o = ¢’ o .

Partimos de la sucesion exacta
0— Ox (0" ') — 0x(0™) — i,i*Ox (0™) — 0 (8.2)

dada por el teorema 7.11 (para n > 1). Para cada s € S, y todo n > 2, el
isomorfismo (8.1) es

HY (X, 0x(0")s @05, k(s) = H'(X,,0x(0" 7)) =0,

donde la tltima igualdad nos la da el teorema 8.4. El lema de Nakayama implica
entonces que H'(X,0x (0" 1)), = 0 para todo s € S o, lo que es lo mismo,
que D7, Ox (O™ 1) = 0.

Esto significa que al aplicar el funtor m, a la sucesién exacta anterior obte-
nemos otra sucesion exacta:

0 — m.0x(0" Y — 71,0x(0™) — L,, — 0, (8.3)

donde L,, = m,i.i*Ox (O™). Notemos que ior = 7’ y, como 7’ es un isomorfismo,
7, es lo mismo que o’*, luego

Ln = W;i*OX(On) = O’l*i*OX(On) = O'*Ox(on) = U*Ox(O)n = L?.

Si aplicamos 7, a la sucesién (8.2) con n = 1, teniendo en cuenta que, segiin
hemos visto, D7,0x(O) = 0, obtenemos la sucesién exacta

0— 05 — mO0x(0) — L — L —0 (8.4)

(donde hemos usado el teorema 5.27). Para cada s € S, tenemos una sucesién
exacta
0 — m.0x(0)s/0ss — L1s — Ly — 0.

Dado que L, es un Og -médulo libre, tenemos que Tor%s= (L, k(s)) = 0,
luego también es exacta la sucesién

0 — (m0x(0)s/0s,5) ®os, k(s) — L1s ®os, k(s) — Ls ®os, k(s) — 0.

Ahora bien, los dos tltimos k(s)-espacios vectoriales tienen dimensién 1,
luego el epimorfismo es un isomorfismo y (m.0x(0)s/0s.s) ®os , k(s) = 0. Por
el lema de Nakayama concluimos que 7,0 x(0)s/0gs =00, lo que es lo mismo,
que T, 0x(0) = Og. Volviendo a la sucesién (8.4) concluimos que L1 = L. Por
consiguiente, la sucesién exacta (8.3) se corresponde con la del enunciado.

La primera parte de d) es inmediata por induccién sobre n > 2 a partir de
la sucesién exacta de ¢) y usando [AC 1.32]. (Notemos que el caso n = 0 es
trivial, por 5.27.)
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Para la segunda parte, recordemos que m.Ox(O™) es el haz coherente en
S = Esp D inducido por el D-médulo

L(O™) = 0x(0")(X) ={f € K(X)" | vo(f) = —n} U {0}.
El homomorfismo del enunciado es el inducido por los homomorfismos
L(On) ®p L(Om) _ L(On-‘rm)

dados por f ® g — fg. Puesto que rang L(O) = 1 y rang L(O?) = 2, ha de
haber una f € L(0?)\ L(O), es decir, tal que v,(f) = —2. El homomorfismo
del enunciado es trivialmente suprayectivo paran =2on =3. Sin >4y
g € L(O™), entonces g/f € L(O"2). Razonando inductivamente, podemos
suponer que existe

he @ LY epLO*°

2a+3b<n—2

cuya imagen en L(O"~2) es g/f, y entonces la imagen de fh es g. =

Ahora ya podemos probar el teorema 8.6 que caracteriza los modelos de
Weierstrass de las curvas elipticas. En realidad, para probar 8.6 en toda su
generalidad necesitamos un resultado sobre dualidad que vamos a enunciar sin
demostracion, pero en lo sucesivo sélo necesitaremos el caso particular de 8.6 en
el que Pic(S) = 1, y veremos que en este caso la prueba no requiere el resultado
en cuestion.

Recordemos que, segin [E 9.8] y [E 9.32], si X/k es un esquema proyectivo
de dimension n que sea localmente una interseccién completa y M es un haz
coherente en X, tenemos un isomorfismo

Homo , (M, wx /) — H" (X, M)*.

Ma3s en general:

Teorema Sea D un anillo noetheriano y X/D un esquema proyectivo y plano
que sea localmente una interseccion completa y cuyas fibras tengan dimension n.
Entonces, para cada haz coherente M en X tenemos un isomorfismo

Homo y (M, wx,p) — H"(X,M)*,

donde el asterisco indica el D-mddulo dual formado por los homomorfismos con
mmagen en D.

De hecho sélo necesitamos el caso particular en el que X/S es una superficie
fibrada (con lo que n =1) y M = Ox, lo que nos da el isomorfismo

H°(X,wx/s) 2 H'(X,0x). (8.5)
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Teorema 8.6 Sea D un dominio de Dedekind, sea S = EspD ym: X — S
una superficie fibrada cuya fibra genérica X,, sea isomorfa a una curva eliptica £
(dada por una ecuacion de Weierstrass sobre D). Sea o € X,, su punto infinito
y sea O = m C X. Supongamos que O estd contenido en el abierto de puntos
suaves de X y que, para todo s € S, las fibras X son integras. Entonces:

a) X/S es localmente una interseccion completa y T«Wx/s €s un haz inver-
sible.

b) Si m.wxys es libre, entonces X /S es el modelo de Weierstrass de E aso-
ciado a una ecuacion de Weierstrass con coeficientes en D.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que el haz D'm,Ox es li-
bre, lo que nos sitiia en las hipétesis de 8.5. Equivalentemente, tenemos que
H'(X,0x) es un A-médulo libre de rango 1. Como en la prueba de 8.5, llame-
mos L(0O™) = Ox(0™)(X). Tenemos que L(O™) C K(X) es un D-médulo libre
de rango n, L(0O) = D y cada L(O™1) tiene a L(O™) como sumando directo.

Por consiguiente, podemos tomar = € L(0?), y € L(O3?) tales que {1,z} es
una D-base de L(O?) y {1,z,y} es una D-base de L(O3). Segin 8.5, tenemos
que

{Lz,2% 2% y, o, xy}

es una base de L(0%), luego {z3,y?} es un generador de L(0%)/L(O®) (que es
un D-médulo libre de rango 1).

Notemos ahora que y*/z € L(O%), y una base de L(O%) es 1,z,22,y, luego
y? es combinacién lineal (con coeficientes en D) de z, 22, 23, 2y, luego existe un
a € D no nulo tal que y? — az® € L(O?).

Esto implica que 22 es por sf solo un sistema generador de L(0%)/L(0%) y,
al ser un médulo libre de torsién, 23 es una base.

Razonando con z3 /y concluimos igualmente que y? también es una base del
cociente, luego, en la relacién y? — ax® € L(OP), el escalar a ha de ser una
unidad de D. Multiplicando por o tenemos que (ay)? — (ax)® € L(O), luego,
cambiando x e y por ax y ay, podemos suponer que o« = 1. Por consiguiente,
existen a; € D tales que

y2 + a1y + asy = x> + a2x2 + asx + ag.

Como {1,z,y} es un generador global de Ox(0?), segtin [E 5.33] define
un S-homomorfismo ¢ : X — P%. Observemos que, por construccién de
Ox(0?), se cumple que X; = X \ O y, sobre este abierto, ¢ se corresponde con
el homomorfismo D[X,Y] — Ox(X;) dado por X — z,Y — y, luego ¢[X \ O]
y, por consiguiente, ¢[X] estd contenido en la superficie W/S determinada por
la ecuacion de Weierstrass con coeficientes a;. Asi pues, podemos considerar
que ¢p: X — W.

Es facil comprobar que el homomorfismo ¢, : X,, — W), es el asociado a
un generador global de la imagen inversa de Ox(03) en Xy, que, seglin hemos
visto en la prueba de 8.5, es Ox, (0®). Segin [E 10.24], este haz es muy amplio,
ya que o® tiene grado 3, luego ¢r es una inmersion cerrada. Como, en cualquier
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caso, W, es una curva irreducible, ¢, ha de ser un isomorfismo, luego W,, = E
es una curva eliptica.

Como X y X, tienen el mismo cuerpo de funciones racionales, vemos que
¢ es birracional. Ademds W es normal por ser un modelo de Weierstrass vy,
como las fibras de ambas superficies son integras, cada punto de W tiene a lo
sumo un nimero finito de antiimdgenes en X. El teorema [E A21] nos permite
concluir que ¢ es un isomorfismo. En particular, segin 8.1, concluimos que X /.S
es localmente una interseccién completa y que el haz T.wx/g es libre.

Notemos que si Pic(S) = 1, entonces el haz D'7,Ox, que es inversible por
el teorema 8.5, es, de hecho, libre, con lo que no hay nada méas que probar.

En el caso general, podemos cubrir S con abiertos afines U donde D', x
sea libre. Si X’ = 7=1[U], tenemos que D'm,0x/ = (D'7.Ox)|v, luego, por la
parte ya probada, tenemos que X’ es localmente una interseccién completa, y
lo mismo vale para X. En particular estd definido el haz canénico wx,s, y el
isomorfismo (8.5) equivale al isomorfismo de haces m,wy,s = (D'm,0x)*, luego
la hipétesis de b) equivale a que D'm,Ox sea libre, y de nuevo estamos en el
caso ya probado. m

Nota Insistimos en que, tal y como ya habiamos indicado y como se ve en
la prueba, la hipdtesis adicional Pic(S) = 1 en 8.6 evita el uso del teorema de
dualidad que hemos enunciado previamente sin demostracién. Esta hipdtesis
equivale a que D sea un dominio de ideales principales. En particular se cumple
si D es (un dominio de Dedekind) local.

8.2 El modelo regular minimal

Como en la seccién precedente, sea D un dominio de Dedekind con cuerpo
de cocientes K, sea S = Esp D y sea E/K una curva eliptica. Segin el teo-
rema 7.23, la curva F/K admite un modelo regular minimal tinico salvo isomor-
fismo. Tal y como hemos explicado en la introduccién, aqui vamos a estudiar
bajo qué condiciones es posible obtener un modelo de Weierstrass de E/K con-
trayendo algunas componentes irreducibles de las fibras cerradas del modelo
regular minimal.

Ante todo notemos que si X/S es cualquier modelo normal de E/K, el
teorema [E 4.26] nos da que H°(X,,0x,) = K y, como D es integramente
cerrado, el teorema 5.28 implica que las fibras de X son conexas.

Ahora observamos que el teorema 6.13 nos permite refinar el teorema 7.25:

Teorema 8.7 Si X/S es el modelo regular minimal de una curva eliptica y
Wx,s es un divisor candnico, entonces Wx,s - D = 0 para todo divisor primo
vertical D.
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DEMOSTRACION: Si D C X, entonces X, = I“li1 ---T%n | para ciertos divi-
sores primos verticales I';, uno de los cuales es D, y ciertos naturales d; > 0. El
teorema 6.13 nos da que

0=Wxys Xs=3d Wxys T,

y el teorema 7.25 implica que Wx g - I'; = 0 para todo i. L]

En realidad podemos describir con més detalle el divisor canénico del teo-
rema anterior:

Segtin el teorema [E 9.29], tenemos que wy,g|x, = wx, /K Y, segin lo visto al
principio de la seccién [E 10.4], wx/s|x, = Ox,. Seai: X, — X la inmersion
natural. Observemos que si E es un divisor horizontal en X, entonces i* F tiene
soporte 2N X,), que es un punto distinto para cada divisor £, luego Wx /s ha
de ser un divisor vertical.

Por el teorema anterior tenemos que Wx /s - Wx,g = 0. Como las fibras de
X/S son conexas, el teorema 6.8 nos da que

WX/S = HXgSa

para ciertos ds € Q, donde s recorre un niimero finito de puntos cerrados de S.
Ahora bien, el exponente de cada divisor primo de Wx,s ha de ser un niimero
entero. Vamos a probar que cada fibra X, contiene al menos un divisor primo
con multiplicidad 1, y asi podremos concluir que los ds son enteros. Para ello
consideramos el punto o € X, que es un punto racional, y formamos el divisor
horizontal O = @. El teorema 6.9 nos da que O - X; = 1, luego O corta
Unicamente a una componente irreducible de X, que ademds tiene multiplici-
dad 1.

En suma, los divisores candnicos de los modelos regulares minimales son
productos finitos de fibras con exponentes enteros. El teorema 8.7 puede verse
ahora como una consecuencia de 6.6.

Veamos una aplicacién:

Teorema 8.8 Si m : X — S es el modelo regular minimal de una curva
eliptica, entonces m.wx /s es un haz inversible en S y el homomorfismo natural
T MWy /s — Wx/s €S un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Sea Wx /g un divisor canénico que, segiin acabamos de
probar, es de la forma [[ X%, donde el producto es finito y dy € Z. Sea
E =T s% € Dive(S) y sea L = Og(E). Tenemos entonces que wy,s = 7Ly,
por [E 5.22]:

TeWx /s = W*(OX ®ox W*L) = 1,0x Rog L=0g Rog L=L.

De aqui se deduce el isomorfismo del enunciado. L]

El teorema siguiente nos permitird extraer mas consecuencias de 8.7:
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Teorema 8.9 Sea X/S una superficie aritmética, s € S un punto cerrado, T’
una componente irreducible de X, y k' = H°(I',Or). Entonces, Kx/;s-I'=0
sty solo si se cumple una de las condiciones siguientes (las dos primeras son
equivalentes):

a) HY(T,0r) =0 y T2 = 2|k : k(s)|.
b) T es una cdonica sobre k' y grad,, Ox (T')|r = —2.

¢) pa(Xy) =1yT es una componente conexa de X,.
DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que
I'? = grady,,) Ox (T)|r = |k : k(s)| grad;, Ox (T)|p.

Esto nos da la equivalencia entre las segundas partes de a) y b). Si se
cumple a), entonces p,(T') < 0, y 4.16 nos da que I'/k’ es una cénica, es decir, b).

Reciprocamente, si se cumple b), entonces p,(I") = 0. Tal y como se ve en
la prueba de 4.16, esto implica que H*(T', Or) = 0, luego tenemos a).

Observemos que a) implica trivialmente que I'? < 0, mientras que c) implica
que I'? = 0 (por 6.7). Por lo tanto, basta probar que la condicién Kx/g-I' =0
equivale a a) en el caso ' < 0 y equivale a c) en el caso I'> = 0. Lo primero es
consecuencia inmediata de la férmula de adjuncién:

I? + Kx/s T =2pa(T') — 2 = 2|k : k(s)|(—1 + dimys H'(T', Or)).

Supongamos, pues, que I'> = 0. La prueba del teorema 6.8 muestra que
entonces I' es una componente conexa de X,;. En efecto, con la notacién de
dicha prueba, pongamos que I' = I';. Entonces y; > 0, y; = 0 para i # 1. La
condicién I'’?> = 0 implica que todos los ; en la componente conexa de I' han de
ser iguales, luego dicha componente conexa ha de reducirse a I'.

Si la fibra X, es conexa (de modo que X, = I'), entonces la férmula del
teorema 6.13 nos da la equivalencia con c). En el caso general consideramos la

descomposicién X = S’ — S dada por el teorema 5.28 y sea X, la fibra de
" sobre S’. Notemos que I' sigue siendo una componente conexa de una fibra
de X/S', por lo que seguimos teniendo que I'? = 0 en X/5".

Segiin [E 9.28] tenemos que wx,;g = wx,/s oy T *wgr g, y el ltimo haz es
trivial porque Pic(S’) = 1, luego

KX/S -I'= gradk(s) wx/slr‘ = gradk(s) wX/S,|p

= [k(s') : k(s)| grady sy wx s v = [k(s) : k(s)| Kxr/s - T

Asi pues, Kx/s - I' = 0 equivale a que Kx /g - I' = 0 que, por el caso de la
fibra conexa, que ya hemos considerado, equivale a que p,(X, ) = 1, donde 7’
es el punto genérico de S’. Ahora bien, X, = X, y la condicién sobre el género
equivale a

dimy,(,) H°(X,, Ox,) = dimy(,) H' (X, Ox,),
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y el cambio de base sélo multiplica ambos miembros por |k(n) : k(n)|, luego
llegamos a que Kx /g -I' = 0 equivale a c). n

Combinando esto con 8.7 y con el hecho de que las fibras de los modelos
regulares de las curvas elipticas son conexas obtenemos informacién sobre los
divisores primos verticales de los modelos regulares minimales de las curvas
elipticas:

Teorema 8.10 Si X/S es el modelo regular minimal de una curva eliptica y
s € S es un punto cerrado tal que la fibra X no es irreducible, entonces, cada
componente irreducible ' C X, es una cénica sobre el cuerpo k = H°(T, Or), y
ademds T = 2|k : k(s)|.

A partir de aqui nos centramos en el problema de relacionar el modelo regular
minimal de una curva eliptica con sus modelos de Weierstrass. Vamos a necesitar
un caso particular del criterio 7.10 para la existencia de la contraccién de una
familia de curvas. Lo deduciremos del teorema siguiente:

Teorema 8.11 Sea X/S una superficie fibrada con dim S = 1, sea C' un divisor
de Cartier horizontal y entero en X y sea L = Ox(C). Entonces existe un
natural mg > 1 tal que L™ admite un generador global para todo m > my.

DEMOSTRACION: Sea S = EspD y sea K el cuerpo de cocientes de D.
Identificaremos L™ = Ox(C™). El divisor C|x, es entero y no trivial, luego
grad C|x, > 0, luego es amplio por el teorema 4.8. Los teoremas [E 6.15] y
[E 6.25] nos dan que

HY(X,L™) ®p K = H'(X,,L™|x,) =0

para todo m suficientemente grande. Esto significa que H'(X,L™) es un D-
médulo de torsién y, como es finitamente generado, tiene longitud finita. (Es
un cociente de sumas directas de médulos de la forma D/dD, con d # 0, y éstos
tienen longitud finita porque, como anillos, tienen dimensién 0.)
Por otra parte, el teorema 7.11 nos da una sucesioén exacta

0 — L™t — L™ — i (L™|c) — 0,
donde i : C — X es la inmersiéon cerrada natural. De aqui obtenemos la
sucesién exacta de cohomologia

H(X,L™) — H°(C,L™|¢) — HY(X,L™ ') — HY(X,L™) — 0.

Aqui hemos usado que H'(C,L™|¢) = 0, porque C es un esquema afin, ya
que C/S es finito (teorema 5.29). Como consecuencia, la longitud de H*(X,L™)
es menor o igual que la de H*(X,L™~1) y asf, para todo m > mg — 1, ha de
ser constante.

Si m > my, el epimorfismo H'(X, L™ 1) — HY(X,L™) es, de hecho, un
isomorfismo (ya que el nicleo tiene longitud 0). La sucesién exacta anterior nos
da entonces que el homomorfismo H°(X,L™) — H%(C,L™|¢) es suprayectivo.
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Si x € C, vamos a ver que el homomorfismo natural
frHY(X,L™) ®oy(x) Ox,p — LI

es suprayectivo. Para ello consideramos el diagrama siguiente, cuya fila superior
es exacta:

Im f @0y, k(r) —= L7 Qo , k(r) — (L7"/Im ) @0, k(z) —0

_—

HO(X,L™)
La flecha oblicua representa el homomorfismo
HO(X,L™) — HO(C,L™[c) — (L™[c)e 2 LT @0y, 000 — Li'®oy , k(2).

Hemos probado que la primera flecha es un epimorfismo, la segunda lo es
porque, al ser C afin, el haz L™|c tiene un generador global, y la dltima es
obviamente suprayectiva. Esto hace que la primera flecha horizontal del esquema
precedente sea suprayectiva, con lo que

(L7/Im f) ®oy , k(z) =0.

El lema de Nakayama implica entonces que f es suprayectiva, como queri-
amos probar. Equivalentemente, el haz L™ tiene un generador global en .
Para puntos « ¢ C' esto es cierto trivialmente, ya que en tal caso L' = Ox , y
1€ 0x(X)cCL™(X). Asi pues, L™ tiene un generador global. "

Como consecuencia:

Teorema 8.12 Sea X/S una superficie fibrada con dim S = 1, sea C' un divisor
de Cartier horizontal y entero en X y sea € el conjunto de todos los divisores
primos verticales en X disjuntos con (el soporte de) C. Entonces existe la
contraccion de las curvas de €.

DEMOSTRACION: Segun el teorema anterior, cambiando C' por una poten-
cia adecuada, podemos suponer que L = Ox(C) tiene un generador global, y
ademds esto no altera el conjunto €. Asi C' cumple la hipétesis b) del teo-
rema 7.10. Respecto a la condicién c), si F es una curva vertical, tenemos que
C| g es un divisor entero, que serd trivial si E' € & y tendra grado positivo (luego
Ox (C) tendrd orden infinito) en caso contrario. Esto significa que C' cumple la
condicién ¢) y que la familia € de 7.10 es la misma que estamos considerando
aqui. Igualmente, C|x, es un divisor entero y no trivial, luego se cumple la
condicién a) y esto garantiza la existencia de la contraccién. m

Con esto llegamos al resultado principal de esta seccién:
Teorema 8.13 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K, sea

S = EspD, sea E/K una curva eliptica, sea o € E un punto racional, sea
p: X — S el modelo regular minimal de E/K y sea O = {o} C X.
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a) El conjunto & de divisores primos verticales en X que no cortan a O es
finito, y existe su contraccion f : X — W. Ademds, m : W — S es
localmente una interseccion completa, fiwx/s = ww/s y [fww s = wx/s-

b) Si el haz p.wx /s es libre (por ejemplo, si Pic(S) = 1), entonces W/S es
un modelo de Weierstrass de E y wx;s = wOx, ww/s = wOw, donde w
es la forma diferencial definida en el teorema 8.1.

DEMOSTRACION: a) En la prueba del teorema 6.36 hemos visto que todas
las fibras de X son geométricamente regulares salvo a lo sumo un nimero finito
de ellas. Por otra parte, todas las fibras son conexas y una fibra conexa y
geométricamente regular ha de ser irreducible, luego concluimos que X tiene a
lo sumo un ndimero finito de fibras reducibles.

Ahora bien, los divisores horizontales cortan a todas las fibras, luego, si una
fibra X, contiene un elemento de &, es que no es irreducible. Esto prueba que
€ es finito.

Como X es regular, podemos considerar a O como un divisor de Cartier
entero y el teorema anterior nos da la existencia de la contraccion g : X — W.
Por el teorema 6.9 tenemos que O - Xy = 1, luego O corta tnicamente a una
componente irreducible de X, que ademds tiene multiplicidad 1. Todas las
demdas componentes se contraen a puntos, luego la fibra W es irreducible.

Identificando Wy = 7*(s), tenemos que X, = p*(s) = f*(7*(s)), lo que exige
que la multiplicidad de Wy en si misma sea también 1. Esto implica que la fibra
W es integra.

En efecto, si tomamos un abierto afin arbitrario en Wy, digamos Esp A,
tenemos que A tiene un unico primo minimal p, que es ademds el inico primo
asociado porque W es normal (teorema 4.3), luego p contiene todos los divisores
de A. Por otra parte, [(4,) = 1, lo que implica que pA, = 0, luego p = 0 (aqui
usamos que no hay divisores de cero fuera de p) y A es un dominio integro.

La igualdad O - X; = 1 implica, segin 6.4 a), que O N X; = {p}, donde
p € X es un punto racional. Ademads, 6.2 nos da que p es regular en X, y, al
ser racional, es geométricamente regular ([E 7.24]). Equivalentemente, p es un
punto suave de X. Como g es un isomorfismo en un entorno de O, concluimos
que los puntos de (la imagen de) O son suaves en W. Esto nos permite aplicar
el teorema 8.6, que nos da que W/S es localmente una interseccién completa.

Para probar la igualdad f.wx/s = ww,s observamos en primer lugar que
f induce un isomorfismo K (W) — K(X), de modo que podemos considerar
los haces f,Ox y Ow como subhaces del haz constante K(W) en W. A través
de estas identificaciones, los homomorfismos inducidos por f se convierten en
inclusiones, luego Oy se convierte en un subhaz de f,Ox. Mads aun, en la
prueba de [E Al17] se ve que f.0x = O .

Similarmente, por el mismo argumento visto en la prueba del teorema 8.1,
podemos identificar a wx,s con un subhaz del haz constante Q}{( x)/K e X

y a wy/s con un subhaz del haz constante Q}((W)/K en W. Por consiguiente,
fswx s se identifica también con un subhaz del haz constante Q}((W)/K. Hemos
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de probar que dos subhaces son iguales, para lo cual basta ver que lo son sus
restricciones a un cubrimiento abierto de W.

En la prueba del teorema 8.6 se ve que W/S es localmente un modelo de
Weierstrass, es decir, que podemos cubrir S por abiertos afines U tales que
7 U]/U sea un modelo de Weierstrass de E/K y, en particular, la restriccién
wWw/s|x—1ju] = Wr—1[u)u es libre. Por el teorema 8.8, podemos tomar los abier-
tos U tales que las restricciones (p.wx/s)|u sean libres. Notemos que esto
implica que wx/s|,-1[y] = wy-1{y),v también es libre.

El cubrimiento de S que hemos tomado determina un cubrimiento de W, y
basta probar que los subhaces f.wx,s ¥ ww/s coinciden sobre los abiertos de
este cubrimiento. Equivalentemente, podemos suponer que wy/s = wOw y que
wx/s = w'Ox, para ciertos w, w' € Q}((X)/K. En particular, fi.wx/s = w'Ow.

Como Q}(( x)/K es un K(X)-espacio vectorial de dimensién 1, podemos
tomar un h € K(X) tal que w’ = hw. Si U C X es un abierto que no corte
al lugar excepcional de f (es decir, a los divisores de €), entonces V = f[U] es
abierto en Wy f|y es un isomorfismo, luego (fiwx,s)(V) = ww/s(V), luego
hly = h|y ha de ser una unidad en Ox(U) = Ow (V). Esto significa que
el divisor (h) tiene su soporte contenido en el lugar excepcional de f y, en
particular, es un divisor vertical. Por consiguiente, esta definido el ntimero de
interseccién (h)-(h), y ha de ser (h)-(h) = 0 porque el nimero de interseccién es
compatible con la equivalencia de divisores. El teorema 6.8 implica entonces que
cada (h)s es un multiplo de X, pero hay al menos una componente irreducible
de cada fibra que no puede formar parte del soporte de h, luego ha de ser (h) = 1.

Asf pues, h € Ox(X)* = D*, luego w'Ow = wOw, como tenfamos que
probar. Por ultimo, segtn el teorema 8.8 tenemos que

[fowss = [ fiwxss = wxys-

b) Por a) tenemos que T.wyy/s = T fawx/s = pswx/s, luego 8.6 implica?
que W/S es un modelo de Weierstrass de F/K. El teorema 8.1 nos da entonces
que wyy/s = wOw y, consecuentemente, wy,g = f*(wOw) = wOx. n

Asi pues, tal y como habiamos anunciado, vemos que podemos conseguir
un modelo de Weierstrass a partir del modelo regular minimal cuando D es un
dominio de ideales principales y, en particular, cuando es un anillo de valoracién
discreta. En la seccion siguiente veremos que el modelo de Weierstrass obtenido
de este modo no es uno cualquiera.

8.3 El modelo de Weierstrass minimal

Como en las secciones precedentes, sea D un dominio de Dedekind con
cuerpo de cocientes K y sea E/K una curva eliptica. Fijemos una ecuacién
de Weierstrass asociada a E/K con coeficientes en D. Para cada divisor primo
p € S = Esp D, podemos considerar la reduccion médulo p de la ecuacion, que

2Notemos que, bajo la hipétesis Pic(S) = 1, no se requiere el teorema de dualidad que
hemos usado sin prueba en la demostracién de 8.6.
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determina una curva sobre k(p) = D/p que no es sino la fibra W, del modelo
de Weierstrass /S correspondiente a la ecuacion.

En términos clasicos, se dice que la ecuacién tiene buena reduccion médulo
p si la reduccién W, es una curva eliptica, lo cual equivale a su vez a que p
no divida al discriminante A de la ecuaciéon. En caso contrario se dice que la
ecuacioén tiene mala reduccion médulo p, y entonces W, tiene un punto singular.

Noétese que decimos que la ecuacion, y no la curva eliptica, tiene buena o
mala reduccién, pues una misma curva eliptica puede admitir ecuaciones de
Weierstrass distintas con reducciones distintas médulo un mismo primo. Para
evitar la dependencia de la ecuacién podemos decir que una curva E/K tiene
buena reduccion médulo un primo p si existe una ecuacién de Weierstrass aso-
ciada a E con coeficientes en D que tenga buena reduccién médulo p, y en caso
contrario decimos que E/K tiene mala reducciéon médulo p.

Si vy es la valoracién en K asociada a p, diremos que una ecuacién de
Weierstrass con coeficientes en D es minimal para p si su discriminante A cumple
que vp(A) es el minimo posible. Si llamamos d, a este valor minimo, tenemos
que E/K admite buena reducciéon médulo p si y sélo si 6, = 0. Una ecuacién de
Weierstrass de E/K es una ecuacién minimal (global) si lo es para todo primo
(no nulo) p de D. Observemos que toda curva eliptica F/K admite obviamente
una ecuaciéon de Weierstrass minimal para un primo dado, pero no tiene por
qué admitir una ecuacion de Weierstrass minimal global.

Observemos ahora que el tipo de reduccién de una ecuacién de Weierstrass
médulo un divisor primo depende obviamente, mas que de la ecuacién en si,
del modelo de Weierstrass definido por la ecuacién, en el sentido de que si
dos ecuaciones de Weierstrass de una misma curva eliptica determinan modelos
de Weierstrass isomorfos, entonces las dos tendran el mismo tipo de reducciéon
médulo cualquier primo de D, luego los discriminantes de ambas ecuaciones
deben ser divisibles exactamente por los mismos primos de D. Més atin, vamos
a ver que ambos se diferencian en una unidad de D.

Consideremos para ello dos modelos de Weierstrass W/S y W'/S de una
misma curva eliptica E/K. Aqui es importante entender que una curva eliptica
es un par (E,o0), donde o € E(K), de modo que “la misma curva eliptica”
significa que los isomorfismos W, = E = W, transforman los puntos infinitos
de las fibras genéricas en el mismo punto o.

Dichos isomorfismos determinan K-isomorfismos K(W) = K(E) = K(W'),
que a su vez nos permiten identificar Q}((W)/K = Q}((E)/K = Q%,V,/K. En
particular, podemos considerar las formas diferenciales w y w’ dadas por el
teorema 8.1 como elementos de Q}((E)/K'

Los modelos W/S y W/S’ se construyen a partir de sendas ecuaciones de
Weierstrass de E/K, luego ambas estan relacionadas por un cambio de variable
del tipo descrito en el teorema 4.23, y una comprobacién rutinaria a partir de
las relaciones dadas por dicho teorema muestra que w y w’ estdn relacionadas
de la forma w’ = uw, mientras que, por ese mismo teorema, los discriminantes
respectivos cumplen A = u'2A/, con v € K*.
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Supongamos ahora que los dos modelos de Weierstrass son isomorfos, o,
equivalentemente, que tenemos dos ecuaciones de Weierstrass que definen un
mismo modelo W/S (y determinan el mismo punto infinito en la fibra genérica).
Entonces, tanto w como w’ son bases de wyy,g. En particular, ambas son bases
del Oy (W)-médulo wyy,g(W), donde Ow (W) = D. Por consiguiente, u tiene
que ser una unidad de D, y u'? también. Esto justifica la definicién siguiente:

Definicién 8.14 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K,
sea S = Esp D y sea W/S un modelo de Weierstrass de una curva eliptica E/K.
Llamaremos discriminante de W al ideal Ay de D generado por el discriminante
de cualquier ecuacién de Weierstrass de E/K con coeficientes en D que defina
aW.

Acabamos de probar que Ay es independiente de la eleccion de la ecuacion
de Weierstrass con la que construimos W (siempre entendiendo que el punto
racional o € W, es fijo).

Diremos que un modelo de Weierstrass W/.S es minimal en un punto cerrado
s € S si vg(Aw) toma el menor valor posible ds, donde v, es la valoracién en
K cuyo anillo de enteros es Og ;. Diremos que W es un modelo de Weierstrass
minimal (global) si lo es en todo punto cerrado s € S.

Asi pues, un modelo de Weierstrass es minimal (en un punto s = p, resp.
global) si y sélo si esta definido por una ecuacién de Weierstrass minimal (en
p, resp. global), si y sélo si cualquier ecuacién de Weierstrass que lo define es
minimal (en p, resp. global).

En este punto conviene precisar un pequeno matiz:

Teorema 8.15 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K, sea
E/K una curva eliptica, sea s € S un punto cerrado y sea W/S un modelo de
Weierstrass de E/K minimal en un punto cerrado s € S. Entonces se cumple
que W x g Esp Og s es un modelo de Weierstrass minimal (global) de E sobre el
dominio Og .

DEMOSTRACION: El punto s se corresponde con un divisor primo p de D,
de modo que Og s = D,. El modelo W/S esta definido por una ecuacién de
Weierstrass con coeficientes en D tal que v, (A) es el minimo posible, y entonces
W xs EspOg, es el modelo de Weierstrass definido por esa misma ecuacién,
pero, en principio, no tenemos la garantia de que sea minimal, porque podria
existir otra ecuacién de Weierstrass asociada a £ con coeficientes en D, con un
discriminante A’ tal que v, (A’) < v,(A). Sélo hemos de probar que esto no
puede suceder.

Los coeficientes de esta hipotética ecuacion serian fracciones de elementos de
D con denominadores no divisibles entre p. Sea u € D el producto de todos ellos,
que también es una unidad de D,. De acuerdo con 4.23, el cambio de variables
X =u"'X', Y = u3Y’ transforma la ecuacién en otra cuyos coeficientes estan
en D y cuyo discriminante es A” = u'?A’, luego v(A’) = vy(A”) > v, (A), por
la minimalidad de A.



254 Capitulo 8. Modelos de curvas elipticas

Por tltimo, observemos que el modelo es minimal global porque Og , sélo
tiene un punto cerrado. u

Vamos a abordar el problema de la existencia de modelos de Weierstrass
minimales (globales). Empezamos con algunos resultados previos.

Teorema 8.16 Sea f : X' — X la explosién de un punto cerrado x de una
superficie fibrada reqular X/S y sea E C X' el lugar excepcional de f. Entonces

wxr/s = ffwx/s ®o,, Ox/(E).

DEMOSTRACION: Como f|xnp: X'\ E — X \ {z} es un isomorfismo, se
cumple que wx/s|x\g = (f*wx/s)|x\ . Por consiguiente, el haz

wxr /s ®oy, (ffwxs)™"

tiene su soporte contenido en E, luego es el haz asociado a un divisor de Cartier
E", para cierto r € Z. Equivalentemente:

wxr /s = ffwx/s ®o, Ox(E").

Ahora multiplicamos por Ox/(E) y restringimos a FE, con lo que el teo-
rema 6.11 nos da la igualdad
r+1
E

)

we/ks) = (ffwx/s)|lE ®oy, Ox/(E)

donde s € S es el punto cerrado que cumple z € X,. Observemos ahora que
wx/s es libre en un entorno de z, luego f*wx,s es libre en un entorno de FE,
luego (f*wx/s)|e = Op. Si tomamos grados sobre k(s) nos queda

grady, o) We/k(s) = (1 + 1)E?.

Por 1ltimo, F es un divisor excepcional de X, luego, por el criterio de
Castelnuovo (teorema 7.15) y teniendo en cuenta el teorema [E 9.25]:

=2k 1 k(s)| = —(r + 1)K : k(s)|,

luego ha de ser r = 1. n

Teorema 8.17 Sea f : X' — X un homomorfismo birracional entre superfi-
cies fibradas regqulares sobre S. Entonces HO(X’,wX//S) = HY(X, wx/s) como
subgrupos de Q}((X)/K, donde K = K(S).

DEMOSTRACION: Tal y como ya hemos visto en la prueba del teorema 8.13,
f induce un isomorfismo K(X') & K(X) que nos permite identificar los anillos
de Ox/ y Ox con subanillos de K (X). A su vez, los médulos de los respectivos
haces candnicos se identifican con submédulos de Q}q X)/K

Por el teorema 6.24, podemos suponer que f es la explosién de un punto

cerrado x € X, y el teorema anterior nos da entonces un monomorfismo de
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haces f*wx,g — wx/ g (notemos que Ox: C Ox/(E)) que se corresponde
con la inclusién cuando identificamos a ambos con subhaces del haz constante
Q}((X)/K. En particular

HO(Xan/S) - HO(X/,WX//S)'
Por otra parte,
HO(X',wxiys) C HO(X'\ E,wxi/s) = HY(X \ {},wx/s) = H'(X,wx/s).

La ultima igualdad se debe a que podemos cubrir X con abiertos afines U
donde wy/g es libre. Las restricciones H°(U,wx,s) — H°(U \ {z},wx/s) son
isomorfismos por el teorema [E 7.5], luego la restriccién

HO(X \ {x}7wX/S) - HO(X7 wX/S)

también es un isomorfismo, que se corresponde con la identidad cuando consi-
1
deramos a wx,s como subhaz del haz constante €2 K(X)/S" m

Con esto estamos en condiciones de dar una condicién necesaria y suficiente
para que una curva eliptica admita un modelo de Weierstrass minimal:

Teorema 8.18 Sea D un dominio de Dedekind y K su cuerpo de cocientes.
Sea E/K una curva eliptica y p : X — S su modelo reqular minimal. Se
cumple que E/K admite un modelo de Weierstrass minimal W/S si y sdlo si el
haz pswx s es libre, y en tal caso W/S es necesariamente isomorfo al modelo
construido en el teorema 8.13.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que p,wy, g es libre y vamos
a probar que el modelo de Weierstrass W/.S dado por el teorema 8.13 es mini-
mal. Para ello tomamos otro modelo de Weierstrass W’/S y consideramos una
desingularizacién f’ : X’ — W’. Como X es el modelo regular minimal de E,
existe un homomorfismo birracional g : X' — X.

Podemos considerar los médulos de todos los haces canénicos como submodu-
los del haz constante Q}(( B)/K" Vistos asf, llamando F' C X’ al lugar excepcional

de f’, tenemos las inclusiones
HY(X' wxi/s) C HY(X'\F,wx//g) = H W'\ f'[F],wws) = H* (W', ww/s),

donde la tultima igualdad la tenemos por el mismo razonamiento que hemos
empleado en la prueba del teorema anterior. Por consiguiente:

HO(W,UJW/S) = HO(X,OJX/S) = HO(X’,wX//S) - HO(W/7LUW//S),

donde la primera igualdad se debe al teorema 8.13 y la segunda al teorema
anterior. Finalmente observamos que, tal y como hemos visto antes de la de-
finicién 8.14, los haces candnicos wy/s ¥y w{/V/S estdn generados por formas

3Como de costumbre, si afiadimos la hipétesis Pic(S) = 1 obtenemos la existencia y uni-
cidad del modelo de Weierstrass minimal sin necesidad del teorema de dualidad usado sin
demostracion en la prueba del teorema 8.6.
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diferenciales relacionadas en la forma w’ = uw, para cierto u € K*, y entonces
los discriminantes de los modelos cumplen la relacién A = u'2A’. La inclusién
anterior implica que u~! € D, luego A | A’. Esto prueba que el modelo de
Weierstrass W/S es minimal.

Mantengamos ahora la hipétesis de que p.wx/s es libre y vamos a probar
que el modelo de Weierstrass minimal es tinico salvo isomorfismo. Para ello
suponemos ahora que W’/S es otro modelo de Weierstrass minimal. Todo lo
dicho previamente sigue siendo valido ahora, pero, ademas, v ha de ser una
unidad de D, luego w’ es a la vez una base de wy /g, de wx/s y de wy/s. En
particular:

/ /
wwrys = w Owr, wx/s =w O0x.

Aplicando repetidas veces el teorema 8.16 a una descomposicién de g en
explosiones de puntos cerrados, concluimos que

Wxr/s = g*wx/g R0 4/ OXI(H) = w’OX/(H),

donde H es un divisor entero en X’ cuyo soporte es el lugar excepcional de g.
Como los haces wx//s y wyw /s coinciden fuera del soporte de f’, el soporte de
H ha de estar contenido en dicho soporte. En definitiva, tenemos que el lugar
excepcional de g esta contenido en el lugar excepcional de f.

Hasta aqui hemos trabajado con una desingularizacién arbitraria f’ de W/,
pero podemos elegir concretamente una desingularizacién minimal (teorema
7.30). En particular se trata de una desingularizacién estricta, y sabemos que
su lugar excepcional no contiene divisores excepcionales de X'.

Esto implica que X’ no tiene divisores excepcionales, ya que, de tener alguno,
podriamos iniciar con él una cadena de contracciones de divisores excepcionales
que terminaria en una superficie (relativamente) minimal, es decir, en X, luego
todo divisor excepcional de X’ est4 necesariamente en el lugar excepcional de g
y, segiin hemos visto, también en el de f’. Esto prueba que X’ es una superficie
minimal, luego g es un isomorfismo o, equivalentemente, podemos considerar
que X' = X.

Tenemos asi una desingularizacién estricta f': X — W'. Sea 0 € E(K) el
punto infinito de E/K. Sean O y O’ las clausuras respectivas de o en X y W'.
Es claro que O’ = f'[0]. Si s € S, en la prueba de 8.13 hemos visto que O corta
a una Unica componente irreducible I' de X,. Si f/[I'] fuera un punto, dicho
punto estarfa en O’ N W/, luego seria un punto suave de W', y en particular
regular, con lo que f’ no serfa una desingularizacién estricta de W'.

Como las fibras de W’ son irreducibles, ha de ser f/[I'] = W!. Por otra parte,
cualquier otra componente irreducible de X se ha de contraer a un punto, ya
que de lo contrario f’ tampoco seria una desingularizacién estricta.

Con esto hemos probado que f’ es la contraccién de los divisores primos de
X que no cortan a O. La unicidad de la contraccién (teorema 6.27) implica que
W'=W.
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Supongamos ahora que 7’ : W/ — S es un modelo de Weierstrass mini-
mal de E/K, pero no que el haz p,wx,s sea libre. En cualquier caso, es un
haz inversible por el teorema 8.8. Comnsideremos un abierto afin U C S donde
pswx /s sea libre. Entonces 7'~ '{U]/U es un modelo de Weierstrass de E/K
(correspondiente a la misma ecuacién de Weierstrass, pero considerada ahora
con coeficientes en Og(U)). Es claro que sigue siendo un modelo de Weierstrass
minimal. Por otra parte, p~![U]/U sigue siendo el modelo regular minimal de
E/K. La parte ya probada nos da un homomorfismo p~1[U] — 7/~ 1[U] que
no es sino la contraccién de los primos verticales de p~1[U] que no cortan a
O N p~L[U]. Todas estas contracciones pueden pegarse para formar un homo-
morfismo X — W’ que no es sino la contraccién de todos los primos verticales
de X que no cortan a O. En definitiva, de nuevo tenemos que W/ = W.

Finalmente, el teorema 8.13 nos da que m.wy/s = T fiwx/s = PsWx/s,
luego concluimos que p.wx/s es libre por el teorema 8.1. n

Observemos que la hipétesis de que p.wx,s sea libre es equivalente a que
wx/s sea libre, por el teorema 8.8.

Asf pues, cuando una curva eliptica E/K admite un modelo de Weierstrass
minimal W/S, éste es dnico salvo isomorfismo, por lo que podemos hablar de
“el modelo de Weierstrass minimal” de E/K sobre S. En particular, tenemos
demostrada su existencia (y unicidad) cuando D es un dominio de ideales prin-
cipales. En cuanto a su relacién con el modelo regular minimal, ain podemos
decir un poco mas:

Teorema 8.19 Sea D un dominio de Dedekind y K su cuerpo de cocientes. Sea
E/K una curva eliptica y p : X — S su modelo regular minimal. Si W'/S es
un modelo de Weierstrass de E/K tal que existe un homomorfismo birracional
X — W', entonces W' es el modelo de Weierstrass minimal de E/K.

DEMOSTRACION: Como X no contiene divisores excepcionales, la desingula-
rizacién f’: X — W’ es necesariamente la desingularizacién minimal de W’ /S,
luego, en particular, es una desingularizacién estricta. El mismo razonamiento
empleado en la prueba del teorema anterior muestra que f’ es necesariamente la
dada por el teorema 8.13, luego W' coincide con la superficie W/S considerada
en dicho teorema. En particular sabemos que W/S es un modelo de Weierstrass.
Esto hace que el haz p.wx/s5 = p«ww,s sea libre, luego W/S es minimal por el
teorema anterior. n

En resumen, la situacion es la siguiente: si s € S es un punto cerrado, el
modelo regular minimal de E/K sobre Og, estd determinado por el modelo
regular minimal de E/K sobre Og s (en el sentido de que aquél se obtiene de
éste por contraccion de todas las componentes irreducibles de la fibra cerrada
menos una). Los modelos regulares minimales de E/K sobre todos los anillos
locales Og s se pueden “reunir” en una unica superficie aritmética, el modelo
regular minimal sobre S, mientras que no siempre es posible “reunir” en un
tnico modelo de Weierstrass minimal (global) todos los modelos de Weierstrass
minimales locales. Cuando es posible, el modelo de Weierstrass minimal se
obtiene igualmente por contraccién a partir del modelo regular minimal.
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8.4 Reduccion de curvas elipticas

Ahora estamos en condiciones de dar una definiciéon de reduccién de una
curva algebraica que, como consecuencia de los resultados de la seccién anterior,
generaliza a la nocién usual de reduccién de una curva eliptica:

Definiciéon 8.20 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K, sea
S = EspD y sea C/K una curva proyectiva integra geométricamente regular.
Para cada punto cerrado s € S, diremos que C/K tiene buena reduccion en s (o
médulo p, si interpretamos s como un ideal maximal p de D) si admite un modelo
suave sobre Esp Og s. En caso contrario diremos que tiene mala reduccion en s.
Diremos que C/K tiene buena reduccidn sobre S si tiene buena reduccién en
todos los puntos cerrados de S.

Observemos que si C/K admite un modelo X/S tal que la fibra X/k(s)
es geométricamente regular, entonces C'/K tiene buena reduccién en s, pues
X xs EspOg,s es un modelo suave de C/K sobre EspOgs. En general, las
fibras cerradas de los modelos de C'/K se llaman reducciones de C/K.

Por otra parte, si tenemos un modelo X/S tal que la fibra X, no sea
geométricamente regular (o un modelo no suave sobre Og ) eso no significa
que C/K tenga mala reduccién en s, puesto que nada impide que exista otro
modelo que cumpla la definicién. Esto hace que, aparentemente, la definicién
anterior no sea muy operativa, pero no es asi porque, en la préactica, todo se
reduce a estudiar el modelo regular minimal:

Teorema 8.21 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K, sea
S =EspD y sea C/K una curva proyectiva integra geométricamente reqular de
género p,(C) > 1. Entonces C/K tiene buena reduccidén sobre S si y sdlo si el
modelo regular minimal X/S es suave, y en tal caso es (salvo isomorfismo) el
dnico modelo suave de C/K sobre S.

DEMOSTRACION: Notemos que el modelo regular minimal X /.S existe por el
teorema 7.23. Si C/K tiene buena reduccién en un punto s € S, entonces existe
un modelo suave Y/Og 5. El teorema 7.8 nos da que es relativamente minimal,
y 7.21 implica entonces que es el modelo regular minimal de C/K sobre Og ;.

Por otra parte, segtn el teorema 7.24, el modelo X x g Esp Og s también es
minimal. La unicidad de los modelos minimales implica que X xsEspOg, 2 Y,
luego la fibra X es geométricamente regular, para todo s € S, lo que significa
que X/S es suave. El reciproco es trivial. La unicidad se debe una vez mds a
los teoremas 7.8 y 7.21. n

Observemos que, a pesar del caracter global del enunciado, el teorema ante-
rior puede usarse localmente: la curva C'/K tiene buena reduccién en un punto
s € S si y sélo si tiene buena reduccién sobre Esp Og s, si y sélo si el modelo
regular minimal de C'/ K sobre Esp Og s es suave (lo que a su vez equivale a que
su unica fibra cerrada sea geométricamente regular).

Antes de centrarnos en el caso de las curvas elipticas demostramos un sencillo
hecho general:
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Teorema 8.22 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K y
C/K una curva integra geométricamente reqular. Entonces C'/K tiene buena
reduccion en todos los puntos de S = Esp D salvo a lo sumo en un nimero finito
de ellos.

DEMOSTRACION: El teorema 6.37 nos da que C'/K tiene al menos un modelo
regular X/S, y en la prueba del teorema 6.36 hemos visto que todas las fibras
de X son geométricamente regulares salvo a lo sumo un ndmero finito de ellas.

|

En el caso de las curvas elipticas, la nocion general de buena reduccién que
acabamos de introducir coincide con la usual:

Teorema 8.23 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K y sea
E/K una curva eliptica. Sea s € S un punto cerrado y sea W/Og s el modelo
de Weierstrass minimal de E sobre Og ,. Entonces E/K tiene buena reduccion
en s si y solo si la fibra Wy es geométricamente regular.

DEMOSTRACION: Notemos que si Wy es geométricamente regular, entonces
W/0Qg, s essuave y E/K tiene buena reduccién en s. Reciprocamente, si la reduc-
cién es buena, el teorema anterior nos da que el modelo regular minimal X/Og s
es suave. Como la fibra cerrada X, es conexa y geométricamente regular, ha de
ser irreducible, luego el conjunto & del teorema 8.13 a) es vacio, luego X = W
por 8.18. Consecuentemente, W es geométricamente regular. [

Asi pues, vemos que el modelo regular minimal y el modelo de Weierstrass
minimal coinciden en el caso de buena reduccién. Sin embargo, cuando no
sabemos si la reduccién es buena o mala, resulta que podemos estudiarlo con el
modelo regular minimal en lugar de con el modelo de Weierstrass minimal.

Terminaremos la seccién recordando los resultados (clésicos) sobre los tipos
de reduccién de una curva eliptica en términos de los modelos de Weierstrass
minimales y en la seccién siguiente veremos la extensién que obtenemos al con-
siderar el modelo regular minimal.

El teorema siguiente recoge lo que ya sabemos y un poco mas:

Teorema 8.24 Sea C/k una cibica plana definida por una ecuacion de Weiers-
trass. Si cark = 2,3 supondremos ademds que k es perfecto. Sea C° el abierto
de sus puntos (geométricamente) regulares. Entonces se da una de las dos po-
sibilidades siguientes:

a) C/k es una curva eliptica (y esto sucede si y sdlo si A #0).

b) C/k tiene un tnico punto singular p, racional sobre k. Sea w: C' — C
la normalizacién de C. Entonces C' = Pk y se cumple una de las tres
posibilidades siguientes:

b.1) C]'D consta de un punto doble racional y C° = A}. (Esto sucede si y
solo st A=0ycy =0, y en tal caso decimos que p es una cispide.)
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b.2) C, consta de dos puntos racionales y C° = A\ {0} (y en tal caso
decimos que p es un nodo racional).

b.3) C,, consta de un punto q tal que k(q)/k es una extension separable
de grado 2 (y en tal caso decimos que p es un nodo irracional).

DEMOSTRACION: El apartado a) es el teorema 4.24, y el apartado b) se sigue
de 4.24 y 4.21. Dentro de este apartado, no perdemos generalidad si hacemos
un cambio de variables en la ecuaciéon de Weierstrass para que el punto singular
sea (0,0), de modo que la ecuacién cumple a3 = ay = ag = 0. El ejemplo de la
pagina 143 describe la normalizacién, y alli hemos visto que la fibra del punto
singular es

Cp, =Esp(k[T]/(T? + a1 T — az)).

El caso b.1) se da si y sélo si el discriminante del polinomio T? + 1T — as
es nulo. Este discriminante es by = a% + 4as, ahora bien, la condicién by = 0
no se conserva por cambios de variables. Observamos, no obstante, que, siendo
az = ag = 0, ¢4 = b3, y la condicién ¢4 = 0 si que se conserva por cambios
de variables, luego se puede comprobar en cualquier ecuaciéon de Weierstrass
asociada a E. El resto del teorema es evidente. L]

(Véase la seccién 2.3 de [CE] para mds detalles sobre esta clasificacién.)

De aqui obtenemos la clasificacién bésica de los tipos de mala reduccion de
una curva eliptica:

Definicion 8.25 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de fracciones K,
sea S = Esp D, sea E/K una curva eliptica, sea s € S un punto cerrado donde
E/K tenga mala reduccién y sea W/Og s el modelo de Weierstrass minimal de
E/K sobre Ogs. Diremos que E/K tiene reduccidn aditiva, reduccién multi-
plicativa racional o reduccion multiplicativa irracional en s (o médulo p, si s
se corresponde con un divisor primo p de D) segin si la curva Wy tiene una
cuspide, un nodo racional o un nodo irracional.

8.5 Reduccién del modelo regular minimal

Aqui vamos a obtener la clasificaciéon de Kodaira-Néron de las fibras cerra-
das del modelo regular minimal de una curva eliptica. En el capitulo siguiente
veremos otra demostracién alternativa basada en el calculo explicito de las de-
singularizaciones de los modelos de Weierstrass, que resultard mucho més larga
y farragosa, pero que, a cambio, proporcionard un algoritmo explicito para de-
terminar el tipo de fibra que corresponde a una curva eliptica dada.

En virtud del teorema 7.24, es suficiente estudiar modelos sobre un anillo de
valoracién discreta. Asi pues, en toda esta seccién D serd un anillo de valoracién
discreta con cuerpo de cocientes K y cuerpo de restos k. Como de costumbre,
llamaremos S = Esp D. Consideramos una curva eliptica F/K, su modelo
regular minimal £/5 y su modelo de Weierstrass minimal W/S.
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NOTA: Sicark = 2,3 supondremos ademds que k es perfecto.

Podemos identificar la fibra cerrada de € con un divisor &, = I'{* ...,
donde I'y,...,T",, son sus componentes irreducibles. Segin el teorema 8.18, el
esquema W se obtiene a partir de & por contraccion de todos los divisores
I'; menos uno, concretamente, menos el inico que corta al divisor horizontal
O = {o} C &. Podemos numerar las componentes irreducibles de forma que I'y
sea este divisor. En la prueba de 8.7 se ve ademés que I'1 N O se reduce a un
tnico punto racional, asi como que d; = 1.

Si &, es irreducible (es decir, si n = 1), entonces no hay ningin divisor ver-
tical que contraer, por lo que € = W y €, = W, es una cubica geométricamente
integra definida por una ecuacién de Weierstrass sobre k.

Diremos que E/K tiene reduccién de tipo Iy, Iy, Iy 2 0 II cuando la fibra &,
es irreducible y E/K tiene el tipo de reduccién que indicamos a continuacion:

Ip buena reduccién

I reduccién multiplicativa racional
I, o reduccién multiplicativa irracional
1I reducciéon aditiva

En estos casos, &; = W es la propia cuibica singular.

Pasamos ahora al caso en que &, es reducible (n > 2), en el cual contamos
con el teorema 8.10, que nos garantiza que cada curva I'; es una cénica sobre el
cuerpo k; = H°(T;, Or,) y, lamando 7; = |k; : k|, se cumple que I'? = —2r;.

El teorema 6.7 nos da que

2ridi = Zdj Fj Fz
J#i
Ademés, r; divide al grado de cualquier punto de I';, luego r; | T'; - ;.
Observemos también que si I'; contiene un punto regular p, racional sobre
k, como k; C k(p), ha de ser k; = k (o sea, r; = 1) y el teorema 4.19 implica
que I'; = P,lq.
Esto se aplica a I'1, luego 11 = d; = 1 y, por consiguiente,

2=>4d;T;-T.
Jj=2
Esta igualdad implica que I'y corta a las demés componentes irreducibles a
lo sumo en dos puntos. Supongamos primeramente que, en efecto, las corta en
dos puntos distintos. A su vez hay dos posibilidades: que en los dos puntos
de interseccién corte a la misma componente (digamos I's) o que corte a una
distinta en cada punto (digamos a 'y y T'y,).

Analicemos la primera posibilidad. En tal caso do =1y I'y - T's = 2. Esto
significa que los dos puntos de interseccién son racionales sobre k y que son
regulares en I'; y I's. Asf pues, 'y & Pi. Ademés:

2= 3d;T; Ty,
j#2
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luego T's no puede cortar a ninguna otra componente irreducible distinta de
I'y, luego I'y U T’y forman una componente conexa de €, que es conexa, luego
concluimos que s =T7 UTs.

La segunda posibilidad es similar: ha de ser do =1y I'y - T's = 1, lo cual
significa que el punto de interseccién es racional sobre k y regular en ambas
componentes. Por consiguiente, I'y =2 P,lf. La relacion

2= Z dj Fj . FQ
J#2
se traduce ahora en que I'; s6lo puede cortar a una tercera componente, digamos
I'3, de forma que I's-T'3 = 1. Nuevamente concluimos que d3 = 1y que I's =2 P,lc.
A su vez, I'3 cortard a otra componente, y el proceso continta hasta que una de
ellas, I';,, corte a I'y, con lo que I'y,...,I',, formardn una componente conexa
de &4, luego m = n.

A estas posibilidades las llamaremos I,,, es decir, I'; 2 P}, cada curva corta
transversalmente a la siguiente en un tinico punto y la tltima corta transversal-
mente a la primera (salvo si n = 2, en que I'y y I's se cortan transversalmente

en dos puntos).

Tipo I}

=

Tipo Iy Tipo I,

Notemos también que I'y es la normalizacién de Wy, luego F/K tiene en
este caso reducciéon multiplicativa racional.

A partir de aqui suponemos que I'y sélo corta a las demds componentes
irreducibles en un punto p, que necesariamente cumplird |k(p) : k| < 2.

Supongamos ahora que |k(p) : k| = 2, con lo que, si 'y corta, por ejemplo,
a I'g, se cumple que I'y - T'y = 2, i,('1,T'2) = d2 = 1 y I'y ya no puede cortar
a mas componentes irreducibles. Por otra parte, ko C k(p), luego tenemos dos
posibilidades:

Si ko = k(p), entonces I'y & P,li.2 por 4.19, y la relacion es

2= 3"d;T;-Ts.
>3

Si I'y corta a I's en un punto ¢, ha de ser k(p) C k(q), luego sélo es posible
que I'y-T's =2, d3 =1, k(¢q) = k(p). El proceso puede continuarse n veces hasta
que, necesariamente, k, = k. Entonces d,, = r, = 1 y la relaciéon

2=%4d,T;-T,
i#n
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(conT',,—1-T',, = 2) implica que I';, ya no corta a mds componentes irreducibles.

En resumen: cada componente irreducible corta transversalmente a la si-
guiente en un unico punto (sin cerrar el circulo), todos los puntos de interseccién
tienen el mismo cuerpo de restos ¥/, tal que |k’ : k| = 2, se cumple que I'y = P},
Ig2...2T, 4 =P}, y I, es una cénica sobre k.

A esta configuracién la llamaremos Ip,_1 2 si I'y, es singular y Iop_o9 si es
regular. (En cuyo caso es geométricamente regular por los teoremas 4.13 y 4.14.)

AN NN

Tipo Ian—1,2 Tipo Ion—2,2

Notemos también que en este caso E/K tiene reduccién multiplicativa irra-
cional.

Nos queda considerar el caso en que I'y corta a las demas componentes
irreducibles en un tnico punto racional p (con lo que E/K tiene reduccién
aditiva).

Como méximo, I'y puede cortar a otras dos componentes.
Si es asi, digamos que corta a I'y y I's, se ha de cumplir que
dy = d3 =T1-Ty =T7-T'3 = 1, de donde se sigue que
' 2Tyl = P,lc, las tres componentes se cortan transver-
salmente dos a dos y no pueden cortar a ninguna otra. A esta

Tipo IV posibilidad la llamaremos tipo IV.

A partir de aqui suponemos que I'; corta tnicamente a otra componente I'y
en un punto racional p. Asi pues, 2 = dsI'y - I's.

Sido=1yTy-T's =2, entonces I'y ya no puede cortar a mas componentes,
luego €; =T'; UT5. Caben dos posibilidades:

Si p es regular en I's, entonces I'y 2 P}, y el hecho de que i,(I'1, ') = 2 es
una condicién de tangencia. A esta posibilidad la llamaremos Tipo III.

La segunda posibilidad es que I's sea una cénica sobre k con p como punto
singular. Es el tipo IVs.

Tipo 111 Tipo IV,
Nos queda la posibilidad do =2 y I'; - Ty = 1. En este caso 'y 2 P}, y
3= Z dj Fj . FQ.
Jj=3

Supongamos en primer lugar que d; = 1 para todo j > 3. Entonces tenemos
tres posibilidades:
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Tipo I La componente I'; corta a otras tres componentes, I's, I'y, I's con
I'; -T'; = 1. Necesariamente, los puntos de interseccién son racionales y
los cortes son transversales, luego I'; 2 Pi. Ademéds ninguna de las tres
componentes puede cortar a ninguna otra. (En particular, los puntos de
corte de I's con las demds componentes han de ser distintos dos a dos.)

Tipo [, La componente I'y corta a otra componente I's con I's - I'y =1y a
otra componente I'y con I'y - T's = 2. Entonces I's NT'g es racional, el corte
es transversal y I's & P,lc. Ademads T's no puede cortar a ninguna otra
componente. Respecto a I'y4, si tomamos q € I's N T4, la ecuacion

2T4 = Zdjfj 'F4
i74
implica que 2 < ry < |k(q) : k] < T4 Ty = 2, luego se ha de cumplir que
ry = |k(q) : k| = 2. En particular, g es el tinico punto de interseccién entre
'y y 'y y el corte es transversal. Concluimos ademéds que I'y = Pi(q).

Tipo [j 3 La componente I'y corta a otra componente I's con I'; - I's = 3. Al
igual que en el caso anterior, se deduce que la interseccion se produce en
un tnico punto q tal que |k(q) : k| = 3, el corte es transversal y '3 = P,lc(q).

I I I

|
R s

Tipo Ij Tipo [§ 5 Tipo Ij 5

Pasamos ahora al caso en que I'y corta a otra componente irreducible, di-
gamos I'y, con dy = 2. Entonces ha de cortar a otra mas, digamos I's, con
d3 = 1. Necesariamente I's - I's = I'y - 'y = 1. Esto implica que I'; = P,lC
parai=1,...,4 y que todas ellas se cortan transversalmente en puntos racio-
nales distintos. Ahora I's ya no puede cortar a mas componentes, pero 'y si.
Concretamente, tenemos que

2=3d;T; Ty
Jj=5

Si I'y corta a otra componente I's con ds = 2, entonces I's - I'y = 1, el corte
es transversal en un punto racional y I's = P,lc. En suma, I's estd en las mismas
condiciones que I'y. Podemos repetir el argumento hasta llegar a un I';,_1 con
dm—1 = 2 que corte a una componente I',,, con d,,, = 1.

A su vez, tenemos dos posibilidades: o bien I,y - T, =1y I',,1 corta a
otra componente I'y, 41 tal que dypy1 =I'yp—1 - I'jyy1 =1, 0bien Iy, 1 - Ty, = 2.

En el primer caso, deducimos como siempre que los cortes son transversales
en puntos racionales distintos, con lo que T, & Ty = Pi. Ademés Iy, y
I';n41 no pueden cortar a ninguna componente aparte de a I';,_1, v tenemos el
tipo que llamaremos I _, (notemos que ha de ser n > 6):
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2 2 2 e 2 2 2
Tipo I} _5
En el caso I',,_1 - T'y,, = 2, la ecuacion

2T’m = Z d]' Fj 'Fm7
i#m
teniendo en cuenta que d,,—10,—1 - Iy, = 4, implica que 7, > 2 y, como en el
caso I 5, concluimos que I';,—1 y I'y, se cortan en un tnico punto ¢ de grado
2 sobre k, asi como que el corte es transversal, y I',,, = P}C(q). Ademiés I',,, no
puede cortar a mds componentes y tenemos el tipo que llamaremos I} o:

Tipo I} 4 5

La ultima posibilidad para I's es que corte a otra componente I'3 con d3 = 3.
Entonces I's - I's = 1, con lo que el corte es transversal en un punto racional y
I's = P}C. Las posibilidades para las intersecciones de I's vienen dadas por la
relacién

4=3%d;T; -Ts.
Jj24

Observemos ademds que, en esta férmula, no puede ser d; = 1, ya que
entonces, la férmula correspondiente a I'; nos daria que 3I's - I'; < 27, luego
I';-T'; <r;,lo cual es absurdo, ya que r; | I's - T';.

Supongamos en primer lugar que todas las componentes a las que corta I's
tienen multiplicidad d; = 2. Esto da lugar a su vez a dos posibilidades:

Si I'3 corta a otras dos componentes I'y y I's, hadeser I's-I'y =T'3-I's = 1,
con lo que los cortes son transversales en puntos racionales y I'y 2 I's 2 P}. Se
cumple que

1=3%4d,;T; Ts,
i>6
luego I's corta transversalmente a otra componente I'g = P}f condg =1,y lo
mismo vale para I'y. Tenemos el tipo IV*.

La otra opcién es que I's corte a una tinica componente I'y con I's - T'y = 2.
Los argumentos usuales nos dan que ha de ser r4 = 2 y que ambas componentes
se cortan transversalmente en un punto g de grado 2 sobre k, de modo que
r, = P}g(q). Para I'y tenemos que

2= 3d;T; Ty,

Jjz5
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Como ry tiene que dividir a todos los nimeros de interseccién, sélo cabe un
sumando con I's - T'y = 2, d5 = 1. Asi I'y y I'5 se cortan transversalmente en
un punto ¢’ tal que k(q) = k(¢'), con lo que T'5 = P,lc(q,). Ademsés T's ya no
puede cortar a mas componentes irreducibles. A la configuracién resultante la
llamaremos IV3.

3 3
Tipo IV* Tipo IV3

No puede ocurrir que I's corte a otra componente I'y con dy = 3, ya que
entonces tendria que cortar a otra componente con ds = 1 y ya hemos descartado
esta posibilidad. Supongamos ahora que I's corta a I'y con dy = 4 (la maxima
multiplicidad posible). Entonces I's - T'y = 1 y I's no corta a mds componentes.
Como siempre, el corte es transversal en un punto racional y I'y = P;. Ahora
tenemos:

5 == Z dj Fj . F4.
i>5

Una vez mds, es imposible que algin d; = 1, pues ello nos llevaria a que
4T;-T'y < 2rj, lo cual es imposible. Supongamos que I'y corta a I's con ds = 2.
Si fuera I's-T'y = 2, entonces I'y tendria que cortar a otra componente con dg = 1,
lo cual es imposible. Por consiguiente, ha de ser I's - T'y = 1, luego I's = P,l€ y el
corte es transversal. Ademds I's no puede cortar otras componentes.

Asi, T'y ha de cortar a una ultima componente I'g con dg =3 y I'g - 'y = 1.
Por lo tanto, I's = P} y tenemos:

2=>d;T; -Ts.
i>7
Volvemos a descartar la posibilidad d; = 1, con
lo que I'g ha de cortar a una componente I'; con
3 42 3 d7 =2y TI'7-T'¢ = 1. Nuevamente I'; = P, y se ha
[ de cumplir que
Tipo IIT*

1= Zdjrj Ty,
Jj=8

luego I'7 corta a una unica componente I's con dg =1y I'7-T's = 1. Esta a su
vez ya no puede cortar a ninguna otra mas. Hemos obtenido la reduccion de
tipo IIT*.

Por ultimo, supongamos que I'y no corta a ninguna componente posterior
con d; = 2. Si cortara a otra I's con ds = 3, tendria que cortar a otra I's con
d¢ = 2, y este caso ya lo hemos tratado. Si fuera d5 = 4 tendria que ser dg = 1,
luego no hay maés posibilidad que ds = 5, con lo que I'y - I's = 1. Entonces

6=>d;T;Ts.

Jj=6
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Si fuera d; < 2, tendrfamos que
2
Fj Iy < grjdj <ry,

luego ha de ser d; > 3. Vamos a descartar d; = 3, con lo que la tnica posibilidad
serd d; = 6.

Si I's cortara a I'g con dg = 3, entonces rg < I's - I'g < 2, luego

6r¢ =505 -T'g + Zdjl“j -Tg.
Jj=>7
De aqui deducimos en primer lugar que I's - I's = 74, lo que a su vez implica
que el sumatorio sélo puede tener un sumando con d7 = 1y I'z - T's = rg. En
particular r; < rg, pero la férmula para I'; nos da que 2r; > 3rg, lo cual es
absurdo.

En definitiva, concluimos que I's corta a una componente I's con dg = 6 y
I's - T'g = 1. Como siempre, el corte es transversal, rg = 1y I'g = P,lc.

Llamemos ¢ al maximo natural tal que existe una sucesién de componentes
irreducibles I'y,...,I'; tales que d; = i y cada una corta transversalmente a la
siguiente en un punto racional. Hemos probado que t > 6. Es facil ver que cada
componente I'; con i < t corta unicamente a la siguiente y a la anterior de la
forma indicada.

Tenemos entonces que

t+1= % d,T;-Ty.
jzt+1
Supongamos que I'; corta inicamente a una componente mas, digamos I'; 1,
de modo que dyy1 441 - Iy = t + 1. Entonces ha de ser I'yyq - T'y > 2 o, de
lo contrario, I'y;; prolongaria la sucesiéon en contra de la maximalidad de t.

Observemos que
trt+1 . Ft S 2dt+1’l"t+1 S (t + 1)Tt+1.

Como T'yy1 - T'y = hryy1, ha de ser ht <t + 1, luego h = 1. Concluimos que
741 = L'ep1 - Iy > 2. Por consiguiente:

t+1
’/’H_l = t?"t+1 + Z dj Fj . Ft+1.
Tt+1 J>t+2

2

En primer lugar, esto implica que 2t+2 > try41 y, si fuera r441 > 3, entonces
t < 2, contradiccién. Asi pues, 1411 = 2. La igualdad anterior se reduce a

2= Z dj Fj 'Ft-l-l-
j>t+2

Como 2 = ry41 | I'iy1-T'i41, el sumatorio tiene inicamente un sumando, con
di+1 =1, pero entonces

1
2ryq1o 2> Il Fijo- T
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y, como r¢1o divide al ndmero de interseccién, queda que (t + 1)/2 < 2, luego
t < 5, contradiccién.

Con esto hemos probado que I';y ha de cortar al menos a dos componentes,
Tiy1 y Tiqo. El argumento usual nos da que dy+q1 > t/2, diy1 > t/2 > 3, por lo
que I'; sélo puede cortar a I'yyq1 y ['yqo.

Sites impar, ha de ser dt+1 = dt+2 = (t+ 1)/2, con Ft 'Ft+1 = Ft 'Ft+2 =1.
En particular, ryy1 = ryyo = 1. Tenemos que

1: Z dej~Ft+1,
J>t+2

por lo que el sumatorio tiene sélo un sumando con d; = 1 =T'; - I'iyy = 1,
r; = 1, de donde se sigue a su vez que

t+1
2:2dj7ﬁj 2dt+1fj-l“t+1 = T,

de donde ¢ < 5, contradiccion.

Concluimos que t es par, con lo que ha de ser diy1 = t/2, diyo = (t 4 2)/2,
Iy Ty =1 Typo =1, mp1 =12 = 1.

El célculo usual muestra que I'y41 no corta a més componentes irreducibles.
En cuanto a I't1 2 tenemos que

2= 3 d;T; Tiio.
J>t+3

La cota usual para los d; es d; > (t+2)/4 > 2, luego el sumatorio sélo puede
tener un sumando, con dyy3 =2y I't13-I'iyo = 1. Esto nos lleva a que

j>t+4
| 9 6 | El miembro izquierdo ha de ser > 0, lo que
implica que t < 6 (luego, de hecho, t = 6) y la
‘ 3 4 5 3 4 9 igualdad anterior prueba que I';43 = I'g ya no
T 17 corta a mas componentes. En suma, hemos ob-
Tipo II* tenido la ultima configuracién posible, a la que

llamaremos IT*.

Con esto hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 8.26 (Kodaira, Néron) Sea S = Esp D, donde D es un anillo de
valoracion discreta con cuerpo de cocientes K y cuerpo de restos k. Sea /S el
modelo regular minimal de una curva eliptica E/K. Sicark = 2,3 suponemos
ademds que k es perfecto. Entonces la fibra cerrada € /k tiene una de las formas
descritas en la tabla 8.1.

También hemos visto que la curva E/K tiene buena reduccién cuando tiene
tipo Ip, tiene reduccién multiplicativa racional cuando tiene tipo I, con n > 1,
tiene reduccién multiplicativa irracional cuando tiene tipo I, 2, con n > 1y
tiene reduccién aditiva en todos los deméds casos.
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Tabla 8.1: Posibles configuraciones de la fibra cerrada &;.

En esta tabla hay que entender lo siguiente:

El valor de n es siempre > 1 salvo cuando se indica lo contrario.

Los tipos Ip, Iy, I1,2 y I corresponden a curvas ciibicas: una curva eliptica en el primer
caso y malas reducciones de curvas elipticas en los restantes (multiplicativa racional,
multiplicativa irracional y aditiva, respectivamente).

En todos los demas casos, una curva abierta representa a P,lC si no estd en negrita y a

P}C, en caso contrario, donde k' es una extensién cuadratica de k (la misma para todas
las componentes de una misma fibra), excepto en el tipo If 5, donde la extensién es

)
ctibica (lo cual se senala con un [3]).

En el tipo I, 2 la elipse representa una cénica geométricamente regular sobre k, mientras

que la recta en negrita con un punto blanco representa (como en el tipo IV2) una cénica
sobre k’ con un punto singular.

Los niimeros (salvo el [3] del tipo I 5) representan la multiplicidad de cada componente
en la fibra. Las que no tienen ntimero tienen multiplicidad 1.

Los cortes entre componentes distintas son todos transversales excepto el del tipo III,
que tiene nimero de interseccién 2 en el punto. En el tipo IV son transversales dos a
dos.

Los puntos de corte p entre dos componentes distintas son racionales salvo si una de
las componentes estd en negrita, en cuyo caso k(p) = k.
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Ejemplo Si X/Z es el modelo regular minimal de la curva eliptica dada por
la ecuacién de Weierstrass Y2 = X3 4 25, en el ejemplo de la pagina 144 hemos
visto que su fibra X5 es de tipo IV. L]

Ejemplo Si X/Z es el modelo regular minimal de la ecuacién de Selmer con-
siderada en la seccién 5.4, en principio no podiamos asegurar a priori que sus
fibras cerradas se tuvieran que corresponder con los tipos que hemos obtenido,
porque X, /Q no es una curva eliptica (porque, aunque tiene género 1, no tiene
puntos racionales, ni, por lo tanto, modelos de Weierstrass), pero lo cierto es
que hemos probado que la fibra Xy es de tipo IV y la fibra X3 es de tipo II*.

Por otra parte, la fibra X5 es la curva proyectiva sobre Z/5Z dada por la
ecuaciéon homogénea

3X3 +4Y? = 3(X +2Y) (X2 +3XY +4Y?) =0,

por lo que es de tipo IVa. Las fibras restantes (teniendo en cuenta que tienen
puntos racionales) son de tipo Ij. [



Capitulo IX

El algoritmo de Tate

Vamos a dar un algoritmo debido a Tate para determinar explicitamente la
estructura de la fibra cerrada del modelo regular minimal de una curva eliptica
definida por una ecuaciéon de Weierstrass. Esto nos proporcionard una demos-
tracién alternativa (bastante més larga) del teorema 8.26.

9.1 Descripcion del algoritmo

A lo largo de este capitulo, D serd un anillo de valoracién discreta con cuerpo
de cocientes K y cuerpo de restos k. Como en el capitulo anterior, si car k = 2, 3,
supondremos ademds que k es perfecto. Llamaremos m € D a un elemento
primo cualquiera. Consideramos una curva eliptica F/K determinada por una
ecuacion de Weierstrass

Y2+ a1 XY 4+ a3y = X2 + asX? 4+ au X + ag, a; € K,

la cual determina un modelo de Weierstrass W/.S, donde S = Esp D.

Usaremos la notacién a;; = 7w 7q;. Para cada d € D, llamaremos d € k a su
clase de restos.

El modelo regular minimal que pretendemos calcular no depende de la ecua-
cién de Weierstrass de E/K que consideremos, por lo que muchos pasos del
algoritmo que vamos a describir requeriran realizar cambios de variables del
tipo descrito en el teorema 4.23, es decir, de la forma

X =u’X"+r, Y =Y + sulX' +t, u,r,s,t €K, u#0.

Concretamente, si alguno de los coeficientes de la ecuacién dada no esta
en D, lo primero que hemos de hacer es un cambio de variables de la forma
X =7"2"X",Y = 73"Y’ con n > 1 suficientemente grande como para que los
nuevos coeficientes cumplan a; € D.

A partir de aqui, el algoritmo de Tate se divide en 11 pasos. Cada uno de
los 10 primeros tiene una hipétesis local, que si se cumple nos da que la fibra

271



272 Capitulo 9. El algoritmo de Tate

cerrada & es de un tipo concreto (con lo que el algoritmo termina) y, en caso
contrario, su negacién se convierte en una hipétesis acumulativa para todos los
pasos siguientes. El undécimo paso consiste en realizar un cambio de variables
y volver a empezar desde el paso 1.

Los pasos intermedios requerirdn en varias ocasiones realizar cambios de
variables, pero todos ellos tendran u = 1, por lo que el discriminante de la
ecuacion de Weierstrass permanecerd invariante. Por el contrario, si se cumplen
las condiciones necesarias para llegar al paso 11, demostraremos que el cambio
de variables X = 72X’, Y = m3Y” nos llevard a una nueva ecuacién cuyos
coeficientes seguiran estando en D, por lo que podremos empezar con ella desde
el paso 1, pero el nuevo discriminante serd A’ = A/712 y asf

v(A") =v(A) — 12 < v(A).

El hecho de que v(A) disminuya cada vez que llegamos al paso 11 (y no se
modifique en los otros pasos) garantiza que, tras un ndmero finito de iteraciones,
el algoritmo debe terminar.

Asi pues, si el algoritmo llega al paso 11, esto significa que la ecuacion
de Weierstrass de partida no era minimal. Dicho de otro modo, si en el paso 1
partimos de una ecuacién minimal, el algoritmo terminara necesariamente antes
de llegar al paso 11, pero si no es asi, llegaremos a una ecuacién minimal tras
un nimero finito de iteraciones.

Enunciamos ahora el algoritmo. En cada paso, subrayamos la hipétesis local,
es decir, la que no se cumplird en los pasos siguientes:

Paso 1 Si w1 A, entonces la fibra cerrada es de tipo Io.

Paso 2 Supongamos que 7 | A. Entonces con un cambio de variables! se
consigue que
™ ‘ as, a4, ag, ™ | b4;b63b8

Si 7 ¢ by, la reduccién es multiplicativa y la fibra cerrada es de tipo I, o I%,

donde n = v(A). Se da el primer caso si y sélo si el polinomio T?+a, T —as
tiene sus raices en k.

Paso 3 Supongamos que 7 | by. Entonces la reduccién es aditiva y con un
cambio de variables se consigue que

7| a1, az,a3, a4, ag.
Si 72 t ag, la fibra cerrada es de tipo IL
Paso 4 Supongamos que 72 | ag. Si 72 1 a4, la fibra cerrada es de tipo II1.

Paso 5 Supongamos que 72 | as. Si ademds 73 1 bg, entonces la fibra cerrada es
de tipo IV o IV5. Se da el primer caso si y sélo si las raices del polinomio
Y? 4 a3,1Y — Gp 2 estén en k.

1Por concisién no indicamos aqui los cambios de variable que hay que hacer en cada paso,
pero en la prueba los determinaremos explicitamente.
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Paso 6 Supongamos que 7 | bs. Entonces, con un cambio de variables se
consigue que
2 3
| a, a2, 7 |as,ag, T |ag.

Consideramos el polinomio

P(T) = TS —+ a271T2 + a4,2T + a6,3-

Si P(T) tiene rafces simples en k, la fibra cerrada es de tipo I3, 15,2 015 3,
segun si las raices estan todas en k, hay una en k y dos fuera de k o las
tres estan fuera de k.

Paso 7 Supongamos que P(T') tiene al menos una raiz de multiplicidad mayor
que 1. Entonces, con un cambio de variables se consigue que

7| a1, ag, 2 | as, 3 | aq, rt | ag.

Si P(T) tiene una raiz doble, la fibra cerrada es de tipo I} o I} 5. Cuando

cark # 2, el valor de n es n = v(A) — 6. En general, n puede calcularse
mediante el procedimiento siguiente:

e Consideramos el polinomio P;(T) = T? + a3 2T — dg 4. Si tiene raices
simples en k, entonces el tipo es I] o I7 5 segun si tales raices estan o
no en k.

e Supongamos que P;(T) tiene una rafz doble. Entonces, con un cam-
bio de variables se consigue que

7r3|a3, 7r5|a6.

Consideramos el polinomio Q1(T) = a@g1T? + @4 2T + Gg 5. Si tiene
raices simples en k, entonces el tipo es I3 o I3 , segin si tales raices
estdn o no en k.

e Supongamos que Q)1(T") tiene una raiz doble. Entonces, con un cam-
bio de variables se consigue que

7| ay, 7°|ae.

Consideramos el polinomio P5(T) = T? + a3 3T — Gg 6. Si tiene raices
simples en k, entonces el tipo es I5 o I3 , segun si tales raices estan o
no en k.

e Supongamos que P»(T) tiene una rafz doble. Entonces, con un cam-
bio de variables se consigue que

7r4|a3, 7r7|a6.

Consideramos el polinomio Qo(T) = 2172 + G4 3T + Gg 7. Si tiene
raices simples en k, entonces el tipo es Ij o Ij , segin si tales raices
estdn o no en k.

Este proceso termina necesariamente tras un ntmero finito de pasos.



274 Capitulo 9. El algoritmo de Tate

Paso 8 Supongamos que P(T) tiene una raiz triple. Entonces, con un cambio
de variables se consigue que

7'("(11, 7T2 ‘CL27CL37 71'3|CL47 7r4|a6.

Consideramos el polinomio P(T) = T? 4 a3 T — de.4. Si tiene raices
simples en k, la fibra cerrada es de tipo IV* o IV3, segtn si las raices
estan o no en k.

Paso 9 Supongamos que P;(T') tiene una raiz doble. Entonces, con un cambio
de variables se consigue que

’7TS | as, 7'('5 | ag.
Si 74t a4, entonces la fibra cerrada es de tipo ITI*.

Paso 10 Supongamos que 7 | a4. Si 76t ag, entonces la fibra cerrada es de
tipo II*.

Paso 11 Supongamos que 7T6 | ag. Entonces tenemos que
2 3 4 6
7'('|G,1, s \a27 T ‘G,g, T |a4, T |a6,

luego el cambio de variables X = 72X’, Y = 7Y’ nos da una nueva
ecuaciéon de Weierstrass con coeficientes en D, con la que volvemos a
empezar desde el paso 1.

9.2 Inicio de la prueba

Partimos del modelo de Weierstrass W/.S determinado por la ecuacién dada
y, tras varias explosiones (tal vez ninguna), llegaremos a un superficie aritmética
X/S y un homomorfismo birracional 7 : X — W, de modo que la fibra cerrada
X, serd de uno de los tipos de la tabla 8.1.

Observemos en primer lugar que esto ya implica que X/S es el modelo
regular minimal de £/K. En efecto, sélo hay que probar que la superficie X/S
es minimal, para lo cual basta con que sea relativamente minimal, es decir, con
que no tenga divisores excepcionales. Ahora bien, usando el teorema 6.7, es
facil calcular las autointersecciones de todas las componentes irreducibles de
una fibra de cualquiera de los tipos de la tabla 8.1, lo que nos permite concluir
que X/S no tiene divisores excepcionales.

Por ejemplo, en el tipo I, (n > 2) todas las autointersecciones valen I'? = —2,
y deberian ser —1 para que I'; fuera excepcional. En el tipo I, 2, tenemos
que ' = —2 (cuando deberfa ser —1 para ser excepcional) y I'? = —4 para
i > 1 (cuando deberfa ser? —2). (Sélo tenemos en cuenta las componentes
isomorfas a Pj,, para cierto k/, ya que esto es necesario para que puedan ser

2No es casual que el valor real sea siempre el doble del que seria necesario para que fueran
excepcionales, sino que es consecuencia del teorema 8.10.
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divisores excepcionales.) Similarmente se comprueban sin dificultad todos los
demés casos.

Mids atn, el teorema 8.19 nos permite concluir que el modelo W/S (asociado
a la ecuacién que estemos considerando en ese momento, tras los cambios de
variables que hayamos realizado) es el modelo de Weierstrass minimal de F/K,
de modo que el algoritmo de Tate termina siempre con una ecuacién minimal.

Los primeros pasos del algoritmo son los mas simples, porque son los casos
en los que el modelo de Weierstrass W/ S es suave, con lo que coincide con el
modelo regular minimal y no hay que calcular ninguna explosién.

Paso 1 El primer paso es inmediato: si m 1 A, entonces la curva F/K tiene
buena reduccién y, por definicién, la fibra cerrada de £/S = W/S es de tipo Ij.

Paso 2 A partir de aqui suponemos que 7 | A, pero no la hipétesis local del
paso 2. Resulta entonces que la fibra W tiene un punto singular, necesariamente
racional. Para calcularlo hay que resolver (en k) el sistema de ecuaciones que
resulta de igualar a 0 las derivadas parciales de la ecuacién de Weierstrass:

OF oF

0X oY

El lector puede encontrar facilmente formulas generales para la solucién, si
bien tendra que distinguir tres casos, segin que la caracteristica de k sea 2, 3

u otra cualquiera. Pongamos que la solucién es (X,Y) = (7,t), para ciertos r,
t € D. Entonces, el cambio de variables

=a1Y —3X2—2a,X —a, =0, =2V + @1 X +as =0.

X=X+r, Y=Y+t

transforma la ecuacién en otra para la cual el punto singular es (0,0), lo cual
se traduce en que az = a4 = ag = 0, tal y como se afirma en el enunciado
del paso 2. Las definiciones de b4, bg, bg implican inmediatamente que éstos
también son nulos en k, es decir, que son divisibles entre w. De acuerdo con
el teorema 8.24 (véase la prueba) la singularidad de W; serd un nodo si el
polinomio
T? +a,T — as

tiene dos raices simples en k, y serd una ctispide si tiene una raiz doble. A su
vez, esto se reduce a que su discriminante by = a2 4 4by cumpla by # 0 0 by = 0,
respectivamente. En el primer caso, la reducciéon es multiplicativa racional si
el polinomio anterior tiene sus raices en k y multiplicativa irracional en caso
contrario.

Ahora es inmediato que, bajo la hipétesis local del paso 2, es decir, si 7 1 bs, la
fibra cerrada es de tipo I, 0 I, 2, y ademés sélo en este caso, ya que estos tipos son
los tinicos que corresponden a la reduccién multiplicativa. Mas concretamente,
sabemos que la fibra sera de tipo I si la reduccién es multiplicativa racional
y serd de tipo I, 2 en caso contrario. No obstante, para probar que el valor
de n es precisamente n = v(A) vamos a tener que calcular explicitamente el
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modelo regular minimal, con lo que no vamos a necesitar esta observacién y, tal
y como hemos afirmado, obtendremos una prueba alternativa del teorema 8.26
independiente de la dada en el capitulo anterior.

Recordemos el teorema 5.11, segiin el cual el modelo W/S' es regular si y
s6lo si 2 1 ag. Con esto podemos probar el caso n = 1 del paso 2. En efecto,
simtby y v(A) =1, entonces v(bg) = 1, porque todos los otros sumandos de la
definicién de A son divisibles entre 72. Como

bg = bgag —a1a3aq + a2a§ — aﬁ = bgag (m(’)d ’/T2),

resulta que 72 { ag, por lo que W/S = €/S y concluimos que la fibra cerrada es
de tipo I o I ».

Reciprocamente, si 7 { by y v(A) > 2, entonces 72 | bg, luego 72 | ag
y el modelo de Weierstrass es singular, por lo que tendremos que resolver la
singularidad.

Nos ocuparemos de ello en la seccién siguiente. Ahora nos ocupamos del
Paso 3, que, con lo visto hasta aqui, es ya inmediato:

Paso 3 Ya hemos visto que si 7 | be la reduccién es aditiva, puesto que el
polinomio
T2 + a1 — as

tiene una rafz doble en k. De hecho, estard en k, porque, como anula también
a la derivada, ha de ser

—a1/2 sicark #2
Vas  sicark = 2.

Qi
I

Este a € D cumple que
T? 4+ a\T — ay = (T — a)?,
de modo que
a1 = —2a (méd 7), —ay = a? (méd 7).

El cambio Y =Y’ + aX’ en la ecuacién de Weierstrass nos da que
ay = a; +2a =0 (méd ),

ay = as — aa; — a? = (ag + o) — aa; +2a) =0 (méd ),

asf como que aj = a3, a) = ay — aas, ag = ag, luego ahora 7 | ay, as, as, a4, ag,
tal y como afirma el enunciado del paso 3.

Si suponemos que 72 { ag, el teorema 5.11 nos da que €/S = W/S y, por
definicién, la fibra cerrada es de tipo II. n

Llegados a este punto tenemos pendiente demostrar el paso 2 bajo la hipo-
tesis adicional v(A) > 2 (que implica 72 | ag) y los pasos siguientes al paso 3,
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que también suponen 72 | ag. Asf pues, a partir de aqui trabajaremos bajo las
hipétesis
2
T |as, a4, 7 | ae,

comunes a ambos contextos, sin suponer ni 7 { by (la hipdtesis local del paso 2)
ni 7 | be (la hipétesis acumulada desde el paso 3).

El teorema 5.11 nos da que el modelo de Weierstrass W/S tiene un punto
singular, que, visto como punto del abierto Wy C W determinado por la ecuaciéon
de Weierstrass afin, se identifica con el ideal m = (7, z,y). Vamos a calcular la
explosion W de W con centro en m, aunque en la practica nos bastard calcular
la explosion de Wy. Para ello nos basamos en la nota de la pagina 147.

La explosion Wo estd formada por la unién de tres abiertos principales, que
llamaremos Wy, Wa y Ws. El primero es el espectro de Dix,y,x/m,y/7] =
Dlz1,y1], donde x = a1, y = wy;. De la ecuacién de Weierstrass obtenemos la
relacion:

2 3 2
Yi +a1z1yr +az1y1 = 7r] + a2xy + as171 + ag 2.

El segundo abierto, W5, es el espectro de D|x,y,y/x,7/x] = D[z,y, 7] y
los generadores cumplen las ecuaciones®

! 12 / ! _! !/ 12
T =T, Yy ta1y taz 1y m =r+ a2+ aq41m + Ag 2T .

(Hemos sustituido y = xy’, y también © = a7’ cuando ha sido necesario, para
dividir entre z2.) Finalmente, W3 es el espectro del anillo D[z,y,x/y,/y] =
Dly,z",7"], cuyos generadores cumplen las ecuaciones

1 " " "3 12 n__1r 112
Ty=m 1+ax +ag1m =Y+ ax T +ag 1T + agem .
Los sistemas de coordenadas de estos tres abiertos estan relacionados de
forma natural. Por ejemplo, teniendo en cuenta que z; = z/m, y1 = y/m,
2 =ux/y, #"" = w/y, deducimos que

T = :C”/ﬂ'”, Yy = 1/7T”.

Esto significa que W1 N W3 es D(7”) en W3. Similarmente concluimos que
Wy N W5 es D(z') en W3. Ahora bien, por la segunda ecuacién de W3, sucede
que V(z",7") = @ o, lo que es lo mismo, que W5 = D(z”) U D(y"”). En otros
términos, como abiertos de la explosién Wg, se cumple que W3 C Wy U Ws, por
lo que Wy = W71 U W5 y podemos prescindir de Wj.

Observemos a continuacién que, como en la segunda ecuacién de Wy se
puede despejar la variable z, resulta que D[z,y’, 7'] = D[y’, '] y los generadores
satisfacen la ecuacion

12 / !/ ! 12 ! __
W=+ a1y +as y'n’ —ag —asm’ —agon’)n = 7.

3Notemos que 7’ = 7/x es, por definicién, un elemento del cuerpo de cocientes de D[z, ],
no de D o de K.
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Asi pues, la explosion WO estd determinada por los datos siguientes:

2 _ 3 2

Wi yi +a1x1y1 + a3 y1 = 7T + a7 + a4,171 + ag,2
2, - o - _ _

Wis Y1 + a1x1y1 — Goxy + a3,1Y1 — G4,1%1 — Gg,2 = 0

Wy 20" + ary'n’ + azgay'n’? = 7+ aen’ + ag 17’ + ag o’

12 = / = = /! = ! = 12 !
Was (Y7 + a1y —as + a3 1y'n’ —aaq1m’ — Ggon’)n’ =0

Ambos abiertos estan relacionados por el cambio de coordenadas
wn=1/r",  p=y/r, o y=y/n, =1/

Esto ha de entenderse como que Wy N Wy es D(z1) C Wy y D(x') C Wha.

La fibra Wi, es una cénica (afin), que puede ser irreducible o descomponerse
en dos componentes irreducibles. En cualquier caso, como W7 = D(w) en I/IN/O,
en la prueba del teorema 5.17 f) hemos visto que la fibra de m en Wj es el
cerrado asociado al ideal (7), es decir, toda la fibra cerrada Wi,. Asi pues,
concluimos que la explosion contrae Wi, al punto m.

La fibra cerrada de W5 estd formada por la recta de ecuacién ©’ = 0 y una
cénica (afin), que no es exactamente “otra”. En efecto, consideremos la cénica
proyectiva C'/k definida por la ecuacién

Y24+ @ XY —aeX?+a31YZ —ay1XZ — a6 272% = 0.

Claramente, C = D(Z) U D(X) y, deshomogeneizando respecto de Z y res-
pecto de X, respectivamente, vemos que la cénica afin D(Z) es isomorfa a
Wis y que D(X) es isomorfa a la cénica de Wa,. Mds atn, comparando las
ecuaciones del cambio de coordenadas entre W; y Ws con las correspondientes
ecuaciones para D(Z) y D(X), concluimos que ambos isomorfismos coinciden
en D(X) N D(Z), luego determinan un isomorfismo de C' en un subconjunto
cerrado de Wgs, una conica proyectiva a la que llamaremos también C'.

En estos términos, tenemos que Wi, C C, mientras que C'N Wy, es la conica
afin que hemos encontrado en Ws,. Més concretamente, la diferencia entre C'y
Wi, es la interseccion

cCnvr) =V, y?* +ay —as),

la cual consistira en dos puntos racionales, un punto de grado 2 sobre k o de un
punto doble racional segin si el polinomio T2 +a,T — a@- tiene dos raices simples
en k, dos raices simples en k \ k o una raiz doble en k, es decir, en funcién de
que E/K tenga reduccién multiplicativa (racional o irracional) o aditiva. Por
otra parte, la diferencia entre C'y C'N Ws, es la interseccion

Wis NV (x1) = V(m, 21,93 + as 191 — as2),

también formada por uno o dos puntos cerrados.
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En particular, C es la clausura en W de Wis v de C'N Wo,. Como sabemos
que la explosién contrae Wig al punto m, lo mismo vale para toda la cénica
C. Por otra parte, como la explosién ha de ser suprayectiva, la fibra W, N Wy
ha de tener una antiimagen en Wy, y ésta no puede ser sino la recta 7’ = 0.
Como W; tiene un punto no contenido en Wy (el punto infinito), la clausura de
esta recta en W, a la que llamaremos I'{, ha de tener un punto no contenido
en Wy, que se corresponda con el punto infinito de Ws. Si consideramos a I'y
con la estructura de subesquema cerrado reducido, tenemos que I'y N Wa =2 A},
luego es una curva proyectiva regular (también es regular en el punto infinito,
porque la explosién es un isomorfismo fuera de la fibra de m) birracionalmente
equivalente a P}, luego I'; = P}.

Observemos que I'y N Wy = V(m,7’), por lo que ya hemos calculado la
interseccién
NNC=V(mr,y?+ay — ap).

La figura ilustra la situacién (donde, concretamente, hemos representado el
caso en que I'y; corta a C en dos puntos distintos).

9.3 Conclusion del paso 2

En esta seccién suponemos la hipétesis local del paso 2, a saber, que 7 1 bs.
También podemos suponer que v(A) > 2, pues el caso v(A) = 1 ya lo hemos
discutido. Esto implica a su vez que 72 | ag, por lo que podemos continuar en
el punto en que lo hemos dejado en la seccién anterior.

Si igualamos a cero las derivadas de la ecuacién de Wi, obtenemos el sistema,
de ecuaciones lineales
—2a2x1 + G1y1 — ag4,1 = 0,

a1z +2y1 +aszy =0,

cuyo determinante es by # 0. Por lo tanto, tiene una solucién (&, 3). El cambio
de variables X = X' +7a, Y = Y’ + 73 en la ecuacién original nos lleva a
una nueva ecuacion en la que el sistema anterior tiene solucién (0, 0), por lo que
as,1 = asa; = 0. A su vez, esto hace que Wi, = C N W; tiene a lo sumo un
punto geométricamente singular, que serd el punto racional (0,0) supuesto que
pertenezca a C, lo que equivale a que a@g,2 = 0.

Observemos ahora que si C' tiene un punto geométricamente singular, éste
ha de estar en W;. En efecto, tras el cambio de variables que acabamos de
realizar, la ecuacién de C'N W5 se reduce a

12 = / —= —= 12
Yy +ary —az —agem” =0.
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Por otra parte, Wi N Wy = D(x’), y si un punto de V (7') fuera geométrica-
mente singular, serfa un punto racional («,0), donde « seria raiz del polinomio
T? +a,T — @y v también de su derivada, lo cual es imposible.

En resumen: todos los puntos de la cénica C' son geométricamente regulares
salvo quiza uno. Esto sucede si y sélo si aga = 0, y en tal caso el punto singular
es el punto que en Wi, tiene coordenadas (0, 0), es decir, el ideal p1 = (7, 1, y1).
Por otra parte, es facil comprobar la congruencia

A = —b3bg = —b3ag (méd ),

de la que deducimos que C' es geométricamente regular si y sélo si v(A) = 2.

Esto hace que todos los puntos de W sean suaves salvo quizd el punto py (si
es que pertenece a C') y los puntos de CNTY. Estos, ciertamente, no son suaves,
pero sucede que son regulares, pues la ecuacién de W5 nos da que

= (y?+ay —a)r' + (a31y — as,1 — ag 2’ )7,
por lo que
(m, 7' y"% + a1y —az) = (7', 4% + a1y — az).

Esto significa que cualquier ideal maximal que contenga a este ideal esta
generado por dos elementos (7' y un factor irreducible de y"? + a1y’ + as), luego
es un punto regular.

En definitiva, si v(A) = 2, concluimos que W es regular, y su fibra cerrada
es de tipo Iy o Iy, segtiin si C'NI'; consta de dos puntos racionales o de un
punto doble. (En el primer caso, al tener un punto racional, la cénica C ha de
ser isomorfa a P}.) Esto prueba el caso n = 2 del paso 2.

Supongamos ahora que v(A) > 3 o, equivalentemente, que ag2 = 0y que C
tiene a p; como dnico punto singular, que es, a su vez, el tinico posible punto
singular de W. Ahora bien, la congruencia anterior muestra que v(A) =3 siy
sélo si 7 t ag, en cuyo caso ag,2 = em, donde € es una unidad en D, por lo que
la ecuacién de Wi permite despejar 7 y muestra que m € (x1,y1), lo que a su
vez implica que p; es regular en W, luego W es regular. La fibra es de tipo I3
o I32, segin que las raices del polinomio T2 + @, T — @ estén o no en k. Esto
prueba el caso n = 3 del paso 2.

Supongamos ahora que 7 | ag (0, equivalentemente, que v(A) > 4) y vamos
a calcular la explosién de W con centro en p1. Es suficiente calcular la explosion
de W;. Podemos expresarla como uniéon de tres abiertos afines, Wy, Wis v
Wis. El primero es el espectro de D[zy,y1,x1/7, y1/7] = D[xa,y2], donde los
generadores satisfacen la ecuacién

2 2.3 2
Yo + a1T2Y2 + ag2y2 = M5 + a2X5 + a4,2T2 + a6 4.

El segundo es el espectro de Dlx1,y1,y1/x1,7/x1] = Dlx1,y}, 7], cuyos
generadores satisfacen las ecuaciones

12 / / / / 12 !
Y Fary; T agym =71x; +ag +ag2m +agam, m=T17.
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Por 1ltimo, el tercero es el espectro de D[x1, y1,21/y1,7/y1] = Dly1, zy, 7",
cuyas ecuaciones son

1+ (111‘11 + a3’27r” = 7T£L‘I13y1 + a2$/12 + a4}27r” + a6’47r", ™= ylﬂ'//.
Ahora bien, Wiy NWi3 = D(r”) y Wia N W33 = D(a)) en W3 y la ecuacién

muestra que V (2}, ") = @, luego W13 C Wi U Wiy y esto nos permite pres-
cindir de Wis.

Observemos ademads que la fibra cerrada Wiy es la cénica de ecuacion
2, = - -2 = -
Y5 + a1T2Y2 + A3,2Y2 = G225 + Q4,222 + G6 4.
Si igualamos sus derivadas a 0, obtenemos el sistema de ecuaciones
—202w2 + A1y2 — G4,2 = 0,

122 + 2y + az 2 =0,

cuyo determinante es by # 0. Si la solucién es (@, 3), el cambio de variables
X = X'+7%a,Y =Y’ +723 en la ecuacién original nos permite suponer desde
aqui que a3z 2 = @42 = 0. En definitiva, tenemos:

2 _ 2.3 2
Wi y5 +a172y2 + asoys = m°x5 + axxs + a4222 + a6 4
2, = 2 -
Wits y3 + G1%2Y2 — G275 = Ge,4
Wis Y2 +ay) + asz oy =TT + ag + asom + a6747r'2, o =7

2

12 — / - 12 __ = !
Wias yi° + a1y — Geam’® = G2, a1 =0

La fibra Wiis es una cénica afin (tal vez reducible) que sabemos que se
ha de contraer a p;. Para analizar Wi observamos que un ideal primo de
DIz, y, 7] que contenga a m ha de contener a 21 0 a ', lo que a su vez implica
que contendra a uno de los ideales siguientes:

Il = (7T,7T/, y? + alyll - a2)a

12 / 12
I = (7, 21,y +a1y) —az — a6 4T )-

Teniendo en cuenta la relacién entre las coordenadas de los dos abiertos:
/ !
Ty =Tom, Yy = yo/x2, T =1/w9,

es facil ver que la cénica afin V(I3) se corresponde con Wi, de modo que la
unién de ambas es una cdénica proyectiva Co, que se contrae a p; por la explosion.
De hecho, se cumple que C5 es la fibra de py, porque la cénica afin C; = V(1)
se corresponde con la cénica C N W;. En efecto: si el polinomio 72 + a1T — as
es irreducible en k[T, entonces I; es un ideal primo que, teniendo en cuenta
la inclusién D[x1,y1] C D]x1,y],7'], contiene a los generadores de C, luego su
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imagen por la explosién tiene que ser C' o bien el punto p;, pero este segundo
caso no puede darse, ya que I; no contiene a x1, pues

D[xlayj/bﬂ-l]/ll = k/[X]?

donde k' = k[T]/(T? + a1 T — as) y el isomorfismo hace corresponder z; — X.
Si el polinomio es reducible, el argumento se adapta cambiando k' por k e I
por cada uno de sus dos primos minimales.

Observemos ahora que C; N Cy = V (m, 21,7,y + a1y} — az) estd formado
por dos puntos racionales distintos o un tnico punto de grado 2 sobre k. Mas
concretamente, se da el primer caso si C; (o, equivalentemente, C') es reducible
y el segundo si es irreducible. Las ecuaciones de Wi, muestran que

(7T7$1a7‘—,>y112 + alyll - a’2) = (371,71'/),

y esto implica que los puntos de la intersecciéon son regulares. En particular,
todos los puntos de C; son regulares en la explosién. Consideremos ahora Cl.
Si tiene un punto geométricamente singular, ha de estar en Cy N W7y, ya que
WinNWip=D(n') y

CNWia 2 Esp(k[Y, Z]/(Y? + a1 — @z — Gs42?)).

Si esta conica tuviera un punto geométricamente singular en V(z), seria
un punto racional de la forma («,0), donde « serfa una raiz del polinomio
T? +a,T — @y y de su derivada, lo cual es imposible.

Asi pues, Cy tiene a lo sumo un punto geométricamente singular, lo cual
sucederd si y sélo si ag 4 = 0, y en tal caso serd el punto racional (0,0) de Wi,
es decir, el ideal py = (7, 22, y2). Tras el tltimo cambio de variable, tenemos la
congruencia

A = —b3bg = —b3ag (méd 7°),

por lo que v(A) = 4 si y sblo si Gga # 0, si y sélo si Ca es geométricamente
regular, lo cual implica a su vez que la explosion es regular. Si C es reducible,
entonces Cy 2 P}, luego la fibra cerrada consta de cuatro componentes irredu-
cibles de tipo I4. Por el contrario, si C; es irreducible, la fibra es claramente de
tipo I4 2. Esto prueba el caso n = 4 del paso 2.

Supongamos ahora que v(A) > 5, con lo que G4 = 0y Cs tiene a py como
Unico punto singular. La congruencia anterior prueba que v(A) =5 si y sélo si
7% { ag, con lo que ag 4 = em, donde € es una unidad de D, y la ecuacién de Wi
nos permite despejar 7 para probar que pa = (22, y2) es regular en la explosion,
luego ésta es una superficie aritmética. Observemos que Cy es reducible (en k)
si y sélo si lo es C, por lo que la fibra cerrada tiene la estructura de I5 si las
cénicas son reducibles y de I5 2 en caso contrario. Esto prueba el caso n =5 del
paso 2.

Supongamos ahora que v(A) > 6, con lo que 7® | ag. Ahora tendriamos
que calcular la explosion de Wi; con centro po. Ahora bien, la ecuacion de Wy
es idéntica a la de Wi salvo que la primera tiene 77:1:‘;’, as.1, a4,1, 66,2 donde
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la segunda tiene w23, a3z, a4, ag,4. Todo lo que hemos razonado desde el
célculo de la explosién de W sigue siendo valido en general si partimos de una
ecuacion
%2 + a12:y; + a3y = Wili? + aﬂ? + Q4,:T; + a6 2i-
Asi, por induccién probamos que, cuando v(A) = n, la fibra cerrada del
modelo regular minimal de E/K es de tipo I, o I, 2, segin si el polinomio
T? + a,T — @ tiene o no sus raices en k. Esto termina la prueba del paso 2.

9.4 Los pasos intermedios

Paso 4 A partir de aqui suponemos las hipétesis acumuladas hasta el paso 4,
pero no su hipdtesis local, concretamente, tenemos que

2
™ | ai,az,as, ayq, ™ | a67b67b8'

Podemos enlazar con lo dicho al final de la seccién 9.2. En particular, tene-
mos la explosion W, cuya fibra cerrada consta de la recta I'; y de la cénica C,
que en el abierto W, tienen ecuaciones

/ 12 — /! P / — 12
m =0, Yo+ az Y —agm —agem . = 0.

Su interseccién es el punto racional p = (7, y’, 7). Notemos que es regular
en W, pues la ecuacién de Wy implica que 7 € (3, ), por lo que p = (¢/, 7).

Ahora consideramos la hipétesis local del paso 4, a saber, que 72 { ay, de
modo que a4 # 0. Esto implica que C es geométricamente regular (las de-
rivadas de la ecuacién de C tanto en W; como en W5 no pueden anularse
simultdneamente), luego todos los puntos de la fibra cerrada de Wy son suaves
en W excepto p, luego W oes regular.

Por otra parte, la cénica C es irreducible (por ejemplo, porque de la ecuacién
de CNW; podemos despejar 1, lo que se traduce en que CNW; = Al). Como
tiene un punto racional, esto implica que C' = P;. Por tltimo, en el anillo O¢
se cumple que

12

! y !
T o= €
—a3,1y + G 27 + G41 )

luegop = (y') yI'1-C =i, (I'1,C) = vy (7') = 2. Con esto podemos afirmar que
&/S es W/S, y que la fibra cerrada es de tipo III. n

Paso 5 Suponemos ahora que 2 | ay, de modo que a4 = 0. Ahora la cénica
C es (en Wa):
Yy +asay'n —agem’® = 0.

La condicién local 72 { bg = m2(a3 | + 4ag2) equivale a que el discriminante
del polinomio Y2 + a3,1Y — ag,2 sea no nulo, luego la cénica se descompone en k
en producto de dos rectas distintas entre si y distintas de 7’ = 0, y todas ellas
se cortan en el punto p, que ya hemos visto que es regular en Wj. Nuevamente,
la explosion es suave y la fibra cerrada es de tipo IV o IVs. n
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Paso 6 Por las hipétesis acumuladas tenemos que 7 | ay,as,as, 72 | a4, ag.
Ahora estamos suponiendo que

Y24 az Y —ago = (Y —a)?,
para cierto a € D, de modo que
az1 +2a =0 (méd 7), ag2 + a? =0 (méd 7).
Hacemos el cambio de variables Y/ =Y + amw, con lo que @} = a4, af, = as,
aly = maz 1 + 2ma = 0 (méd 72),

ay = 7r2a472 - 7r2aa172 =0 (méd 7?),

2

ag = ag — Taaz — m2a’ = 12 (ag 2 + a?) — an*(az; + 2a) =0 (méd 7).

Ahora la fibra cerrada de Wo consta de una recta simple I'y, que en W5 tiene
ecuaciéon 7' = 0, y una recta doble I'y, que en W5 tiene ecuacién 2 = 0 y en
Wi es y? = 0.

Los puntos de T'; son suaves excepto el punto p = (7,y’, 7’), donde corta a
I'y, el cual, no obstante, es regular, segiin hemos visto al principio de la seccién.
Asi pues, Wy sélo puede tener puntos singulares sobre la recta doble I'y. Més
concretamente, la ecuaciéon de Wi implica que

. Y1 +a1x1 +as1
T3 4 as 123 + a4 271 + ag 3

Yi,

de donde se desprende que Wi es regular® en todos los puntos de 'y = (7,91)
que no estén en V (7, y1, 23 + a271x% + a4 221 + ag3), es decir, salvo a lo sumo
en tres puntos. Notemos ademds que el inico punto de I's que no estd en Wy
es el punto de To NV (n') C T'1, que es p, v ya hemos destacado que es regular.

Vamos a calcular la explosién de la recta completa I';. Notemos que estd
completamente contenida en Wy, por lo que podemos calcular simplemente la
explosién W de Wy. Ahora bien, hemos visto que I'y es regular salvo a lo sumo
en tres puntos de Wi, y la propiedad d) tras la definicién 5.12 implica que la
explosién es un isomorfismo sobre la antiimagen del complementario de dichos
puntos. Por consiguiente, no es necesario calcular la explosiéon de Ws, pues
su fibra cerrada constara al menos de dos componentes, a las que seguiremos
llamando I'y y I's, que se corresponderan con las componentes del mismo nombre
en Ws, la primera serd una recta simple y la segunda una recta doble, y ambas
seran regulares salvo quizad I's en a lo sumo tres puntos, donde puede cortar a
nuevas componentes irreducibles,® pero éstas nos las encontraremos al estudiar

4El argumento completo es el siguiente: como D[z1,y1]/(m,y1) = k[T], que es un do-
minio de ideales principales, un ideal maximal P8 que contenga a I's ha de ser de la forma
(7,91, P(x1)) ¥y, como 7 € (y1), de hecho es igual a (y1, P(x1)), luego tiene dos generadores y
esto implica que Oy, g es regular.)

5En virtud de la misma propiedad d), el hecho de que, en efecto, vamos a encontrar tales
componentes, demostrard que, ciertamente, I'2 es singular en tales puntos.
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la explosién de Wi. Ademads, la explosion de Wa serd regular en todos los puntos
salvo quiza en los de las componentes “nuevas”, cosa que, de nuevo, podemos
estudiar desde Wj.

Por el mismo motivo, podemos predecir que al calcular la fibra cerrada de la
explosion de Wi nos encontraremos una componente irreducible doble I'y C Wy
y tal vez otras mas que se contraigan a puntos de I's C Wj.

En efecto, la explosién de centro (m,y;) estd determinada por dos abiertos
afines, Wi; y Wiy, El primero es el espectro del dlgebra D[zy,y1,y1/7] =
DIz, ys], cuyos generadores satisfacen la ecuacién

2 3 2
TYs + a121Y2 + a3,1Y2 = 7 + 62127 + a42T1 + a6,3-

Por otra parte, Wis es el espectro de D[xy,y1,7/y1] = D]x1,y1, 7], cuyos
generadores cumplen las ecuaciones

/ 3,/ 2_1 / /
YT =T, Y1+ a121 +a31 =TT + 21T + A4 2217 + Q6,37 -

Como podemos despejar y;, podemos eliminar este generador, y los otros
dos cumplen la ecuacién

3 2 2 / !
(CCl +CL2,1.’E1 +a4,2:c1 +(1673)7T = a1x1T +a3,17r + .

Para referencias posteriores destacamos las ecuaciones de ambos abiertos y
las de sus fibras cerradas:

Wi wy3 +aziys + as1y2 = zi + (12,133% + a4,2T1 + a3
Wlls P(J?l) =0

Wia (IE‘;’ + ag’l.’lﬁ% + ag2r1 + a6,3)7r’2 =aq 1 + a3,17r’ +
W12s P(xl)ﬂ'/2 = 0

Aqui P(T) es el polinomio definido en el enunciado del paso 6, aunque de
momento no suponemos nada sobre sus raices.

La relacién entre ambos sistemas de coordenadas es que ' = 1/y,. Mds
concretamente, esto significa que Wi; N Wiy es D(y2) en Wip v D(n') en Wia,
y la relacién indicada determina el isomorfismo entre ambos abiertos que se
corresponde con la identidad cuando se considera a ambos como subesquemas
abiertos de W'.

Observemos ahora las fibras cerradas. Es claro que Wiy, tiene tantas com-
ponentes irreducibles como divisores primos distintos tiene el polinomio P(T),
las cuales se corresponden a través del isomorfismo natural con otras tantas

componentes irreducibles de Wis, pero éste tiene una mas, a saber, la recta
doble (7, 7).

Tal y como habiamos predicho, vamos a comprobar que las componentes
irreducibles de W71, se contraen a puntos de I's. En efecto, cada una de ellas
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es de la forma P = (7, Q(z1)), donde Q(T') es un factor irreducible de P(T)
en k[T]. El homomorfismo k[x1,y1] — k[z1,y2] que induce la restriccién de la
explosién a las fibras cerradas cumple y; — mys = 0, luego la antiimagen de B
contiene a (Q(x1),y1), que es un ideal maximal de k[z1,y1]. Asi pues, la imagen
de ‘B es ciertamente un punto cerrado en I's.

Como la propia recta doble I'; ha de tener una antiimagen y no tiene ninguna
en Wi1, su antiimagen ha de ser la recta doble (7, 7’), lo cual implica a su vez
que ésta tiene que identificarse con (un abierto de) la recta correspondiente en
la explosién de W5 y que habiamos llamado también I';. Con esto tenemos ya
una descripcién completa de la fibra cerrada de W':

______ . 1 e e §
b r \H b \H P
— 1 1
Wa Wi Wi Wy
I3
2 [ oo o .
Iy p Iy p I P m
Tr '
W, W, Wo W,

Al igual que en W, la fibra cerrada contiene una recta I'y cuya imagen en
W recorre toda la fibra cerrada W, y esta recta corta a una recta doble I'
que se contrae al punto singular de W,. Pero en W' tenemos nuevas componen-
tes irreducibles que se contraen a puntos de I'y en W. Estas componentes son
las asociadas al ideal (w, P(x1)), y su nimero depende de las raices del polino-
mio P(T). El andlisis de estas componentes lo llevaremos a cabo en los pasos
siguientes del algoritmo.

Para terminar la descripcién general de W’ observamos que todos los puntos
de T's son regulares, pues la ecuacién de Wiy muestra que 7 € (7).

Bajo la hipétesis local del paso 6, es decir, que P(T) tiene tres raices simples®
en k, es inmediato que la fibra cerrada de Wj; consta de tres rectas simples
isomorfas a A}, o de dos rectas simples isomorfas a A} y A},, respectivamente
(donde &’ es una extensién cuadrética de k), o bien de una recta simple A},
(donde E'/k es una extensién cibica), segiin que P(T) tenga sus tres raices en
k, tenga una en k y dos fuera de k, o tenga las tres fuera de k. En cualquiera
de los tres casos, sus puntos son suaves excepto los puntos en los que las rectas
cortan a I'y, pero ya hemos visto que éstos son regulares, luego W' es regular y
tenemos las configuraciones I, 1§ 5, Ij 3. (Notemos que las clausuras en W’ de
las rectas afines que hemos encontrado han de ser rectas proyectivas, isomorfas
a P oP )

6En la préctica, esto equivale s que 7 no divida al discriminante
A(P) = 77 5%(—4a3a6 + a%a? — 4a3 — 2702 + 18a2a4a6),

que es una condicién facil de comprobar.
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Paso 7 Supongamos ahora que P(T) tiene una raiz en k de multiplicidad
mayor que 1. Dicha raiz ha de estar necesariamente en k, porque es raiz de
P(T) y de su derivada, luego su polinomio minimo tiene grado 1. Por ejemplo,
si cark # 2,3, al dividir un polinomio T2 4 bT? + 2T + d entre su derivada
obtenemos:

T3 +bT% + ¢T +d = (3T + 2bT + ) (1T+ 1b) + (gc— 2172>T+cl— Lpe.
3 9 3 9 9
Si el resto es nulo, entonces la derivada ha de tener una raiz doble, ya que si
tuviera dos raices simples distintas, el polinomio de partida tendria dos raices
dobles, lo cual es imposible. En tal caso, el polinomio tiene una raiz triple, y
serd la rafz del cociente, luego es r = —b/3. Si el resto es no nulo, entonces no
puede ser constante, y concluimos que

_ be — 9d
" e —ap2

Si cark = 2, el resto ha de ser 0, aunque esto no significa que la raiz sea
triple. La derivada es T? + ¢ = (T + /¢)?, donde \/c € k porque suponemos
que k es perfecto, y ésta es la raiz buscada.

Si cark = 3, la derivada es 2bT + ¢, luego r = ¢/b, salvo que b sea nulo, en
cuyo caso también ha de serlo ¢, y concluimos que el polinomio tiene una raiz
triple r = —V/d € k.

El cambio de variable (en la ecuacién de Weierstrass original) X = X' + 7rr
hace que m | a} 5, 7 | ag 3 0, lo que es lo mismo, que P(T) = T? + a1, T2, de
modo que la raiz multiple es ahora 7 = 0. En resumen, a partir de aqui tenemos
que

7| ai,as, 7 |az, 7 |as, 7| ag.

Ademss, la condicién local del paso 7 (que la raiz sea doble y no triple)
equivale a que 72 { ap. Terminaremos este paso en la seccién siguiente, de modo
que el paso 8 enlazara con este punto.

9.5 Conclusién del paso 7

Suponemos a partir de aqui que 72 { aa, con lo que la fibra cerrada de w’
tiene una componente doble I'y que corta a dos componentes simples I'; y I's,
asi como a otra componente doble I'y, que es la tinica que puede contener puntos
singulares. Concretamente, la ecuaciéon de Wy1 muestra que

2
7+ 02121 + Qa2 — A1Y2 .

2 1,
Y5 + as oy — ag.4

por lo que todos los puntos de I'y = (7, 1) son regulares en W salvo a lo sumo
los de V (m, z1, y% + as2y2 — ag,4). Por otra parte, el inico punto de I'y que no
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estd en Wy es Ty NV (1) C (m,7') = 'y, es decir, se trata del punto I'y N T,
que es regular porque todos los puntos de I's lo son.

Vamos a calcular la explosion de centro I'y. Observemos que I'y se contrae
a un punto de I'; que estd en Wy, luego I'y estd completamente contenida en la
antiimagen de Wy, que es W11 UWi5, de modo que no necesitamos considerar la
explosién de Wy. Ahora bien, por el mismo argumento empleado anteriormente,
basta calcular la explosién de Wi;, pues podemos asegurar que Wios constard
de tres componentes irreducibles I's, I's y 'y, que se corresponderan con las del
mismo nombre en Wiy, y tal vez algunas més, que sélo pueden cortar a I'; en a
lo sumo dos puntos y que nos las encontraremos al estudiar la explosién de Wi;.
Ademas, todos los puntos de la explosién que no estén en Wi serdan regulares.

Por otra parte, también podemos afirmar que Wn debe contener dos com-
ponentes que se correspondan con I's y 'y, y tal vez otras que corten a I'y en
sus puntos singulares. En efecto, W71 es unién de dos abiertos, W11 y Wiis. El
primero es el espectro de D[z1,ys2,x1 /7] = D]xa,ys], mientras que el segundo es
el espectro de D[x1,y2, 7/x1] = D]x1,y2,7']. Las ecuaciones son las siguientes:

2 _ 2.3 2
Wiin  y5 + a122y2 + azoys = x5 + a5 + ag42T2 + a6 4

2, - -
Wiis Y5 +a32y2 — s =0

I 2,/ /.2 /
W112 rm =, Yam +a1y2+a3,2y27r =7 +a271x1 +a472+a6,47r

Wites 17 =0, (Y3 +a32y2 — Ge.4)7 = x1(21 + d2,1)

La fibra cerrada Wijas se descompone como V (I1) UV (Iz) UV (I3), donde
I = (m,21,7), L= (mn" 21 +a21) Iz=(m o1,Y5 +az2y2 — aga).

Las componentes irreducibles de V' (I3) se contraen a puntos de I'y, pues si P
es un ideal primo de D[z1,ya, 7] que contiene a I3, su antiimagen en D[z, yo]
es un ideal primo que contiene a J = (m, x1,y3 + a3 2y2 — ae.4), pero el espectro
de D[z1,yz2]/J es finito (tiene a lo sumo dos puntos).

Puesto que Wiy; N Wy es el abierto principal D(7') en Wiia, es claro
que dicha interseccién es precisamente V(I3) N D(7’), es decir, V(I3) menos
los puntos de corte con V(I1). Por otra parte, V(I1) y V(I2) son dos rectas
isomorfas a A}, luego, teniendo en cuenta lo que ya sabemos, podemos asegurar
que son las antiimégenes de 'y y I's respectivamente. (Es facil ver que ésa es la
correspondencia correcta y no la contraria.)

ry I's Iy I's En resumen, la situaciéon es la que indica la

figura, en la que hemos pasado a llamar I'; y 'y

— I — a las rectas V(Iz) y V(I1) de Wyja, respectiva-
mente. En particular, podemos afirmar que I's

Wit Wiio Wiy tiene multiplicidad 1 en Wi15 y 'y tiene multi-

plicidad 2. Sin embargo, ahora los puntos de I'y
son regulares en Wiig, ya que, si ‘B contiene a I'y, en Og se cumple que

2
_ Yyt a12T1Y2 + a3 2Y2 — 44371 — G4 o
T1+ 621

/
I y T =X17T .
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r, Tsly Teniendo en cuenta el andlisis previo de la explosién de
Wis, en total tenemos que la fibra cerrada es como indica
la figura, y todos sus puntos son regulares salvo quiza los
de Wha1. Si el polinomio T2 + asz 2T — Gg.4 tiene dos raices
distintas en k, entonces Wiq1 estd formado por dos rectas
isomorfas a A} o bien a una tnica recta simple isomorfa a A},, donde k" es una
extension cuadrdtica de k. (Al afiadir los puntos de Wij; tenemos P} o Pj/.)
En particular, todos los puntos son suaves excepto los de la interseccion con I'y,
que ya hemos visto que son regulares. Por consiguiente, la explosién es regular
y tenemos una fibra cerrada de tipo Ij o I7 5.

Si, por el contrario, T? + a3 2T — dg 4 = (T — @)?, entonces W12 consta de
una tnica recta doble I's C Wiy3 U Wi1e. La traslacién Y/ = Y + 72a en la
ecuacién de Weierstrass original nos da ahora que 72 | ag, 7 | ae.

El razonamiento habitual nos muestra que I's puede tener a lo sumo un par
de puntos singulares contenidos en Wi11, por lo que, a la hora de calcular la
explosion de I's, basta considerar la de este abierto. En Wiy la recta I's es
(m,y2), y las ecuaciones de la explosién son:

2 _ .3 2
Wiin Y5 + a122y3 + asoys = 75 + a2,175 + a4,3%2 + a6 5
T N o
Witiis 2,125 + 4322 + @65 = 0

/ ! !/ ! /
W1112 (W.’E%W + (LQJLE%W + Q4,327 + ag 5T — A1T2 — a3,2)7r =T

9 - _ 2 _
Witi2s  (G2,125 + Ga 322 + dg5)7'° =0

Es inmediato comprobar que la recta doble (7, 7’) de Wi112 se corresponde
con ['5, pero que ahora todos sus puntos son regulares. La otra parte de la fibra
cerrada consiste en una o dos rectas que se contraen a uno o dos puntos de I's.

Si el polinomio &2,1T2 + a4 3T +ag 5 tiene dos raices distintas en k., entonces
tenemos una o dos nuevas componentes geométricamente regulares, luego todos
sus puntos seran suaves en la explosion salvo los puntos de interseccién con I's,
que, no obstante, ya sabemos que son regulares. En definitiva, hemos llegado a
un modelo regular y la fibra cerrada es de tipo I3 o I3 5.

La alternativa es que el polinomio tenga una raiz doble a1 (T — @), en
cuyo caso, la traslacién X = X + am? en la ecuacién de Weierstrass original nos
da que 7 | a4, 7% | ag. Ahora sélo tenemos una componente nueva, I's, con
multiplicidad 2. El tnico punto de I'g que no estd en Wyy11 es su interseccién
con I's, que ya sabemos que es regular, y en Wi11; tenemos que I'g = (7, z2) y

T2 + A2,1%2 + A4,3 — A1Y3 .

P} 2
Y3 + a3 3ys — g6

de donde se sigue que I'g tiene a lo sumo dos puntos singulares y, por el razo-
namiento habitual, para calcular su explosion basta estudiar la de Wy111. Las



290 Capitulo 9. El algoritmo de Tate

ecuaciones son:

2 _ 2.3 2
Wit y3 + a123y3 + az3ys = m°x3 + a2x3 + 44373 + de 6

2, = S
Wits Y35 +@3,3y3 —age =0

Witz @’ =7 Y37 + a1ys + as sysm = 723 + az 122 + as 3 + ag e

! _ 2 = ! _ =
Witiies 2om =0 (y5 + a3,3Yys — ae,6)m = G2,1%2

De la relacién m = xom’ en Wia112 deducimos que todos los puntos de la
recta doble T'g = (m,29,7") = (7, 7’) son regulares en la superficie, por lo que
podemos restringirnos a Wis111. Si el polinomio T2+(_13,3sz_1676 tiene dos raices
distintas en k, concluimos que la superficie es regular y que su fibra cerrada es
de tipo I3 o I3 5.

Si, por el contrario, T? + a3 3T — ass = (T — @)?, el cambio de variables
Y =Y’ + 72a nos da que 7* | az, 77 | ag, con lo que tenemos una recta doble
I'7 de ecuacién y3 = 0.

Ahora observamos que la ecuacién de Wi1111 es idéntica a la de Wiy salvo
por los subindices, por lo que al calcular la explosiéon de I'; obtendremos ecua-
ciones analogas a las de Wy111 y Wh112, y entramos asi en un proceso ciclico que
sélo se detiene si en algiin momento llegamos a una superficie regular con fibra
de tipo I} o I} 5.

El proceso ha de detenerse tras un numero finito de pasos, pues cada dos
pasos v(a3) y v(as) aumenta en una unidad y v(ag) aumenta en dos unidades,
lo que implica que v(by) aumenta en una unidad, v(bg) y v(bs) aumentan en dos
unidades y v(A) aumenta en dos unidades, pero todos los cambios de variables
dejan invariante a A, luego el proceso ha de terminar en un méximo de v(A) —6
pasos (porque al inicio del paso 7 podemos asegurar que v(A) > 6).

Si cark # 2, podemos refinar los cdlculos y asegurar que n = v(A) — 6.
En efecto, vamos a calcular v(A) a partir de los datos que tenemos cuando
alcanzamos una fibra de tipo I} y vamos a ver que es precisamente v(A) = n+6.

A lo largo de todo el proceso tenemos que v(ai) > 1y v(az) = 1, lo que nos
da v(be) = 1. En cuanto a las demds constantes, varfan como indica la tabla
siguiente (que contiene cotas inferiores de la valoracién en cada una de ellas):

n | az a4 Qg b4 bg bg A
112 3 4 3 4 5 7
213 3 5 3 5 6 8
313 4 6 4 6 7 9
414 4 7 4 7 8 10

Del algoritmo se desprende que empezamos con v(az) > 2 y que la cota
aumenta una unidad al pasar de n impar a n par, mientras que v(aq) > 3 y la
cota aumenta una unidad al pasar de n par a n impar. Por su parte v(ag) > 4
la cota aumenta una unidad en cada paso, luego v(ag) > n + 3.
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A partir de aqui podemos razonar inductivamente lo que le sucede a las
demads constantes en cada paso. Por ejemplo, como by = 2a4 + aqas, se sigue
inmediatamente que empieza con v(bs) > 3 y que la cota aumenta una unidad
cada dos pasos. También es facil ver que v(bg) > 4 y que la cota aumenta una
unidad en cada paso, por lo que v(bg) > n + 3.

El punto maés delicado es el andlisis de bg. Antes de entrar en él observemos
que, segun el algoritmo, alcanzamos la fibra de tipo I} cuando el polinomio
T2 + as 2T — Gg.4 tiene raices distintas en k. es decir, cuando 7 1 a§’2 + 4ag,4 0,
equivalentemente, cuando v(a3 + 4ag) = 4. La condicién es andloga para todo
n impar aumentando una unidad cada vez el segundo subindice de a3z > y dos
unidades el de ag 4. En definitiva, se alcanza la fibra I} con n impar siy sélo si

v(ai + 4dag) =n + 3.

La condiciéon para n = 2 es que el polinomio &2,1T2 + aq3T + G5 tenga
discriminante no nulo, es decir, v(a? — 4asag) = 6, y este valor se incrementa
dos unidades cada dos pasos, luego la condicién general para n par es que

v(a? — 4azag) = n + 4.
Ahora observamos que
2 2 2 2 2 2
bs = ajag — ajazaq — ay + az(a3 + 4dag) = ajag — ajazaq + asai — (ay — 4asag).

Se comprueba ficilmente que, para n impar, todos los sumandos de la pri-
mera expresion tienen valor > n 4+ 5, mientras que el dltimo tiene valor exac-
tamente n + 4, por lo que v(bg) = n + 4. Si n es par llegamos a la misma
conclusién con la segunda expresion. Asi pues, cuando alcanzamos la fibra de
tipo I;; (o I} 5) se cumple que v(bg) = n + 4.

A su vez, se comprueba facilmente que todos los sumandos de

A = —b3bg — 8b3 — 27b2 + babybg

tienen valor > n + 7 excepto el primero, que cumple v(b3bg) = n + 6, por lo que
v(A) =n+6.

9.6 Los pasos finales
Paso 8 Las hipotesis acumuladas hasta aqui son:
™ | ay, 7T2 | az, as, 7T3 | a4, 7T4 | ae,

de modo que ahora P(T) = T3. Volvemos a la situacién del final de la sec-
ciéon 9.4, de modo que tenemos la superficie W’, determinada por los abiertos
W11 y Wis. Ahora la fibra cerrada consta ahora de una recta simple I';, una
recta doble I's y una recta triple I's, dada por x; = 0. Los razonamientos
iniciales del paso 7 siguen siendo vélidos en este caso (teniendo en cuenta que
ahora no existe la componente simple que alli llamédbamos I's, sino que la I';s
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del paso actual se corresponde con la I'y del paso 7). Asi, resulta que la fibra
cerrada puede contener a lo sumo un par de puntos singulares, a saber, los del
cerrado V (m, 21,3 + as2ys — ag.4) C Wiy.

I'y I's F3| F3| Fl?
-"fg- 2 ) ‘ 2T - ‘ 2T
3 3 2 3 2
Wy Wi Wi Wé

Vamos a calcular la explosion de centro el ideal I = (7, x1, y% +asays—as4).
Podemos trabajar inicamente con el abierto W7;. Por simplificar la notacién,
llamaremos t = y3 + a3.2Y2 — ag,4. La explosiéon Wi; es unién de tres abiertos
afines, Wi11, Wii2 y Wiis. El primero es el espectro de D[z, y2, 7/t x1/t] =
Dlys, 7', x}]. Para calcular las ecuaciones de sus generadores partimos de la
ecuacién de Wyq:

3 2
wt = x7 + ag1x7] + Tag 31 — WA 1L1Y2,

sustituimos m = 7't, zy = 2t

7't? = 233 + ag P 4 agz2) 7t — ay 12yt
y dividimos entre t2:

/ / 13 2 !t / /

mt=m, ® =x7t+ anxy +as301T — a1 1TY27 .
3 : 1"

Similarmente, W112 es el espectro de D[z1,ye, 7/x1,t/x1] = Dl[x1,y92, 7", 2].
Sustituimos m = z17”, t = x12 en la ecuacién de W17 y dividimos entre x%:

1 " " "
=7, T1z=1, T z=x1+az +as3T — a1 1Y2m .

De la tltima ecuaciéon podemos despejar x1, con lo que nos queda

" " " "
(7"2 — a21 — aa 37" + a1y )" =7,

2 2 1"
(’R’ Z — 21 — Q43T + ai,1Y2m )Z =t.

Finalmente, W13 es el espectro de D[ys, z1/7,t/7] = D[z2,ya, 2], con las

relaciones

/ / 3 2
Zm=t, 2z =m7ry+anr;+ as3r2 — ai122Y2,

que se reducen a
3 2 —y
m(mxy + 2125 + as3%2 — a1,1%2Y2) = L.

En resumen:

Iy ! 03 /2 /! / /
Winn #t=mn, 7 =27t+ a2y +as3277 — a1 127y27

1y / = / = / /3
Wi 7't=0, @'(1—assz|+a127y2) = 2Pt

1 1 1 11
Wiie ("2 — a0 — ag3n” + ar1yon”)n” =7,
1" 1" 1 —
(ﬂ' Z— Q21 — Q43T + G1,1Y2T )Z =t
. "2 __
Wites t=0, (Z —a43+ a1,1y2)7T =0

3 2 —
W113 71'(’/T1172 + a21x2 + (Z473:L’2 — a1,1x2y2) =1
Wiiss t=0
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Analicemos ahora la fibra cerrada. Todo ideal de O(W711) que contenga a w
contiene a uno de los ideales

111 =(7T',J,‘/1,7'('/)7 112:(7T,7T,,t), 1132(7T,t,1—a473m’1—|—a17132’1y2).
Similarmente, en Wi12 tenemos
Iy = (m,7",t), Iy = (m,t,z —as3+a11y2),

y en Wiy3 uinicamente, I3; = (7,1).

Notemos que los ideales que contienen a t son primos si y sé6lo si el polinomio
T? + a3 2T — Gg,4 1o tiene raices en k, mientras que, en caso contrario, si

T2 + dg’QT — G4 = (T — dl)(T — 542),

cada uno de ellos determina dos componentes irreducibles disjuntas, las resul-
tantes de sustituir ¢ por t; = ys — ay 0 ty = Yo — Qa.

También es claro que las componentes irreducibles correspondientes a estos
ideales se contraen a puntos de I's C Wi, por lo que la antiimagen de I's en
la explosién ha de ser el tnico ideal que no contiene a t, a saber, I; ;. Asi
pues, llamaremos también I's a la componente irreducible asociada al ideal I ;.
Sabemos, pues, que tiene multiplicidad 3 en la explosién.

El ideal I;5 determina una o dos rectas disjuntas que cortan a I's en un
punto cada una. Las llamaremos I'y ; y (si existe) I'y 2. Con el ideal I3 hemos
de tener una precaucién: si as,3 = a1,1 = 0, entonces no existe tal ideal, ya que
cumpliria 1 € I13. Esto no es significativo, porque las componentes irreducibles
asociadas a I3 son las mismas que las asociadas a Iss (como se ve al aplicar el
cambio de coordenadas z = 1/x}). Sucede que Wi11 N Wi1a = D(z) en Wiyo,
y si 4,3 = G1,1 = 0 entonces las componentes irreducibles asociadas a Iz2 estan
contenidas en V(z), por lo que no aparecen en Wiyj.

Llamemos T's 1 y (si existe) I's o a las componentes irreducibles asociadas a
Iss v (tal vez) a I13. Notemos que Wi13 N Wii2 = D(x1) en Wiyq, de donde se
sigue que I's ; N W11 C Wiig, por lo que podemos prescindir en todo momento
del ideal I;5. En particular, I's ; N T's = @.

Por 1ltimo, es facil ver que las componentes irreducibles asociadas a I3; son
de nuevo las componentes I's ;. Su expresién en Wii3 muestra claramente que
tienen multiplicidad 1.

s I's En total, vemos que la estructura de la fibra cerrada de
J; la explosion es la que indica la figura, donde hemos repre-
li_l" o, sentado el caso en que existen los dos pares de componentes.
4 Vemos que corresponden a los tipos IV* o IV3, aunque nos
falta comprobar que la superficie es regular y que las componentes I's ; tienen
multiplicidad 2.
Lo segundo es inmediato a partir de la expresiéon de Wyys. Si, por ejemplo,
existe una tinica componente irreducible, entonces la fibra cerrada es isomorfa
al espectro de

K'Y, Z)/(Z = aa3 + a1172)Y?),
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donde k' = k[T]/(T? + a3 2T — Gg.4) € J2 = T. La componente I'y; se corres-
ponde con V(Y), que obviamente tiene multiplicidad 2. Si hay dos componentes
irreducibles, lo mismo es vdlido cambiando k' por k y tomando 72 = @;.

os puntos de I's son todos regulares porque I;; = (x}). Si ‘B es un idea
L tos de T’ tod 1 1 - S deal
primo de O(W111) que contiene a I, o bien contiene a x|, en cuyo caso estd en
I's y ya sabemos que es regular, o en Ow,,, gz se cumple que
12 / /
1 — agezi*t —as3x] +a1177y2 ,
t= T, w=1tm,

13
Ly

lo que implica la regularidad de 3. En particular, tenemos la regularidad de
todos los puntos de I'y ; salvo quiza los que estén en Wi12 y no en Wiy, Ahora
bien, es facil ver que I5; = (7’), lo que implica la regularidad de estos puntos.

En cuanto a I's;, los puntos de estas componentes que estdn en Wiz son
claramente regulares, pues I3; = (7) y, como W11 NWi13 = D(n”) en Wy1a, los
unicos puntos de I's ; que nos falta analizar estdn en I's ; N I'y;, ¥ ya sabemos
que son regulares.

Paso 9 SiT%+a32T —aga = (T — @)?, el cambio de variables Y =Y’ + 12«
hace que 73 | a3 y 7° | ag. Estamos en la misma situacién que al principio del
paso anterior, salvo que ahora la componente I's sélo puede tener un punto sin-
gular, a saber, m = (m,x1,y2). Vamos a calcular la explosién de W11 con centro
m. La podemos expresar como unién de tres abiertos afines que se obtienen,
respectivamente, con los cambios de variables

/ / " /
=Y, T1 = T1Y2, T =TT, Y2 = T1Y2, L1 = T2, Y2 = TY3.

Las ecuaciones son:

/ ’r_ 3 2 ’ot 2
Wi T+ 127 + ag o7 = Yoy + a2127 + A4 37T + A 57 7,
Yo' =T

!/ __ 13 - ! - / ! __
Wins yem’ =0, 3227 + (G437) +ass7')7" =0

/2 / i " "2 " __
Wiie  (my5 + aryh + asoysm’ —as1 — aasn” —agsn’ )" =7
- - 1 "2 __
Wiizs  (Ga3 + agsm”)n"* =0

2 .3 2
Wiz wy3 + a1x2y3 + azoy3z = TT5 + a2,175 + 44372 + de 5

Wiizs Ga3%2 +a65 =0

En Wi115 encontramos tres componentes irreducibles, asociadas a los ideales
primos

Iy = (w2, 7"), Ty =(my2,7), ILiz= (7, y2,a432] + assm).

En Wi encontramos dos componentes irreducibles, asociadas a los ideales
Iy = (m,7"), Ing = (m,a43 +ag 57"), y es facil ver que se corresponden respec-
tivamente con las asociadas a I15 e I13. Por tltimo, W35 es una recta que se
corresponde con las componentes asociadas a I13 e Ias.
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En definitiva, la fibra cerrada de la explosién tiene tres componentes irre-
ducibles, y todas ellas tienen una parte en Wiyj15. Los ideales que contienen
a Yo se contraen claramente a puntos de Wi, luego la componente I's de Wyy
ha de corresponderse en la explosion con la componente determinada por Iy7.
Como de costumbre, la llamaremos también I's, y pasamos a llamar I'y y I'; a
las componentes asociadas a I e I3, respectivamente.

Notemos que la hipétesis local 7 { a4 nos asegura que
I's no coincide con I'y. Es claro que las tres componentes
se cortan en el punto p = (m, 2],y2, 7). Las ecuaciones

Iy s 't de Wi1as muestran que I'y tiene multiplicidad 2 y I's tiene
multiplicidad 1 (y sabemos que I's ha de tener multiplicidad 3). La situacién
es, pues, la que muestra la figura.

Veamos ahora que todos los puntos son regulares excepto a lo sumo p. Como
todos los puntos de W77 son regulares excepto m y la explosién es un isomorfismo
fuera de la fibra de m, tenemos que los tinicos puntos que pueden ser singulares
son los de I'y o I's. Los de I's son suaves excepto p, y las ecuaciones de Wiis
muestran que I = (7”), luego todos los puntos de I'y N W15 son regulares, y
el tinico punto que excluimos asi es precisamente p.

Por consiguiente, ahora hemos de calcular la explosién de W71; con centro
en el punto p = (x},y2, 7).

/

En primer lugar hacemos los cambios y, = 2% vyh, © = 2", sustituyendo
1Y2; 17, Yy

previamente m = yo7’ en la segunda ecuaciéon de Wiy (y dividimos entre x’lg):
12 0 1 11 ror ror M2 12,/ " "2
Ty YT =T, YT +a11T7YoT +a3 3T YT =~ = T1 Yo+ a2 1+a43T +agsm .

Los otros cambios de variables son

! 1 ! 1 ! " __1 n__1
Ty =T1Y2, T =Y2m §y T3 =T1 T, Y2 ="1Y7 .

En total, llegamos a las ecuaciones:

! 1 VAN ) 10112 12,1 1 112
Wi v + a1 21 ysm” + as 32 ysm’e = 2 ys + asy + as 37"’ +agsm’'e,

2Ry = 7w

/1 = 1o = o 12 12,1 = " = 12
Witi1s Yo" + a1127yom" + A3, 321Y57"" = 27°Ys + @437 + Ge 5T 7,

LA

" " " "2 __ 2,113 "2 ", 1 12
Witie 7" + a1127yem” + az 3yem"s = y5a)° + ag 127 + ag 3x{7" + ag 57",
yam" =m
" = " " = "2 _ 2,13 = "1 = 12
Witios " 4 G127 Yo" 4 Q3 3y27"" = y527° + ag zxin"” + ag 57",
yim" =0
1 ", 1/ "1 10 013, 12 1112 "
Wiz yg + a112)'ys 7 + agsysm = yg "1 + ag 177" + as 377" + ag 5,
ygﬂ_/2 =

1 = " 1! -~ 1t I3 12 = " =
Wiiiss y5 + a1127 ys " + a3 sys ' = yo oy °m'° + ay4 327" + ae 5,

y’2’7r’2 =0
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Las componentes irreducibles de las fibras cerradas son las asociadas a los
ideales primos:

! 1 / 1"
111:(7T,m1,7r ), 112:(7Tay277T )7

/ 1 A / "

Iy = (7,93, a43 + agsm"), Tia = (m,21,y5 — as3 — agsm"),
12 1 1 1 1"
Iy = (m, 2y, 7"), Ipp = (m,y2,7"), Ioz3=(m,y2,1—as3x] —assm’),

1 " !/ 1! "

I3y = (7,95, aa32)" +ae5), Iso = (m, 7' y5 —aszz) —aep).

Considerando los cambios de coordenadas entre los distintos abiertos se com-
prueba sin dificultad que las parejas de ideales (I31, I13), (Is2, [14), (I22, I11),
(I23,114) determinan la misma componente irreducible, lo que nos reduce el
nimero de componentes hasta 5 (a las que hay que sumar I'y y 'y, que no estan
en W11, por lo que no apareceran aqui). También es facil ver que las componen-
tes asociadas a I71 e I14 se contraen a p (porque contienen a z, luego también a
a2, y2, 7). Esto nos deja inicamente a I12, I13 e I>1 como posibles antiimdgenes
de I's, I'y y I's. Es facil ver que, concretamente, la correspondencia es

Iy — T3, ILip—Ty4, Iiz3—Ts.

AT Llamaremos I'g a la componente asociada a I;; o
Is | 2 3 2 155 y I'7 ala asociada a I14 0 Iz3. Analizando las unio-
oIl |0y [[s nes de los ideales se ve facilmente que la disposicién
1T de las componentes es la que indica la figura. Falta

6

Iy comprobar que las multiplicidades de I'g y I'7 son las
que se indican (4 y 2, respectivamente). De las ecuaciones de Wij12 se sigue
que
(1 + a112Yys + ag syon” — a2 00 %y5 — as 32y — agsm”) = y3al®,
y la expresién entre paréntesis no estd en Ios (porque médulo Iy es 1 — agza?
y D[xY, ya, 7"/ 22 = k[z]], con z{ trascendente sobre k). Por consiguiente, en
Or,, se cumple que Isz = (y2), luego vry(y2) = 1y vpg(7”) = 2, lo que a su vez
implica que vr, (7) = vr, (y37") = 4, y esto es la multiplicidad de T.
Para I'; tenemos que

" /" " 2,13 112 " " 112
(1 — as37] —aesm" ) = ya2]” + ag17]” — a1127yem" — az 321",
donde el miembro derecho estd en Io3 y ' ¢ Io3 (pues en caso contrario el ideal
serfa maximal). Esto implica que vr,(y2) = 1, con lo que la multiplicidad es
_ 2,11\ __
vr, (1) = vr, (yam") = 2.

Por 1ltimo, vamos a comprobar que todos los puntos son regulares salvo
quizd el punto de interseccién de I'g y T'7. (Como la explosién es un isomorfismo
fuera de la fibra de p, sabemos que un punto singular ha de estar necesariamente
en I's UT'7.) La ecuacién precedente lo prueba para los puntos de Wii12. (Un
ideal maximal que contenga a Is2 0 Is3 tendra, en principio, cuatro generadores,
de entre los que podemos eliminar a 7 y también a 7’ o 1 — a4 32) — ag 57"
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siempre y cuando no estén los dos en el ideal.) En W711; podemos razonar igual
con

" ! 1 12 1 !N ! 112
7 (Y — aa3 — a5 ) = XYy + Q21 — Q11T YT — a3 3T1YHT <.

Con esto tenemos cubiertas ambas componentes (sin necesidad de considerar
Wiiis).

Esto nos lleva a calcular la explosion del punto singular. Podemos considerar
unicamente el abierto Wi112, en el cual el punto es q = (y2, 7", 1 — aq 32Y). La

sustitucién

1 2 12
T =y, 1 —as3x] = Y22

nos da las ecuaciones

112 "2

112 "3 "
=27" + a22% Y2 +ap 5T,

" 1"__1
zm + 1,117 + @3.3Y2T

3 __m "
Yo =7, 1—as3x] = Y22.

Es facil ver que la fibra cerrada tiene dos componentes irreducibles, asociadas
a los ideales

" 12 1
Iy = (m, 7" 2, y22 — 1), Tio = (m,y2,1 — ag32y).

La primera es I's, mientras que la segunda se contrae a ¢, luego es nueva, y
la llamaremos I's. Observemos que I15 = (y2), mientras que 7' ¢ I15, de donde
se sigue que la multiplicidad de T's es vr,(7) = 3.

La sustitucién
! 1 /1
Yo =4yom , L —ay3x] =27

nos da las ecuaciones

"o 12, 113 "2, 12__1 "1 /AN 1
7' (ys 1° + a2 271 ys ' + a6 5 — a1,177ys — a3 3yom’) = 1 — as 377,

y’227r”3 = .
También tenemos dos ideales:
/ " " " "
I = (7,93, 1 —as32) —agsm"), lop = (m, 7", 1 —ag3z7).
Es claro que el primero se corresponde con I'7, mientras que el segundo es

otra vez I's. Por tltimo, la sustitucién

y2 = (1 —as3zy)yy, 7" =(1—as32))7

nos da las ecuaciones

~ ", 1~ 1" ~2 '
T4+ a2 ysm™ + a3 sys 7 (1 — aqzzy)

3,12 "2, 12 ~ 2 ~2
=27"Yy +ag2ry Yy 7(1 — as3zy) + ae 57,

3?7 (1 — agg2f)’ = .
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Tenemos cuatro ideales:
1~ ~ 1
131 - (7T7y277T)7 -[32 = (7T77T,$1),

1 1 ~
I3z = (7,1 —ag3zy), I3a = (m,y5,1—ags7),
que corresponden a I'g, I's, I's y I'7, respectivamente. (Notemos que si 7 | ag,5
entonces I'7 no corta a este tltimo abierto de la explosién.) Es fdcil ver que su
disposicién es la que indica la figura.

AT Vemos que corresponde al tipo I1T*. Sélo hemos de

27 = 5 3l 2 probar que la superficie a la que hemos llegado es re-

3l [Ty [[s gular. Sélo podria tener singularidades sobre la com-

s — ponente I's, y es inmediato que no los hay, ya que
T's T Ny = (1), oo = (7"), Isz = (1 — aus2Y).

Paso 10 Estamos como al principio del paso 9: ya tenemos calculada la ex-
plosién de Wiy con centro en el punto m. La tnica diferencia es que ahora
la fibra cerrada es algo més simple. En primer lugar, observamos que la fibra
cerrada de W13 es vacia, por lo que podemos olvidarnos de este abierto. Por
otra parte, tenemos que I1o = I3, I3 = I32, por lo que sélo tenemos dos
componentes irreducibles: I's y T'y, ésta con multiplicidad 3 (como se deduce
inmediatamente de la fibra cerrada de Wii2). Sigue siendo cierto que p es el
unico posible punto singular y, al calcular la explosiéon de Wi1; con centro p,
obtenemos las mismas ecuaciones que en el paso anterior, salvo que las fibras
cerradas son también ligeramente mas simples, porque desaparece a4 3.

r, ' |r Al revisar los ideales de las componentes irreducibles
2 observamos que I3 es trivial, asi como que I15 = I13. Los
s\ £ Dsls calculos de las multiplicidades de I'g y I'7 siguen siendo
f}G - validos, y ahora la configuracién es la que indica la figura.

1

El punto q sigue siendo el inico punto singular, sélo que
ahora aparece unicamente en el abierto Wii11, donde es q = (], v5, 7). Las
sustituciones

ro_ "o /i "o~ R~ — "
L1 =T1Y2, T =Yo7, Yo = T1Y2, T = X1, zy = ay'7", yy = yy'n",

dan lugar a las ecuaciones siguientes:

/// 1m0 I 1,02 1112
W11111 —+ aq 1L YT +CL3 3T1Yy T

112 112 " 12 "2 12
= y2+a2,29:1 Y2 + ag 2Py’ + ag s,

112
T y2 =m
12, 11 =~

VAN ) Bad

Witi12 27T + a3y 1961y27T + a3 3] y27r

= x1y2 + aso 29:1 y27r + ay, 433 y27r + ag, 57T

fl Yo =

/// 1", .11 ", 1 //2
Wit113 +ay 11‘1 yy'm" + az37y'yy'm
///2 /// ma2, .1 //2 "2 "3
Yy "+ ag 22"y + ag 427y’ 7" 4 ag 5,

///2y ﬂ_ =
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Dejamos que el lector compruebe que la estructura de la fibra cerrada de
cada abierto es la siguiente: En Wi1111s tenemos

g = (m,2),7"), T7=(max},1- a6757r'”),

FS = (7T7 yIQ’ 7T/N)7 F9 = (7(7 yl25 1- 0'6,57r///)7

en Wii112s tenemos
N~ !~ / " ~
F4 = (ﬂ-7y23ﬂ-)a F8 = (71-"771’77)7 1_\9 = (777'73173/2 —CL675TF),

yen Wiii13s

'z = (valflayéﬁ —ag5), Lo= (7T,7T”73/§” — a6 5).

La disposicion de las componentes irreducibles es
la que indica la figura. Falta comprobar que las multi-
plicidades de I's y I'g son las indicadas. Para ello con-
sideramos la ecuacion de Wyq111 en la forma siguiente,
y observamos que la expresion entre paréntesis no esta

Il en Ts = (m,yh,7""), al igual que zf.
" ", ", 12 11 "2, 12 "2, 13 __11 " "2, 1
(14 a1127Yy + a33T7Y5 T — 2277 Yy — Gaal) Yo T — AT ) = Z1 Yo

Concluimos que I's = (y4) = ("), luego la multiplicidad de I's es

vr, () = vry (2?5 n") = 5.

De paso hemos probado que todos los puntos de I's N W71111 son regulares,
lo cual excluye tnicamente al punto donde I's corta a I'y y I'g, que en Wi1112
es t = (z),y4,7). En cuanto a I'g observamos que

1" "0 I 1", 12,1112 " 1IN 0 !
/ (xl + G22X7 Yo + A4 aTTYs T T — Q11T — A3 3YaT )55192

"o
1 7&6757{ = i s

lo cual prueba que T'g = (y5), con lo que su multiplicidad es
vry () = vr, (27%y5'7") = 4,

y ademdas vemos que todos los puntos de I'g N Wi1111 son regulares, luego la
Unica singularidad de la superficie es a lo sumo t. Dejamos a cargo del lector la
comprobacién de que en la explosiéon de Wiy112 con centro t aparece una ultima
componente I'yy de multiplicidad 6 que nos da finalmente un modelo regular
con fibra cerrada de tipo II*. [

Con esto termina la prueba del algoritmo, pues del paso 11 no hay nada que
probar.
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9.7 El caso cark > 3

Cuando la caracteristica del cuerpo de restos k (y, por consiguiente, la de
K) es distinta de 2 o 3, el algoritmo de Tate puede simplificarse bastante. Bajo
estas hipdtesis, haciendo a} = a, = a5 = 0 en las ecuaciones del teorema 4.23
vemos que existen unos dnicos r, s, t € D tales que el cambio de variables corres-
pondiente (con v = 1) dan lugar a una ecuacién (que seguird siendo minimal) y
que cumple a; = as = az = 0. Concretamente,

3
_ o _ G 4 :_@ ajas ﬂ
ST T 3 12 5 T 76 Tor

Es facil determinar el tipo de reduccién de una curva eliptica a partir de una
ecuaciéon minimal en estas condiciones:

Teorema 9.1 Sea D un anillo de valoracion discreta, sea K su cuerpo de co-
cientes y k su cuerpo de restos. Supongamos que cark # 2,3. Entonces, toda
curva eliptica E/K admite una ecuacion de Weierstrass minimal de la forma

Y2 = X3+ ay X + ag.

Para cualquiera de ellas, la tabla siguiente indica los valores v(aq), v(ag) y
v(A) en funcidn del tipo de reduccion de E/K (donde hay que entender que la
columna I, corresponde tanto a1, como al, 2, e igualmente con los demds tipos
que admiten variantes).

Iy I, 11 III | IV 15 I Iv* | IIT* II*
Wa) |20 (=01 |=1|>2 22| =2 >3 =3|>4
viag) [ >0 =0|=1|>2|=2]>3|=3 —4|>5|=5
v(A) |=0|=n|=2|=3|=4]|=6|=n+6|=8]=9|=10

Reciprocamente, cualquier ecuacion de Weierstrass en las condiciones de la tabla
es minimal.

DEMOSTRACION: Observemos que, por las observaciones previas al teorema,
una ecuacién minimal de la forma indicada es tnica salvo cambios de variable
dela forma X = 42X, Y = 43Y”’, donde u es una unidad de D, luego los valores
de v(as4), v(ag) y v(A) no dependen de la ecuacién minimal considerada. Por
otra parte, una ecuacién en las condiciones de la tabla es minimal por [CE 6.4].

El caso Iy es obvio. Los tipos I, o I, 2 corresponden a la reduccién mul-
tiplicativa. Observemos que el discriminante minimal es A = —64a3 — 432a2
y sabemos que v(A) = n, luego si fuera v(ay) > 1, también tendriamos que
v(ag) > 1y viceversa, con lo que la ecuacién reducida serfa Y2 = X3 y la
reduccién seria aditiva. Por consiguiente, ha de ser v(as) = v(ag) = 0.

Para los casos siguientes consideremos la ecuacién minimal de F/K a la
que se llega mediante el algoritmo de Tate (que no es necesariamente de la
forma del enunciado, pero de aquélla se pasa a ésta mediante el cambio de
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variables determinado por los r, s, ¢ indicados antes del enunciado). Para evitar
confusiones, llamaremos ajy y aj a los coeficientes de la ecuacién del enunciado
y a; a los de la ecuacion dada por el algoritmo de Tate.
A partir del paso 3 del algoritmo de Tate tenemos que 7 | a1, as, as, ay, ag, de
donde se sigue que 7 | r, s, ¢, y el teorema 4.23 nos da que v(a}) > 1, v(ag) > 1.
La reduccién es de tipo II cuando 72 ¢ ag, y entonces, en la relacién

ag = ag + rag +r2ag + 3 — taz — t* — rtay,

todos los términos del miembro derecho son divisibles entre w2 excepto el pri-
mero, luego v(ag) = 1. La relacién

A = —64a — 432a}}
implica entonces que v(A) = 2.

A partir del paso 4 del algoritmo de Tate tenemos que 72 | ag, lo que se
traduce en que v(ag) > 2. La reduccién es de tipo III si 72 { bg y, en la
definicién

bg = a%ag + dasag — araszay + agag — ai,
vemos que todos los términos de la derecha son divisibles entre 73 salvo quizd
el ultimo, luego ha de ser v(as) = 1. Consideramos ahora la relacién

aly = ay — saz + 2rag — (t +rs)a; + 3r? — 2st,

2

en la que todos los términos de la derecha son divisibles entre 7 menos el

primero, luego v(aj) = 1. Esto implica que v(A) = 3.

A partir del paso 5 del algoritmo de Tate tenemos que 7 | bg, lo que implica
que v(aq) > 2y esto, a su vez, que v(ajy) > 2. Ahora tenemos que

2

a
ag:a6+ra4+r2a2+r3—ta3—t2—rta1Eag—tag—t2za6+z3'

b

=7 (méd 7).

La reduccién es de tipo IV o IVy cuando 73 1 bg, lo cual se traduce en que
v(ag) = 2y, por consiguiente, en que v(A) = 4.

A partir del paso 6 del algoritmo de Tate tenemos que 72 | a3, a4, ™ | ag,
lo que implica inmediatamente que v(ag) > 3. Los casos Ifj, I§ , y Ij 3 se dan
cuando el polinomio

P(T) =73 + a271T2 + 0,4,2T + a3

tiene raices simples en k, y en tal caso hemos de probar que v(A) = 6. Vamos
a ver que podemos suponer que tiene al menos una raiz en k. Si no la tiene,
tampoco puede tener raices en K (ya que, como P(T') tiene coeficientes en D,
tal rafz seria entera, luego estarfa en D y darfa lugar a una raiz de P(T) en k.
En particular P(T) es irreducible tanto en K[T] como en k[T].
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Sea « una rafz de P(T) en una clausura algebraica de K, y sea K' = K(«).
Tenemos que K’ es también un cuerpo métrico discreto y completo”, a es entero
en K’y ahora P(T') tiene una raiz en el cuerpo de restos k’. Mds an, se cumple
la relacién® n = ef, donde n = |K' : K| =2, f = |k : k| = 3 y e es el indice
de ramificacién, que, al ser ¢ = 1, nos da que la valoracién de K’ extiende a la
de K. Por consiguiente, todas las relaciones de divisibilidad que tenfamos en K
siguen siendo vélidas en K’; y v(A) es el mismo en K que en K.

Equivalentemente, podemos suponer, como indicdbamos, que P(T') tiene una
raiz en k. Entonces, un cambio de variable (el mismo que se hace en el paso 7
del algoritmo de Tate) nos permite suponer que dicha rafz es 0, lo que a su vez
se traduce en que 7 | ag, y la reduccién de P(T) es

P(T) =T(T? + a1 T + a4.2).

Que 0 sea una raiz simple equivale a que v(as) = 2, y que el polinomio
cuadrdtico tenga raices simples equivale a que v(a3 — 4a4) = 2. Usando esto
calcularemos v(A). Se comprueba inmediatamente que

v(be) > 1, w(by) =2, w(bg) >4, wv(bs)=4.
A su vez, de aqui deducimos que
A = —b3bg — 8b — 27b2 + bobsbs = —b3bs — 8b3

= —(4az)*(—a?) — 8(2a4)® = 16a2 (a3 — 4ay) (méd 77),
luego, en efecto, v(A) = 6.

A partir del paso 7 del algoritmo de Tate tenemos que
7T ‘ ai, az, 772 ‘ asg, 7T3 | Qayq, 7T4 ‘ ag,

y la fibra es de tipo I} o I} , si v(az) = 1. Ademads, en tal caso ya sabemos que
v(A) =n + 6. Ahora es inmediato que

ay = ay — saz + 2ray — (t +rs)a; + 3r* — 2st = 2rag + 3r? = —% (méd ),
luego v(a}) = 2. Similarmente,
/ 2 3 2 2 3 2a3 (14
ag =ag +rag+rias+1° —tag —t° —rtag =rcax+r° = —= (méd 7 ),

luego v(ag) = 3.

A partir del paso 8 del algoritmo de Tate tenemos que

™ | ai, 71—2 ‘ az, as, 71—3 ‘ a4, 774 | ag,

"Véanse los teoremas 5.27 y 5.28 de mi Geometria algebraica.
8Teorema 5.32 de mi Geometria algebraica.
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de donde se sigue sin dificultad que v(ajy) > 3, v(ag) > 4. Los tipos IV y IV se
dan cuando v(a? — 4ag) = 4. Entonces:

2
dag — aj

1 (méd 7°),

ag = ag — tag — t* =

luego v(ag) = 4. La relaciéon A = —64a® — 432a implica que v(A) = 8.

Dejamos a cargo del lector los dos ultimos casos, que no presentan ninguna
dificultad. -

9.8 Reduccién y cambios de base

Sea K un cuerpo métrico discreto y completo, y sea K’/K una extensién de
grado n. Segin [GA 5.27, 5.28], la extensién K’ es también un cuerpo métrico
discreto y completo, y su valoracién cumple la relaciéon vi: | = evk, para cierto
nimero natural e > 1 llamado indice de ramificacién de K'/K. Llamemos D
y D’ a los respectivos anillos de enteros y k, k' a los cuerpos de restos. Segin
[GA 5.30], la extensién k' /k es finita, y su grado f se llama grado de inercia de
K'/K. La relacién fundamental entre n, e y f es que n = ef (por [GA 5.32]).
Por simplicidad supondremos que el cuerpo de restos k es perfecto.

En esta secciéon usaremos el algoritmo de Tate para estudiar la relacién
entre el tipo de reduccién de una curva eliptica E/K y el de la curva Ex/ /K.
Partimos de una ecuacién de Weierstrass minimal de E/K

Y2+ a1 XY + a3y = X2 + as X% + au X + ag,

con a; € D, que cumpla uno de los casos del algoritmo de Tate.

Observamos en primer lugar que las condiciones que determinan cada tipo
de reduccién dependen tinicamente de los valores v (a;) 0 vk (b;) de la ecuacién
dada o del tipo de descomposicién de determinados polinomios en k. Por lo
tanto, si la extensién es no ramificada (es decir, cumple e = 1), tenemos que
vi'|Kk = Vi Y, en cualquier caso, k' = k, por lo que la ecuacién de Weierstrass
sigue cumpliendo las condiciones del mismo caso del algoritmo de Tate.

Concluimos que las extensiones no ramificadas no alteran el tipo de reduccion
de E/K. A lo sumo, pueden alterar el subtipo, de modo que una reduccién de
tipo In 2, IVy, If 5 o IV3 puede pasar a ser de tipo I, IV, I} o IV*, respec-
tivamente, y una reduccién de tipo Ij 5 puede pasar a tipo I, o Ij, pues los
subtipos 2 o 3 se dan cuando ciertos polinomios de k[X] tienen una o varias
raices fuera de k y, si es asi, puede que las tengan en &'

Una condicién necesaria para que un subtipo 2 (resp. 3) pueda variar es
que 2 (resp. 3) divida al grado de inercia f, pues el polinomio que determina
el subtipo tiene el grado que indica el subindice. La condicién no es suficiente.
Para determinar si el subtipo varia o no hay que determinar si las raices del
polinomio correspondiente (especificado por el algoritmo de Tate) estdn o no
en k’. En resumen:
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Teorema 9.2 FEl tipo de reduccion de una curva eliptica no se altera por exten-
siones no ramificadas, y el subtipo tampoco si 61 f.

Consideremos ahora el caso en que e > 1. Si la caracteristica del cuerpo de
restos k es p = 2 o p = 3, supondremos ademds que p 1 e.

Tipo Iy La condicién para que la reduccién sea de tipo Iy (es decir, que F
tenga buena reduccién) es que v(A) = 0, y esto sigue siendo cierto en K’ luego
la reduccién de Ek+ sigue siendo de tipo Ip. Por ello, la buena reduccién de una
curva eliptica se llama también reduccion estable.

Tipo I, Si E/K tiene reduccién de tipo I, o I, 2, entonces se cumple que
v(ag),v(aq),v(ag) > 1, v(ba) = 0, v(A) = n, y estas condiciones siguen siendo
ciertas en K', salvo que ahora v(A) = en, luego la reduccién de Ek- es de tipo
Ien 0 Ien2. (Observemos que la condicién para el subtipo se conserva.) Vemos
asi que se conserva el tipo de reduccién aunque se altera el indice n. Por ello,
la reduccién multiplicativa de una curva eliptica se llama también reduccion
semiestable. (Aunque, por conveniencia, se incluye a la reduccién estable como
caso particular de la reduccién semiestable, de modo que la reduccién semies-
table es, por definicidn, la de tipo I, o I, 2 para n > 0.)

Tipo II Si la reduccién de E/K es de tipo II, tenemos que v(a;) > 1 para
todo i, v(ag) = 1. Por consiguiente, en K’ tenemos que v(a;) > e, v(ag) = e.
Dividamos e = 6¢c+ €', con 0 < e < 6 (y ¢ > 1si ¢ = 0). El cambio de
variables X = 72X’ Y = 73¢Y" (donde 7’ es un primo de D’) nos transforma
la ecuacion en otra que cumple

v(a;) > (6 —i)c+ €, v(ag) = €.

Si ¢ = 0, entonces, 6 | e, y en tal caso estamos suponiendo que la carac-
teristica de k es distinta de 2, 3. Es inmediato entonces que v(A) = 0, por lo
que la reduccién pasa a ser de tipo Ij.

Si e/ =1, la ecuacién cumple nuevamente las condiciones del tipo II.

Si e/ = 2, se comprueba inmediatamente que la ecuacién cumple las condi-
ciones del tipo IV o IVs.

Si e/ = 3 Se cumplen las condiciones del paso 6 del algoritmo de Tate, pues
la reduccién del polinomio P(T) es T° + dg 3. En este caso 3 | e, luego estamos
suponiendo que la caracteristica de k es distinta de 3, luego P(T) tiene raices
distintas en k y concluimos que la reduccién es de tipo I, o055

Si e’ = 4 ahora la reduccién de P(T) es T3, luego se cumplen las hipétesis
del paso 8 del algoritmo, ya que el discriminante del polinomio P;(7T) cumple
v(a3 o —4a6,4) = 0 (teniendo en cuenta que, por hipétesis, la caracterfstica de k
es distinta de 2). Asi pues, la reduccién es de tipo IV* o IV3.

Si ¢’ =5, es claro que la reduccién es de tipo IT*.
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Tipo III Supongamos ahora que E/K tiene reduccién de tipo III, con lo que
v(a;) > 1, v(ag) = 1, v(ag) > 2. Tras la extensién tenemos que v(a;) > e,
v(ag) = e. Ahora dividimos e = 4c + ¢’ y hacemos el cambio de variables
X =7%¢X'" Y = x"3¢Y”, con lo que

v(a1) > 2c+ e, v(az) > 2c+ ¢, v(ag) > c+ €, v(as) =€, v(ag) =2c+2¢".

Si ¢’ = 0, entonces estamos suponiendo que car k # 2, con lo que es facil ver
que v(A) =0 y la reduccién es de tipo Iy.

Si e =1, se vuelven a cumplir las condiciones del tipo III.

Si ¢/ = 2 se cumplen las condiciones del paso 6 del algoritmo, pues la re-
duccién del polinomio P(T') es T(T?+a4,2) y, como en este caso suponemos que
car k # 2, el segundo factor tiene raices simples no nulas. La reduccién serd de
tipo I§ o I 5 (pero el subtipo 3 no puede darse).

Si e’ = 3 la reduccién es claramente de tipo III*.

Tipo IV Sila reduccién de E/K es de tipo IV o IVa, tenemos que v(a;) > 1,
v(ag) > 2, v(ag) > 2, as{ como que v(bg) = 2. Ahora dividimos e = 3¢+ ¢’ y el
cambio de variables usual nos da que

v(ar) > 2c+ €, v(az) > c+ ¢, v(ag) > €, v(as) > 2c+2€', v(ag) > 2¢,

y ademads v(bg) = €.

Si e/ = 0 entonces cark # 3 y vemos que v(A) = 0, luego la reduccién es de
tipo Io.

Si €’ =1 se vuelven a cumplir las condiciones del tipo IV o IVs.

Si ¢’ = 2 se cumplen las condiciones del paso 8 del algoritmo, pues el dis-
criminante del polinomio Pi(T') cumple v(a3 , +4ag.4) = v(bg) —2 = 0. Por lo
tanto, la reduccién es de tipo IV* o IV3.

Tipo I} Silareduccién de E/K es de tipo I (o de cualquiera de sus subtipos)
tenemos que

v(ar) > 1, wv(az) >1, w(az)>2, v(as)>2, wv(ag) >3
y, si
Ao = 7 %(—4a3as + a2ai — 4a3 — 27a2 + 18asa4ag)

es el discriminante del polinomio P(T'), se cumple ademds que v(Ag) = 0. Mds
aun, si cark # 2, el teorema 9.1 nos da que v(A) = 6. (En dicho teorema
suponiamos que la caracteristica de k era distinta de 2 y 3, pero, revisando el
argumento que prueba este hecho en concreto, se ve que también es vélido si
cark = 3.)

Ahora dividimos e = 2¢ + €/, y el cambio de variables usual nos da que

v(ay) > c+eé, vlag) > €, v(az) > c+2¢, v(ag) > 2¢', v(ag) > 3¢,

y el nuevo discriminante es
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A =778 (—4adBal + afaf — 4a% — 27a + 18abaljaf)

= n'712¢7%(4a3ag 4 a3a3 — 4al — 27a + 18azasas)
_ 7T/6(€/_1)A0,
luego, en K', se cumple que v(Ag) = 6(e’ — 1).

Si €’ = 0 estamos suponiendo que car k # 2, luego el discriminante original
de la ecuacién de Weierstrass cumplia v(A) = 6, luego el de la nueva ecuacién
cumple v(A) = 0. Por consiguiente, la reduccién es de tipo Io.

Si e’ =1, se siguen cumpliendo las condiciones del tipo I§ (o sus subtipos),
pues tenemos que v(Ag) = 0.

Tipo I}, Si E/K es de tipo I}; o I} 5, tenemos que

n

v(ar) > 1, v(ag) =1, v(as) > 2, v(as) > 3, v(ag) >4

(Recordemos que, en estas condiciones, P(T) tiene a T' = 0 como rafz doble, y
la condicién para que no sea triple es que v(ag) = 1.) Dividimos e = 2c+¢€’ y
el cambio de variables nos da

v(ar) > c+e€, viag) =€, v(az) > c+2¢, v(ag) > 2¢c+ 3¢/, v(ag) > 2¢+ 4e’.

Si e’ = 0 estamos suponiendo que cark # 2, luego el algoritmo nos da que
el discriminante original de la ecuacién de Weierstrass cumplia v(A) = n + 6,
luego ahora cumple

v(A) = (n+6)2c — 12¢ = 2cn = en.

Como v(bg) = v(a? + 4az) = 0, la reduccién es de tipo Iey 0 Len 2.
Si ¢ = 1 se vuelven a cumplir las condiciones del paso 7 del algoritmo de
Tate. Si cark # 2, el discriminante de la ecuacién cumple ahora que

v(A)=(n+6)(2c+1)—12c =en+6,

luego la reduccién es de tipo If, o I3, 5. Sicark = 2 se llega a la misma

conclusién analizando el algoritmo que calcula el indice. Por ejemplo, si la
reduccion original era de tipo I3, ;, hemos de probar que la nueva es de tipo
Lot 1ye = Biqq, donde i = 2¢i + ¢ + .

Tenemos que los coeficientes de la ecuacién original cumplian
v(ag) >i+2, wv(ag) >i+3, vlag)>2i+4,
luego los coeficientes de la nueva cumplen
v(az) > (1+2)(2c+1) —3c=2ci+c+i+2=14+2,

v(ag) > (i+3)(2c+1) —4c=2ci+2c+i+3>i 43,
v(ag) > (20 +4)(2c+ 1) — 6c = 4ci + 2c+ 20 + 4 = 20’ + 4.
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Ademés, la primera ecuacién cumple que v(a3 ;o + 4a6,2i+4) = 0, luego la
nueva cumple que

12 / 12 li -/
Vi (@3 040 + 406 91 4) = Vi (a + dag) — 21" — 4

:vK/(a§+4a6)—60—2i’—4:(21’—}—4)6—60—21"—4:0.

Esto prueba que la nueva ecuacién cumple las condiciones de la reduccién
de t.lpO I 0 It i1)e,2- Similarmente se razona si la reduccién original era
de tipo I5;.

+1)e

Tipo IV* Si E/K es de tipo IV* o IV}, tenemos que
v(ar) > 1, v(az) > 2, v(az) > 2, v(as) > 3, v(ag) > 4

y v(bg) = 4. Dividimos e = 3¢ + €/, pero no hacemos el cambio de variables
usual, sino X = 7/4°X, Y = 7'6¢Y", con lo que obtenemos

v(ar) > c+e€', v(az) > 2c+2¢, v(ag) > 26, v(as) > c+ 3¢, vag) > 4€/,

v(bg) = 4e’.
Si e’ = 0 estamos suponiendo que car k # 3, con lo que se ve inmediatamente
que v(A) = 0, luego la reduccién es de tipo Io.
Si e’ =1, se vuelven a cumplir las condiciones para la reduccién de tipo IV*
o IV3.
Si €’ = 2 podemos hacer un nuevo cambio: X = 72X, Y = 7"3Y, con lo que
obtenemos

v(ay) 2 c+1, v(ag) > 2c+2, v(az) > 1, v(ag) > c+2, v(ag) > 2, v(bg) = 2.

Asi se cumplen las condiciones para la reduccién de tipo IV o IVs.

Tipo III* Si la reduccién de E/K es de tipo IIT*, tenemos que

v(ar) > 1, v(ag) > 2, v(az) >3, v(ag) =3, v(ag) > 5

Dividimos e = 4c + €’ v hacemos el cambio X = /%X’ Y = #/°¢Y’. El
resultado es

v(ay) > c+e', v(ag) > 2c+2¢, v(az) > 3c+3e’, v(as) = 3¢, v(ag) > 2c+5e’.

Si e’ = 0, entonces suponemos que car k # 2y es claro entonces que v(A) = 0,
luego la reduccion es de tipo Ij.

Si €’ = 1 tenemos de nuevo las condiciones de la reduccién de tipo ITT*.

Si ¢ = 2 podemos hacer el cambio X = 72X’, Y = 7'3Y’, con lo que
obtenemos

v(ay) > c+1, v(ag) > 2c+2, v(az) > 3c+ 3, v(ag) =2, v(ag) > 2c+4.
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Se cumplen las condiciones del paso 6 del algoritmo de Tate, pues la re-
duccién del polinomio P(T) es T(T? + a4 2), que tiene sus rafces simples, pues
en este caso suponemos que car k # 2.

Si ¢/ = 3 podemos hacer el cambio X = 7?X’, Y = #’5Y’, con lo que
obtenemos

v(a1) > e+ 1, v(az) > 2c¢+2, v(az) > 3¢+ 3, v(as) =1, v(ag) > 2c+ 3.

Se comprueba inmediatamente que la reduccién es de tipo III.

Tipo II* Si la reduccién de E/K es de tipo IT*, tenemos
v(ar) > 1, v(ag) > 2, v(az) >3, v(ag) >4, v(ag) = 5.

Dividimos e = 6¢ + €’ y hacemos el cambio X = 7/'%°X’ Y = #/15¢Y’, con
lo que obtenemos:

v(ay) > c+e, v(ag) > 2c+2¢, v(ag) > 3c+3e’, v(as) > de+4e’, v(ag) = be'.

Si ¢/ = 0 suponemos que cark # 2,3 y es claro que v(A) = 0, luego la
reduccién es de tipo Ij.

Si €’ =1 la reduccién es de tipo IT*.

Sie =2, el cambio X = 7?2X’, Y = 7Y’ nos da

U(al) >c+ 15 U(QQ) > 2c+ 27 1}((13) > 3¢+ 37 ’U(CL4) > 4C+47 v(aﬁ) =4

La reduccién es de tipo IV* o IV}, porque la reduccién del polinomio Py (T') es
T2 — ag2 y cark # 2.
Sie =3, el cambio X = 7#X’, Y = 7Y nos da

v(ay) > c+1, v(ag) > 2c+2, v(az) > 3c+ 3, v(ag) > 4dc+4, v(ag) = 3.

La reduccién es de tipo Ijj, pues la reduccién del polinomio P(T) es T° + ag 3,
y estamos suponiendo que car k # 3.
Si e/ =4, el cambio X = 75X’, Y = 7Y’ nos da

v(ay) > c+1, v(ag) > 2c¢+2, v(ag) > 3c+3, v(as) > dc+4, v(ag) = 2.

Teniendo en cuenta que car k # 2, es claro que la reduccién es de tipo IV o IVs.
Sie =5, el cambio X = 78X’ Y = 7"2Y" nos da

v(ay) =2 c+1, v(ag) > 2c+2, v(az) > 3c+3, v(ag) >4c+4, viag) =1

y la reduccion es claramente de tipo II.
Con esto hemos probado el teorema siguiente:
Teorema 9.3 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo, sea K'/K una ex-

tension finita con indice de ramificacion e y supongamos que, si la caracteristica
del cuerpo de restos es p = 2,3, entonces pte. Entonces, si E/K es una curva
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eliptica, el tipo de reduccion de Ex//K' se calcula a partir del de E/K en
funcion del resto de e mddulo el valor de m que indica la tabla siguiente, y es
el dado por la tabla (en la que no se indican los subtipos).

Tipo Reduccion
e(méd m) | 0 1 2 3 4 5 |m
I, Lo, 1
1I Iy 11 v Ig Iv* II* | 6
III Ip 1O Iy IIIF 4
v Ip IV 1Iv* 3
I | P 2
v Iy, IV IV 3
11T Ip III"  Ij 111 4
1I* Ip II* IV* I§ IV. 11| 6

Vemos, en particular, que (al menos si car k # 2,3) las curvas con reduccién
aditiva tienen potencialmente buena reduccion (es decir, que pasan a tener buena
reduccién tras una extension adecuada del cuerpo) excepto las de tipo I¥, con
n > 1, que tienen potencialmente reduccion multiplicativa.

Conviene observar que si p = car k = 2, las pruebas de los casos I,,, IV y IV*
no han necesitado la hipétesis p 1 e y, cuando p = 3, tampoco hemos necesitado
esta hipdtesis en los casos I, I, IIT y III*. En general, sélo nos ha hecho falta
esta hip6tesis en los casos en que p | m.






Capitulo X

El modelo de Néron

La geometria de las curvas elipticas estd condicionada en gran medida por el
hecho de que son variedades abelianas, es decir, por que admiten una estructura
de grupo compatible con su estructura geométrica. En este capitulo estudiamos
si dicha estructura de grupo puede extenderse a los modelos regulares minimales.
La respuesta es negativa, pero veremos que si podemos definir una estructura de
grupo sobre el abierto formado por los puntos suaves del modelo regular minimal.
Esto no es trivial en absoluto, y vamos a necesitar bastantes preparativos.

10.1 El esquema de componentes conexas

Desarrollamos aqui un aparato algebraico para tratar con las componen-
tes conexas de un conjunto algebraico y su comportamiento ante productos y
cambios de base. El concepto fundamental es del de algebra separable, que
presentamos a continuacién:

Teorema 10.1 Sea k un cuerpo, k, su clausura separable, k su clausura alge-
braica y A una k-dlgebra de dimension finita sobre k. Las afirmaciones siguien-
tes son equivalentes:

a) El homomorfismo Esp A — Espk es llano.
b) A es producto de un nimero finito de cuerpos separables sobre k.
¢) A®y k es reducida.
d) Aork=ko - k.
e) AQrks =k ® - ®k,.
Si k es perfecto, estas condiciones equivalen a que A sea reducida.

DEMOSTRACION: Observemos que, en general, el teorema [AC 3.82] im-
plica que si A es una k-algebra de dimension finita sobre k, entonces Esp A =

311
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{p1,...,pa} es un conjunto algebraico finito de dimensién 0, luego A es suma
directa de los anillos locales Ay,, que son k-algebras locales de dimensién 0.

a) = b) Cada A,, es no ramificado sobre k, lo que significa que el ideal
maximal de Ay, es el ideal nulo, es decir, que Ay, es un cuerpo, y que éste es
una extensién separable de k.

b)=a)SiA=K;® - -®K,, donde K;/k es una extensién finita separable,
entonces Esp A consta de r puntos, cada uno de los cuales tiene a K; por anillo
local. Claramente, entonces, Esp A es no ramificado sobre k, y ciertamente es
plano, luego es llano.

b) < ¢) La condicién b) equivale a que los puntos de Esp A (como subesque-
mas abiertos) sean esquemas integros X; tales que K (X;)/k es separable. Por
el teorema [E 3.64], esto equivale a su vez a que cada X; sea geométricamente
reducido, lo que a su vez equivale a que Esp A sea geométricamente reducido, y
esto es ¢).

¢) = d) La k-algebra A ®; k es suma directa de anillos locales de dimension
0. Si es reducida, éstos han de ser cuerpos, y extensiones finitas de k, luego han
de ser todos isomorfos a k.

d) = c) es trivial.
c) & e) resulta de aplicar ¢) < b) a la ky-dlgebra A @y, ks.

Obviamente, las condiciones del teorema implican que A es reducida y, si
A es reducida, entonces es suma directa de cuerpos. Si k es perfecto serdn
separables sobre k, con lo que tenemos b). L]

Definicién 10.2 Si k es un cuerpo y A es una k-dlgebra de dimension finita
sobre k, diremos que A es separable si cumple cualquiera de las condiciones del
teorema anterior.

Veamos algunas propiedades adicionales:

Teorema 10.3 Toda subdlgebra, todo cociente, toda suma directa y todo pro-
ducto tensorial de dlgebras separables es separable.

DEMOSTRACION: Si A es una subélgebra de B, entonces A ®j, k es una
subélgebra de B @, k, y si la segunda es reducida, también lo es la primera.

Si I es un ideal de A, entonces (A/I) ®; k = (A @y k)/(I ®4 k), pero los
tnicos ideales de k @ --- @ k son sumas directas de algunos de los sumandos,
luego el cociente tiene la misma forma (con menos sumandos).

Si Ay B son separables, entonces (A ® B) @ k = (A®y k) © (B @ k), lo
que implica claramente que A @ B es separable.

Por tltimo, (A ® B) @, k = (A @y k) @ (B @4 k), que es suma directa de
copias de k ®j, k = k, luego el producto es separable. L]
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Teorema 10.4 Si A es una k-dlgebra de dimensidn finita y L/k es una ex-
tension de cuerpos, entonces A es separable sobre k si y solo si A Q@ L es
separable sobre L.

DEMOSTRACION: Observemos que
(Aor L)@, L=A®, L= (A®k)®; L.

Por lo tanto, si A es separable sobre k, tenemos que A®k es suma de copias
de k, luego (A ®y L) ®7, L es suma de copias de L.

Reciprocamente, si A ®}, L es separable, entonces A ®j, L es reducida, luego
también lo es la subdlgebra A ®y k, luego A es separable. m

Definicién 10.5 Recordemos que una accién de un grupo G sobre un conjunto
X es un homomorfismo de G en el grupo de permutaciones de X, de modo
que cada o € G tiene asociada una permutaciéon x +— z? de X de forma que
xO'T — (xO')T.

Sea k un cuerpo y consideremos el grupo de Galois G = G(k;/k). Una accién
de G sobre un conjunto X es continua si existe una extension finita de Galois
L/k tal que G(ks/L) esté contenido en el nicleo de la accidén, es decir, que los
elementos de G(k,/L) dejan fijos a todos los elementos de X.

Si G actia sobre dos conjuntos X e Y, un isomorfismo entre ambas acciones
es una biyeccién f : X — Y tal que, para todo o € G y todo x € X, se cumple

que f(z7) = f(z)7.

Fijemos ahora un cuerpo k y sea G = G(k,/k). Para cada k-algebra separa-
ble A, llamemos X4 = Homy (A, ks).

SiA=K & - -®K,, donde cada K; es una extensiéon separable de k, entonces
Esp A tiene r ideales primos (todos ellos maximales), que son, concretamente,
las sumas de los r cuerpos menos uno de ellos. El nicleo de un k-homomorfismo
f: A — kg ha de ser uno de estos ideales, lo cual significa que existe un 4 tal
que f|g, : Ki — ks es un k-monomorfismo y f|x, = 0 para todo j # i. El
nimero de k-monomorfismos K; — ks es |K; : k| = dimy, K;, luego X4 es un
conjunto finito con dimy A elementos.

El grupo G actia sobre X4 mediante f7(a) = o(f(a)), y la accién es con-
tinua, pues si L es una extensién finita de Galois de k que contiene a todos los
cuerpos K;, entonces X4 = Homy(A, L), y G(ks/L) deja invariantes todos los
elementos de X 4.

Vamos a probar que si dos k-algebras A y B determinan acciones isomorfas
en X4y Xp, entonces A = B.

Sea kX4 el conjunto de todas las aplicaciones X 4 — kj, que tiene estructura
de ks-dlgebra con las operaciones definidas puntualmente. Definimos

¢: ARy ks — kX4

mediante ¢p(a®@a)(f) = f(a)a. Claramente es un homomorfismo de k,-algebras.
Veamos que es suprayectivo.
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Podemos formar una k-base {a;} de A uniendo k-bases de los cuerpos K.
Un elemento arbitrario de A ®, ks es de la forma,

r=> a; ® ay,
i
Dado g € kX4, para que se cumpla ¢(z) = g ha de suceder que, para todo
f € X4, tengamos
S fa)ai = g(f).
K3

Tenemos asi un sistema de ecuaciones lineales en las incégnitas «;, y su
matriz de coeficientes es M = (f(a;))i,s. Si ordenamos los homomorfismos f
segun el cuerpo K; al que corresponden, la matriz M es una suma diagonal de
r cajas, cada una de las cuales es de la forma (f(a;)); s, donde ahora a; recorre
una k-base de K; y f recorre los k-monomorfismos K; — k,. Es conocido que
la separabilidad de K; implica que esta matriz es regular.’ Asi pues, el sistema
de ecuaciones tiene solucion, y ¢ es suprayectiva.

Como A ®y, ks y kX4 son k,-espacios vectoriales de la misma dimension,
concluimos que ¢ es un ks-isomorfismo de algebras.

Definimos ahora acciones de GG sobre ambas algebras, mediante

(@@a)” =a@o(a),  (9°)(f) = (9(f7 )"

Conviene ver la segunda definicién desde otro punto de vista més natural:
si Xa = {f1,.--,fn}, podemos representar los elementos de kX4 en la forma
a1 fi+ -+ anfn y, con esta notacion, la accién que hemos definido es

(afi+-Fanfn)” =o(a)fi +-- +olam)fy.

Vamos a probar que las dos acciones son isomorfas a través de ¢. Para ello
basta observar que

¢(a® )?(f) = dla®@o(a))(f) = f(a)o(e),
$((a@0)7)(f) = (d(a2a)(f7 )7 = (f7 (a)a)” = (67 (f(a)a)” = f(a)o(a).

Ahora observamos que el conjunto de los elementos de A ®y ks fijados por

G es A. En efecto, sea © € A ®j, ks un elemento fijado. Si {a;} es una k-base
de A, tenemos que x se expresa de forma 1inica como

T=)0a; ®
i
para ciertos «; € ks. Al aplicar o € G obtenemos que

o(x) = Zai ® o(a;).

Por la unicidad, ha de ser o(a;) = «, para todo i y todo o, luego «; € k,
luego r € A ® k = A.

1Ver, por ejemplo, mi libro de 4lgebra, definicién 10.30.
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Como kX4 es isomorfo a A®y, ks, ahora podemos concluir que el conjunto de
elementos de kX4 fijados por G es una k-dlgebra F' = A,y que kX4 = F @, k.

Ahora basta tener presente que la accién de G sobre kX4 estd definida ex-
clusivamente a partir de las acciones de G en X4 y en k. Por lo tanto, si
dos élgebras A y B definen acciones isomorfas de G sobre X4 y Xp, entonces
también seran isomorfas las acciones de G sobre kX4 y kX2 y también serdn
isomorfas las k-algebras de elementos fijados por ambas, pero éstas son isomorfas
a Ay B respectivamente.

En otras palabras, hemos probado que cada k-dlgebra separable A esta com-
pletamente determinada por el conjunto X 4 y la accion de G sobre éste. Ahora
vamos a probar que todo conjunto finito X sobre el que G actia continuamente
es isomorfo a un X 4, para cierta k-dlgebra separable A.

En primer lugar, es claro que Xagp = X4 U Xp (unién disjunta) y que
la accion de G sobre X aqp se restringe a las acciones de G sobre X4 y Xp.
Por lo tanto, si tenemos un conjunto finito arbitrario X sobre el que G actia
continuamente, podemos descomponerlo en 6rbitas disjuntas X, ..., X, sobre
las que G actia transitivamente. Si probamos que X; = X,4,, para cierta k-
algebra separable A;, entonces X = X4,¢...¢4,. Por consiguiente, podemos
restringirnos al caso en que G actia transitivamente sobre X.

Sea L/k una extensién finita de Galois tal que los elementos de G(ks/L)
fijen a todos los elementos de X. Sea zg € X y sea H = {0 € G | 2§ = xo}.
Asi G(ks/L) C H C G y podemos identificar a H con un subgrupo de G(L/k).
Sea A C L el cuerpo fijado por H. Como A/k es una extension finita separable,
tenemos que A es, en particular, una k-dlgebra separable. Vamos a probar que
X = X4

Sea fo : A — ks la inclusién. Cada z € X es de la forma x = o(zg), para
cierto o € G, ysiz = o(xg) = 7(x0), entonces o7~ € H, luego foooor ™! = fo,
luego fooo = fogor.

Por consiguiente, podemos definir la aplicacion X — X 4 determinada por
o(zg) — fooo. Claramente es inyectiva y, como X y X 4 tienen el mismo nimero
de elementos, es biyectiva. También es obvio que determina un isomorfismo
entre las acciones de G en X y X4.

Asi pues, hemos probado que las k-algebras separables se corresponden
biunivocamente (salvo isomorfismo) con los conjuntos finitos sobre los que G
actla continuamente. Sin embargo, no era esto realmente lo que nos interesaba,
sino un hecho que hemos obtenido colateralmente en la prueba:

Teorema 10.6 Sea k un cuerpo, V un ks-espacio vectorial, X = {e1,...,en}
una base de V' y supongamos que G = G(ks/k) actia continuamente sobre X,
de modo que también actia sobre V' con la accion dada por

(€1 + -+ ane,)” =o(ar)e] + -+ olan)er.

Entonces, el conjunto F de los elementos de V fijados por G es un k-espacio
vectorial tal que V =2 F Qy, ks.
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DEMOSTRACION: Hemos probado que existe una k-algebra separable A tal
que X = X4, y es claro entonces que V = kX4, y también hemos probado que
kX4 cumple el teorema. "

Teorema 10.7 Sea B una k-dlgebra finitamente generada y sea A una subdl-
gebra de B. Entonces A tiene una (unica) subdlgebra separable A® que contiene
a todas las subdlgebras separables de A.

DEMOSTRACION: Llamemos A* al producto de todas las subdlgebras sepa-
rables de A. Observemos que k es una subdlgebra separable de A, luego siempre
existen tales subdlgebras. Vamos a demostrar que A° es un k-espacio vectorial
de dimensién finita. Esto implicard que A® puede expresarse como producto de
un nimero finito de subdlgebras separables de A, y esto implica que es separa-
ble, ya que si A; y As son subdlgebras separables de A, entonces A;As es un
cociente de Ay ®j As, luego es también separable.

Como A° C B?®, basta probar que B® tiene dimension finita sobre k o,
equivalentemente, podemos suponer que A es finitamente generada sobre k.

Sea A; una subélgebra separable de A, sea d = dimy, A;. Entonces, A; @y k
es una subdlgebra de A ®, k generada por d elementos idempotentes. Ahora
bien, Esp(A ®j, k) es un conjunto algebraico, luego tiene un nimero finito de
componentes conexas, luego también un ndmero finito de abiertos cerrados (las
uniones de componentes conexas). El teorema [E 3.7] implica que A ®j, k tiene
un numero finito r de elementos idempotentes, y d < 7.

Asi pues, partimos de una subdlgebra separable A; de A, si no contiene a
todas las subdlgebras separables de A, tomamos otra Ay y formamos el producto
AjAs, que es una nueva subalgebra separable de A de dimensién mayor. Como
la dimensién no puede exceder r, tras un numero finito de pasos llegaremos a
una subdlgebra separable de A que contiene a todas las demés. Esto prueba
que A® tiene dimension finita sobre k. n

Teorema 10.8 Si Ay y As son k-dlgebras en las condiciones del teorema an-
terior, entonces (A1 @ A2)® = A @ A3.

DEMOSTRACION: Por una parte, A & A5 C A; & Ay es una k-dlgebra
separable, luego A% @ A5 C (A; @ As)®. Por otra parte, la imagen de (A; ® As)*
por la proyecciéon A; @ A, — A; ha de ser una subdlgebra separable de A;,
luego ha de estar contenida en A$, luego (41 @ A3)® C A @ AS. u

Teorema 10.9 Sea X/k un conjunto algebraico. FExiste un esquema mo(X),
finito y llano sobre k, y un k-homomorfismo nx : X — mo(X) tal que, para todo
k-homomorfismo X — Z en un esquema finito y llano sobre k, se descompone
de forma dnica como

X—Z

o

7T()(X)
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DEMOSTRACION: Sea Uj,...,U, un cubrimiento afin de X, de modo que
Ox(X) COx(U1)@---®0x(Uy), y ésta es una k-algebra finitamente generada.
Por lo tanto, el teorema anterior nos da que existe Ox(X)*. Tomamos

7T()(X) = ESp OX(X)S,

y definimos X — 7y(X) como el homomorfismo natural (determinado por el
teorema [E 2.11]). Asi, si dado un homomorfismo X — Z, donde Z/k es finito
y llano, tenemos que Z = Esp A, donde A es una k-dlgebra separable, y tenemos
un k-homomorfismo A — Ox(X). Su imagen es un cociente de A, luego es
una k-algebra separable, luego podemos factorizarlo de forma tnica como

A——0x(X)

!

Ox(X)®

De aqui se deduce la factorizacién del enunciado. m

Definicién 10.10 Si X/k es un conjunto algebraico, el esquema 7y(X) dado
por el teorema anterior (que claramente es tnico salvo isomorfismo) se llama
esquema de componentes conexas de X.

El teorema siguiente explica este nombre:

Teorema 10.11 Sea X/k un conjunto algebraico y sea X = X1 U---UX,, su
descomposicion en componentes conexas. FEntonces

mo(X) = mo(X1) U+ - Umo(Xy),

la unidn es disjunta, cada mo(X;) consta de un dnico punto (abierto y cerrado en
m0(X)) y el homomorfismo nx : X — mo(X) se restringe a los homomorfismos
nx, : X; — mo(X;). En particular nx es suprayectivo y, conjuntistamente, sus
fibras son las componentes conexas de X .

DEMOSTRACION: Claramente, Ox(X) = Ox(X1) & -+ & Ox(X,,), luego
Ox(X)" = Ox(X1)" @ -+ @ Ox(Xn)*, luego mo(X) = mo(X1) U -+ Umo(Xn),
unién disjunta.

Por el teorema [E 3.7], la k-dlgebra O x (X;) no tiene mds idempotentes que 0
v 1, luego K; = Ox(X;)® ha de ser un cuerpo, una extension finita separable de
k, luego mo(X;) = Esp K; consta de un dnico punto. El diagrama conmutativo

0x(X)* —— 0x(X)

L

Ox(X;) — 0x(X))
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da lugar a un diagrama conmutativo

X ——mo(X)

]

Xi —_— 7T0(XZ‘)

donde las flechas verticales son las inmersiones abiertas, luego f se restringe a
los homomorfismos correspondientes para las componentes conexas. L]

Nota En realidad, mg es un funtor de la categoria de los conjuntos algebraicos
sobre k en la categoria de los conjuntos algebraicos finitos y llanos sobre k. Esto
significa que, ademds de asignar el conjunto algebraico mo(X) a cada conjunto
algebraico X, podemos asignar a cada k-homomorfismo f : X — Y un k-
homomorfismo 7o (f) : mo(X) — mo(Y).

En efecto, f determina un homomorfismo de anillos fff 10y (Y) — Ox(X),
que se restringe a un homomorfismo Oy (Y)* — Ox(X)®, que a su vez deter-
mina el homomorfismo 7o (f). Es inmediato comprobar que estas asignaciones
son funtoriales, es decir, que son compatibles con la composicién de homomor-
fismos. Mas aun, es facil ver que tenemos el diagrama conmutativo

X l>7T0(X)

f lWO(f)

Y T FQ(Y)

lo que se interpreta como que 1 : I — 7 es una transformacién natural. m

Necesitamos un par de propiedades de mq:

Teorema 10.12 Si X/k es un conjunto algebraico y L/k es una extension de
cuerpos, entonces mo(Xp) = mo(X) X Esp L.

DEMOSTRACION: Por [E 6.15] tenemos que Ox, (X1) = Ox(X) ®x L, luego,
llamando A = Ox(X), lo que hemos de probar es que (A ®y L)® = A° ®;, L.

Tenemos un monomorfismo A° ®; L — A ®, L, y A® ®; L es separable
por 10.4. Por lo tanto, A®* ®; L C (A ®;, L)*.

En otras palabras, sabemos que A® ®; L es una subalgebra separable de
A ®j L y queremos probar que es la mayor subédlgebra separable de A ®j L. Si
hubiera otra mayor, es decir, si tuviéramos A®* ®, L & B C A ®;, L, entonces
tendriamos también A° ®, L & B®y L C A®y L y, de nuevo por 10.4, B®y, L
serfa una subdlgebra separable de A ®y L, luego A° ®; L no serfa la mayor
algebra separable de A ®j, L. Asi pues, no perdemos generalidad si suponemos
que L es algebraicamente cerrado.

Veamos en primer lugar que A® @y ks = (A @ ks)®.
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Observemos que V = (A®y ks)® contiene a todos los elementos idempotentes
de A ® ks. Ello se debe a que si e € A ®; ks es idempotente, entonces la k-
algebra kle] es separable, pues es isomorfa a k o a k @ k.

Por otra parte, V = kl'. Siey,...,e, es la base canénica de esta descompo-
sicién (que, en principio, no es canénica para V', pues no tenemos garantizado
que el isomorfismo sea candnico), tenemos que e;e; = e;, e;e; = 0, para i # j,
y los tnicos idempotentes de V son las sumas de distintos e;. Por lo tanto,
si e € V es cualquier idempotente, entonces e;e = e; o bien e;e = 0, y esta
propiedad caracteriza a los idempotentes e;.

Si G = G(ks/k), en los razonamientos previos al teorema 10.6 hemos visto
que G actia sobre A ® ks, de modo que cada o € G tiene asociado un auto-
morfismo de A ®y, ks (como k-dlgebra). En particular, o conserva la propiedad
que caracteriza a los idempotentes e;, luego los permuta.

Ademés, los e; han de estar contenidos en un subanillo A ®, L, donde L/k
es una extension finita de Galois, luego la accién de G sobre la base de V' es
continua. Estamos, pues, en las condiciones del teorema 10.6, que nos asegura
entonces que V estd generada como ks-algebra por elementos fijados por G.
También hemos visto que los elementos de A ®y, ks fijados por G son los de A,
luego V' estd generada por elementos de VN A C A®. Esta inclusién se debe a
que si z € VN A, entonces, la k-dlgebra k[z] C V es separable y, como k[z] C A,
de hecho, k[x] C A%, luego = € A®. Por consiguiente, V C A® @ ks.

Como A® @y L = (A® ®y ks) @k, L = (A @y ks)® ®x, L, podemos cambiar k
por ks y suponer que k es separablemente cerrado.

Ahora vamos a probar que A° ®j, k = (A @3, k)*. Esto es trivial si k = k,
luego suponemos lo contrario, y esto existe que k tenga caracteristica prima p.

Nuevamente, (A ®; k)* estd generada sobre k por elementos idempotentes.
Sea e uno de ellos. Entonces

e=>a; ® .
i

Como k/k es puramente inseparable, existe un natural n tal que of " ek
Como e es idempotente, tenemos que

e=e" =Yad" @’ € A®yk=A.

Como antes, esto significa que e € AN (A®y k)* C A®, luego concluimos que
(A®g k)° C A® @y k.

Esto nos permite suponer ahora que k = k. Observemos que esta reduccién
consiste simplemente en cambiar 4 = Ox (X) por A ®; k = Ox, (X}). Equiva-
lentemente, basta probar el teorema cuando k y L son cuerpos algebraicamente
cerrados.

Ahora bien, si X = X;U---UX, es la descomposiciéon de X en componentes
conexas, sabemos que 7y (X ) estd formado por n puntos racionales, e igualmente,
7o (X) ® L estéd formado por n puntos racionales (ahora sobre L). Basta probar
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que Xp = Xy U---U X, sigue teniendo n componentes conexas o, lo que es
lo mismo, que cada X, sigue siendo conexo. Equivalentemente: basta probar
que si X es conexo, también lo es X, pero esto es sencillo:

Si X = X U---UX, esla descomposiciéon de X en componentes irreducibles,
todas ellas son geométricamente irreducibles, luego X; = Xy, U - - U X,
es la descomposicién de Xj en componentes irreducibles. Las proyecciones
Xir, — X, son suprayectivas, y si X; N X; # @, la interseccién contiene un
punto cerrado (racional) p, cuya fibra

X, Xx Espk =EspL x; Esp K = Esp L

consta de un 1unico punto p € X;r N X;r. Esto implica claramente que X7, es
conexo. .

Teorema 10.13 Si X/k e Y/k son conjuntos algebraicos, entonces
7T0(X Xk Y) = 7T0(X) Xk 7T0(Y).

DEMOSTRACION: Sean {U;}; y {V;}; cubrimientos finitos de X e Y por
abiertos afines. Las restricciones inducen k-monomorfismos de anillos

O0x(X) — @Ox (i),  Oy(Y) — @Oy (Vj),

que a su vez inducen un k-monomorfismo

Ox(X) Rk Oy(Y) — @OXka(Ui Xk VJ)

©,J

Ahora bien, cada elemento de la imagen de este k-monomorfismo deter-
mina un elemento de Oxxy (X Xj Y), por lo que, de hecho, tenemos un k-
monomorfismo

Ox(X) ®k Oy (Y) — Oxx,v(X x1 Y).

A través de él podemos ver a Ox(X)® @k Oy (Y)® como una subdlgebra
separable de Oxxy (X X Y), luego tenemos una inclusién

Ox(X)s Rk Oy(Y—)é C (OXXky(X Xk Yv))6

El isomorfismo del enunciado equivale a la igualdad, y para probar la igual-
dad basta ver que ambos términos tienen la misma dimensién sobre k. Por el
teorema anterior, estas dimensiones no se ven alteradas si cambiamos X e Y por
Xt e Yz, respectivamente, luego no perdemos generalidad si suponemos que k es
algebraicamente cerrado. En tal caso, lo que hemos de probar es que el nimero
de componentes conexas de X X Y es el producto del niimero de componentes
conexas de X por el nimero de componentes conexas de Y, lo cual se reduce
inmediatamente a comprobar que si X e Y son conexos, también lo es X x; Y.

En efecto, si el producto tuviera dos componentes conexas, podriamos tomar
puntos cerrados p y ¢, uno en cada una de ellas. Si p; € X es la proyeccién de



10.2. Cambios de base planos 321

p, se trata de un punto cerrado, cuya fibra es (X x;Y),, =Y x, Espk =Y,
luego es conexa. Igualmente es conexa (X x5, Y)y, = X x; Espk = X.

Por otra parte, la interseccién de las fibras es la fibra de ¢z en (X x; Y),,,
es decir:

Espk xx (X X, Y) xy Espk = Espk x;, Espk = Espk,

luego la interseccién no es vacia. Esto prueba que la unién de las fibras es un
subespacio conexo de X X Y que contiene a p y a ¢, en contradiccién con que
pertenezcan a componentes conexas distintas. [

Nota En las pruebas de los dos teoremas precedentes hemos visto que
Ox,(X1)* = 0x(X)" @ L, (Oxx, v (X x3 Y))* = Ox(X)* @1 Oy (Y)?,

de donde se sigue inmediatamente que x, =nx X 1, Nxx,y =7x XNy. =

Teorema 10.14 Si X/k es un conjunto algebraico, las componentes conezxas de
X que son geométricamente conexas se corresponden con los puntos racionales
de mo(X). Si una componente conexa tiene un punto racional, entonces es
geométricamente conexa.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que X es conexo. Lo que hemos de
probar es que X es geométricamente conexo si y sélo si el punto de mo(X) es
racional. En principio, mo(X) = Esp K, donde K/k es una extensién finita
separable. Por otra parte, el esquema X serd geométricamente conexo si y sélo
si mo(X3) = mo(X); = BEsp(K ®4, k) consta de un tnico punto.

Podemos representar K = k[X]/(f(X)), donde f(X) € k[X] es un polinomio
separable. Entonces K ®; k = k[X]/(f(X)), luego el niimero de puntos de
Esp(K @ k) es el grado |K : k|.

Asi pues, X es geométricamente conexo si y sblo si K = k, si y sélo si el
punto de 7o(X) es racional.

Por tltimo, si X tiene un punto racional, su imagen en my(X) también serd
racional, luego X serd geométricamente conexo. m

10.2 Cambios de base planos

Recogemos en esta seccién algunos resultados técnicos sobre cambios de base:

Teorema 10.15 Sea X/S un esquema noetheriano y T — S un cambio de
base plano. Si F es un haz cuasicoherente en X, el diagrama conmutativo

xXp e

X—f>S

induce un isomorfismo candnico 7* fF — (fr).p*F.
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DEMOSTRACION: Podemos definir un homomorfismo natural
v fF— T

Explicitamente (teniendo en cuenta [E 5.8]),si V. C Sy U C f~}[V] son
abiertos afines, el homomorfismo

Yy (fFLF)U) = M(fHV]) ®ogvy Oxw) — F(U)

es el inducido por la restriccién F(f~[V]) — F(U). Aplicando p* y el dia-
grama conmutativo obtenemos un homomorfismo

(fr)'m* fF =p" [ f.F — p'F,
y aplicando (fr). obtenemos

(fr)«(fr) 7" f.F — (fr)p"TF.

Por otra parte, llamando M = 7* f,F, podemos definir un homomorfismo
canénico
¢ M — g.g" M,
donde g = fr, determinado por que, si V! C T y U’ C g~}[V'] son abiertos

afines, la composicion

M(V') 25 g (M) (g V') — g* (MO)(U") = M(V') @0, (v) Ox, (U)

es el homomorfismo natural.

Componiendo ambos homomorfismos obtenemos el homomorfismo buscado

™ foF — (fr).p*F.

Falta probar que si T/S es plano, se trata de un isomorfismo. Para ello
basta probar que lo es su restriccién a un entorno afin de cada punto de T', que
podemos tomarlo contenido en la antiimagen de un abierto afin en S. Asi pues,
no perdemos generalidad si suponemos que S = Esp A y T = Esp B, donde B
es una A-algebra plana. Como los haces son cuasicoherentes, basta probar que
el homomorfismo

(7 fINT) — ((fr)«p"F)(T)

es un isomorfismo.
Fijamos un abierto affn U C X y llamamos U’ = p~'[U] = Ur C X7, que
también es afin. Partimos del homomorfismo

ou : (ff:F)(U) = F(X) @4 Ox(U) — F(U)
inducido por la restriccién. El homomorfismo

(fr)' =" fF =p"f* f.F — p*T,
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sobre el abierto p~![U] se corresponde con el homomorfismo
F(X) ®4 0x, (p™ ! [U]) — F(U) @0 x(u) Ox, (™' [U])
inducido por la restriccién o, también, con
F(X)®40x(U)®aB— F(U)®a B.
A su vez, el homomorfismo

9«9 M = (fr)«(fr)" 7" f.F — (fr)p*F

sobre T' es el homomorfismo

((fr)* 7" f.F)(X7) — (p"F)(X7),

que estd determinado por sus restricciones a los abiertos p~![U], que acabamos
de calcular. Hemos de componer este homomorfismo con

o : M(T) — (99" M)(T) = (9"M)(X7).
Tenemos el diagrama conmutativo

M(T) 22 (M) (X1) — (p*F)(X7)

. l

(M) (Ur) —— (p"F)(Ur)

Hemos de probar que la fila superior es un isomorfismo y sabemos calcular
la fila inferior, que es el homomorfismo inducido por la restriccion:

MTIT)=F(X)@4B —F(X)®40x(U)®a B — FU)®4 B.

Por tltimo, como X1 /X es plano, el teorema [E 6.15] nos da que el homo-
morfismo canénico M(T') = F(X) ®4 B — (p*F)(Xr) es un isomorfismo, pero
este isomorfismo extiende a los homomorfismos anteriores, luego es necesaria-
mente la fila superior del diagrama. m

Teorema 10.16 Sea f : X — Y un homomorfismo entre esquemas noethe-
rianos definidos sobre un esquema S y T — S un cambio de base plano. Sea
Z C Y la imagen de f (es decir, el subesquema cerrado dado por [E 2.33]).
Entonces, la imagen de fr : X0 — Y7 es el subesquema cerrado Zr.

DEMOSTRACION: A través del isomorfismo X7 = X Xy Y7, el homomorfismo
fr se corresponde con la proyecciéon y Zr se corresponde con Z Xy Y. Teniendo

en cuenta que Y7 es plano sobre Y, basta probar el teorema en el caso en que
Y =26.
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En la prueba de [E 2.33] se ve que Z es el subesquema cerrado determinado
por el niicleo J del homomorfismo f# : Og — f,Ox. Tenemos entonces una
sucesion exacta de haces cuasicoherentes:

0—J— 05— f.O0x.
También es exacta la sucesién:
0— 7" — Op — 7" f,O0x,
pues, para cada t € T', la sucesién local correspondiente es
0 —Js ®os, Ort — 05, ®os, Or — (f+Ox)t ®os., O1y,
donde s = 7(t), y es exacta porque Or, es plano sobre Og .

Se comprueba inmediatamente la conmutatividad del diagrama

#
Or —= (fr)+O0x,

N

Tr*f*OX

donde la flecha vertical es el isomorfismo definido en el teorema anterior. Asi
concluimos que 7*J es el niicleo de f# , luego define la estructura de esquema de
la imagen de fr y, por otra parte, llamando i : Z — S a la inmersién cerrada,
podemos repetir el razonamiento con la sucesién exacta

0—J— 05 — 1.0z,
de la que deducimos la sucesién exacta
0 — 7] — Op — 7%1,07,

y de ella concluimos que 7*J es el ntcleo de i#, luego define la estructura de
esquema de Zr. En definitiva, llegamos a que Z7 es la imagen de fr. [

Teorema 10.17 Sea S un anillo localmente noetheriano yI' — S un cambio
de base plano y suprayectivo. Si g : X — Y es un homomorfismo de S-
esquemas noetherianos separados tal que gr : X0 — Yp es un isomorfismo,
entonces g también es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que S = Esp D y
g=EspE,Y = Esp A, donde FE es una D-élgebra fielmente plana. Basta probar
que X también es afin, pues en tal caso g se corresponde con un homomorfismo
de D-élgebras A — B tal que AQp F — B®p F es un isomorfismo. Como F
es fielmente plano sobre D, esto implica que A — B también es un isomorfismo,
luego también lo es g.
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Como Yg es afin y gg es un isomorfismo, resulta que Xg también es afin.
En definitiva, hemos de probar que si X X p Esp E es afin, entonces X también
es afin.

Por el teorema de Serre [E 6.17], basta probar que si M es un haz coherente
en X entonces H'(X,M) = 0. Ahora bien, segtin el teorema [E 6.15] tenemos
que

HY(X,M)®p E = H(Xp,Mg) =0,

precisamente por [E 6.17]. Nuevamente, el hecho de que E sea fielmente plano
sobre D implica que H!(X,M) = 0. "

Combinando los dos resultados anteriores podemos probar:

Teorema 10.18 Sea S un esquema localmente noetheriano y T — S un cam-
bio de base plano y suprayectivo. Sean X/S eY /S esquemas integros, separados
de tipo finito sobre S tales que X1 e Yr sean integros. Consideremos una apli-
cacion racional f : X — 'Y definida sobre S. Si fr: X0 — Yr estd definida
sobre todo X, entonces f estd definida sobre todo X.

DEMOSTRACION: Sea U el dominio de definicién de f. Observemos que
Xr x7Yr 2 (X XsY)r y que, a través de este isomorfismo, el homomorfismo
Ur — X1 X7 Yr dado por (ir, fr) se corresponde con (4, )7, luego tenemos
el diagrama conmutativo

Ur —— (X xgY)r

]

U XXSY

El teorema 10.16 nos da que I'y, = (I'y)p y, por lo tanto, tenemos el dia-
grama conmutativo

FfT — X7

|

Ff—)X

Si fr estd definida en todo X, la flecha superior es un isomorfismo, luego
la flecha inferior también lo es, por el teorema anterior, luego f estd definida en
todo X. m

Veamos otra variante:

Teorema 10.19 Sea S un esquema localmente noetheriano, sean X'/S, X/S
e Y/S esquemas integros, separados de tipo finito sobre S. Consideremos una
aplicacién racional f : X — Y definida sobre S y supongamos que g : X' — X
es un homomorfismo plano y suprayectivo tal que la composicién f': X' — Y
esté definida sobre todo X'. Entonces [ estd definida sobre todo X.



326 Capitulo 10. EI modelo de Néron

DEMOSTRACION: Sea U el dominio de definicién de f. Entonces tenemos el
diagrama conmutativo

1, ’
g_l[U] $X’ xsY

| l

X'xxU—=X'xx (X xgY)

| l

U—>XXSY

(1,1)

donde las flechas verticales superiores son isomorfismos. El teorema 10.16 nos
permite identificar I'ys = X’ x x I'y, y tenemos el diagrama conmutativo

Ff/ — X'

L

Ff—)X

Si f’ estd definida en todo X', la flecha superior es un isomorfismo, luego
por 10.17 también lo es la flecha inferior, luego f estd definida en todo X. m

10.3 Esquemas de grupos

Recordemos que el objetivo de este capitulo es dotar de estructura de grupo
al abierto de los puntos suaves del modelo regular minimal de una curva eliptica.
Para ello necesitamos una nocién de “grupo algebraico” mas general que la dada,
por ejemplo, en [E 11.12], que era vélida tinicamente para conjuntos algebraicos:

Definiciéon 10.20 Un esquema de grupos sobre un esquema S es un esquema
G/S junto con tres homomorfismos m : GxsG — G,i: G — G, e: S — G,
definidos sobre S, que hacen conmutativos los diagramas siguientes:

GxsGxsG Y G xga SxsG -5 axga
1><ml lm \lm
GxgG—r0 G G

Gxs8 %G xgC G-2-0x50 5 axgC

) ~

G S G
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Diremos que G/T es un esquema de grupos abelianos si ademds conmuta el
diagrama

Gxs G G wsa

S

Estos diagramas garantizan que, si T/S es un esquema arbitrario, la ope-
racién myr : G(T) x G(T) — G(T) inducida por m de forma natural convierte
al conjunto de secciones G(T') en un grupo (abeliano en el caso de un esquema
de grupos abelianos).

Por otra parte, los cambios de base mp : Gy x7Gpr — Gr,ir : Gp — G,
er : T — G, convierten claramente a Gr /T en un esquema de grupos.

En particular, si S = Esp k y G/k es una variedad algebraica sobre k, enton-
ces G es un grupo algebraico en el sentido de [E 11.12] y, reciprocamente, todo
grupo algebraico G/k en este sentido es un esquema de grupos, pues el teorema
[E 3.67] garantiza la conmutatividad de los diagramas de la definicién.

En general, llamaremos grupos algebraicos a los esquemas de grupos de tipo
finito sobre un cuerpo, es decir, que son conjuntos algebraicos (no necesaria-
mente irreducibles o reducidos).

De las dos tultimas observaciones se sigue que las fibras de un esquema de
grupos /S son grupos algebraicos.

Ejemplo En A} = Esp k[X] podemos considerar la estructura de grupo alge-
braico determinada por el homomorfismo m : A} x; Aj — A} inducido por
el homomorfismo de anillos k[X] — k[Y, Z] dado por X — Y + Z, donde el
homomorfismo inverso es el inducido por el homomorfismo k[X] — k[X] dado
por X — —X yenel que e: Espk — A} es el homomorfismo inducido por el
homomorfismo k[X] — k dado por X +— 0.

Es evidente que estos homomorfismos inducen en Al (k) = k la estructura
del grupo aditivo de k, por lo que A} es ciertamente un grupo algebraico con
esta estructura. Lo llamaremos el grupo aditivo de k. m

Ejemplo En U, = A}\{0} = Esp k[X,1/X] podemos considerar la estructura
de grupo algebraico determinada por el homomorfismo m : Uy Xy U — Uy
inducido por el homomorfismo de anillos k[X,1/X] — k[Y, Z,1/Y,1/Z] dado
por X — Y Z, donde el homomorfismo inverso es el inducido por el homomor-
fismo k[X,1/X] — k[X,1/X] dado por X — 1/X yenel quee: Espk — Uy
es el homomorfismo inducido por el homomorfismo k[X,1/X] — k dado por
X — 1.

Es evidente que estos homomorfismos inducen en Uy (k) = k* la estructura
del grupo multiplicativo de k, por lo que U}, es ciertamente un grupo algebraico
con esta estructura. Lo llamaremos el grupo multiplicativo de k. m
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Definiciéon 10.21 Un homomorfismo f : G — H entre dos esquemas de gru-
pos sobre S es un homomorfismo de esquemas de grupos si hace conmutativos
los diagramas obvios:

GxyG—¢ G——@G S ——=G
fol lf f lf xlf

Teorema 10.22 Todo grupo algebraico sobre A} es isomorfo al grupo aditivo
de k.

DEMOSTRACION: Sea k[X]| — k el homomorfismo que determina el ele-
mento neutro y sea a € k la imagen de X. Es claro que el homomorfismo
k[X] — k[X] dado por X — X — a determina un isomorfismo ¢ : A}, — A},
a través del cual la estructura de grupo algebraico dada se transforma en otra
estructura isomorfa para la cual ¢ es un isomorfismo, y para la nueva estruc-
tura, el elemento neutro estd determinado por el homomorfismo k[X] — k que
cumple X — 0. El teorema quedara probado si vemos que, bajo esta hipdtesis
adicional, la estructura de grupo algebraico dada es exactamente la del grupo
aditivo de k.

Consideremos el homomorfismo k[X]| — k[Y, Z] que induce la operacién
de la estructura dada y sea P(Y,Z) € k[Y,Z] la imagen de X. Entonces, la
estructura de grupo algebraico inducida en A}c estd asociada al homomorfismo
k[X] — K[Y, Z] determinada igualmente por que X ~ P(Y,Z). Un punto
racional de A]lC X A}C es de la forma p = (Y — a,Z — b), y su imagen por m es
el ideal (X — P(a,b)), pues, ciertamente, este ideal contiene a la antiimagen de
p y es maximal. Asi pues, si identificamos A}C =k, lo que tenemos es que la
aplicacién k x k — k dada por (a,b) — P(a,b) determina una estructura de
grupo en k. Sabemos ademds que el elemento neutro es el punto 0.

Pongamos que P(Y,Z) = Y. P;(Z)Y", para ciertos P;(Z) € k[Z]. Para
i=0

cada z € k, la aplicacién y — P(y,z) ha de ser biyectiva y, mas atn, ha de
venir inducida por un isomorfismo de esquemas, que necesariamente ha de venir
inducido a su vez por el homomorfismo k[Y] — k[Y] dado por Y + P(Y,2).
Este homomorfismo ha de ser un automorfismo de k[Y], luego P(Y,z) ha de
ser irreducible en k[Y], luego ha de ser un polinomio de grado 1. Asi pues,
todos los polinomios P;(Z) son idénticamente nulos para i > 2. Por lo tanto,
P(Y,Z) = Pi(Z)Y + Py(Z).

Como P(0,Z) = Z, ha de ser, mas concretamente, P(Y,Z) = P, (Z2)Y + Z.
Intercambiando el papel de Y con el de Z concluimos que P(Y,Z) =Y + Z,
con lo que la estructura de grupo algebraico dada es la del grupo aditivo de k.

u

Observemos que de la prueba del teorema anterior se sigue que si dos es-
tructuras de grupo sobre A,lf tienen el mismo elemento neutro, entonces son
idénticas.
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Teorema 10.23 Todo grupo algebraico sobre Uy, = Espk[X,1/X] es isomorfo
al grupo multiplicativo de k.

DEMOSTRACION: Si el elemento neutro de la estructura dada viene inducido
por el homomorfismo k[X,1/X] — k que cumple X — a, ha de ser a # 0 pues
su tiene por inverso a la imagen de 1/X, por lo que podemos definir un isomor-
fismo k[X,1/X] — k[X,1/X] mediante X +— X/a. Este isomorfismo induce
un isomorfismo Uy — Uy que permite definir una estructura de grupo alge-
braico isomorfa a la dada pero que cumple ademés que su elemento neutro esté
inducido por el homomorfismo que cumple X — 1. Basta probar que, con esta
hipdtesis adicional, la estructura dada es idéntica a la del grupo multiplicativo
de k.

Consideremos el homomorfismo k[X,1/X] — k[Y, Z,1/Y,1/Z] que induce
la operacion del grupo, y sea P(Y, Z) la imagen de X. Como X es una unidad
en k[X,1/X], también P(Y, Z) ha de ser una unidad en k[Y, Z,1/Y,1/Z], lo que
implica que es de la forma P(Y,Z) = aX"Y®, para ciertos r, s € Z, a € k*.

Razonando igual que en el teorema anterior, concluimos que la aplicaciéon
k* x k* — k* dada por (y,z) — ay”2" determina una estructura de grupo
en k* cuyo elemento neutro es 1. Esto implica inmediatamente que ha de ser
P(Y,Z) = YZ, por lo que la estructura de grupo algebraico es la del grupo
multiplicativo de k. m

Observemos que, como en el caso del teorema precedente, la prueba del
teorema anterior muestra que si dos estructuras de grupo algebraico sobre Uy
tienen el mismo elemento neutro, entonces son idénticas.

Teorema 10.24 Si G/k es un grupo algebraico, la componente conera G° que
contiene al elemento neutro es un subgrupo abierto (y cerrado).

DEMOSTRACION: Claramente G es abierto en G' (lo que lo dota automética-
mente de estructura de esquema). Que sea un subgrupo significa, por definicién,
que m e i se restringen a homomorfismos m : G° x, G° — G°, i : GO — G°
(asf como que e : Espk — G tiene su imagen en G, lo cual es cierto por
definicién de GY).

Como G es conexo, es claro que i[G°] ha de ser un subconjunto conexo de
G, luego estd contenido en una componente conexa. Como contiene la imagen
de eoi = e, ha de ser i[G°] C GY, lo cual, teniendo en cuenta que G es abierto,
implica ficilmente que i se restringe a un homomorfismo G° — G°.

Con m razonamos igualmente, pero para ello hemos de probar que G° x;, G°
es conexo. Esto se debe a que

70(G® xp GO) = mo(GY) xp, mo(GY) = Espk x Espk = Espk,

ya que G° contiene un punto racional (el neutro), luego su imagen en 7 (G°)
ha de ser racional, luego 7o(G°) = Esp k. "

No es fécil definir el concepto de grupo cociente para esquemas de grupos.
(En realidad si que es fécil, pero lo dificil es demostrar que existen cocientes.)
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No obstante, el cociente G/G® “deberfa ser” el conjunto de las componentes
conexas de G, y la estructura de esquema més adecuada para este conjunto es
la que ya tenemos definida: 7o(G). No vamos a probar esto completamente,
pero el teorema siguiente contiene una parte de lo que ello supondria:

Teorema 10.25 Si G/k es un grupo algebraico, existe una inica estructura de
grupo algebraico en mo(G) tal que el homomorfismo natural ng : G — 7o(G)
es un homomorfismo de grupos.

DEMOSTRACION: Tenemos diagramas conmutativos:

G x G —" G G——a
70(G) X 7o (G) —> 7o (QG) 0 (G) — 70(G)
donde mg = mo(m), ip = m(i). Es ficil ver que mg e ip, juntamente con

eo : Espk — G — 7y(G), determinan una estructura de grupo algebraico en
mo(G). Por ejemplo, para probar la asociatividad se forma un diagrama cibico
del que deducimos que los dos homomorfismos

G %1, G %1, G — m(G) x5 m(G) Xk m0(G) =5 70(G)

coinciden. Estos corresponden con homomorfismos de anillos

06(G)* L% 04(G)* @1 06(G)* @) 06(G)° — Oa(G) % 0a(G) @ (0¢(G).

Como el tltimo homomorfismo es un monomorfismo, concluimos que f = g,
luego v = v. Similarmente sucede con los demdas diagramas necesarios. Los
diagrama indicados al principio de la prueba demuestran ahora que ng es un
homomorfismo de grupos. L]

Terminamos la seccién demostrando una generalizacién de un teorema de
WEeil que necesitaremos méas adelante para caracterizar los modelos de Néron.
Antes necesitamos probar el siguiente hecho elemental:

Teorema 10.26 Sea u: X — Y wuna aplicacion racional de un esquema nor-
mal localmente noetheriano X en un esquema afin Y. Entonces, todas las com-
ponentes irreducibles del conjunto de los puntos donde u no estd definida tienen
codimension 1 en X.

DEMOSTRACION: Sea U el dominio de definicién de X y sea Z = X \ U.
Sea Z’ la unién de las componentes irreducibles de Z que tengan codimensién
mayor que 1 en X y sea X’ = X \ Z’. Entonces, podemos ver también a u
como aplicacién racional v : X’ — Y, y hemos de probar que u estd definida
sobre todo X’. Equivalentemente, podemos suponer que u estd definida sobre

todos los puntos de codimensién 1 de X y demostrar que u esta definida sobre
todo X.
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Segun [E 2.11], el homomorfismo v : U — Y estd determinado por el
homomorfismo de anillos asociado Oy (Y) — Ox(U), y lo que queremos es
encontrar un homomorfismo que haga conmutativo el diagrama siguiente:

Ahora bien, esto es trivial, porque [E 7.5] implica que la restriccién (la flecha
vertical) es un isomorfismo. "

Teorema 10.27 Sea S un esquema moetheriano normal y u : Z — G una
aplicacidén racional definida sobre S de un esquema integro suave Z/S en un
esquema de grupos integro y separado G/S. Siu estd definida sobre los puntos
de codimension 1 y sobre los puntos cuasigenéricos de todas las fibras, entonces
estd definida sobre todo Z.

DEMOSTRACION: Sea s € Sy consideremos la aplicacién racional
Ug: 4 XgEspOgs — G x5 EspOgs.

Si probamos que estd definida sobre todo Z x g Esp O, el teorema 7.2 nos
da un entorno U de s y un homomorfismo

ZXSU—>GXSU

que induce a us. (No es necesario que Z sea separado, esta hipdtesis s6lo se usa
en 7.2 para probar que a partir de un isomorfismo se obtiene un isomorfismo.)

Este homomorfismo puede verse como una aplicacién racional Z — G defi-
nida sobre toda la fibra Z; y sobre la fibra genérica. Ademads, sobre (un abierto
de) la fibra genérica coincide con u, luego por 5.26 coincide con u en todo su
dominio.

Claramente, u, satisface las mismas hipdtesis que u, luego no perdemos
generalidad si suponemos que el esquema S es local. Sea s su punto cerrado y
sea H C G un entorno afin de e(s). Entonces, para todo s’ € S, tenemos que s
estd en la clausura de s, luego e(s’) € H, luego podemos considerar la seccién
e como un homomorfismo e : S — H.

Como Z xg Z es suave sobre Z, el teorema 1.20 (ver el principio de la
prueba) nos da que Z X g Z es unién de componentes conexas normales (abiertas y
cerradas). Sea W C Z x g Z la componente conexa que contiene a la diagonal A.

Consideremos la aplicacién racional v : W — G definida por composicién:

W4 exsd Y axea ™G
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Sea U C Z el dominiode uy V C W C Z xg Z el dominio de v. Claramente
WN(UxgU) C V. Vamos a probar que V contiene a A. Notemos que podemos
identificar de forma natural A = Z, y asi, podemos afirmar que

VAAD U xsU)NA=U.

Consideremos el diagrama conmutativo:

UxsU-"% x5 0xsG 0>

o A

U G S

u

Vemos asi que v|y = 7|y oe, donde llamamos 7 al homomorfismo estructural
de Z/S. Esto implica que, como aplicaciones racionales, v|yna = 7o e.

Consideremos ahora la aplicacién racional v/ : W — H definida por la
restriccién de v a v™1[H]. Llamemos V'’ C V a su dominio de definicién. Como
v[VNA] C e[S] C H, tenemos que VN A C V', luego, més precisamente,
VNA=V'NA.

De este modo, si llamamos F = W \ V', la inclusién A C V' que queremos
probar equivale a que A N F = &. Hemos hecho esta reduccién para aplicar el
teorema 10.26, que nos da que las componentes irreducibles de F' tienen todas
codimensién 1 en W.

Supongamos que existe x € A N F. Entonces

dim OFJ = dim Ova —1.

Por otra parte, por hipétesis, todas las componentes irreducibles de A\ U
tienen codimensién > 2 en A y, como AN F C A\ U, tenemos que

dim OAJ — dim OAQF’I > 2.

Como Z/S es suave, es localmente una interseccién completa, luego el teo-
rema [E 7.71] nos da que la diagonal A : Z — Z X g Z es una inmersién regular.
Asi pues,

OA,CE = OWJ/(fl’ st fd)a
donde d = dim Ow,, — dim Oa .. Por consiguiente,
OAﬂF,w = OF,I/(ley s fd)v
donde f; es la imagen de f; en O F. ¥, por el teorema de los ideales principales:
dim Opyz — dim OAQF7I § d.
Uniendo las desigualdades que hemos obtenido llegamos a una contradiccion:

2 S dim OAJ — dim OA(‘]F’JE = dim OW,z —d—dim OAQF’w

S dim OW,ac — dim OF,I = 1.

Asi pues, concluimos que A C V.
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Consideremos ahora Z' =V N (Z xg U) y sean py,ps : Z' — Z las proyec-
ciones. Sobre Z’ estd definido el homomorfismo

o2 Py U G xs G G

Tenemos el diagrama conmutativo

Z/$G

14

Z

pues ambas aplicaciones racionales coinciden sobre el abierto Z’ N (U xg U).
Como U es suave sobre S, tenemos que Z’ es suave sobre Z y, en particular,
es plano. Por el teorema 10.19, si probamos que p; es suprayectiva, podremos
concluir que u estd definido sobre todo Z y el teorema estara probado.

Para ello tomamos un punto € Z y vamos a ver que la fibra Z! no es vacfa.
Esta fibra es la interseccién en

(Z x5 Z)e =Z x5 Espk(x) = (Zs) ()

del abierto (Us)x(s) con el abierto correspondiente a V' x z Esp k(x), es decir, a la
fibra de p; : V — Z. Esta fibra es no vacia porque V contiene a A, luego basta
probar que (Us)y(z) es denso en (Z)y(z). Como la proyeccién (Zs)ps) — Zs
es abierta, basta ver que Uy es denso en Z,, pero esto es cierto por hipétesis, ya
que U contiene a los puntos cuasigenéricos de todas las fibras de Z/S. [

10.4 El modelo de Néron

El modelo de Néron de una curva eliptica E/K puede definirse como el
abierto N/S de puntos suaves de su modelo regular minimal £/S. Notemos
que, en general, no es un modelo de E/K en el sentido que le hemos dado a
esta palabra, porque no es un esquema proyectivo. Su interés radica en gran
medida a que, como hemos indicado en la introduccioén, la estructura de variedad
abeliana de E/K se extiende a una estructura de esquema de grupos en N/S.
Esto es lo que vamos a probar en esta seccién.

El argumento requiere diversas reducciones previas que se basardn en los
teoremas que demostramos a continuacién. El teorema 7.24 afirma que si €/S
es el modelo regular minimal de una curva eliptica E/K y s € S es un punto
cerrado, entonces € xXg EspOg s es el modelo regular minimal de E/K sobre
EspOg,s. El mismo argumento permite probar otros resultados similares de
conservacion de la minimalidad:

Teorema 10.28 Sea X/S una superficie aritmética cuya fibra genérica X,, sea
geométricamente reqular de género p,(X,) > 1. Sea S" — S un homomorfismo
entre esquemas de Dedekind (afines) y llamemos X' = X xg S’ al cambio de
base. Supongamos ademds que se cumple una de las condiciones siguientes:
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a) 8" — S es llano.

b) S =EspD , donde D es un anillo de valoracién discreta, S’ = Espﬁ Yy
S — S es el homomorfismo natural.

Entonces, si X/S es minimal, también lo es X'/S'. Si S — S es supra-
yectivo (lo cual se cumple siempre en el caso b) se cumple el reciproco.

DEMOSTRACION: Notemos que, en el caso a), la proyeccién p : X' — X es
llana por [E A27], luego es suave por [E A26], luego X' es regular por [E 7.50].
En el caso b) llegamos a la misma conclusién usando 6.34 (y teniendo en cuenta
[AC 5.11]). El teorema [E 9.29] nos da que wx /g = p*wx,s (teniendo en cuenta
el teorema [AC A9] en el caso b).

Supongamos que X'/S’ no es minimal, de modo que X’ contiene un divisor
excepcional E' C X/,. Llamemos E = p[E'] C X,.

Notemos que X, = X, X (5) Espk(s’) y, como el cambio de base es finito y
suprayectivo, la restriccién de p a X! — X, también es finita y suprayectiva,
y también lo es la restriccién ¢ : £ — E. Puesto que wx/s|r = ¢*wx//s|p,
el teorema [E 10.9] implica que

|K(E/) : K(E)| gradk(s) WX/S|E = gradk(s) wX//S/|E/ = KX’/S’ “E' <0

por 7.16, luego también Kx,s - E < 0y el mismo 7.16 implica que E es un
divisor excepcional en X.

Supongamos ahora que X no es minimal, con lo que tiene un divisor excep-
cional E. Como S’ — S es suprayectiva, también lo es B/ = E x5 S" — E,
por lo que E’ es un divisor en X’. Si X — Z es la contraccién de F, entonces
X xg 8 — Z x5 5 es un homomorfismo birracional cuyo lugar singular es
no vacio, y Z' = Z xg S’ es regular por el mismo motivo que X’. Asf pues, X’
contiene un divisor excepcional y no es relativamente minimal. L]

Nota Los homomorfismos llanos son de tipo finito por definicién. No obs-
tante, vamos a ver que el teorema anterior sigue siendo vélido si en el caso a)
S’ — S es un homomorfismo entre esquemas de Dedekind locales que cumple
la definicién de homomorfismo llano (es decir, que es plano y no ramificado)
salvo que no exigimos que sea de tipo finito.

Veamos en primer lugar que X’ es regular. Sea s’ € S’ el punto cerrado de
S’ y sea s € S su imagen en S. Observemos que la fibra S’ es el espectro de

OS’,S/ ®Os,s (OS,s/ms) = OS’,S’/msOS’,s/ = OS/,S’/ms’ = k(s/)
Siz' € X/, tenemos que

X, =5 xgX xx Espk(x) = 5" xgEspk(s) Xps) Espk(x)

= Espk(s’) xp(s) Espk(x).
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Como k(s")/k(s) es separable, el teorema [E 3.57] nos da que X/, tiene di-
mensién 0 y es reducido, por lo que Ox/ ;s es un anillo reducido con un tdnico
ideal primo, es decir, es un cuerpo.

El teorema [E 3.46] nos da que Ox/ o /m;Ox/ o = Ox: 4, luego vemos que
m;O0x/ oo = m,/. Ahora observamos que

(Ma/m2) @) k(2') = (Mp Roy, k(2)) @pa) k(') =My Roy, (Ox72r/Mar).

Por [AC AT7] tenemos que m, ®oy, Ox/ o = meOx/ 0 = My y, a través
de esta identificacion, el ultimo anillo de la cadena de igualdades anteriores se
convierte en

(Mg @0y, Oxrar)/mz, = my /m3,.

En total, vemos que dimy(,)(m,/m2) = dimy(,)(m,/m2,). Por otra parte,
[E 4.52] nos da que dim Ox- ,» = dim Ox ,. Asi, como x es regular, también lo
es x'.

Asi pues, todos los puntos cerrados de X’ son regulares y, por [E 7.18]
concluimos que X’ es regular.

Supongamos ahora que X’ contiene un divisor excepcional

E' c X! X Xk(s) Esp k(sl).

s’

El teorema [E 3.56] nos da un cuerpo intermedio k(s) C k C k(s') tal que la
extension k/k(s) es finitay £’ = E}/ ), para cierto cerrado £ C X, Xy (s Esp k.
Sea F C X, la proyeccién de E”.

La relaciéon wx//sr = p*wyx,s sigue siendo vélida, pues sélo depende del
cardcter plano de p. Descomponemos ¢ : B/ -2 E” -5 E. donde g» es finita y
suprayectiva y podemos aplicarle [E 10.9]. Para ¢; usamos [E 10.8]:

|K(E") : K(E)|grad,) wx/s|e = grady () e3wx/s|e

= |k : k(s)| grady gswxr s/ | = |k : k(s)| grady, o) wxr st |6,

luego
|K(E"): K(E)|Kx/s-E=k:k(s)|Kx//g - E'

y el teorema 7.16 nos da igualmente una contradiccion. m

Todavia necesitaremos otra variante mas:

Teorema 10.29 Sea X/S una superficie aritmética minimal cuya fibra genérica
X, sea geométricamente regular de género p,(X,) > 1. Sea Y — S un ho-
momorfismo suave, sea § € Y un punto de codimension 1 y sea S" = Esp Oy .
Entonces X' = X xg 8" es una superficie minimal sobre S’.

DEMOSTRACION: Observemos que Y/S es regular, luego Oy es un anillo
local regular de dimensién 1, es decir, es un dominio de Dedekind local. Asi pues,
el teorema 5.4 nos da que X’/S’ es una superficie fibrada. Como X xgV — X
es suave, el teorema [E 7.50] nos da que X xgY es regular, luego también lo es
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X x5S, pues los puntos de su fibra cerrada son regulares (en X') por [E 3.47] y
los de su fibra abierta lo son porque ésta es una extensién de constantes de X,,.

Si la imagen de & en S es el punto genérico 7, entonces la fibra cerrada de
X' es

Xe =X x5 Espk(§) = X x5 Espk(n) X Espk(§) = (X)),

luego es regular y X’/S’ es suave, luego es minimal por 7.8. Supongamos, pues,
que la imagen de £ en S es un punto cerrado s. El esquema X' no se altera si
cambiamos Y por un entorno de £. Por el teorema [E A33] podemos suponer
que existe un homomorfismo llano g : ¥ — A% tal que f es la composicién
con el homomorfismo natural A% — S. Sea & € A% la imagen de {. Como las
fibras de g tienen dimensién 0, el teorema [E 4.52] implica que

dim OATSL,f’ = dim Oyﬁg =1.

Observemos que A% — S es suave, ya que sus fibras son los esquemas AZ(S),
que son regulares (y es plano porque lo es A} — EspZ). Asi pues, todo lo que
hemos dicho para S’ y X’ vale para S” = Esp Oane y X" =X xg8", de modo
que X" /5" es una superficie aritmética. Si probamos que es minimal, el teorema
10.28 aplicado al homomorfismo llano S’ — S” nos dard la minimalidad de
X'.

Equivalentemente, podemos suponer que S es un dominio de Dedekind local,
que Y = A% y que & pertenece a la fibra cerrada Y, = AZ(S). Adem4s, ya hemos
probado que X’/S" es una superficie aritmética. Observemos que, de hecho, &
es el punto genérico de AZ(s): pues ha de ser dim Oy, ¢ = 0. Por consiguiente,
k(&) es el cuerpo de fracciones algebraicas

k(&) = k(s)(X1,..., Xn).
La fibra cerrada de X’'/S’ es
Xi = X x5 Espk(§) = X Xp(s) Espk(§) = (X )r(e)-

Ahora observamos que las componentes irreducibles de X, siguen siendo
irreducibles tras el cambio de base k(£)/k(s). Esto se debe a que si A es una
k(s)-4lgebra integra, entonces

A Xk(s) k‘(g) = A(Xl, “ue ,Xn)

es también una k(§)-algebra integra.

Por consiguiente, si X’/S” tiene un divisor excepcional £’ C X é, éste serd
de la forma E’' = Ej¢), para cierta componente irreducible £ C X,. Ahora
podemos razonar como en la nota posterior a 10.28: la proyeccién p: X' — X
es plana, luego p*wx,s = wx/ gy, 8i ¢ : E' — E es la restriccién de p, tenemos
también que wx/g/|pr = ¢*wx,s|p. Por [E 10.8] resulta que:

gradk(s) WX/S|E = gradk(g) q*wX/s|E = gradk(g) WX//S’|E/ <0,

por el teorema 7.16, lo que supone una contradiccién. L]
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Los resultados anteriores permitiran las reducciones necesarias para aplicar
el teorema siguiente:

Teorema 10.30 Sea S = Esp A el espectro de un anillo local, noetheriano y
completo. Llamemos s € S a su punto cerrado. Si f : X — S es un homo-
morfismo suave, la aplicacion candnica X (S) — Xs(k(s)) es suprayectiva.

DEMOSTRACION: Sea = € X (k(s)). Por el teorema [E A.33], existe un
entorno U de x en X tal que f|y se descompone como un homomorfismo llano
g : U — A% seguido del homomorfismo natural A% — S. Es claro que g(z)
se extiende a un homomorfismo S — A%. En términos de anillos, se trata de
que siempre existe un homomorfismo que cierra el diagrama siguiente:

AXy,.. ., Xp]—-——>A

l l

k(s)[X1,...,Xn] —=Ek(s)

Consideramos ahora el homomorfismo llano Z = U x Ar S — S. La com-
posicién
vt gy

es la identidad, luego si llamamos z € Z4(k(s)) a la imagen de x, tenemos que
p(z) = x. Basta probar que z se extiende a una secciéon S — Z, ya que
entonces la composiciéon S — Z — U — X es una seccién que extiende a x.
Equivalentemente, basta probar el teorema para un homomorfismo llano.

Esto significa que el homomorfismo A — Ox , es (fielmente) plano (luego
es inyectivo, como consecuencia inmediata de 1.23 b) y que m, = m;Ox ;.
Ademés, que x sea racional significa que A/my = Ox ,/m,.

En particular, Ox, = A+ m,, luego m, = my(A+m,) = my + m2 y
Oxz=A+ m2. Por consiguiente,

m, = mg(A+m2) =m, +m

y, en general, es claro que my = my +m} y Ox, = A+ m?. Por lo tanto, el
homomorfismo A/m? — Ox ,/m? es suprayectivo. Su nicleo es

(miNA)/m} = (miOx,NA)/m! =0,

de nuevo por 1.23 b. Asi pues, los homomorfismos naturales A/m? — Ox ,/m?
son isomorfismos, lo que nos da a su vez un isomorfismo

A=A —0x,=A040x,=A®4O0x2=0Ox..

Tenemos, pues un isomorfismo de A-algebras Ox , — A que induce una
seccién
S — EspOx, — X

que claramente cumple s — . m

El teorema siguiente contiene todos los hechos previos necesarios para dotar
a N/S de estructura de esquema de grupos:
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Teorema 10.31 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K, sea
E/K una curva eliptica, sea S = Esp D, sea £/S su modelo reqular minimal y
sea N C € el abierto formado por sus puntos suaves.

a) Las aplicaciones candnicas N(S) — E(S) — E(K) son biyectivas.

b) Para cada x € E(K), la traslacion 7, : E — E se extiende a un auto-
morfismo 7, : € — E.

¢) Seam: ExgE — E laley de grupo en E y consideremos el automor-
fismo t = (m,p2) : Exxg E — E Xx E. Entonces t se extiende a un
automorfismo t: € xg N — € xg N.

d) El homomorfismo m se extiende a un homomorfismo m : N xg N — N.

DEMOSTRACION: a) La aplicacién canénica &(S) — FE(K) es la que a cada
o € &(9) le asigna el homomorfismo (ioa, 1), que hace conmutativo el diagrama:

(i00,1)
EspK ——= €k

1

§——>¢

Claramente es inyectiva, pues si ¢ 0 ¢ = ¢ o 7, tomamos un entorno afin
V = EspA de o(n) = 7(n) en € y un abierto afin U = Esp D contenido en
o V] n771V], de modo que o|y y 7|y se corresponden con homomorfismos
A — D que, compuestos con la inclusién D — K son iguales, luego también
lo son sin componer y, por lo tanto, oy = 7|y. El teorema [E 4.16] nos da que
o=T.

Para probar la suprayectividad observamos que un 7 € E(K) se corresponde
con un punto p € & tal que k(p) = K. Segun el teorema 5.29, el divisor
horizontal ' = @ determina un isomorfismo p : I' — S, luego podemos
considerar el isomorfismo inverso, que es un elemento o € £(S). El diagrama
siguiente muestra que o se corresponde con 7:

ESpKT—>8K
S—§>F e

Segin acabamos de ver, la imagen de cualquier o € &(S) es un divisor
horizontal T" tal que K(T") = K. El teorema 6.9 implica entonces que, para todo
punto cerrado s € S, se cumple I' - £, = 1, lo cual se traduce en que I' N €, se
reduce a un punto p, racional en &, y tal que i,(I', €5) = 1, lo cual implica en
particular que p es regular en £, y, al ser racional, es geométricamente regular
(por [E 7.24]). Asi pues, todos los puntos de la imagen de o son suaves en €. (Lo
hemos probado para imagenes de puntos cerrados, pero para el punto genérico
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es trivial.) Esto significa que o : S — €& es, de hecho, un homomorfismo
o : S — N. Por consiguiente, la inclusién N(S) C &(S) es, de hecho, una
igualdad.

b) es consecuencia inmediata del teorema 7.26.

¢) Llamemos X = E X Fy X = & xg N. Entonces X es la fibra genérica
de X/S, pues

E XKEZ (8 Xs ESpK) XK (N Xs ESpK) = (8 X N) XsESpK.

Observemos que t es el automorfismo construido en la prueba de 7.33. El
teorema 7.2 nos da que t se extiende a una aplicacién birracional ¢t : X — X
definida en un entorno de X. Hemos de probar que estd definida en todo X.
Fijado un punto cerrado s € S, consideramos el diagrama conmutativo

X xgEspOg s oy xg EspOg s

| |

X X

t

Basta probar que t5 estd definido en todo X xg Esp Og s, pues entonces el
teorema 7.2 nos da una extensién a un entorno de la fibra Xs y de la fibra
genérica, y sobre ésta coincide con t, luego lo que tenemos es que t esta definido
sobre toda la fibra X,. Observemos que

X Xg ESp OS,s = (8 Xg ESpOS}S) XOS,S (N Xg ESpOS’S),

Segun el teorema 7.24, el primer factor es el modelo regular minimal de
E/K sobre Og, y es facil ver que el segundo factor es su abierto de puntos
suaves. Ademds, ts induce sobre la fibra genérica de X xg EspOg s el mismo
automorfismo t: Exg F — E xg E.

De todo esto se desprende que, para probar que t esta definido sobre todo X,
podemos suponer que D es un anillo de valoracién discreta. El teorema 2.15 nos
da un anillo de valoracién discreta D’ que contiene a D tal que mp, = mpD’
y D’'/mp: es la clausura separable de D/mp. Notemos que D’ es plano sobre
D porque D es un dominio de ideales principales y D’ es un D-mdédulo libre de
torsién. Asi, Esp D’ — Esp D cumple la definicién de homomorfismo llano ex-
cepto que no es necesariamente de tipo finito. Podemos aplicar el teorema 10.28
(teniendo en cuenta la nota posterior), y concluir que Xg/ es una superficie
minimal (donde S” = Esp D).

Ahora llamamos S” = Esp D', donde D’ es la complecién de D', y el teo-
rema 10.28 nos da también que Xg» es minimal. Observemos que

xS// = ES// X g NS”;

y que Ng» es el abierto de los puntos suaves de g. (Porque la proyeccién
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&gn — & hace corresponder claramente? los puntos suaves de €g» con los
puntos suaves de €.) Ademds, si llamamos K" = K(S”), la fibra genérica de
Xgs es claramente Xg» = Exrn Xgn Egon.

Teniendo en cuenta que mg es la ley de grupo en Eg, es claro que el
automorfismo tg : Xgn Xgn Xgn — X es el considerado en el enunciado
para la curva eliptica Fx, luego en particular sabemos que se extiende a una
aplicacién birracional T : Xg» — Xg» (definida sobre S”). En el diagrama
siguiente, todas las caras del cubo son conmutativas salvo quiza la de la derecha:

XK// _— xS//

e )

X X
t t

XKH :X:S”
X X

pero esto implica que la cara derecha conmuta sobre la fibra genérica Xy,
luego por el teorema 5.26, conmuta sobre todo el dominio de T'. A su vez, esto
implica que T = tg». Por el teorema 10.18, si probamos que tg~ estd definido
sobre todo Xg, tendremos que t estd definido sobre todo X, como queremos
probar. Equivalentemente, podemos suponer que D es un anillo completo local
cuyo cuerpo de restos es separablemente cerrado.

Sea A € Ny uno de los puntos cuasigenéricos de la fibra cerrada y conside-
remos el esquema T = Esp O, . El teorema 10.29 nos da que € xg T es una
superficie regular minimal sobre 7. Tenemos un diagrama conmutativo

EXST SXSN

| |

ExgEspK(E)—=Exg E

lo que significa que el cambio de base € xgT — € x g N envia la fibra genérica
a la fibra genérica. Puesto que t es una aplicacién birracional en € x g N definida
sobre un entorno de la fibra genérica, el cambio de base

tTIEXST—>8><ST

es una aplicacién birracional definida en un entorno de la fibra genérica. El
teorema 7.26 implica entonces que t1 es un automorfismo definido sobre toda la

2La clave estd en que, por el teorema [AC 5.73], un punto de un conjunto algebraico C/k
es geométricamente regular si y sélo si cualquiera de sus antiimégenes en cualquier extensién
de constantes C con K algebraicamente cerrado (no necesariamente la clausura algebraica
de k) es regular.
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superficie € xg T = € xg N X Esp O x. Por el teorema 7.2, existe un abierto
U C N, que contiene a A, tal que tp se extiende a un tinico N-automorfismo

ExgU — & xgU.

Este automorfismo coincide con t sobre la fibra genérica, luego es una res-
triccién de t. (Esto se debe a que las restricciones de ambos a la fibra genérica
son E-automorfismos de E X g E que coinciden sobre E x i Esp K (F), pero este
ultimo esquema es la fibra genérica de E X E vista como superficie sobre F,
luego ambos automorfismos coinciden.)

Si t estd definido sobre €x gU; y € X sUs, también lo estd sobre & X g (U; UUS),
luego € esta definido sobre € xg U, donde U C N es un abierto que contiene a

todos los puntos cuasigenéricos de Ny, es decir, un abierto tal que Uy es denso
en N;.

Tomemos ahora © € E(K) y consideremos el automorfismo:

ot To XT,
e xs U] 5 g xgU 5 & xg U ™% € xg 7,[U]

El cambio de base xgEsp K lo convierte en3

(

—1
ExkE S ExxE™® Exie E™F Exx E

y es facil ver que éste coincide con (m, p2) (porque ambos automorfismos inducen
la misma aplicacién sobre E(K)x E(K)). El teorema 5.26 nos da entonces que el
primer automorfismo coincide con ¢ en su dominio comun, luego ¢ esta definido
en & xg 7,[U].

Asi pues, para probar que t estd definido en todo € x ¢ N basta ver que

N= U mlU]
z€E(K)

Llamemos V' al miembro derecho. Asi, V es un abierto en N cerrado para
traslaciones, es decir, tal que 7,[V] C V, para todo z € E(K). Ademds V;
contiene a todos los puntos cuasigenéricos de N, y, obviamente, V,, contiene al
punto genérico de E. Por lo tanto, si no se da la igualdad, C = N\ V es un
cerrado tal que C, y C, tienen ambos dimensién 0 (si no son vacios), luego
ambos son finitos. En suma, C' consta a lo sumo de un nimero finito de puntos
de N;, = E' y un ntimero finito de puntos de Nj.

Por otra parte, Ng(k(s)) es infinito. En efecto, N es geométricamente re-
gular, luego geométricamente reducido, y el teorema [E 3.68] implica que todo
abierto no vacio (en particular, el complementario de todo conjunto finito de
puntos racionales) contiene un punto racional.

Por el teorema 10.30, cada x5 € N4 (k(s)) se extiende a una seccién x € N(5),
que a su vez define un automorfismo 7, = 7, : N — N. Basta probar que,

3Con més precisién, lo convierte en la restriccién del automorfismo indicado a un cierto
abierto de E X E.
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para cada u € C, existe un x € N(S) tal que v’ = 7,(u) ¢ C, ya que entonces
u € V y también 7_,, (v) = u € V, con lo que tenemos una contradiccién
(salvo que C' sea vacio).

Para ello demostraremos que si z, ' € N(S) cumplen =, # 2/, entonces
I';, NI';, = 9. Admitiendo esto, supongamos que u € C,, sea L = k(u)
y fijemos un homomorfismo Esp L — F cuya imagen sea u. FEntonces, los
homomorfismos EspL — EF - E y EspL — E X2, E son distintos o, de lo
contrario, también coincidirian los homomorfismos

(17Tm) 1,7",2/)

EspL — EY® Exx E, EspL — E'“=) ExxE,

y su imagen comin estarfa en I'y, NT'; , C E X E, que es la fibra genérica de
I, NIy, €N xg N, contradiccién.

Si|L: K| = n, existen a lo sumo n homomorfismos Esp L — FE cuya imagen
sea un punto dado de E, luego hay un numero finito de tales homomorfismos
cuya imagen estd en C),. Asi pues, hay un nimero finito de puntos x, € N, (k(s))
tales que el homomorfismo

(1,7=)

EspL — EYWE xx E
tenga imagen en C, y, como hay infinitos elementos en N,(k(s)), concluimos

que existe un x € N(S) tal que 7,(u) ¢ C.

Si u € (s razonamos andlogamente, con la Unica variante de que, como
la extensién k(u)/k(s) es puramente inseparable, hay un inico homomorfismo
Esp L — N, para cada punto de Nj.

Tomamos, pues z, ' € N(S) tales que x5 # x’.. Observamos en primer lugar
que no puede suceder que I'-, NI'; , =T"7,, ya que entonces I'r, C I';, y, como
ambos son cerrados en N x g N irreducibles de dimensién 2, serian iguales, lo
que implicarfa que 7, = 7,7, de donde xx = ', de donde x = 2’ (pues ambas
secciones coincidirian en Esp K, que es denso en 5).

Por consiguiente, I'x, NI' , & I'z, € N xgN. Pasando a las fibras genéricas,
tenemos igualmente que I'y, NI';. , & Iy, C Exg E. Siv e 'y, NI'- ,, entonces
v 1o es el punto genérico de I';, luego u = p1(v) no es el punto genérico de E,
sino un punto cerrado. Sea L = k(u) y fijemos un homomorfismo Esp L — E.
Es claro que los homomorfismos EspL — E —» E y EspL — E X+, E son
iguales, pues ambos coinciden con Esp L — I';, NT'; , seguido de la segunda
proyeccion:

EspL-->=I; N FTm,

S

N

(Notemos que p; es una inmersién cerrada.)
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Ahora bien, Esp L — FE induce un homomorfismo Esp L — Ep, cuya
imagen u’ cumple 7,(u') = 75 (u'), luego Ty () = 7w (2 ), luego xx = a',
luego = 2/, contradiccion.

Esto prueba que la fibra genérica de I'r, NI, , es vacia o, lo que es lo mismo,
que I'x, N7, € (T'r, )s-

Por otra parte, I'; , es un cerrado irreducible de dimensién 2 en N xg N,
que tiene dimensién 3, luego 'y, es un divisor primo de Weil en N xg N. El
producto es regular, pues es suave sobre N, luego podemos identificar a I';_, con
un divisor de Cartier entero. Podemos considerar su imagen inversa a través de
la inmersién cerrada I';, — N x g N, que es un divisor de Cartier en I'. cuyo
soporte es I'y, NT'; ,. Esto prueba que la interseccién tiene dimensién 1, luego
es una unién de componentes irreducibles de (I';, )s.

A través del isomorfismo p; : I';, — N, la interseccién se transforma en
una unién de componentes irreducibles de Ns. Como Ny es geométricamente
regular, sus componentes irreducibles también lo son, luego en particular son
geométricamente reducidas, y el teorema [E 3.68] nos da que contienen un punto
racional us; € Ny(k(s)), que se extiende a una seccién u € N(S). El hecho de
que p; "(us) € Iy, NI, se traduce en que 7 (us) = 7o (us).

Una propiedad evidente de las traslaciones de una curva eliptica es que
Tore (UK ) = Tu, (i ). Por lo tanto, los homomorfismos

SLNTLN y § LN ILN

coinciden sobre Esp K, luego son iguales, luego 7,(us) = 7,(zs). Igualmente
concluimos que 7,/ (us) = 7, (2 ), luego 7, (xs) = T, (x)), luego x5 = z,, contra-
diccion.

Con esto tenemos probado que las gréaficas son disjuntas y ello concluye la
demostracién de que la aplicacion racional ¢ : € xg N — € x g N estd definida
en todo € x g N. Vamos a probar que es un isomorfismo, para lo cual volvemos
al contexto general que indica el enunciado (ya no suponemos que S es local y
k(s) separablemente cerrado, etc.).

El automorfismo i : £ — E que a cada punto de E(K) le asigna su opuesto
para la estructura de grupo se extiende a un automorfismo i : € — & (por el
teorema 7.26), que a su vez se restringe a un automorfismo i : N — N. Es fAcil
ver que el automorfismo

ExgNEL e e N exg NS e wgN

es el inverso de t, porque lo es sobre la fibra genérica E x i E (donde se com-
prueba haciendo actuar a su composicién con t por la izquierda y la derecha

sobre los puntos de E(K) x E(K)). Asi pues, ¢t es un automorfismo de & x g N.

d) Basta observar que N xg N es el abierto de puntos suaves (sobre S) de
€ Xg € (y, en particular, el de & xg N). En efecto, es claro que los puntos de
N x g N son suaves, ya que el producto es suave sobre N y éste es suave sobre
S. Reciprocamente, si p : € xg &€ — € es una de las proyecciones, hemos de
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probar que si x € € xg € es suave, entonces p(x) € N. En caso contrario, si
s € S es la imagen de z, tendriamos que x seria geométricamente regular en
€5 Xp(s) €, mientras que p(x) no serfa geométricamente regular en €. Si kesla
clausura algebraica de k(s), esto implica a su vez que en (&;)j Xj (€s)z habria
un punto regular cuya proyeccién en (€4)z no serfa regular. Ahora bien, como
& X g € es plano sobre &, las proyecciones de (€;); Xz (€5)z también son planas,
y el teorema 3.25 nos da una contradiccion.

Como consecuencia, el automorfismo t : € xg N — & xg N construido
en el apartado c¢) se restringe a un automorfismo ¢ : N xg N — N xg N que,
compuesto con la primera proyeccién, nos da el homomorfismo m del enunciado.

| |

Finalmente obtenemos el resultado que perseguiamos:

Teorema 10.32 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K, sea
E/K una curva eliptica, sea S = Esp D, sea £/S su modelo regular minimal y
sea N C € el abierto formado por sus puntos suaves. Entonces, el homomorfismo
m : N xg N — N construido en el teorema anterior, junto con la extension
i : N — N del automorfismo i : E — E que a cada punto de E(K) le
asigna su opuesto, y la seccion o : S — N determinada por el punto racional
o € E(K) (que determina su estructura de variedad abeliana), determinan una
estructura de esquema de grupos abelianos en N que sobre la fibra genérica
induce la estructura de variedad abeliana de E/K.

DEMOSTRACION: Ante todo, observemos que en la prueba del teorema 8.13
hemos visto que O = m C € estd, de hecho, contenido en N. Por el teorema
5.29, sabemos que el homomorfismo estructural 7 : O — S es un isomorfismo.
En el enunciado estamos llamando o : S — O C N al isomorfismo inverso. Es
claro que se trata de la tnica seccién tal que o(n) = o, ya que esto implica que
la imagen de o en € es O y, al estar definida sobre 9, ha de ser necesariamente
la inversa del homomorfismo estructural.

Los diagramas de la definicién de esquema de grupos son conmutativos por-
que lo son sobre las fibras genéricas (teorema 5.26), y son conmutativos sobre las
fibras genéricas porque sobre ellas se reducen a los diagramas correspondientes
a la estructura de variedad abeliana de E/K. "

Es claro que la estructura de esquema de grupos en N/S estd completamente
determinada por el hecho de que extiende a la estructura de variedad abeliana
de E/K, es decir, que no depende de la construccién particular con la que hemos
demostrado su existencia.

10.5 Propiedades del modelo de Néron

En las secciones precedentes hemos evitado dar una definicién formal de
“modelo de Néron” porque es posible dar una definiciéon general valida para
conjuntos algebraicos muy generales, aunque su interés se reduce en la practica
al caso de las variedades abelianas. En el caso de una curva eliptica, el modelo de
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Néron resultard ser el abierto N/.S de puntos suaves del modelo regular minimal,
que hemos estudiado en la seccién anterior.

Definicién 10.33 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K,
sea S = EspD y sea X/K un conjunto algebraico geométricamente regular.
El modelo de Néron de X/K es un esquema suave de tipo finito N/S, cuya
fibra genérica sea isomorfa a X/K, y tal que, para todo esquema suave N/S, la
aplicacién candnica

Homg (N, N) — Homg (Ng, X)
es biyectiva.

Es claro que si X/K admite un modelo de Néron N/S, éste es tnico salvo
isomorfismo, ya que si N/S es otro modelo de Néron, el isomorfismo N = N
determina homomorfismos N — N y N — N cuyas composiciones N — N
vy N — N inducen la identidad sobre la fibra genérica, luego son la identidad
en N y N respectivamente.

Néron demostré la existencia del modelo de Néron de una variedad abe-
liana arbitraria. Nosotros demostraremos tinicamente la existencia para curvas
elipticas.

Observemos que, en general, si X/K es una variedad abeliana, entonces su
estructura de grupo algebraico se extiende de forma unica a una estructura
de esquema de grupos abelianos en su modelo de Néron (admitiendo que éste
exista). En efecto, para extender el homomorfismo m : X xx X — X apli-
camos la definicién a N = N xg N, que es un esquema suave (sobre N, luego
sobre S) cuya fibra genérica es X X X. La conmutatividad de los diagramas
de la definicién de esquema de grupos se deduce de la conmutatividad de los
diagramas correspondientes sobre las fibras genéricas.

Teorema 10.34 Sea D un dominio de Dedekind, sea K su cuerpo de cocientes,
sea S =Esp D, sea E/K una curva eliptica, sea £/S su modelo reqular minimal
y sea N el abierto de los puntos suaves de €. Entonces N/S es el modelo de
Néron de E/K.

DEMOSTRACION: Como € es una superficie aritmética, es claro que N es
separado (y, por definicién, suave) sobre S. También sabemos que su fibra
genérica es isomorfa a F/K. Sélo falta probar que cumple la propiedad universal
de la definiciéon de modelo de Néron.

Consideramos un esquema suave N/S y un homomorfismo f : Ny — FE.
Sea N = Nj U---UN, la descomposicién de N en componentes conexas. Cada
una de ellas es suave, luego es integra. Claramente, Ng = Ny gU---UN, i. Si
encontramos homomorfismos g; : Ny — N tales que g; k = f|n, ., es claro que
éstos definen un homomorfismo g : N — N tal que gx = f. Equivalentemente,
podemos suponer que N es integro.

El teorema 7.2 nos da un homomorfismo de un abierto de N (que contiene
a Ng) en un abierto de N, es decir, una aplicacién racional g : N — N, tal
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que gx = f. Hemos de probar que g esta definida sobre todo N. Segin 10.27,
basta probar que g estd definida sobre los puntos de codimensién 1 y sobre los
puntos cuasigenéricos de las fibras de N. Ahora bien, g estd definido sobre la
fibra genérica y, si € es un punto de una fibra cerrada N, la relacién

dim ON’g = dim ONS,g +dimOg g,

teniendo en cuenta que el tltimo sumando es 1, muestra que £ es cuasigenérico
en N siy solo si tiene codimensién 1. Sea pues, & € Ng un punto de codimen-
sién 1. Basta probar que g estd definida en &.

Sea T'=EspOn, y sea L = K(T) = K(N). Por el teorema 10.29 sabemos
que & = € x5 T es el modelo regular minimal de FE, sobre T, y su abierto de
puntos suaves es N’ = N xg T. El teorema 10.31 a) nos da que la aplicacién
natural N'(T') — E(L) es biyectiva.

Aplicamos esto al homomorfismo Esp L — N, LN N = Er, con lo que
obtenemos un diagrama conmutativo

EspL —— N, L>NL

| |

T N

El teorema [E 4.5] nos da un entorno U de £ y un homomorfismo h : U — N
tal que la fila inferior del diagrama anterior se descompone como

EspL —— Ny, L>NL

| l

T U—>N

Sea ahora V' C N un abierto no vacio contenido en U y en el dominio de g.
Claramente, tenemos los diagramas conmutativos

ESpL—>NLL>NL

N

Vv N

g,h

luego g y h coinciden sobre el punto genérico de V', luego coinciden en un
abierto,* luego la aplicacién racional g estd definida en U y, en particular, en &.
| |

Observemos ahora que el teorema 7.24 implica inmediatamente su andlogo
para modelos de Néron:

4Tomamos un abierto afin G C N y un abierto en G’ C V contenido en g~ 1[G] N h~1[G],
de modo que g|gr y h|lgs se corresponden con homomorfismos de anillos A — B tales que,
compuestos con la inclusién B C L, son iguales, luego g|gr = h|g’.
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Teorema 10.35 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K,
sea S = EspD, sea E/K una eliptica y sea N/S su modelo de Néron. Para
cada punto cerrado s € S, se cumple que N X g Esp Og s es el modelo de Néron
de E/K sobre Esp Og ;.

DEMOSTRACION: Si £/S es el modelo regular minimal de E/K, el teorema
7.24 nos da que € ®gEsp Og s es el modelo regular minimal de E/K sobre Og s,
y es facil ver que N ®g EspOg s es su abierto de puntos suaves, luego es el
modelo de Néron de E/K sobre Og ;. ]

En particular, la fibra Ny es la misma para el modelo de Néron de E/K
sobre Sy sobre Esp Og s, luego, para estudiar las fibras cerradas de los modelos
de Néron, podemos trabajar tinicamente con dominios de Dedekind que sean
anillos de valoracién discreta. En tal caso, las posibilidades para la fibra €, del
modelo regular minimal vienen dadas por la tabla 8.1. Observemos que la tabla
contiene la estructura de Ny en cada caso: es el esquema que resulta de eliminar
los puntos siguientes:

a) El punto singular de las fibras de tipo Iy 0 I; 2 y el de la tltima componente
irreducible del tipo I, 2 con n impar,

b) Todos los puntos en que se cortan dos o mds componentes irreducibles
(pues son puntos singulares en &, luego no suaves en &),

c¢) Todas las componentes irreducibles de multiplicidad mayor que 1 (sus
puntos no son reducidos, luego no son geométricamente regulares).

Puesto que las componentes irreducibles de N no se cortan entre si, con-
cluimos que las componentes irreducibles de N son también sus componentes
conexas.

Definicién 10.36 Sea D un dominio de Dedekind con cuerpo de cocientes K,
sea E/K una curva eliptica y sea N su modelo de Néron. Si s € S es un punto
cerrado, la fibra cerrada N, /k(s) es un grupo algebraico. Llamaremos N? a la
componente conexa del elemento neutro, que es un subgrupo abierto y cerrado
de Ns. Por otra parte, llamaremos ®p s = mo(N;) al esquema de componentes
conexas de Ny, que también es un grupo algebraico sobre k(s) en virtud del
teorema 10.25.

Con mas detalle, la seccién o : S — N es la que asigna a n el punto
infinito 0, € N;; = E, luego el elemento neutro o, € Ny es el punto que cumple
{0,} NN = {05} Por lo tanto, N? es la interseccién con N de la componente
irreducible de € que en la demostracién del teorema 8.26 hemos llamado I'y (y
que, siguiendo la prueba, podemos identificar en las figuras de la tabla 8.1).

Para todos los tipos de reduccién aditiva (teniendo en cuenta 8.24 para el
tipo II) vemos que N9 = Ay, luego el teorema 10.22 nos da que la estructura de
grupo de N es la del grupo aditivo de k. Cuando la reduccién es multiplicativa
racional (es decir, de tipo I,, con n > 1) vemos que NV 2 A} \ {p} donde p es un
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punto racional. Por consiguiente, el teorema 10.23 nos da que la estructura de
grupo de N? es la del grupo multiplicativo de k. La estructura de N? cuando la
reduccién es multiplicativa irracional (tipo I, 2) es mds delicada, pero, tras una
extensién de constantes cuadrética k'/k, se convierte en el grupo multiplicativo
de k’. Por tltimo, en el caso de buena reduccién (tipo Ip) la estructura de NY
es la estructura de grupo de una curva eliptica.

Segun los teoremas 10.11 y 10.14, los puntos de ®g s se corresponden con
las componentes conexas (o irreducibles) de Ny de modo que los puntos de
®p s(k(s)) se corresponden con las componentes geométricamente conexas.

De acuerdo con la tabla 8.1, cada componente conexa I' de Ny es de uno de
los tipos siguientes (llamamos k = k(s) y k a una clausura algebraica):

a) Una curva eliptica, que es geométricamente irreducible, luego geométrica-
mente conexa.

b) El abierto de puntos regulares de una cibica singular T definida por una
ecuacién de Weierstrass. Entonces I'; es la ctibica singular definida por
la misma ecuacién de Weierstrass y I'z es un abierto en I‘;;, luego T" es
también geométricamente irreducible y geométricamente conexa.

c¢) Un abierto en P}, con lo que I'; es un abierto en P}C y nuevamente es
geométricamente irreducible y geométricamente conexa.

d) Un abierto en una cénica geométricamente integra I, con lo que T es
también geométricamente integra.

e) Un abierto en P}, donde k’/k es una extensién cuadratica o ctibica. En-
tonces I'; es un abierto denso en Pj, X Esp k, que es unién de dos o tres
componentes conexas isomorfas a Pllc, luego I' es geométricamente disco-
nexa.

f) Un abierto en una cénica reducida singular IV (de modo que I' no con-
tiene al punto singular de I”). Entonces ].";—C es unién de dos componentes
irreducibles isomorfas a P}€ que se cortan en un punto, cuya imagen en I
es el punto singular. Entonces, I'; es un abierto denso en I'; que no con-
tiene al punto de intersecciéon de las dos componentes irreducibles, luego
es disconexo y asi I' no es geométricamente conexa.

Teniendo en cuenta todas estas consideraciones, es inmediato que el nimero

de elementos de ®g 5, Pp (k) y Pg s(k) es el dado por la tabla 10.1.

Ahora vamos a relacionar el modelo de Néron con el modelo de Weierstrass
minimal. Para ello conviene dar la definicién siguiente:

Definiciéon 10.37 Sea D un anillo de valoraciéon discreta con cuerpo de co-
cientes K, sea E//K una curva eliptica y sea N/S su modelo de Néron, donde
S = Esp D. Definimos N = N\ (N \ NY) = N,, UNY, que es un abierto en N
cuya fibra cerrada es NY.
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TIo, ILII | IIL IO [ IV, IVS [ IV, IV [ L | Lue | L[ Lo [ Tis
Dp 1 2 3 2 n | n2mii [ 4] 3 | 2
g (k) 1 2 3 1 n| 2/t |4] 2 |1
Qg s(k) 1 2 3 3 n n 41 4 | 4

Tabla 10.1: Numero de componentes conexas de la fibra cerrada Nj.
(En el tipo I 2, las dos posibilidades corresponden, respectivamente, al caso en que n es par o

impar. En el tipo In hay que excluir el caso n = 0, que estd incluido en la primera columna.)

Del hecho de que N? sea un subgrupo algebraico de Ny se sigue que la
multiplicacién N xg N — N se restringe (como aplicacién) a una aplicacién
N9 % g N? — N (es facil ver que N9 x g N = N2 x5 N?), y también lo hace
a Ny xg N, — N,;, luego se restringe a una aplicacién NO xg N0 — NO. Lo
mismo vale para el homomorfismo i : N — N, que se restringe a N0 — NO.
Como NV es abierto en N, esto implica que N° hereda de N una estructura
de esquema de grupos. (Observemos que la seccién o : S — N puede verse
también como o : S — NO.)

Teorema 10.38 Sea S = Esp D, donde D es un anillo de valoracion discreta
con cuerpo de cocientes K y cuerpo de restos® k. Sea £/S el modelo reqular
minimal de una curva eliptica E/K. Sea W/S el modelo de Weierstrass minimal
de E/K, sean N y WP los abiertos de puntos suaves de & y W, respectivamente 3
sea NO el subgrupo abierto de N que resulta de eliminar las componentes conezas
de Ny distintas de NO. Entonces, la contraccion p: &€ — W se restringe a un
isomorfismo p : N0 —s W0,

DEMOSTRACION: Por el teorema 8.18, sabemos que se obtiene de & mediante
la contraccién p : € — W de las componentes irreducibles de £, que no cortan
a O = {o} = {0y, 05}. Si &, tiene una tnica componente irreducible, el teorema
es trivial, pues entonces p es un isomorfismo, & = W y N0 =N = W0,

Supongamos, pues, que £, tiene més de una componente irreducible. En-
tonces, la componente I'; que contiene a o4 es isomorfa a P}, por lo que todos
sus puntos son suaves excepto los que corten a otras componentes irreducibles.
Si llamamos C' a la unién de las demds componentes, es claro que N? = &€, \ C
y NV = &\ C. La imagen de C por p es un conjunto finito de puntos, pero la
tabla 8.1 muestra que, en todos los casos, C' es conexo, por lo que p[C] es un
punto p € Wi.

De este modo, W\ {p} = €\ C es regular y, por la minimalidad de &, no
puede ocurrir que W sea también regular en p. Por lo tanto, la fibra Wy ha
de tener un punto singular, que ha de ser necesariamente p. Ademads, p serd el
tinico punto no suave de W. En otras palabras, tenemos que W% = W\ {p} v,
ciertamente, p se restringe a un isomorfismo p : N0 — W9, "

5Si car k = 2, 3 suponemos ademés que k es perfecto. Lo mismo vale para todos los teoremas
de esta seccién.



350 Capitulo 10. EI modelo de Néron

En particular, podemos dotar a W9 de una (tinica) estructura de esquema
de grupos de forma que la estructura de grupo algebraico inducido sobre la fibra
genérica E/K es la asociada a su estructura de curva eliptica.

Definiciéon 10.39 Sea S = Esp D, donde D es un anillo de valoracién discreta
con cuerpo de cocientes K y cuerpo de restos k. Sea N/S el modelo de Néron
de una curva eliptica E/K. Llamaremos reduccion. r : E(K) — Ng(k) a la
composicién de la inversa de la biyeccién candnica N(S) — E(K) (cf. 10.31)
con la aplicacién canénica N(S) — N (k).

Vamos a relacionar esta reduccién con la teorfa cldsica. Para ello considera-
mos el esquema P% = Proy(D[X,Y, Z]). Por el teorema [E 4.28] tenemos una
biyeccién natural P%(S) — P% (K). Componiendo su inversa con la aplicacién
canénica P%(S) — P3i(k) obtenemos otra reduccién ' : P%(K) — Pi(k).
Esta admite una interpretacién cldsica muy simple:

Un punto z € P%(K) estd determinado por unas coordenadas homogéneas
[a,b,c] que podemos tomar en D. Més atin, multiplicando por una potencia
adecuada de un primo de D, podemos suponer que una de ellas, por ejemplo, c,
es una unidad en D. Por consiguiente, otro vector de coordenadas homogéneas
es [a/, b, 1], donde o' = a/c y b =b/c estdn ambos en D.

Identificando Ak = V(Z), el punto x es, en términos clédsicos, el punto
(a’, V). El homomorfismo de anillos D[X,Y] — D determinado por la susti-
tucién X — a’, Y — b’ induce a su vez un homomorfismo de esquemas

o:58=EspD — Esp(D[X,Y]) —>P?9-

Es claro que 0, = x, mientras que o, visto como punto de Aﬁ C Pi, es el
punto de coordenadas ([a'], [V']) = [[@'], [0], 1] = [[a], [], []]-

En definitiva, en términos clésicos, la reduccién 1’ : P%(K) — P2 (k) es la
aplicacién dada por ' ([a, b, ]) = [[a], [b], [¢]], donde las coordenadas homogéneas
se toman en D de modo que al menos una de ellas sea unitaria. En otras pala-
bras, la reduccién de un punto = € P%(K) es el punto de P (k) cuyas coordena-
das homogéneas son las reducciones modulo p de las coordenadas homogéneas
de z.

Volviendo a la reduccién r : E(K) — N;(k) que hemos definido antes, pode-
mos componerla con la aplicacién N, (k) — Wy (k) inducida por la contraccién
N — & — W, lo que nos da una tercera reduccién ry : E(K) — Ws(k).
Ahora observamos que W es una superficie fibrada determinada por una ecuacién
de Weierstrass con coeficientes en D, lo que nos da una inmersiéon cerrada
i: W — P%. Cada z € E(K) se extiende a una seccién o € N(S), de modo
que las correspondientes secciones en W (S) y P%(S) determinan las reducciones
rw(z) y v'(i(z)), respectivamente. As{ pues, tenemos el diagrama conmutativo

E(K) — P%(K)
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La conmutatividad de la parte derecha se interpreta como que la reduccién
rw es, en términos clasicos, la que a cada punto de E(K) le asigna el punto
que resulta de reducir médulo p sus coordenadas homogéneas.® A su vez, la
reduccién r resulta ser un refinamiento natural de ryy.

Teorema 10.40 Sea S = Esp D, donde D es un anillo de valoracion discreta
con cuerpo de cocientes K y cuerpo de restos k, sea N su modelo de Néron.
Entonces, la reduccion v : E(K) — Ng(k) es un homomorfismo de grupos.

DEMOSTRACION: Si T — S es cualquier cambio de base, la aplicacién na-
tural N(S) — N(T') es un homomorfismo de grupos (esto se prueba facilmente
para cualquier esquema de grupos). Tomando 7' = Esp K obtenemos que
N(S) — E(K) es un isomorfismo, y tomando T = Espk obtenemos que
N(S) — Ng(k) es un homomorfismo. La reduccién r es la composicién del
inverso del primero con el segundo. m

Definicién 10.41 En las condiciones del teorema anterior, llamamos
Eo(K) =r"'INJ(K)],  Eu(K) =7r""[{ox}],

donde oy, es el elemento neutro de Ny(k). Obviamente E1(K) C Ep(K) son
subgrupos de E(K).

Hemos visto que la contraccién p : N — W cumple que p~[W0] = N2, por
lo que la aplicacién u : Ng(k) — Wy (k) cumple u = [WO(k)] = NO(k). Asf pues,
Eo(K) = ry! W0, es decir, que Eo(K) puede verse también como el subgrupo
de E(K) formado por los puntos con reduccién regular” en W.

Si consideramos a W° como esquema de grupos isomorfo a N, entonces
tenemos también un isomorfismo de grupos NY(k) = WY(k), del que se sigue
que la restriccién ryy @ Eg(K) — W2 es también un isomorfismo de grupos.

Por otra parte, de la propia definicién se deduce que tenemos monomorfismos
de grupos

BE(K)/E1(K) — Ny(k),  Eo(K)/Ei(K) — NJ(k).

En particular, vemos que, si el cuerpo k es finito, los subgrupos Ey(K) y
E;(K) tienen indice finito en E(K). Més atin, el indice de Ey(K) en E(K) es
finito sin necesidad de que k lo sea.® Ello se debe a que tenemos un monomor-
fismo de grupos

E(K)/Eo(K) — @p(k).

En efecto, basta tener en cuenta que el homomorfismo de grupos algebraicos
Ny — &g induce un homomorfismo de grupos

Ny(k) — Dg(k),

cuyo niicleo es N?(k). El teorema siguiente recoge esto y un poco mas:

6Es decir, que se trata de la reduccién definida en [CE seccién 6.2] (respecto de una ecuacién
de Weierstrass minimal de la curva eliptica.)

7Y, por consiguiente, es el mismo definido en [CE seccién 6.2].

8Este hecho se enuncia sin demostracién en [CE] tras el teorema [CE 6.24].
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Teorema 10.42 Sea D un anillo de valoracion discreta con cuerpo de cocientes
K y cuerpo de restos k, sea N su modelo de Néron y ®p = mo(Ny). Entonces,
existen monomorfismos de grupos

Eo(K)/E\(K) — NJ(k),  E(K)/Eo(K) — ®p(k).

Si D es completo, el primer monomorfismo es un isomorfismo. Si ademds k es
finito, el seqgundo también lo es.

DEMOSTRACION: Ya hemos probado la existencia de los monomorfismos. Si
D es completo, el teorema 10.30 aplicado a N/S (donde S = Esp D) nos da que
todo & € Ng(k) se extiende a un o : S — N tal que o5 = z. Es claro entonces
que 0, € E(K) cumple que r(o,) = z, luego la reduccién r : E(K) — N(k)
es suprayectiva, al igual que su restriccién Eq(K) — NY(k). Esto prueba a su
vez la suprayectividad del primer monomorfismo.

Puesto que ya hemos visto que r : E(K) — Ng(k) es suprayectiva, para
probar la suprayectividad del segundo monomorfismo basta ver que el homomor-
fismo Ng(k) — Pp(k) es suprayectivo. Teniendo en cuenta el teorema 10.14,
esto equivale a probar que cada componente conexa de Ny que es geométrica-
mente conexa contiene un punto racional.

Esto se deduce de la tabla 8.1. En efecto, podemos descartar los casos en
los que &, tiene una unica componente irreducible, ya que entonces ®g(k) es
trivial. En todos los casos restantes salvo Is, 2, si C' es la componente conexa y
C" es la componente irreducible de €, que la contiene, tenemos que C” = P}€ y
C es (' salvo a lo sumo dos puntos. Ahora bien, es claro que P}, tiene al menos
tres puntos racionales, luego al menos uno de ellos esta en C.

En el caso exceptuado, C puede ser también una conica geométricamente
regular C’ menos un punto no racional. Basta probar que C’ tiene al menos un
punto racional. Esto es consecuencia de que k es finito. En efecto, si car k = 2,
el teorema 4.14 nos da que C’ = P1.

Si cark # 2, aplicamos 4.13 para representar C' = V(aX? + bY?2 + ¢Z?),
con a, b, ¢ € k. La regularidad geométrica equivale a que abc #£ 0. Si k tiene ¢
elementos, basta observar que los conjuntos

{ax* € k|ack} y {—by*> —c|y ek}

tienen ambos (¢+1)/2 elementos, luego existe un punto (z,y,1) € k3 que cumple
la ecuacién aX?+bY2 +c¢Z? =0, es decir, que C’ tiene un punto racional. m
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Capitulo XI

Caracteres de grupos

Exponemos en este capitulo una pequena introduccion a la teoria de caracte-
res de grupos, en la que incluimos poco més que lo imprescindible para definir,
mas adelante, el conductor de una curva eliptica. No obstante, en la ultima
seccion incluimos algunos resultados adicionales que no nos van a hacer falta,
pero que conectan de forma natural con los resultados previos.

Una cosa es tener definido un grupo (por ejemplo, un grupo de unidades de
un anillo, un grupo de Galois de una extensién de cuerpos, etc.) y otra muy
distinta tener una representacién clara de su estructura. A la hora de “com-
prender un grupo”, resulta ttil encontrar un grupo isomorfo lo méas “concreto”
posible. Un recurso clésico es tratar de expresar un grupo dado como grupo de
permutaciones:

Ejemplo Si definimos el grupo diédrico de orden 8 como el grupo D4 de las
simetrias de un cuadrado, tendremos una representacién mas clara y manejable
—que podemos incluso tomar como definicién— si observamos que es isomorfo
al subgrupo siguiente del grupo ¥4 de las permutaciones de 4 elementos (que
podemos identificar con los cuatro vértices del cuadrado):

D, =1{1,(1,2,3,4),(1,3)(2,4),(4,3,2,1),(1,3),(2,4), (1,2)(3,4), (1,4)(2,3)}.

4 Las tres primeras (sin contar a 1) se corresponden con
los giros de 90°, 180° y 270°, las dos siguientes son las
simetrias respecto de las diagonales y las dos tltimas son
las simetrias respecto de las mediatrices de los lados. Por
3 1 ejemplo, a partir de esta representacién de Dy es facil ver
que, si llamamos o = (1,2,3,4) y 7 = (1, 3), entonces

2

Dy ={1,0,0% 0% 1,07, 0%, 0%} = (0, 7).

Ademais, el producto en Dy puede calcularse a partir de estas expresiones

sin mas que tener en cuenta que 0* =72 =1y que 70 = o '7. L]

355
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Sin embargo, la interpretaciéon de Dy como el grupo de las simetrias de un
cuadrado nos proporciona otra representacién concreta del mismo, como un
grupo de matrices. En efecto, podemos identificar cada simetria del cuadrado
con una aplicacién lineal en R? y ésta a su vez con su matriz en la base canénica:

Ejemplo El giro de 90° en R? y la simetria respecto al eje Y son, respectiva-
mente, las aplicaciones lineales determinadas por las matrices

_ oS %TTF sen %Tﬂ . 0 1 (-1 0
_<—sen%fr COS%>_<—1 O)’ T_< 0 1)'

Se comprueba ficilmente que las matrices 1,0, 02, 03,7, o7, 02T, 0>7 son dis-
tintas dos a dos, asif como que satisfacen las relaciones ¢ =12 =1, 70 = o~ 17,
de donde se sigue que las ocho matrices son el subgrupo generado por o y 7,y
que sus elementos son todas las simetrias del cuadrado (la identidad, los tres gi-
ros y las cuatro simetrias propiamente dichas). Esto nos da una representacién
(o una definicién) alternativa de Dy como grupo de matrices (como el subgrupo
generado por las matrices o y 7).

Una forma sencilla de comprobar que D4 como grupo de permutaciones
es isomorfo a D4 como grupo de matrices es observar que si identificamos el
conjunto {1,2,3,4} con los puntos de X = {(1,0), (0,-1),(—1,0),(0,1)} (de
acuerdo con la numeracién de la figura), entonces, las permutaciones o y 7 son
las restricciones a X de los automorfismos de R? determinados por ¢ y 7, por
lo que, en general, si identificamos cada matriz de D4 con el automorfismo que
determina en R? (respecto de la base canénica), un isomorfismo entre D, como
grupo de automorfismos y D4 como grupo de permutaciones viene dado por la
restriccion ¢ — ¢|x. "

Ejemplo Si cambiamos n = 4 por n = 3 en el ejemplo anterior, obtenemos
una representacion matricial del grupo de simetrias de un triangulo, que tiene
seis elementos y es, por consiguiente, isomorfo al grupo 3 de permutaciones de
tres elementos. Los generadores son

_ cos 2T sen 2 \ —1/2 V/3/2 (-1 0
7= —sen 2L cos3F )\ —V3/2 —1/2 )’ = 0o 1 )"

2

3

Se comprueba facilmente que las seis matrices 1, o, 02, 7, o7, 07 son distintas
dos a dos, asi como que 0 = 72 = 1, 70 = 0~ '7, de donde se sigue que el grupo
(o, T) tiene orden 6. u

A primera vista, podria dudarse de si es més 1til representar un grupo finito
como grupo de permutaciones o como grupo de matrices, pero sucede que las
representaciones matriciales dan lugar a una potente herramienta cuyas posibi-
lidades superan con creces a las que ofrecen las representaciones por grupos de
permutaciones. En este capitulo estudiaremos tinicamente los aspectos bésicos
de la parte mas simple de dicha teoria.
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11.1 Representaciones lineales de grupos

Aunque los grupos D, y X3 que hemos considerado en los ejemplos preceden-
tes tenian una interpretacién geométrica —como grupos de simetrias— que nos
llevaba de forma natural a una representacién matricial, podemos plantearnos
la posibilidad de representar cualquier grupo abstracto (aunque aqui sélo con-
sideraremos grupos finitos) en forma de grupo de matrices. Esta idea se plasma
en la definicién siguiente:

Definicién 11.1 Una representacion matricial de grado n > 1 de un grupo
finito G sobre un cuerpo K es un homomorfismo de grupos p : G — LG(n, K),
donde el grupo lineal general LG(n, K) es el grupo de las matrices inversibles
de orden n x n con coeficientes en K.

Notemos que la definicién no exige que p sea inyectivo. (En tal caso se dice
que la representacién es fiel.) En general, si N es el nticleo de p, tenemos que p
induce una representacién fiel del grupo cociente G/N.

En los ejemplos precedentes hemos calculado una representacién fiel de
grado 2 del grupo D4 sobre Q y otra de X3 sobre R.

A la hora de estudiar las representaciones matriciales, es 1til tener en cuenta
que las matrices pueden identificarse con automorfismos de espacios vectoriales.
Ello nos lleva a la definicién siguiente:

Definicién 11.2 Una representacion lineal de grado n > 1 de un grupo finito
G es un homomorfismo p : G — Autg(V), donde V es un espacio vectorial de
dimensién n sobre un cuerpo K.

Si p: G — Aut(V) es una representacién lineal de un grupo G, escribi-
remos a menudo vo = p(v)(c). En estos términos, el hecho de que p(o) sea
un automorfismo de V' y que p sea un homomorfismo de grupos equivale a las
relaciones

(v +w)o = vo + wo, (aw)o = a(vo), (vo)r =v(oT),

donde v, weV,o, 1€ G, a€ K.

La relacién entre las representaciones matriciales y las representaciones li-
neales es evidente: toda representacion matricial p de grado n sobre un cuerpo
K determina una representacién lineal sobre cualquier espacio vectorial V' de
dimensién n sobre K respecto a una base B de V prefijada, sin méas que asignar
a cada o € G el automorfismo de V' que tiene matriz p(o) en la base B.

Reciprocamente, toda representacién lineal p en un espacio vectorial V' de di-
mension n sobre un cuerpo K determina una representacién matricial de grado n
para cada base B de V, sin més que asignar a cada o € G la matriz de p(o) en
la base B.

Ahora damos una definicién de isomorfismo de representaciones que vuele
irrelevante la arbitrariedad en la eleccién de las bases:
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Definicién 11.3 Diremos que dos representaciones lineales p; : G — Aut(V}),
para i = 1,2, son isomorfas (donde Vi y Vs son espacios vectoriales sobre un
mismo cuerpo K) si existe un isomorfismo ¢ : V3 — V5 de espacios vectoriales
tal que pa = p; o ¢, donde ¢ : Aut(V;) — Aut(V5) es el isomorfismo de grupos
dado por ¢(f) = ¢~ f¢ (o, equivalentemente, si ¢ cumple que ¢(vo) = ¢(v)o
para todo v € V; y todo o € G.)

Dos representaciones matriciales p; : G — LG(n, K) son isomorfas si existe
una matriz M € LG(n, K) tal que, para todo o € G, se cumple la relacién

p2(0) = M~ pi (o) M.

Es inmediato que dos representaciones matriciales isomorfas dan lugar a re-
presentaciones lineales isomorfas independientemente de los espacios vectoriales
y las bases elegidas, asi como que dos representaciones lineales isomorfas dan
lugar a representaciones matriciales isomorfas independientemente de las bases
elegidas.

A continuacién vamos a mostrar una tercera estructura equivalente a la de
representacién matricial y a la de representacién lineal. Se basa en la definicién
siguiente:

Definicién 11.4 Si G es un grupo finito y K es un cuerpo, llamaremos K|[G] al
espacio vectorial sobre K de base G, que en el que consideraremos la estructura
de K-édlgebra determinada por el producto siguiente:

(Z s 0)( Z Br7) = Z Qg f3r0T.

ceG TEG o,7TeG

Es evidente que el producto asi definido es bilineal y que extiende al producto
de G. Teniendo esto en cuenta, se comprueba sin dificultad que cumple todas
las propiedades necesarias para que K[G] sea ciertamente una K-élgebra.

Sip: G — Aut(V) es una representacion lineal, podemos dotar a V de
estructura de K[G]-médulo (por la derecha) mediante el producto dado por

v( 2 @s0) = 3. amp(o)(v).

ceG ceG

Notemos que el producto vo segin esta definicién coincide con el producto
vo = p(o)(v) que habiamos definido. Reciprocamente, si V' es un K[G]-mdédulo
de dimensién finita sobre K, podemos definir una accién p : G — Aut(V)
mediante p(c)(v) = vo.

De este modo, tenemos una correspondencia entre las representaciones li-
neales de grado n de G y los K[G]-médulos (por la derecha) de dimensién n
sobre K. Es inmediato que dos representaciones son isomorfas si y sélo si los
K[G]-médulos correspondientes son isomorfos. Mds concretamente, un isomor-
fismo f : V3 — V4 entre dos K-espacios vectoriales es un isomorfismo entre
dos representaciones lineales de G si y sélo si es un isomorfismo entre los K[G]-
moédulos asociados.
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Observemos ahora que si L/K es una extension de cuerpos, LG(n, K) es un
subgrupo de LG(n, L), por lo que toda representacién matricial de un grupo G
sobre K puede considerarse también como representacion sobre L. Esto tiene
un equivalente en términos de representaciones lineales:

Definicién 11.5 Si p: G — Aut(V) es una representacién lineal de un grupo
G y L/K es una extensién de cuerpos, entonces Vy, = L @ x V' es un L-espacio
vectorial y tenemos un monomorfismo de grupos Aut(V) — Aut(Vz) dado
por a — i ® «, donde i : K — L es la inclusién. Definimos la extension de
escalares p* : G — Aut(V7) como la composicién de p con este monomorfismo,
que claramente es una representacion lineal de G sobre K del mismo grado que p.

Concretamente, si vy, ..., v, es una K-base de V, entonces 1Q@uvq,...,1Qwv,
es una L-base de V1, y la representaciéon matricial de p en la primera base es la
misma que la de py, en la segunda.

En términos de médulos tenemos un isomorfismo natural L|G] = Lok K[G],
y p* estd asociada a la estructura natural de L[G]-médulo en V7, dada por

(a@v)(f®0o)=(af) ®vo.
Veamos un par de ejemplos generales de representaciones:

Definicién 11.6 Si G es un grupo finito, llamaremos representacion trivial de
grado n de G sobre el cuerpo K a la representacién matricial p : G — LG(n, K)
dada por p(c) = I, para todo o € G. Sus representaciones lineales asociadas
son las representaciones en espacios vectoriales V' de dimensién n que cumplen
vo = v para todov € V y todo 0 € G.

Definicién 11.7 Si G es un grupo finito, llamaremos representacion reqular
de G a la representacién asociada a la estructura de K[G]-médulo de K[G].
Claramente es fiel y su grado es el orden de G.

Ahora veamos cémo podemos construir nuevas representaciones a partir de
unas dadas:

Definicién 11.8 Si p; : G — Aut(V;), para ¢ = 1,2, son dos representaciones
lineales de GG, definimos su suma directa como la representacion

P Dp2:G— Aut(V; & Vs)

asociada a la suma directa de los K[G]-médulos Vi & V,. Obviamente, se trata
de la representaciéon dada por (v1 +v2)o = v10 + va0, donde v10 se calcula con
P1 Yy V20 Ccon po.

Es claro que podemos definir igualmente la suma directa de cualquier nimero
finito de representaciones de G. El grado de la suma directa es la suma de los
grados.
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Definicién 11.9 Si p; : G — Aut(V;), para ¢ = 1,2, son dos representaciones
lineales de G, definimos su producto tensorial como la representacion

p1Q p2: G— Aut(V; @k Va)

asociada al K[G]-médulo V; ® k¢ V5. Obviamente, se trata de la representacién
determinada por (v; ® v2)o = (v10) ® (v20). El grado del producto tensorial es
el producto de los grados.

Definicién 11.10 Sip: G — Aut(V) es una representacién de G, llamaremos
subrepresentaciones de p a las representaciones p : G — Aut(W) asociadas a
los K[G]-submédulos W de V.

Observemos que para que un subespacio vectorial W C W sea un K|[G]-
submodulo es suficiente con que Wo C W, para todo o € G.

Veamos ya el primer teorema sobre representaciones que, siendo sencillo, no
es trivial:

Teorema 11.11 Sea p : G — Aut(V) una representacion de G, y sea W
un K[G]-submddulo de V. Entonces existe otro K[G]-submddulo W° tal que
V=waw’

DEMOSTRACION: Sea W' cualquier subespacio vectorial de V' que cumpla
V=WaoW/ seap:V — W la proyeccién y sea p° : V.— W la aplicacién
lineal dada por

1 _
p’(v) = el S plveHe.
‘ |U€G
Si w € W, entonces p(wo~!)o = (wo™l)o = w, luego p°(w) = w. Si

llamamos W? al nticleo de p°, es claro que V.= W @ WO, Por otra parte,

L S plvr oo = p°(v).

0 -1
]! (U ) G
| |O€G

Esto implica que W9 es un K[G]-submédulo, pues si p°(v) = 0, entonces

P o)t =p(v) =0,

luego p°(vr) = 0y, por lo tanto, v € WY. [

Definicién 11.12 Diremos que una representaciéon p : G — Aut(V) es irre-
ducible si V no tiene més K[G]-submédulos que los triviales: 0y V.

Por el teorema anterior, si una representacién no es irreducible, se descom-
pone en suma directa de dos subrepresentaciones no triviales. Es claro entonces
que toda representacién puede descomponerse en suma directa de representa-
ciones irreducibles V.= W; ® --- @ W,,. La descomposicion no es tinica, en
el sentido de que podemos elegir los submédulos W; de formas distintas, pero
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mdés adelante veremos que la descomposicién es tnica salvo isomorfismo, en el
sentido de que dos descomposiciones cualesquiera de un mismo K[G]-mdédulo
V han de tener el mismo nimero de sumandos y que, debidamente ordenados,
cada sumando de una descomposicién es isomorfo al sumando correspondiente
de la otra.

Terminamos con una observacién sobre el dlgebra K[G]. Obviamente, es
conmutativa si y sélo si el grupo G es abeliano. En general, el centro de un
anillo A se define como el subanillo

Z(A) ={a € A| ab = ba para todo b € A}.

Vamos a calcular el centro de K[G]. Para ello recordamos que dos elementos
71,72 € G se dicen si existe un ¢ € G tal que 75 = 0~ 0. La conjugacién es
una relacién de equivalencia en G. Representaremos por clg(7) a la clase de
conjugacién de 7 en G y por cl(G) al conjunto de todas las clases de conjugacién
de G.

Es obvio que un elemento

x= Y a,0 € K[G]
oG

estd en el centro de K[G] si y sélo si conmuta con todos los elementos 7 € G, es
decir, si cumple que 7z = =7 o, equivalentemente, 727! = z. Explicitamente:

S agror =3 a0

ceG oelG

Teniendo en cuenta que ¢ — 707! es biyectiva con inversa o — 7 loT,

esto equivale a que

D 1,00 = Y 040,

oceG ceG

lo cual equivale a que la funcién ¢ — a, sea constante sobre las clases de
conjugacion de G. Por consiguiente:

Teorema 11.13 Si G es un grupo finito, definimos, para cada clase de conju-
gacion ¢ € cl(G), el elemento

€= Y. 0.

oEc

Entonces, el centro de K[G] estd formado por los elementos de la forma

> ace, a. € K,
cecl(@)

es decir, se trata del subespacio vectorial que tiene por base los elementos e..
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11.2 Caracteres

Recordemos que la trazal de una matriz cuadrada A = (a;;) se define como
TI‘(A) = Zaii.
7

La traza es invariante por semejanza, es decir, que, si M es una matriz regular,
se cumple que Tr(M 1 AM) = Tr(A). En particular, si V es un espacio vectorial
y f € Aut(V), podemos definir la traza Tr(f) como la traza de la matriz de f
en cualquier base.

Definicién 11.14 Sea p : G — Aut(V) una representacién de un grupo fi-
nito G en un K-espacio vectorial V. Llamaremos cardcter asociado a p a la
funcién x, : G — K dada por x,(c) = Tr(p(c)). Los caracteres de las repre-
sentaciones de G se llaman también caracteres de G. Un carédcter es irreducible
si estd asociado a una representacion irreducible.

Observemos que, si p tiene grado n, entonces p(1) es la identidad en V' y su
matriz asociada en cualquier base es I, luego x,(1) = n.

Otro hecho obvio es que

Xp(o™'70) = Ti(p(0) " p()p(0)) = Tr(p(7)) = x, (7).

En otras palabras: los caracteres son constantes sobre las clases de conju-
gacion de G.

Ejemplo El grupo Dy tiene 5 clases de conjugacién:

cl(Dy) = {{1}. {0, 0%} {o?}. {r, 0?7} {07, o*7}},

y se comprueba sin dificultad que el cardcter x asociado a la representacion
lineal que hemos construido en la introduccién es el determinado por la tabla:

|10027'07'
X|20—200

Ejercicio: Calcular el cardcter asociado a la representacién de X3 construida en la
introduccién.

El teorema siguiente muestra que la suma y el producto de caracteres es de
nuevo un caracter.

Teorema 11.15 Sean p; : G — Aut(V;), para i = 1,2, dos representaciones
de un grupo G y sean x; sus caracteres correspondientes. Entonces el cardcter
de p1 B p2 es x1 + X2, y el cardcter de p1 ® p2 es x1X2-

1Definicién 6.38 de mi libro de Geometria.
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DEMOSTRACION: Si fijamos bases B; de V; y llamamos p;(0) a la matriz de
pi(o) en la base B;, es claro que la matriz de (p1 @ p2)(0) en la base By U By

de Vi ® V5 es
pi(o) 0
0 p2o) )’

y la traza de esta matriz es x1(o) + x2(0).
Si Bl = {’Uz'}, B2 = {wj}, [_)1(0') = ((1@‘), [)2(0’) = (bij)a entonces
(p1 ® p2)(0)(vi ® wj) = p1(0)(vi) @ p2(0)(v;)

= > akivp @ Y bjw; = Y akibijvr Q@ wy.
% 7 7l

La matriz (p; ® p2)(o) en la base B ® By tiene una fila y una columna para
cada elemento vy ® w;. Segun el cdlculo que acabamos de hacer, el elemento
que esté en la fila y en la columna correspondientes a v; ® w; es a;;b;;, por lo
que la traza es

> aiibjj = x1(o)x2(0).
i.J
|

Vamos a ver que las representaciones estan completamente determinadas por
sus caracteres, al menos bajo ciertas hipétesis adicionales:

NOTA: Hasta el final de esta seccion sobrentenderemos que el cuerpo K so-
bre el que consideramos las representaciones es algebraicamente cerrado y de
caracteristica 0.

No suponemos simplemente K = C porque vamos a probar que la teoria
general sobre un cuerpo K en estas condiciones puede reducirse al caso complejo.
Mais concretamente, el hecho de que K tenga caracteristica 0 se traduce en que
Q C K y, como K es algebraicamente cerrado, contiene a la clausura algebraica
A de Q. Probaremos que todas las representaciones matriciales de G en K son
isomorfas a representaciones sobre A.

Teorema 11.16 Sip: G — Aut(V) es una representacion y o € G, entonces
V' admite una base formada por vectores propios de p(o), y los valores propios
son raices de la unidad.

DEMOSTRACION: Restringiendo p al subgrupo generado por o, podemos
suponer que G estd generado por 0. Como K es algebraicamente cerrado, el
automorfismo p(o) tiene al menos un valor propio o; € K (una rafz de su
polinomio caracteristico), Sea v; € V un vector propio asociado a a1, de modo
que v10 = a1 y, en general, v1o™ = " vy. Asi pues, Wi = (v1) es un subespacio
invariante. Por 11.11 podemos descomponer V' = Wy @& Vy, donde V; es también
un subespacio invariante.

Repitiendo el mismo razonamiento con V; podemos encontrar un subespacio
invariante Wy = (v9) y una descomposicién V. = W; @ Wo @ V5. Tras un nimero
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finito de pasos llegamos a una descomposicion V = W1 &- - -&W,, en subespacios
invariantes de la forma W; = (v;), donde cada v; es obviamente un vector propio
de p(o).

La matriz de p(o) en esta base es diagonal, y los elementos de la diagonal
son sus valores propios «;. Como existe un n > 1 tal que ¢™ = 1, ha de ser
o =1, luego los valores propios «; son raices de la unidad. L]

En general no es posible elegir una base de V' tal que la matriz de p(c) sea
diagonal simultdneamente para todo o € G, pero, como la traza x(c) se puede
calcular a partir de la matriz de p(o) en cualquier base, concluimos que

X(U):61+"'+6n7

donde los numeros ¢; € K son raices de la unidad y, en particular, son ente-
ros algebraicos (es decir, que son raices de polinomios mdénicos con coeficientes
enteros). Conviene destacar este hecho:

Teorema 11.17 Los valores que toman los caracteres de los grupos finitos son
enteros algebraicos.

En particular, los caracteres pueden verse como aplicaciones x : G — A
(aunque todavia no podemos asegurar que las representaciones matriciales que
los generan tengan necesariamente sus coeficientes en A). Observemos que en
A C C podemos considerar la conjugacién compleja, que representaremos con
una barra, como es habitual.

Teorema 11.18 Si x : G — A es un cardcter de un grupo finito G, entonces,
para todo o € G, se cumple que x(o~ 1) = x(0).

DEMOSTRACION: Sea p : G — Aut(V) una representacién que genere el
cardcter dado. Segun 11.16, podemos elegir una base de V' en la que p(c) admite
una matriz diagonal (a,;;) cuya diagonal estd formada por raices de la unidad,
que son elementos de A de mdédulo 1. Entonces

X(o™h) =2ag" = Yau = x(0).

Como tercera aplicaciéon de 11.16 mostramos que un cardcter determina el
nicleo de la representacion que lo genera:

Definicion 11.19 Si x : G — A es un caracter de un grupo finito G, llama-
remos ntcleo de x al conjunto

N(x) = {o € G| x(0) = x(1)}.

Teorema 11.20 Si p: G — Aut(G) es una representacion de un grupo finito
G y x es el cardcter que determina, entonces el nicleo de x es el nicleo de p.
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DEMOSTRACION: Evidentemente, o € G estd en el nicleo de p si y sélo si
p(o) = I,,, donde n es el grado de la representacion, luego, en tal caso, se cumple
que x(o) = n = x(1). Reciprocamente, si x(o) = n, sabemos que, en una base
adecuada, p(o) se corresponde con una matriz diagonal y x(c) =€ + -+ + €,
es la suma de dicha diagonal. Los €; pueden verse como niimeros complejos de
médulo 1, luego la parte real de cada uno de ellos es < 1. Para que la suma dé
n es necesario que todas las partes reales sean 1, lo cual implica que ¢, = 1y,
por consiguiente, que p(c) = I,, de modo que o estd en el nicleo de p. m

Definicién 11.21 Si G es un grupo finito, NV es un subgrupo normal, para cada
caricter x : G/N — A de G/N definimos el cardcter ¥ : G — A dado por
X(o) = x(oN).

Se trata ciertamente de un cardcter porque si p : G/N — Aut(V) es la re-
presentacién que determina y, entonces la composicién G — G/N — Aut(V)
es una representacion de G' que genera .

Es claro que x es irreducible si y sélo si lo es x. Ademds, tenemos que
N < N(x). Reciprocamente, es claro que todo caracter ¢y de G que cumpla
N < N(¢) es de la forma ¢ = ¥, para cierto cardcter x : G/N — A.

En vista de esto, en lo sucesivo identificaremos los caracteres de un grupo
cociente G/N con los caracteres de G cuyo niicleo contiene a N.

Las propiedades fundamentales de los caracteres se deducen del teorema
siguiente:

Teorema 11.22 (Lema de Schur) Sean p; : G — Aut(V;), para i = 1,2
dos representaciones irreducibles de un grupo finito G y sea f : Vi — Vo un
homomorfismo de K[G]-mddulos. Si las representaciones no son isomorfas, se
cumple que f =0y, si Vi = Vo y p1 = p2, entonces existe un o € K tal que
f(w) = av, para todo v € V;.

DEMOSTRACION: Si f # 0, el nicleo de V; ha de ser un K[G]-submédulo
distinto de Vi, luego ha de ser trivial, y la imagen ha de ser un K[G]-submdédulo
no trivial de V5, luego ha de ser todo V5. Esto prueba que f es un isomorfismo
y las representaciones son isomorfas.

Si suponemos que ambas representaciones son la misma, sea a € K un valor
propio de f (aquf usamos que K es algebraicamente cerrado). Sea /' : V; — V)
la aplicacién lineal dada por f'(v) = f(v)—awv. Es claro que es un homomorfismo
de K[G]-médulos que y su nucleo no es trivial (porque contiene a los vectores
propios asociados a «) luego, por la parte ya probada, f' = 0, luego f(v) = av
para todo v € V. n

Para extraer consecuencias del lema de Schur conviene introducir la notacién
siguiente:

Definicién 11.23 Si G es un grupo finito, representamos por K¢ al conjunto
de funciones ¢ : G — K. Definimos en K la forma bilineal simétrica

1 -1
(¢, 0) = @Ugcaﬁ(aw(a )
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Teorema 11.24 (Relaciones de ortogonalidad) Si x1 y x2 son caracteres
irreducibles de un grupo finito G, entonces

_ 1 SiXIZXQ;
(X1,x2) = {0 six1 % xa.

DEMOSTRACION: Sean p; : G — Aut(V;) representaciones que generen
los caracteres ;. Sea h : V3 —— V5 una aplicacién lineal arbitraria y sea
ho : Vi — V5 la aplicacién lineal dada por

W) = 7 X hlvo)o

ceG

Se cumple que h° es un homomorfismo de K[G]-médulos, pues

’ = Y)r=h(v)r.
hi(vr) = |G| > h(vro)o <|G > h(vro)(to)” )7- = n%(v)

ceG ceG

Fijemos bases de ambos espacios vectoriales, sean (r;(0)), (r7;(0)) las ma-
trices de p;(0) en las bases respectivas y sean (z;), (9;) las matrices de b y h?,
respectivamente. Entonces,
0 1 1 20 1
Ty = @ 7"i,k((f)ﬂclcl7"lj(‘7 )-
o,k,l

Si x1 # X2, las representaciones no son isomorfas, luego, segin el lema de
Schur, ha de ser h® = 0, cualquiera que sea la aplicacién h de partida. Asi pues,
el miembro derecho de la igualdad anterior ha de ser nulo cualesquiera que sean
los valores de z;. Sihacemos z;; = 1y x; = 0 cuando (k,1) # (4, j), nos queda

que
1 _
€] GTz'lﬁ(U)?”]zj(U =0
oc

y, sumando para todo ¢, j, queda que

<X1’X2> |G| Z Xl( ) ( 1) =0.

ceG

Tomemos ahora p; = pe. Entonces el lema de Schur nos da que h°(v) = av
para todo v € V4. El valor de a depende de h, y podemos calcularlo. Para ello
observamos que

noszr(hO) |G| ;GTr(pl( )OhOpQ( )) ‘Gl ;GTI‘( ) (h)7

luego o = (1/n) Tr(h). En el caso i # j, tomando igualmente z;; =1y x5 =0
cuando (k,1) # (i, 7), obtenemos igualmente que

1 _
@ GT%),L-(O')T;']-(O' 1) =0.
oc
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En cambio, para i = j, la misma eleccién de xy; hace que Tr(h) = 1, luego

1 1 1 1 -1
—=—> r;(o)r:.(c7").
n |G|O'EG 7,,1( ) ]]( )

Al sumar para todo ¢ y todo j, la igualdad ¢ = j se da n veces, luego sumamos
n veces la ultima ecuacion y llegamos a que

_ L

(x1,x1) = Il S xi(e)xi(e™h) = 1.

oceG

En realidad, la prueba del teorema anterior contiene mas informacién que la
que indica su enunciado, puesto que hemos probado que (x1,x2) = 0, no bajo
la hipétesis de que x1 # X2, sino bajo la hipétesis de que las representaciones
p1y p2 no eran isomorfas. Por consiguiente, si dos representaciones irreducibles
no son isomorfas, sus caracteres y; y X2 han de ser distintos o, de lo contrario,
cumplirian que (X1, x2) = 1, mientras que hemos visto que (x1, x2) = 0.

En otras palabras, tenemos que dos representaciones irreducibles de un grupo
G son isomorfas si y sélo si determinan el mismo cardcter. Enseguida proba-
remos que esto es cierto aunque las representaciones no sean irreducibles, pero
para ello conviene probar antes lo siguiente:

Teorema 11.25 Sea p : G — Aut(V) una representacion de G, sea ¢ su
cardcter y sea V.= W1 & --- & Wy, una descomposicion de V en subespacios
invariantes irreducibles. Para cada cardcter irreducible x de G, el niumero de
subespacios W; que determinan una representacion con cardcter x es (¢, X).

DEMOSTRACION: Sea ; el caracter de la subrepresentacién asociada a W;.

Entonces ¢ = x1 + -+ + Xm, luego <¢»X> = <X11X> +o <X’maX>a y las
relaciones de ortogonalidad implican que este valor es el nimero de indices i

tales que x; = x- n

Dicho de otro modo, si una representacién tiene caracter ¢, es necesariamente
la suma directa de tantas representaciones irreducibles de caracter xy como indica
el producto (¢, x). Asi pues:

Teorema 11.26 Dos representaciones de un grupo finito G son isomorfas si y
solo st determinan el mismo cardcter.

Concluimos también que todo caracter ¢ se descompone de forma tinica como
combinacion lineal

¢ =mix1+ -+ NmXm

de caracteres irreducibles con coeficientes enteros n; > 0. Ademds,

luego ¢ es irreducible si y sélo si (¢, ¢) = 1.
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Ejemplo El caricter x que hemos calculado para el grupo Dy es irreducible,
pues

0ox) =5 X x(0)? = %(4+4) =1.

1
8 ceG
u
Vamos a probar que el nimero de caracteres irreducibles es finito. Para ello
consideramos la representacién regular p : G — Aut(K|[G]). Llamemos r¢ a
su caracter.

Fijemos 7 € G. Si 7 # 1 la matriz de p(7) respecto de la base G tiene en
la fila correspondiente a ¢ un unico 1 situado en la columna correspondiente a
oT # 0,y ceros en los demas lugares, luego la diagonal es nula y, por consiguiente
ra(7) = 0. Concluimos que el cardcter regular viene dado por

_Jg siT=1,
re(r) = {0 siT#1,
donde g es el orden de G.

Ahora, si x es cualquier cardcter irreducible de G, tenemos que

<TG7X> = X(l)

Por lo tanto, si r¢ = nix1+ -+ nrXn es la descomposiciéon de rg en suma
de caracteres irreducibles, los caracteres x; resultan ser todos los caracteres
irreducibles de G, y n; = x;(1) es el grado de ;. Teniendo en cuenta que
(rg,ra) = g, tenemos probado el teorema siguiente:

Teorema 11.27 Un grupo finito G tiene un numero finito de caracteres irre-
ducibles x1,...,Xhn, cuyos grados n; verifican la relacion

ni+ - +nj, =|Gl.

Ejemplo El grupo D, tiene cinco clases de conjugacion, luego cinco caracteres
irreducibles, x1, X2, X3, X4, X5, de los cuales conocemos dos: el cardcter trivial
x1 = 1y el calculado en la pagina 362 (al que numeraremos como xs5). Los tres
que faltan tienen grados n; que han de cumplir 1+ n3 +n3 4+ n? +4 = 8, luego
los tres han de ser de grado 1. L]

Si aplicamos el teorema 11.27 al caso K = A, vemos que G tiene h repre-
sentaciones irreducibles sobre A, con caracteres y;, cuyos grados al cuadrado
suman |G|. Si ahora K es un cuerpo arbitrario (algebraicamente cerrado de
caracteristica 0), cada una de las representaciones irreducibles de G sobre A
determina por extensién de escalares (definicién 11.5) una representacién sobre
K con la misma representacién matricial asociada, por lo que tiene el mismo
grado y, mds aun, el mismo cardcter. Como la relacién (x;, x;) = 1 no depende
del cuerpo considerado, vemos que las extensiones de las representaciones de
G sobre A siguen siendo irreducibles sobre K y, como sus grados siguen su-
mando |G|, no puede haber mds representaciones irreducibles de G sobre K.
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Si, por tltimo, tenemos en cuenta que toda representacion es suma directa de
representaciones irreducibles, tenemos probado el teorema siguiente:

Teorema 11.28 Toda representacion de un grupo G sobre un cuerpo K es
isomorfa a la extension de escalares de una representacion p de G sobre A.
Ademds, la extension p¥ es irreducible si y sdlo si lo es p. En particular, los
caracteres (irreducibles) de G sobre K coinciden con sus caracteres (irreducibles)
sobre A.

Por consiguiente, a partir de aqui podriamos trabajar exclusivamente en el
caso K = A sin pérdida de generalidad, pero nos serd mas cémodo aun trabajar
en el caso K = C.

11.3 Caracteres complejos
Para trabajar con caracteres complejos es mas natural sustituir la forma

bilineal { , ) por el siguiente producto escalar:

Definicién 11.29 Si G es un grupo finito, definimos en el espacio vectorial C&
el producto escalar dado por

(¢, ¢)

= L5 s(0)90).

B |G|UGG

Observemos que es ciertamente un producto escalar, es decir, que cumple
las propiedades?®

a) (¢,¢) = (¥, 9),

b) (¢ +v,x) = (&, x) + (¥, x), (6,% +x) = (¢,9) + (¢, X)
c) (ad,¥) = a(d,v), (P, anh) = a(p, 1)
)

d) (¢,9) 20y (¢,¢) =0siysdlosi ¢ =0,
para todo ¢, 1, x € C% y todo o € C.

Por otra parte, el teorema 11.18 prueba que, si ¢,7 € C% son caracteres
de G, entonces (¢, 1) = (¢,1). Ahora observamos que en la seccién anterior
sélo hemos usado la forma bilineal (, ) sobre caracteres, por lo que todos los
resultados de la seccién anterior son validos igualmente cambiando la forma
bilineal { , ) por el producto escalar ( , ).

Para trabajar con funciones arbitrarias de C“ es més practico el producto
escalar.

Definicién 11.30 Si G es un grupo finito, una funcién de clases en G es una
aplicacién f : G — C tal que f(p~'7p) = f(7) para todo par de elementos
7,p € G, es decir, una funcién que es constante en cada clase de conjugacién
de G. Llamaremos F(G) C C% al subespacio vectorial formado por todas las
funciones de clases.

2Véase la definicién 1.1 de mi libro de Anélisis.
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Tras la definicién 11.14 hemos probado que los caracteres de G son funciones
de clases. Tenemos un isomorfismo natural K¢ = K[G] de espacios vectoriales
que identifica cada funcién ¢ € K con el elemento

> ¢(o)o € K[G].

ceG

De acuerdo con el teorema 11.13, este isomorfismo hace corresponder F(G) con
el centro de C[G].

Probamos ahora una nueva consecuencia del lema de Schur, de la que ex-
traeremos a su vez numerosas consecuencias sobre los caracteres de un grupo
finito.

Teorema 11.31 Sea p: G — Aut(V) una representacion irreducible de grado
n y cardcter x, y sea ¢ € F(G) una funcién de clases, que podemos identificar
con

z= ) ¢lo)o € Z(C[G]).

oeG
Entonces, para todo v € V', se cumple que

_lal

n

vx

(¢, X)v.

DEMOSTRACION: Como z estd en el centro de C[G], es claro que la aplicacion
lineal f : V — V dada por f(v) = vz es un homomorfismo de C[G]-médulos,
luego el lema de Schur implica que existe un « € C tal que f(v) = awv, para todo
v € V. Sélo hemos de calcular a. Para ello usamos la linealidad de la traza:

na =Tr(f) = 3 ¢(o) Tr(o) = 3 ¢(o)x(0) = |G[(4,X)-

ceG oelG

La primera consecuencia es la siguiente:

Teorema 11.32 Si G es un grupo finito, sus caracteres irreducibles forman una
base (ortonormal) del espacio F(G) de las funciones de clases.

DEMOSTRACION: Sean X1,...,Xn los caracteres irreducibles de G. Las re-
laciones de ortogonalidad implican que son linealmente independientes, luego
s6lo hemos de probar que generan H. Para ello basta probar que la dimension
de H es h y, a su vez, para ello basta probar que los conjugados Xj,..., X
generan H. Notemos que (X;,X;) = (X;,Xi), luego los conjugados también son
ortonormales.

Tomamos ¥ € H y consideramos la funcién de clases

h

i=1
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que tiene la propiedad de que (¢,%;) = 0 para todo i. S6lo hemos de probar
que esto implica que ¢ = 0. Sea 2 € Z(C[G]) el elemento correspondiente a ¢ a
través del isomorfismo natural.

Consideremos una representacién p : G — Aut(V). Si es irreducible, el
teorema anterior nos da que vz = 0, para todo v € V. Si no es irreducible, lle-
gamos a la misma conclusién descomponiéndolo en suma directa de submdédulos
irreducibles.

Vamos a aplicar esto al caso en que V' = C[G], es decir, a la representacién
regular de GG, y para v = 1. Entonces,

0=1z = ¢(0)o,

oelG
luego ¢ = 0. n

Es evidente que la dimensién de F(G) es igual al ndmero de clases de con-
jugacién de G, luego:

Teorema 11.33 El numero de caracteres irreducibles de un grupo G es igual a
su numero de clases de conjugacion.

Si Xx1,-..,xn son los caracteres irreducibles de un grupo G, tenemos que
toda funcién de clases f se expresa de forma tnica como

f= (f, xa)xis

L=

?

luego la condicién necesaria y suficiente para que una funcién de clases f # 0
sea un caracter es que (f, x;) sea un numero natural para todo i.

En las condiciones de 11.31, consideremos la aplicacién T : Z(C[G]) — C

dada por
_Gl,

Segun 11.25, el homomorfismo V' — V dado por v — vz es la homotecia de
razén T'(x). Como (vz)y = v(zy), concluimos que la homotecia de razén T'(xy)
es la composicién de la homotecia de razén T'(z) seguida de la homotecia de
razén T'(y) o, més simplemente: T'(zy) = T'(x)T (y). Es obvio que T conserva la
suma, de modo que es un homomorfismo de anillos (conmutativos y unitarios).
Con esto podemos probar:

T(x)

Teorema 11.34 Los grados de las representaciones irreducibles de un grupo G
dividen al orden de G.

DEMOSTRACION: Segtn 11.13, si cl(G) = {ci1,...,cn}, el centro de C[G]
tiene por base los elementos de la forma

e; = ZU.

oec;



372 Capitulo 11. Caracteres de grupos

Es claro que ¢d € (c1, ..., cn)y, luego el dlgebra Z[c, . . ., ¢p] es un Z-médulo
finitamente generado, lo que prueba ([AC 3.58]) que los ¢; son enteros sobre Z.
Si x es un cardcter irreducible de G, tenemos que

h
=) X(o)o = Y X(oi)e
ceG =1
donde hemos elegido o; € ¢;. Como X(0;) es un entero algebraico, concluimos
que z es entero sobre Z, luego T'(x) € C es un entero algebraico. Explicitamente:
Gl — — _ |G| G|
T = — = — = —.
(@) =—xx) ="~"0ux) = —
Como es un entero algebraico y un nimero racional, concluimos que es en-
tero, y asi, n | |G|. "

Los teoremas 11.27 y 11.33 nos dan una caracterizacién de los grupos abe-
lianos:

Teorema 11.35 Un grupo finito G es abeliano si y sélo si todos sus caracteres
irreducibles tienen grado 1.

DEMOSTRACION: Sea g el orden de G y h su nimero de clases. Es claro que
G es abeliano si y s6lo si g = h. Si nq,...,ny, son los grados de los caracteres
irreducibles de G, sabemos que
Wtk =g,
luego g = h si y sélo si n; = 1 para todo . ]

Observemos que LG(1,C) = C* y el isomorfismo puede verse como el que a
cada matriz le asigna su traza, luego una representacion matricial de grado 1
de un grupo G puede verse como un homomorfismo de grupos G — C*, que se
identifica a su vez con su caracter. En definitiva, los caracteres de grado 1 de un
grupo finito G' son simplemente los homomorfismos de grupos® x : G — C*.

Ejemplo Nos faltaba calcular los caracteres de grado 1 del grupo D4. Obser-
vemos que el centro de Dy es Z(D,) = {1,0%}. (El centro de un grupo est4
formado por los elementos cuya clase de conjugaciéon es trivial.) El cociente
D4/Z(Dy) es abeliano, luego tiene cuatro caracteres de grado 1, que son, por lo
tanto, los tres caracteres que buscamos, mas el trivial.

Concretamente, Dy/Z(Dy4) = Cy x Co, sus elementos tienen todos orden 2,
luego sus caracteres tienen que tomar valores en C* iguales a 1. Teniendo esto
en cuenta es facil calcular la tabla de caracteres irreducibles de Dy:

Dy 1 o o2 T OT
x1 | 1 1 1 1 1
x2 | 1 1 1 -1 -1
x3 |1 —1 1 1 -1
xa |1 —1 1 -1 1
X5 | 2 0 -2 0 0

3En particular, los caracteres irreducibles de los grupos abelianos finitos coinciden con los
caracteres definidos, por ejemplo, en 11.12 de mi libro de Teoria de ntimeros.
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Notemos que podriamos haber calculado x5 a partir de los otros caracteres
sin necesidad de conocer la representacion que lo genera. Basta tener en cuenta
que rg = X1+ X2 + X3+ X4 + 2Xx5 ¥ que rg toma siempre el valor 0 salvo en 1.

|

Ejemplo En Q = R* es posible definir una estructura de anillo de divisién
conocida como el 4lgebra de los cuaterniones.* Si llamamos 1,4, 5,k a la base
canénica de R?, el producto de Q estd completamente determinado por las
relaciones

2 2 72 L L . . . . o .

=5"=k*=-1, ij=k, ji=—-k, jk=1i, kj=—i, ki=j, ik=—j.

Se sigue entonces que el conjunto Qs = {£1, i, +j, £k} es un subgrupo del
grupo de unidades de ), conocido como el grupo cuaternio. Tiene cinco clases
de conjugacién:

cl(Qs) = {{1}, {—1}, {£i}, {£j}, {£k}}

y el cociente Qg/{x1} = Cy x C3 nos da cuatro caracteres de grado 1 andlogos
a los que hemos obtenido para D, en el ejemplo anterior. Esto implica que el
quinto caracter ha de tener grado 2 y, teniendo en cuenta que puede calcularse
a partir del caracter regular de QQg, concluimos que la tabla de caracteres de Qg
es idéntica a la de Dy (biyectando adecuadamente las clases de conjugacién), a
pesar de que ambos grupos no son isomorfos. ]

Ejercicio: Calcular la tabla de caracteres de 3.

Terminamos con otra consecuencia del teorema 11.31:

Teorema 11.36 Sea G un grupo finito y sean x1,...,Xn Sus caracteres irredu-
cibles. Si 'V es un C[G]-mddulo y llamamos V; a la suma de todos sus C[G]-
submdodulos irreducibles de cardcter x;, se cumple que

h
V=@V.
=1

Equivalentemente: podemos encontrar distintas descomposiciones de V' en
suma directa de C[G]-submédulos irreducibles, pero, si en cada una de ellas
agrupamos todos los sumandos correspondientes al mismo caracter y;, el médulo
Vi que obtenemos es independiente de la descomposicién de partida.

DEMOSTRACION: Llamemos n; al grado de x;. Consideremos el elemento

TS Xalo)o € Z(C[G))

T =—
|G‘GEG

4En la seccién 1.4 de mi libro de Algebra estd construido el anillo de divisién de los
cuaterniones racionales. El dlgebra de los cuaterniones se obtiene sin mas que cambiar Q por
R en toda la construccién.
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y llamemos p; : V — V a la aplicacién lineal dada por v — wvx. Como
x € Z(C[G)), se trata, de hecho, de un homomorfismo de C[G]-médulos.

Si W es un C[G]-submédulo irreducible de V, la restriccién p;lw : W — W
es también la multiplicacién por x, y podemos aplicar el teorema 11.31, segun
el cual p;|w es la homotecia de razén

n; n;

— (X0 X) = (),
donde x es el cardcter de W y n su grado. Asi pues, p;lw = 0si x # xi ¥
pilw es la identidad si x = x;. Esto implica que la imagen de p; es V;, que
p; : V. — V; se restringe a la identidad en V; y que es nula sobre cada Vj con
j #1i. Es obvio que V es la suma de los V; y la existencia de estas proyecciones
implica que la suma es directa. L]

11.4 Caracteres inducidos

Si G es un grupo finito y H es un subgrupo, podemos considerar a C[H]
como subespacio vectorial de C[G], lo que, a su vez, nos permite considerar a
C[G] como C[H]-médulo. Esto nos lleva a la definicién siguiente:

Definiciéon 11.37 Sea G un grupo finito y H un subgrupo. Consideremos una
representacion lineal p : H — Aut(W). Llamaremos representacion inducida
p© a la representacién de G asociada al C[G]-médulo W @c(g) C[G]. Si t es el
caracter de p, llamaremos cardcter inducido ¢ al cardcter de G asociado a p©.

Es obvio que, si H < K < G y 1 es un caracter de H, entonces (%)% = %,

Vamos a ver que ¢ puede calcularse directamente a partir de 1) sin nece-
sidad de conocer la representacion que lo genera. Para ello conviene introducir
la notacion siguiente:

Definiciéon 11.38 Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G. Si ¢ es una
funcién de clases en H, llamaremos ¢° : G — C a la funcién dada por

_[¢(o) siceH,
¢O(U)_{ 0 sioc¢H.

En estos términos, los caracteres inducidos se calculan como indica el teo-
rema siguiente:

Teorema 11.39 Sea G un grupo finito y H un subgrupo y sea R un sistema
de representantes de las clases de congruencia por la derecha de G mddulo H.
Entonces, si ) es un cardcter de H, para todo o € G se cumple que

$9(0) = S 0rorY) = = 3 ¥(ror L),

TER B ‘HlTEG
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DEMOSTRACION: Sea p : H — Aut(W) la representacién que determina
el caracter dado 9. Tenemos que cada o € G se expresa de forma tnica como
o = ht, con 7 € R. Es claro entonces que

C[G] = @ C[H]r.

TER
Por consiguiente, ¢ es el cardcter de

V=W QcH] C[G] = GBRWT.
TE

Fijado o € G, para cada 7 € R, podemos expresar 7o = h7,, con 7, € R
y h € H. De este modo, (Wr)o = Wr,. Si fijamos una base B de W, la
unién de los trasladados Bt, con 7 € R, es una base de V. Para calcular la
traza de p® (o) en esta base observamos que, si 7, # 7, las filas de la matriz de
p% (1) correspondientes a los vectores de BT tienen ceros en la diagonal. Por el
contrario, si 7, = 7, las suma de la diagonal de las filas correspondientes a BT
es la traza de p®(o)|w .. Asi pues:

V(o) = 3 Te(p%(o)lwr),

TER,

donde R, = {r € R | 7, = 7}. Observemos que 7, = 7 equivale a que
70 = h1, es decir, que To7~! € H. Por tltimo, observamos que el isomorfismo
f: W — Wr dado por f(w) = wr cumple

flwror™!) = wro = f(w)o.
Esto significa que p(o)|w, se identifica a través de f con p(tor~1), luego
Te(p%(0)|lwr) = Tr(p(rom™1)) = d(ror™") = ¢ (ro7 7).

Con esto obtenemos la primera férmula del enunciado. La segunda se sigue
de la primera debido a que, si 7 € R cumple To7~! € H, entonces, para cada
h € H tenemos que 7/ = ht € G cumple 7’07’ € H y ¢(7'o7'"1) = (ro771)
y, reciprocamente, todo 7’ € G que cumple 7'o7'~! € H es de la forma 7 = hr,
para un tnico 7 € R tal que Tor~! € H. En definitiva, cada sumando de la
primera férmula se corresponde con |H| sumandos idénticos en la segunda. =

En particular, tenemos la relacién entre los grados:
$9(1) = |G Hly(1).

Definicién 11.40 Sea GG un grupo finito, sea H un subgrupo de G y sea R
un sistema de representantes de las clases de congruencia por la derecha de G
médulo H. Para cada funcién de clases ¢ : H — C, definimos ¢¢ : G — C
mediante

6%(0) = ¥ (o771 = = 3 ¢(ror ).

TER B |H|T€G
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Hemos visto que si ¢ es un cardcter de H, entonces ¢© es un caracter de G.
En general, se cumple que ¢¢ es una funcién de clases de G. Esto se com-
prueba directamente sin dificultad o, alternativamente, basta observar que la
aplicacién ¢ +— ¢ es C-lineal y que toda funcién de clases es combinacién
lineal de caracteres.

Notemos que también hay una forma natural (y mucho més simple) de pasar
de un caracter de G a un caracter de H:

Definiciéon 11.41 Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G. Si ¢ es una
funcién de clases de G, llamaremos ¢y a su restricciéon a H, que es también una
funcién de clases en H, y es un carécter si ¢ lo es.

Entre estas dos operaciones hay una relacion sencilla:

Teorema 11.42 (Reciprocidad de Frobenius) Sea G un grupo finito y H
un subgrupo. Sean ¢ : H — C y ¢ : G — C funciones de clases. Entonces

(¢7 T/JH) = ((bGa ¢)

DEMOSTRACION: Basta realizar un cdlculo directo:
1

G G 07'0'7' —0'

(6.0) = g S 00T = 1 |H|MZEG¢( Y9

- \H|a§ec¢o< T = i |H\o§ea¢°< W)
~ i £ 000 = (6. m).

Ejemplo Vamos a calcular la tabla de caracteres de 4. El grupo tiene cinco
clases de conjugacién (una para cada tipo de descomposicién en producto de
ciclos disjuntos), luego 35 tiene cinco caracteres irreducibles, x1, X2, X3, X4, X5-
Por simplificar la exposicién damos ya la tabla y a continuacién explicamos
como se obtiene:

4|1 (ab) (abc) (abed) (ab)(cd)
w11 1 T 1
Yo |l -1 1 -1 1
a2 0 -1 0 2
a3 1 0 -1 1
5|3 -1 0 1 1

Tomamos como x; el caracter trivial, con lo que podemos rellenar con unos
la primera fila de la tabla.

El grupo ¥4 contiene al grupo alternado A4 como subgrupo normal, y el
cociente tiene orden 2, por lo que induce un caracter no trivial de grado 1 que
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es el homomorfismo ys : ¥4 — C que toma el valor 1 sobre Ay y el valor —1
sobre los elementos que no estdn en A4. Esto nos da la segunda fila de la tabla.

Sea H = X3, que podemos identificar con el subgrupo de ¥4 formado por
las permutaciones que dejan fijo al 4. Si llamamos 1y al caracter trivial de H,
tenemos que (14,1¢) = (1g,1g) = 1, luego 1% — 1 es un cardcter de G, y su
grado es 3. Vamos a calcularlo y veremos que es irreducible.

Un sistema de representantes de las clases médulo Y3 es claramente

R=1{1,(1,4),(2,4),(3,4)}.
Como 1y toma siempre el valor 1, tenemos que

15(0) = X 13(ro77)
TER

es simplemente el nimero de conjugados de o por elementos de R que pertenecen
a X3, es decir, que fijan al 4. Por ejemplo, para calcular 1%((1,2)) observamos
que

(1,2)' =(1,2), (1,2)0Y =(4,2), (1,2)3Y =(1,4), (1,2)BY =(1,2),
por lo que 14((1,2)) = 2. De este modo se calcula:

|1 (ab) (abc) (abed) (ab)(cd)
1514 2 1 0 0
x4 |3 1 0 -1 -1

donde hemos llamado x4 = 1§ — 1. Ya hemos justificado que es un cardcter.
Para comprobar que es irreducible calculamos:

1

24(32+6-12+6-(—1)2 +3-(-1)%) =1.

(X4, x4) =

Esto nos da la cuarta fila de la tabla. La quinta fila es el caracter x5 = x2x4,
que también es irreducible porque (x5, x5) = 1.

Nos falta calcular xs. El teorema 11.27 nos da que tiene grado 2, luego
podemos calcular xs despejando en la ecuacion

TG = X1+ X2 + 2x3 + 3x4 + 3x5-

Esto completa la tabla. m

Otra férmula de interés que relaciona funciones de clase inducidas y restric-
ciones es la siguiente:

Teorema 11.43 Sea G un grupo finito y H un subgrupo. Sean ¢ : H — C y
¥ : G — C funciones de clases. Entonces (¢ - )% = ¢% - 1.
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DEMOSTRACION: Para cada o € G, tenemos que

1 - -1
(6-vm)®(0) = g 5 8707l (ror )
= —1 O(ror (o) = ¢%(0)ih(o

Ahora necesitamos un resultado técnico:

Teorema 11.44 Sea G un grupo finito y N un subgrupo normal, sea x un
cardcter irreducible de G tal que xn sea suma de al menos dos caracteres dis-
tintos. Entonces existe un subgrupo N < H < G y un cardcter irreducible 1 de
H tal que x = 9.

DEMOSTRACION: Sea V un C[G]-médulo asociado a y, de modo que
estd asociado a V' como C[N]-médulo. Sea

la descomposicién de V' como C[N]-médulo dada por el teorema 11.36. Por
hipétesis, la suma tiene al menos dos sumandos no nulos.

En general, si W es un C[N]-submdédulo de V' y ¢ € G, se cumple que Wo
es también un C[N]-submddulo, pues, si n € N, se cumple que

Won =W(ono™ o = Wo,
pues ono~! € N. Ademds, si W tiene cardcter ;, el cardcter de Wo es
X7 (n) = x(ono™1),

que depende tnicamente de x y 0. Es claro que si W es irreducible, también lo es
W, luego vemos que la multiplicacién por ¢ transforma todos los submédulos
irreducibles de un mismo V; (es decir, todos los submdédulos con un mismo
cardcter x;, en submoédulos de un mismo Vj, por lo que Vo = V;.

Fijemos un indice ig tal que V;, # 0y sea H = {c € H | V;j0 = V;, }.
Claramente, N < H < (. La segunda desigualdad es estricta porque, de lo
contrario, V;, serfa un C[G]-submédulo de V, pero V es irreducible, luego serfa
V =V,,, cuando, por hipétesis, hay al menos dos sumandos no nulos.

Sea 1) el cardcter de H asociado a W = Vj,. Para probar que x = ¢¢ basta
ver que, si R es un sistema de representantes de las clases de congruencia por
la derecha de G médulo H, se cumple que

V=pWwr

TER

pues esto implica que V = W x ¢z C[G].
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SiT, 79 € Ry Wr = Wy, entonces 7'172_1 € H, luego 1, = 1». Esto implica
que cada W7 =V, ;7 con 7 € R es un V;, luego la suma de los W7 es directa
(porque lo es la de los V;). Ademds, dicha suma directa es un C[G]-submdédulo
de V, luego es todo V. m

Definicién 11.45 Recordemos que un grupo finito G es resoluble si existe una
serie de subgrupos
1=Gp4G14---14G, =G

en la que cada cociente G;/G;_1 es abeliano. Se dice que G es superresoluble
si existe una serie andloga en la que cada (G; es normal en G y cada cociente
G;/Gi_1 es ciclico.

Es inmediato que los subgrupos y los cocientes de un grupo superresoluble
son superresolubles, pues si NV < G, podemos considerar la serie

1=GyN/N<14GN/N<---<4G,N/N=G/N
en la que todos los términos cumplen G; N/N < G/N y tenemos un epimorfismo
G;/G;—1 — (G;N/N) / (G;—1N/N),

luego los cocientes también son ciclicos.

Similarmente, si H < G, consideramos la serie

1=GoNnHLGiNHL---4G,NH=H,
donde ahora tenemos monomorfismos
(G,NnH)/(Gi-1NH) — G;/Gi—1.
Sélo necesitaremos una propiedad elemental de los grupos superresolubles:

Teorema 11.46 Si G es un grupo finito superresoluble no abeliano, entonces
existe un subgrupo normal abeliano N que cumple Z(G) < N < G (donde Z(QG)
es el centro de G).

DEMOSTRACION: El cociente G/Z(G) # 1 es superresoluble, luego podemos
considerar el primer término no trivial N/Z(G) < G/Z(G) de una serie segin
la definicién de grupo superresoluble. Asi, se cumple que Z(G) < N 4 G y
N/Z(G) es ciclico. Es claro entonces que N es abeliano, luego N #G. =

Teorema 11.47 Si G es un grupo finito superresoluble, todo cardcter irreduci-
ble de G estd inducido por un cardcter de grado 1 de un subgrupo de G.

DEMOSTRACION: Razonando por induccién, podemos suponer que el teo-
rema es cierto para todo grupo de orden estrictamente menor que |G|. Sea x un
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cardcter irreducible de G. Podemos suponer que x es fiel, es decir, que la repre-
sentacion p : G — Aut(V) que lo genera es inyectiva, pues, si tuviera nicleo
N # 1, podriamos ver a x como cardcter de G/N, luego habria un subgrupo
H/N < G/N y un cardcter ¢ de grado 1 en H/N tal que y = ¥¢.

También podemos suponer que G no es abeliano, pues en caso contrario x
ya tiene grado 1 y no hay nada que probar.

Por el teorema anterior, existe un subgrupo Z(G) < N < G. Como p es
un monomorfismo, tenemos que p[N] < Z(p[G]). Por consiguiente, no todos
los automorfismos en p[N] son homotecias (ya que las homotecias conmutan
con todos los automorfismos), luego x|y ha de ser suma de al menos dos ca-
racteres irreducibles distintos. (En caso contrario, como N es abeliano, x|y
serfa multiplo de un tdnico cardcter de grado 1, y p[N] constarfa tinicamente de
homotecias.)

El teorema 11.44 nos da que x = 9%, para cierto caricter irreducible
de un subgrupo H < G. Como H también es superresoluble, podemos aplicar
la hipétesis de induccién para concluir que ¢ = ¢, para cierto cardcter ¢ de
grado 1, luego también y = ¢©. L]

11.5 El teorema de Brauer
La finalidad de esta seccién es demostrar el teorema siguiente:

Teorema 11.48 (Brauer) Si G es un grupo finito, todo cardcter de G se ex-
presa como combinacion lineal con coeficientes enteros de caracteres inducidos
por caracteres de grado 1.

Para probarlo empezamos introduciendo el concepto siguiente:

Definiciéon 11.49 Diremos que un grupo finito H es p-elemental, donde p es
un nimero primo, si puede expresase como producto directo H = C' x P, donde
C es un grupo ciclico de orden primo con p y P es un p-grupo (un grupo de
orden potencia de p). Un grupo H es elemental si es p-elemental para algin
primo p.

Todo grupo ciclico finito es p-elemental para todo primo p, pues se descom-
pone como producto de grupos ciclicos de érdenes potencias de primos, y basta
agrupar todos los factores que sean p-grupos por una parte, y todos los que no
lo sean por otra.

Teorema 11.50 Todo grupo finito elemental es superresoluble.

DEMOSTRACION: Veamos primero que todo p-grupo P es superresoluble.
Podemos razonar por induccién sobre el orden de P. Si P es abeliano es evi-
dente. En caso contrario, usamos® que 1 < Z(P) < P. Por hipétesis de in-
duccién P/Z(P) es superresoluble y Z(P) también lo es, por ser abeliano. Al

5Teorema 5 del apéndice del Capitulo V de mi libro de Geometria.
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enlazar una serie de Z(P) con una serie de P/Z(P) segun la definicién de grupo
superresoluble, obtenemos una serie que cumple la definicién para P, porque los
subgrupos de Z(P) son normales en P.

Por dltimo, si H = C x P es p-elemental y
l=Ph3Pd---4P, =P
es una serie segun la definicién de grupo superresoluble, la serie
1dCxPdCx P 4---<QCxP,=H

cumple la definicién de grupo superresoluble para H. m

Ahora podemos reducir la prueba del teorema de Brauer al resultado si-
guiente:

Teorema 11.51 Si G es un grupo finito, todo cardcter de G se expresa como
combinacion lineal con coeficientes enteros de caracteres inducidos desde sub-
grupos elementales.

En efecto, de este teorema se sigue el teorema de Brauer, ya que si tenemos
X =mof + -+ ng?,

donde cada ¢; es un caracter de un subgrupo elemental H; < G, descomponiendo
cada ¢; en suma de caracteres irreducibles podemos suponer que cada ¢; es
irreducible y, como H; es superresoluble, el teorema 11.47 nos da que ¢; esta
inducido a su vez por un caracter de grado 1, luego lo mismo vale para gZ)iG. m

Para tratar con combinaciones lineales enteras de caracteres conviene intro-
ducir el concepto siguiente:

Definicién 11.52 Si G es un grupo finito y x1, ..., X son sus caracteres irre-
ducibles, llamaremos R(G) = Zx1 @ --- @ Zxp, al subgrupo generado por los
caracteres x; en el espacio F'(G) de las funciones de clase de G. A sus elementos
los llamaremos caracteres virtuales de G.

Como los caracteres irreducibles son una base del C-espacio vectorial F'(G)
de las funciones de clases de G, es claro que también son una base de R(G)
como Z-médulo. También es obvio que todo cardcter virtual se expresa de
forma unica como diferencia de dos caracteres. Como el producto de caracteres
es un cardcter, tenemos que R(G) es un subanillo de F(G).

El teorema 11.51 es consecuencia, a su vez, del teorema siguiente:
Teorema 11.53 Sea G un grupo finito y sea V,, el subgrupo de R(G) generado

por los caracteres inducidos desde subgrupos p-elementales de G. FEntonces el
cociente R(G)/V, es finito y su orden es primo con p.
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En efecto, si admitimos este resultado, sélo tenemos que probar que R(G)
es la suma V' de los subgrupos V},, para todo primo p. Como V, <V < R(G),
tenemos que el cociente R(G)/V es finito, y su orden es primo con p, para todo
primo p, luego ha de ser R(G) = V. "

Observemos ahora que, si H es un subgrupo de G, el teorema 11.43 implica
que el subgrupo de R(G) generado por los caracteres inducidos desde H es un
ideal de R(G), y V,, es la suma de estos ideales cuando H recorre los subgrupos
p-elementales de G. Por consiguiente, V,, es también un ideal de R(G). Veamos
ahora que 11.53 es consecuencia del teorema siguiente:

Teorema 11.54 Sea G un grupo finito de orden |G| = p'm, donde ptm, y sea
Vp el subgrupo de R(G) generado por los caracteres inducidos desde subgrupos
p-elementales de G. Entonces m € V.

En efecto, R(G) es un Z-médulo finitamente generado, luego R(G)/V,, tam-
bién lo es. Por consiguiente, es producto de un nimero finito de grupos ciclicos.

Sim € V,, como éste es un ideal, tenemos que m¢ € V,, para todo ¢ € R(G),
lo que significa que todos los elementos de R(G)/V,, tienen orden divisor de m.
Por consiguiente, R(G)/V,, es producto de un ndmero finito de grupos ciclicos
finitos de orden primo con p, y esto prueba 11.53. L]

Consideremos ahora el anillo D de los enteros ciclotémicos de orden g, es
decir, la Z-subalgebra de C generada por las raices g-ésimas de la unidad. Se
trata de un Z-médulo libre de rango finito. Fijemos una base D = (wy,...,wc),
tal que w; = 1. Vamos a trabajar en el producto tensorial D ®z R(G).

Como R(G) es el Z-médulo libre que tiene por base los caracteres irreducibles
X1,--->Xr de G, tenemos, por una parte, que D ®z R(G) es el D-médulo libre
generado por los elementos 1 ® x;. Podemos identificarlo con el D-submddulo
generado por xi,...,xn en el espacio F(G) de las funciones de clases de G
(de modo que identificamos cada 1 ® x; con x;). Asi, R(G) es el conjunto de
elementos de D ®7 R(G) cuyas coordenadas en la base 1® y; (o x;) son enteras.

Por otra parte, D ®z R(G) es también el R(G)-mddulo libre de base w; ® 1,
y los elementos de R(G) son los que en esta base tienen todas las coordenadas
nulas exceptolade w; ® 1 =1® 1.

Es claro entonces que (D®zV,)NR(G) = V,. (Un elemento de la interseccién
es un elemento de D ®z R(G) cuyas coordenadas en la base w; ® 1 estan en V, y
son todas nulas menos la de wy ® 1.) Por consiguiente, para probar 11.54 basta
ver que m € D ®@z V.

El hecho de que R(G) sea un subanillo de F'(G) y que V,, sea un ideal, implica
inmediatamente que D ®z R(G) también es un subanillo de F(G) y que D®z V),
es un ideal de D ®z V).

Teorema 11.55 Sea G un grupo de orden g y sea ¢ : G — gZ una funcion de
clases que toma valores multiplos de g. Entonces ¢ es combinacion lineal con
coeficientes en D de caracteres inducidos por caracteres de subgrupos ciclicos
de G.
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DEMOSTRACION: Podemos expresar ¢ = g1, donde ¢ : G — Z es otra
funcién de clases. Para cada subgrupo ciclico C' < G, definimos la funcién de
clases ¢ : C — Z mediante

O (2) = { |C| siz genera C,
0  en otro caso.

Si C(G) es el conjunto de todos los subgrupos ciclicos de G, tenemos que

1

s oem-y Y Mo,

cec(@) yeG CeC(q)

Por lo tanto,

p=g= Y 0v= Y (0cvc)®

CeC(@) CeC(G)

Falta probar que la funcién de clases n¢ = 6o es combinacion lineal con
coeficientes en D de caracteres de C. Ciertamente, como toda funcién de clases,
es combinacion lineal de los caracteres irreducibles de C. Si x es uno de ellos,
su coeficiente en la combinacién lineal es (n¢, x) v, en efecto, se cumple que

(ne,x) = C > bc(o)p(o)x(0) = Z(o)x(o~!) € D
| ‘ ceC o

donde en el tltimo sumatorio o recorre los generadores de C. El resultado esta

en D porque los caracteres de C'y de G toman valores en D. (Precisamente

para esto hemos introducido D en sustitucién de Z.) L]

Puesto que todo grupo ciclico es p-elemental, el teorema anterior implica, en
particular, que ¢ € D ®z V.

Con esto podemos reducir el teorema de Brauer al resultado siguiente:

Teorema 11.56 En las condiciones previas al teorema anterior, existe una
funcion de clases ¢y : G — 7Z tal que v € D ®z V, y, para todo x € G, se

cumple que p 1t (z).

En efecto, dada una funcién v en estas condiciones, si g = p*m, llamemos
N al orden del grupo de unidades de Z/p'Z, de modo que kN = 1 (méd p?),
para todo entero k primo con p. En particular, (z)Y =1 (méd p*), para todo
r € G, luego la funcién de clases m ()N — 1) toma valores enteros miiltiplos de g.

Por el teorema 11.55, tenemos que m(yY — 1) € D ®z V,,. Por otra parte,
€ D®z V), y éste es un ideal de D ®7 R(G), luego también my™ € D ®;V,,
con lo que concluimos que m € D ®z V), y ya hemos visto que esto implica el
teorema de Brauer. m

Tenemos pendiente demostrar 11.56.

Si GG es un grupo finito y sea p un ntimero primo. Diremos que z € G es
un p-elemento si su orden es potencia de p, y es un p’-elemento si su orden es
primo con p.
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En general, si el orden de x es m = p"m/, donde p { m’, existen u,v € Z tales
. !’ k2
que up’ +vm’ =1, con lo que z, = 2", x,y = 2" cumplen que

i ’

- — p' _ m' _
T =TpTy = TpyTp, T, =T, =1,

es decir, que todo x € GG puede descomponerse como producto de un p-elemento

y un p’-elemento, a los que llamaremos, respectivamente, p-componente y p’-

componente de x.

Necesitaremos este resultado técnico:

Teorema 11.57 En las condiciones anteriores, sea v : G — Z una funcion
de clases que cumpla ¢ € D ®z R(G). Six € G y xp es su p'-componente,
entonces P (x) = (z,) (méd p)

DEMOSTRACION: Sea C' = (z), de modo que z,; € C. Observamos que
Yo € D ®z R(C), luego no perdemos generalidad si suponemos que G estd
generado por z. Tenemos, pues, que

¥ =3 dixi,

con d; € Dy donde los caracteres irreducibles x; tienen todos grado 1 (porque G
es abeliano), luego son homomorfismos de grupos x; : G — D*. Si g = p* es el
orden de la p-componente de x, tenemos que x? = xg,, luego xi(2)? = xi(zp)?.
Por consiguiente:

Y(2)? = (zdixi(x)) = Sdixi(@)? = Ydixi ()"

= (Sdonitay) ) = vl (usd ),

donde las congruencias son médulo el ideal generado por p en D. Ahora bien,
como los extremos son enteros, concluimos que

()T = (ap)" (mdd p)

en Z y, como ¢ es potencia de p, esto equivale a que ¥ (z) = ¥(zp) (méd p).
u

Con esto estamos en condiciones de construir una funcién 1 en las condi-
ciones del teorema 11.56. Para ello partimos de un sistema de representantes
{z;}; de las clases de conjugacién de G formadas por p’-elementos. Sea Cg(z;)
el centralizador en G de x;, es decir, el subgrupo formado por los elementos
que conmutan con z;, sea P; un p-subgrupo de Sylow® de Cg(z;), es decir, un
p-subgrupo cuyo orden sea la mayor potencia de p que divide al orden de Cg(x;)
y sea C; = (x;).

6Véase el apéndice del Capitulo V de mi libro de Geometria
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Como los elementos de C; conmutan con los de P;, tenemos que H; = C; P;
es un subgrupo de G y, como C; N P; = 1 (porque el orden de C; es primo con
el orden de P;), concluimos que el producto H; = C; X P; es directo, luego H;
es un subgrupo p-elemental de G.

Sea ¢; : C; — 7 la funcién de clases dada por

) o ‘Ozl Sil‘zl‘i,
@(IE){ 0 siz#ua,.

Se cumple que ¢; € R(C;), pues, al expresar ¢; como combinacién lineal de
los caracteres de C}, el coeficiente de cada caracter x es

(60 X) = x(@i) = x(z; ") € D.

Definimos ahora v; : H; — Z mediante ;(z,y) = ¢;(z), donde = € C;,
y € P;. Viendo a C; como cociente de H;, tenemos que las funciones de clase
de C; determinan funciones de clase de H;, y v; es precisamente la funcién
determinada por ¢;. Es claro entonces que ¥; € D ®z R(H;) (porque v; es
combinacién lineal con coeficientes en D de los caracteres de H; determinados
por los caracteres de C;). Por consiguiente, ¢¢ € D ®z V.

Por la propia definiciéon de la funcién inducida por una funcién de clases es
inmediato que ¥¢ toma valores enteros. Vamos a probar que

@[JZG(xZ) Z 0 (méd p), ql)iG(xj) =0 paraj#i.

En efecto, si y € G cumple que yz;y~! € H;, entonces, como se trata de un
p/-elemento, ha de ser yx;y~! € C; y, para j # i, ha de ser yz;y~! # z;, luego
Yi(yz;y~1) = ¢ilyzjy~t) = 0, y esto implica que ¢¥ (z;) = 0.

Por el contrario, el conjunto de los y € G tales que yx;y~' = z; es precisa-
mente el centralizador Cg(z;), luego

| . CalellC]  |Cala)
Y& () = Yy ray) = = :
(@) = Ty LW o) = = P

que no es divisible entre p porque P; es un p-subgrupo de Sylow del centralizador.

Ahora es facil ver que la funcién
b = 9f

cumple el teorema 11.56, pues, ciertamente ¢ € D ®z V},, toma valores enteros
y, para todo = € G, el teorema 11.57 nos da que ¢(z) = ¢ (z,) (méd p) y, a su
vez, la p’-componente x,/ esta en la clase de conjugacién de un z;, luego

(@) = P(ay) = () = (z;) £ 0 (méd p).

Esto prueba 11.56 y, por consiguiente, termina la demostracion del teorema
de Brauer. -
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11.6 Caracteres en grupos cociente

Ya hemos visto que cada cardcter de un grupo cociente G/N (y, més en
general, cada funcién de clases) induce un cardcter (o una funcién de clases)
en G mediante ¢pg(0) = ¢(oN). Ahora vamos a definir una correspondencia en
sentido inverso andloga a la definicién de los caracteres inducidos.

Para ello observamos que la representacién p : G — C[G/N] dada por
p(0)(NT) = N7o determina en C[G/N] una estructura natural de C[G]-mdédulo
que nos permite dar la definicién siguiente:

Definicién 11.58 Sea p: G — Aut(V') una representacion lineal de un grupo
finito G y sea N un subgrupo normal. Definimos la representacién p&/N del
grupo cociente G/N como la asociada al C[G/N]-médulo V ®¢g C[G/N]. Si

X es el cardcter de p, llamaremos x/N al cardcter de p&/N.

/N

Vamos a ver cémo calcular y¢/V a partir de y sin necesidad de considerar

las representaciones correspondientes.

Llamemos V' al subespacio de V fijado por los elementos de N. El hecho
de que N sea un subgrupo normal implica que V¥ es un C[G]-submédulo de V,
y la representacién G — Aut(V?) tiene a N en su niicleo, luego induce una
representacién de G/N o, lo que es lo mismo, podemos considerar a V¥ como
C[G/N]-médulo de forma natural.

Consideremos a aplicacién lineal p : V — V¥ dada por

1
p(v) B W n;an'

Es inmediato comprobar que es un homomorfismo de C[G]-médulos, que
su imagen es ciertamente V¥ y que se restringe a la identidad en V¥, luego,
llamando W al nticleo de p, tenemos que V =V & W, donde W es también un
C[G]-médulo.

La proyeccién p induce una aplicacién lineal f : V ®ciq) C[G/N] — VN
dada por f(v® No) = p(v)o, que es claramente un homomorfismo de C[G/N]-
modulos y es, de hecho, un isomorfismo, pues admite como inversa a la aplicacién
g dada por g(v) =v® N1.

Asf pues, x/N es también el caricter de la representacién de G /N inducida

por la restriccién de p a V. Vamos a usar esta representacién para calcular
explicitamente x&/N. Para cada o € G, definimos

! > no € C[G].

Ty = —
7 |N|n€N

Es claro entonces que, si v € V, se cumple que vz, = p(v)o. Por consi-
guiente, vz, = vo para todo v € V¥, mientras que vz, = 0 si v € W. Esto
significa que, fijando una base de V que sea unién de una base de V¥V y otra de
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W, vemos que la multiplicacién por z, es un endomorfismo de V' que tiene la
misma traza que la restriccién de p(o) a V. Equivalentemente:

X/ (No) = Tr(zy) = |_11V|ENX(””>'

Para enunciar la conclusién a la que hemos llegado conviene dar primero la
definicién siguiente:

Definicién 11.59 Sea G un grupo finito y N un subgrupo normal. Para cada
funcién de clases ¢ : G — C, definimos la funcién de clases ¢/ : G/N — C
mediante

= LS 4no).

¢G/N No) =
No) =181, %,

En estos términos hemos probado lo siguiente:

Teorema 11.60 Si x es un cardcter de un grupo finito G y N es un subgrupo
normal, entonces el cardcter x¢/N de G/N definido en 11.58 coincide con la
funcion de clases de la definicion anterior.

0, dicho de otro modo, si x es un caracter, x“/V también lo es.

A continuacién probamos una férmula anédloga a la reciprocidad de Frobenius
para caracteres inducidos:

Teorema 11.61 Sea G un grupo finito, sea N un subgrupo normal, y sean
¢:G— C, ¢: G/N — C funciones de clases. Entonces

(6,9c) = (69N, ).

DEMOSTRACION: Notemos que, por claridad, hemos representado por g la
funcién ¢ vista como funcién de G (que usualmente representamos también por
). Se trata de una comprobacién rutinaria:

(69N ) = 6%/ (NoYp(No)

= >
|G : Nl noeé/n

1 - 1
2L 2 9(no)Ye(no) = il

B |G| NoeG/N neN

Y. do)ve(o) = (¢, %)

ceG

11.7 Complementos

En esta seccién demostraremos algunos resultados adicionales sobre carac-
teres de grupos que no nos seran necesarios después.
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Caracteres de productos directos Vamos a determinar los caracteres de un
producto directo de grupos G = G1 x G5. Observemos que, como G = G/Go,
podemos considerar a cada caracter x de G; como un caracter de G. Concreta-
mente, entendiendo que x(g192) = Xx(g1).- Lo mismo es valido para los caracteres
de GQ.

Teorema 11.62 Sea G = G X G2 un producto directo de grupos. Si x; €s un
cardcter irreducible de G;, entonces x1x2 es un cardcter irreducible de G, y todo
cardcter irreducible de G es de esta forma.

DEMOSTRACION: Sabemos que x1)2 es un caracter de G, aunque, en gene-
ral, el producto de caracteres irreducibles no tiene por qué ser irreducible. No
obstante, multiplicando las ecuaciones

1 1
(x1,x1) = Ten > alg)P=1, (xax2) = Ten| > Ixe(g2)? =1,
| 1|91€G1 | 2|g2€G2

obtenemos que (x1X2, x1x2) = 1, luego x1x2 es irreducible.

Si xi,. .., xﬁli son los caracteres irreducibles de G;, es claro que los carac-
teres x+x7 son distintos dos a dos, pues el producto determina los factores por
restriccién. Sabemos que

Zkixi(l)z = [G1l, ;X?(l)Q = [Ghal,

y multiplicando ambas ecuaciones obtenemos que

S oaxi)(1)? =16,

k1
luego G no puede tener mas caracteres irreducibles. ]

En particular, descomponiendo un grupo abeliano como producto de grupos
ciclicos, podemos determinar ficilmente todos sus caracteres irreducibles. Sélo
tenemos que observar que los caracteres irreducibles de un grupo ciclico G = (o)
de orden n son los homomorfismos x : G — C* determinados por que x(o)
es una raiz n-sima de la unidad. Hay n raices posibles que dan lugar a los n
caracteres irreducibles de G.

El grado de un caracter irreducible Hemos probado que el grado de un
cardcter irreducible de un grupo finito G debe dividir al orden de G. Este
resultado puede mejorarse.

Teorema 11.63 Si G es un grupo finito, el grado de cualquier cardcter irredu-
cible de G divide al indice |G : Z(G)|.

DEMOSTRACION: Sea g = |G| y ¢ = |Z(G)|. Consideremos una represen-
tacién irreducible p : G — Aut(V) de grado n. Si o € Z(G) C Z(C[G]), el
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teorema 11.31 nos dice que p(o) es una homotecia en V' de razén A(o), de modo
que A : Z(G) — C* es un homomorfismo de grupos.

Fijemos ahora un nimero natural m > 1 y consideremos el grupo G™ (el
producto directo de G por sf mismo m veces). Si x es el cardcter de p, podemos
considerar en G™ el caracter x™, que, segin hemos visto en la seccién anterior,
es irreducible, y estd asociado a la representacion

p":G™ — V ®clq) - Bl V

dada por” p" (o1, ..., 0m) (V1@ @Vp) = V101 @+ - @ V0. Por consiguiente,
si(01,...,0m) € Z(G)™, tenemos que p™(o1,...,0n) es la homotecia de razén
Moy om).

Consideremos el subgrupo H de Z(G)™ formado por los elementos que cum-
plen o1 ---0,, = 1. Tenemos que H estd en el nicleo de p™, luego podemos
ver a p™ como representacién de G™/H. El teorema 11.34 implica que el grado
de p™, que es n™, divide el orden de este cociente, que es g™ /c™ 1. Asf pues,
existe un k € Z tal que kn™ = g™ /c™ ! o, lo que es lo mismo, (g/cn)™ € ¢~ 1Z,
para todo m € Z.

Esto implica que Z[g/cn] C ¢~ 1Z, luego la Z-algebra Z[g/cn] es un Z-médulo
finitamente generado, luego g/cn es un entero algebraico y un nimero racional,
luego g/cn € Z, luego n | g/c = |G : Z(G)|. .

El teorema 11.44 nos permite refinar mas la cota:

Teorema 11.64 Si G es un grupo finito y N es un subgrupo normal abeliano,
entonces el grado de todo cardcter irreducible de G divide al indice |G : N|.

DEMOSTRACION: Razonando por induccién, podemos suponer que el teo-
rema es cierto para todo grupo de orden menor que |G|. Sea x un cardcter
irreducible de G y supongamos que xn se descompone en suma de al menos
dos caracteres irreducibles distintos. Entonces, por 11.44, existe un subgrupo
N < H < G tal que y = 9%, para cierto caracter ¢ de H. Por hipétesis de
induccién ¥(1) | |H : N|, luego

X(1) =v°(1) = |G : H|$(1) | |G : N|.

Supongamos ahora que yny = n, para cierto caracter irreducible ¥ de N,
que serd de grado 1, porque N es abeliano. Sea p : G — LG(n,C) una
representacién matricial que genere a y, consideremos G’ = p[G] < LG(n,C) y
sea N’ = p[N]. Tenemos un epimorfismo G/N — G’/N’, luego

|G" : N'| | |G : N|.

El hecho de que xy = ni se traduce en que las matrices de N’ son de la forma
e, luego N’ < Z(G"). La inclusién G’ — LG(n, C) es una representacién de
G’ de grado n, luego el teorema anterior nos da que n | |G’ : N'[ | |G: N|. =

7Con més detalle, al considerar a x como cardcter del i-ésimo factor, su representacién aso-

ciada es la dada por G™ RLINye LN Aut(V), y el producto tensorial de estas representaciones
de G™ es el indicado.
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Subgrupos normales El teorema 11.20 nos permite reconocer el ntcleo de
un caracter a partir de la tabla de caracteres de un grupo. Obviamente, los
nicleos de caracteres son subgrupos normales. Los demas subgrupos normales
de un grupo dado pueden calcularse a partir de la tabla de caracteres sin mas
que tener en cuenta que son intersecciones de nicleos:

Teorema 11.65 Todo subgrupo normal de un grupo finito es la interseccion de
los nicleos de los caracteres irreducibles que lo contienen.

DEMOSTRACION: Es trivial: sea G un grupo y N un subgrupo normal.
Los caracteres irreducibles que contienen a N en su nicleo son los caracteres
irreducibles de G/N, luego todo se reduce a probar que la interseccién de los
nucleos de todos los caracteres irreducibles de un grupo dado es trivial, pero
ello se debe a que dicha interseccion es el nucleo de la representacion regular,
que es fiel. L]

Recordemos que el subgrupo derivado de un grupo G es el menor subgrupo
G’ tal que el cociente G/G’ es abeliano.

Teorema 11.66 El subgrupo derivado de un grupo finito es la interseccion de
los nicleos de los caracteres irreducibles de grado 1.

DEMOSTRACION: Si un cardcter irreducible x : G — C cumple G’ < N(x),
entonces x es un cardcter irreducible de G/G’ y, como el cociente es abeliano, x
tiene grado 1. Reciprocamente, si y tiene grado 1, entonces es un homomorfismo
X : G — C*, luego G/ N(x) es abeliano y, por consiguiente, G’ < N(x). =

En particular, el nimero de caracteres de grado 1 de un grupo finito G es
igual al indice |G : G'|.

También podemos calcular el centro de un grupo a partir de su tabla de
caracteres. Para ello definimos el centro de un caracter xy : G — C como el
conjunto

Z(x) ={o € G| Ix(o)| = x(V)}.

Teorema 11.67 Sea G un grupo finito.

a) Six es un cardcter de G asociado a una representacion p : G — Aut(V),
entonces

Z(x) ={0 € G| p(o) es una homotecia }.

b) Z(x) es un subgrupo de G y Z(x)/ N(x) es ciclico.

¢) Z(Q) es la interseccion de los centros de todos los caracteres irreducibles
de G.

d) Si x es un cardcter irreducible y fiel de G, entonces Z(G) = Z(x).
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DEMOSTRACION: a) Dado o € G, sabemos que, eligiendo una base en V,
podemos suponer que la matriz asociada al automorfismo p(o) es diagonal y
x(0) = €1+ -+ + €, es la suma de dicha diagonal. Ademsds, todos los €; tienen
modulo 1.

Tenemos que o € Z(x) si y sblo si |e; + -+ + €] = n, y es facil ver que
esto ocurre s{ y sélo si todos los €; son iguales, es decir, si y sélo si p(o) es una
homotecia de razén e.

b) Ahora es inmediato que Z(x) es un subgrupo de G. M4s atn, si llamamos
A(o) a la razén de la homotecia p(o), tenemos que A : Z(x) — C* es un
homomorfismo de grupos cuyo ntcleo es N(x), Z(x)/N(x) es isomorfo a un
subgrupo finito de C*, luego ha de ser ciclico.

c) Si x es irreducible, el teorema 11.31 implica que Z(G) < Z(x). Por otra
parte, como p[Z(x)] estd formado por homotecias, p[Z(x)] < Z(p[G]). Teniendo
en cuenta el isomorfismo natural p[G] = G/ N(x), vemos que

Z(x)/N(x) < Z(G/N(x))-

Si o pertenece a los centros de todos los caracteres irreducibles de Gy 7 € G,
se cumple que o7o " 771 € N(¥), y esto vale para todo caracter irreducible y,

luego oro~tr~1 = 1, lo que implica que o € Z(G).
d) Si x es un cardcter irreducible y fiel de G, en ¢) hemos probado que
Z(x) < Z(G), y también la inclusién opuesta, luego Z(G) = Z(x). "

En particular, vemos que una condicién necesaria para que un grupo G pueda
tener un cardcter irreducible y fiel es que Z(G) sea ciclico. Hay ejemplos que
muestran que no es suficiente.






Capitulo XII

Curvas de Tate

En este capitulo presentaremos una técnica para estudiar las curvas elipticas
con reducciéon multiplicativa sobre un cuerpo métrico discreto y completo. Se
trata de una representacién analitica debida a Tate, andloga a la teoria clasica
para curvas elipticas complejas desarrollada en el capitulo X de [CE].

Recordemos, que si R C C es un reticulo complejo (es decir, el Z-médulo
generado por dos nimeros complejos linealmente independientes sobre R), el
cociente T = C/R admite una estructura natural de superficie de Riemann.
Cada reticulo R tiene asociada su funcion @ de Weierstrass, dada por

1 1 1
pe) =5+ X (ﬁ - —2> )
z a0} (z —w) w

que es una funcién meromorfa en C con polos en los puntos de R, los cuales
son, ademas, periodos de g, por lo que ésta induce una funcién meromorfa
g : T — C* con un unico polo en 0. Por otra parte, para n > 2, definimos

1
weR\{0}

(La serie converge para n > 2, y es nula cuando n es impar.) En estos términos
([CE 10.14)), la funcién g satisface la ecuacién diferencial

0% =4p> — 60G4p — 140Gs.

De aqui se sigue ([CE 10.17]) que si llamamos Er/C a la curva eliptica
definida por la ecuacién Y2 = 4X3 — g, X — g3 (donde go = 60G, y g3 = 140Gs),
la aplicacién ¢ : T — FE(C) dada por

$(P) = { (@(P()), ¢'(P)) 5P # 8:

(donde O es el punto infinito de Er) es un isomorfismo de grupos (y una trans-
formacién conforme si consideramos en E(C) la estructura natural de superficie
de Riemann).

393



394 Capitulo 12. Curvas de Tate

Por dltimo, sucede que toda curva eliptica E/C es isomorfa a una curva
Er/C para un cierto reticulo R.

En este capitulo obtendremos resultados andlogos cambiando C por un cuer-
po métrico discreto y completo K. Nos interesara especialmente el caso en que
K esun cuerpo local, es decir, una extensién finita del cuerpo Q, de los nimeros
p-adicos, para un primo p. Dedicamos la primera seccién a recordar aspectos
mas concretos del caso complejo y reformularlos ligeramente para que puedan
ser traducidos al caso local.

12.1 Curvas elipticas complejas

A la hora de obtener resultados andlogos para QQ,, de los hechos que acabamos
de recordar, el primer obstéculo con el que nos encontramos es que @, no posee
subgrupos discretos no triviales. En efecto, si R C Q) es un subgrupoy z € R
es no nulo, entonces p"x € Ry

limp"z = 0,
n

luego 0 es un punto de acumulacién de R. Esto impide, por ejemplo, dotar
a Qp/R de una estructura topoldgica razonable. Para resolver este problema
vamos a ver que, en el caso complejo, podemos hacer las cosas de una forma
ligeramente distinta.

En primer lugar, recordamos que toda curva eliptica puede ser parametrizada
a partir de un reticulo de la forma R, = Z+7Z, donde 7 pertenece al semiplano

H={reC|Im7>0}.

Ello se debe a que, si E;/C es la curva eliptica asociada a R, y llamamos
j(7) a su invariante, la funcién j : H — C (la funcién modular de Klein) es
suprayectiva ([CE 12.3]).

La aplicacién u = €% induce un isomorfismo de grupos C/Z = C* que

hace corresponder 7 con ¢ = e>™". Por consiguiente, este isomorfismo induce a
su vez un isomorfismo C/R, = C*/q*, donde, obviamente, estamos llamando

qzz{q”|nEZ},

que es un subgrupo discreto de C*. Notemos que la condiciéon Im 7 > 0 equivale a
lg] < 1. Asi pues, resulta que toda curva eliptica compleja puede parametrizarse
desde C* médulo el subgrupo discreto ¢%, y sucede que todo ¢ € Q;, con lg < 1
determina también un subgrupo discreto ¢ C Q}, por lo que serd expresando
en estos términos los resultados del caso complejo como podremos traducirlos
al caso local. De ello nos ocuparemos en la seccién siguiente. Aqui vamos a
describir las parametrizaciones en términos de C*/¢Z.

Para cada 7 € H, llamamos p(z;7), a la funcién de Weierstrass asociada
al reticulo R, e, igualmente, llamamos G, (7) a la constante correspondiente
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(que ahora pasa a ser una funcién de 7). El resultado fundamental es que
las funciones G,,(7) resultan ser holomorfas. El teorema [CE 10.30] nos da su
desarrollo en serie de Fourier, que, en términos de ¢ = e*™", resulta ser un
desarrollo en serie de potencias:

(27i)%F

G =2C(2k) +2——
Qk(T) C( )+ (Qk*]_) ZUQk 1( ) ;
donde ( es la funcién dseta de Riemann y o es la funcion aritmética

op(n) = S2d".
d|n

En la prueba del teorema [CE 10.30] estd implicita la convergencia en el
disco unitario |g| < 1 de la serie de potencias

sik(q) = iok(mq“

cuando k es impar, pero, como ok (n) < ok11(n), todas las series s son conver-
gentes. Observemos que

o dkd oo

sk(q) = io:deq"— Edk Z md Z - q _ :Z nkq”n

n=1d|n m=1 d=1 —q n—1 1- q

Para que la reagrupacién de los sumandos sea valida, hay que probar que la
serie definida por d*q" es absolutamente convergente, es decir, que converge
(con una cierta ordenacién) cuando ¢ es un nimero real 0 < ¢ < 1. Ahora bien,
teniendo en cuenta que

lim o4, (n)g" =0,

es facil probar que la serie converge a si(q) cuando se ordenan sus términos
empezando por todos los que tienen n = 1, seguidos de los que tienen n = 2,
etc. (Dado e > 0, tomamos n suficientemente grande como para que las sumas
parciales de s (q) disten de la suma total menos de €/2 y ademds o1(n)q™ < €/2.)

En particular, evaluando la funcién dseta, obtenemos que

(2mi)t

g2(7) = 60G4(7) = 15

(14 240s5(q)),

(27i)6
216

Por otra parte, antes del teorema [CE 10.33] obtuvimos la expresién

g3(7) = 140G¢(7) = (—1 + 504s5(q)).

1

12 (1 ) m=1ln=1
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donde aqui hemos llamado u = €%, La expresion es validasi 0 < Imz < Im T,

lo cual equivale a 0 < |¢| < |u| < 1. Observemos ahora que, para |z| < 1,

tenemos que
x d 1 .
— = — (— | = nx'".
(1—2) dr \1—=x =

Aplicando dos veces esta identidad resulta que

1 1 > q"u > q"ut = ng"
oy b —9 )
@rip?H7) 12412;(1—qmuﬁ41;;(1—qmw4y Z;l—q"
De aqui llegamos a su vez a la identidad
1 1 q"u
W@(Z;T) =T Z A—qu? 2s1(q).
nez

En principio, hemos probado esto para |q| < |u| < 1. Ahora demostramos
que la identidad es cierta en todo C* \ ¢%:

Teorema 12.1 Sea 7 € C tal que Im7 > 0, sea R = Z + 17 y q¢ = €™
Entonces, la serie
o)=Y
u) = —_—
_ 2
= (1—q'u)
converge absoluta y uniformemente en los compactos de C*\ ¢% a una funcion
meromorfa en C* tal que, para todo = € C\ R y llamando u = e*™*, se cumple
1 1 q"u
e " Tt n i g 1
DEMOSTRACION: Basta probar la convergencia, pues ya hemos probado que
la identidad es vélida en un abierto de C \ R, luego lo serd en todo C\ R por
el principio de prolongacién analitica. Notemos que los denominadores sélo se
anulan en puntos de ¢%, luego todos los sumandos son funciones holomorfas en
C*\ ¢%. Si probamos que la convergencia es uniforme en compactos, la suma
serd también holomorfa. Para cada n > 0, tenemos que

—-n

[ullg”__lullg”

q u
e =l - gl

=

q"u
(1—q"u)?

Puesto que |g| < 1, es claro que existen ¢ > 0 y ng € N independientes de ¢
y tales que el miembro derecho estd acotado por ¢|g|™ para todo u € C' y todo
n > ng. El criterio de mayoracién de Weierstrass implica que la serie converge
absoluta y uniformemente en C. L]

Derivando respecto de z en la identidad del teorema anterior (y teniendo en
cuenta que u' = 2wiu), concluimos que

1 q"u(l + q"u)

nez (1 - q”u)3
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Notemos que la serie del miembro derecho (como funcién de u) es u por
la derivada de la serie del teorema anterior, luego también define una funcién
meromorfa en C* con polos (a lo sumo) en ¢Z.

Las funciones g y ¢’ satisfacen la ecuacién de E;:
Y2 =4X3 — g, X — gs.

Se trata de una ecuacién de Weierstrass clasica, pero no lo que nosotros
hemos definido como ecuacién de Weierstrass. Vamos a transformarla en una
ecuacion de Weierstrass mediante un cambio de variables que, ademas, elimine
los factores 27 de las férmulas que hemos encontrado para @, ¢, g2 v g3, asi
como los denominadores 12 y 216 que nos han aparecido. El cambio oportuno
es:

1 1
X=X+ =
(2ri)? HETY

1
WY = 2Y/ + X/.

Es facil ver que este cambio transforma la ecuacién en

Y24+ XY = X3 +au X + ag,

donde L1 )
as(7) = 1 WgQ(T) TR —5s3(q),
11 1 1 1 5s3(q) + 7s5(q)
46(7) = =7 Gre ") = 5 G2 ¥ 17 12 '

Llamaremos E;/C a la curva eliptica definida por la ecuacién de Weierstrass
anterior. El cambio de variables induce un isomorfismo F, = E,.

Por otra parte, aplicando el cambio de variables a las funciones p y
concluimos que la ecuacién de Ey es satisfecha por las funciones

Con esto tenemos casi probado el teorema siguiente:
Teorema 12.2 Sea q € C* tal que |q| < 1. Las series

Xlua) = 3 s — 2 Y(wa) =3 (l(ﬁT“)u) T 51(g)

1 — gy 2
neZ q ) nez

definen funciones (de u) meromorfas en C* con polos en los puntos de ¢*, y
satisfacen la ecuacion de Weierstrass

Y2+ XY = X% + au X + ag,
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donde

_ 5s3(q) + 7s5(q)

as(q) = —5s3(q), ag(q) = - 13

Ademds, las funciones X eY inducen funciones meromorfas en el toro com-
plejo C* /g% con un tinico polo en u =1y, si E,/C es la curva eliptica definida
por la ecuacion de Weierstrass, la aplicacion ¢ : C*/q> — E,(C) dada por

B(u) = {(X(u,oq),Y(wq)) i }

(donde O es el punto infinito de E,) es un isomorfismo de grupos (y una trans-
formacidon conforme si consideramos en Eq(C) la estructura natural de superficie
de Riemann).

DEMOSTRACION: Se trata de una mera reformulacién del teorema [CE 10.17]
que hemos citado al principio del capitulo. Podemos tomar un 7 € C tal que
ImT>0yqg=e>"". Sea R=7+1Z.

La proyeccién canénica C* — C*/¢” es localmente inyectiva, por lo que
induce una estructura de superficie de Riemann en C*/¢”. Podemos considerar
a C*/q” como un toro complejo, pues el isomorfismo C/R = C*/¢* dado por
z — e?™% es una transformacién conforme. Lo que hemos probado es que, a
través de esta transformacién, las funciones de Weierstrass p(z;7) y ¢'(2;7)
se corresponden con funciones meromorfas de C*/¢% que, tras un cambio de
variables lineal, se convierten en X e Y. Asi, las aplicaciones inducidas por g,
¢ vy X, Y, junto con el isomorfismo E; = E, dado por el cambio de variables,
dan lugar a un diagrama conmutativo

C/R— E,(C)

—

C*/QZ I Eq((c)

Mids aun, puesto que sabiamos que toda curva eliptica E/C es isomorfa a
una de la forma E./C, también podemos afirmar que toda curva eliptica es
isomorfa a una de la forma E,/C, luego puede ser parametrizada desde C*/ q*
a través de las funciones X, Y.

Vamos a relacionar el discriminante A(7) y el invariante j(7) de la ecuacién
clasica
Y2 =4X3 — g9 X — g3

con el discriminante A(q) y el invariante j(q) de la ecuacién dada por el teorema
anterior. Recordemos que, por definicién,

1728 g3(7)

A(1) = g5(T) — 27g3(7), = B0 = 272 ()
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En las ecuaciones con las que hemos calculado a4 y ag a partir de g y g3
podemos despejar

9mi) 2mi)
gg = ( 12) (1 — 48&4) ( 12) 04,
(2mi)® (27i)°
- 72a4 — 864ag — 1) =
95 = 51 (1204 = 86dag — 1) = —=c,

donde ¢4 y c6 son las constantes asociadas a la ecuacién de Weierstrass de E.
Por consiguiente,

i 12
A = B0 (6 - ) = 2ri) 2A().
C(12)3ge(7)® &
="K Tag

Ahora, los teoremas [CE 10.31], [CE 12.17] y [CE 10.32] nos dan que

Afg) = S rlm)" =TT (1= ¢,

n=0
donde los coeficientes 7(n) y ¢(n) son enteros.

Observemos que todas las series que hemos obtenido tienen coeficientes en-
teros salvo, en principio, la que define a

ag(q) = —

5s3(q) + Ts5(q > 5d° + 7d5
B R Ve

Ahora bien, es fdcil ver que 12 | (5d® + 7d®). (Basta razonar que esta
expresion es divisible entre 3 y entre 4 tomando congruencias médulo 3 y 4,
respectivamente.) Por consiguiente, la serie de potencias que define a ag(q)
también tiene coeficientes enteros.

12.2 La curva de Tate

En esta seccion K serd un cuerpo métrico discreto y completo. Notemos que
la serie

> k . n

skla) = Y on(ma” = > -
n=1 n=1 q

converge cuando |¢g| < 1. En efecto, ambas series convergen porque sus respec-

tivos términos generales convergen a 0, y la igualdad entre ambas se demuestra

por el mismo argumento que en el caso complejo.
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Definiciéon 12.3 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo. Para cada
q € K* tal que |g| < 1, definimos la curva de Tate como la curva E,/K definida
por la ecuaciéon de Weierstrass

Y2+ XY = X3 +ay(¢) X + as(q),

donde 555(q) + Tss(a)
s3(q) + 7s5(q
asla) = —5ssla),  asl) = ——XL LD,

En principio, no descartamos que K pueda tener caracteristica 2 o 3, pero,
al igual que en el caso complejo, la expresién que define a ag puede reducirse
a una serie de potencias con coeficientes enteros (sin el denominador 12), y asi
hay que entender la definicién de ag(gq). En particular, |a4(q)| < 1, |ag(q)| < 1,
es decir, la ecuacion tiene coeficientes enteros.

Consideremos ahora las series formales de potencias que definen a a4(q) y
ag(q), a las que daremos el mismo nombre, pero ahora a4(q), ag(q) € Z[[q]]. El
cuerpo de cocientes Q((g)) estd formado por las series de la forma

oo
s= > anq", m € Z, a, €Q,
n=m

y es un cuerpo valorado con la valoracién dada por v(s) = m, donde m es el
menor entero tal que a, # 0.

El discriminante A(g) es un polinomio en a4(q), ag(q) con coeficientes ente-
ros, por lo que podemos verlo también como serie A(q) € Z[[g]]. Veamos ahora
que la identidad

que en principio tenemos probada como igualdad de funciones holomorfas en el
disco unitario complejo, es vélida también como identidad en Z[[¢]]. En efecto,
teniendo en cuenta que la suma y el producto de series formales convergentes
converge a la suma y el producto de las series de partida, tenemos que el miembro
izquierdo es una serie formal que converge a la funcién holomorfa A(gq), y lo
mismo vale para el miembro derecho, pero si dos series formales convergen a la
misma funcién holomorfa, es que son iguales.

Maés atin, también podemos considerar la identidad
T 24
Alg) =q ]I (1 —4q")
n=1

como una identidad en Z[[g]]. En primer lugar observamos que el producto es
convergente, pues, si llamamos P,, al producto parcial n-simo, como

(1+¢)*=1+¢"+---

resulta que v(P,—P,_1) > n, y esto prueba que la sucesién { P, },, es de Cauchy,
luego convergente. Se trata, pues, de una sucesion de series finitas que converge
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formalmente a una serie de potencias y también converge uniformemente en un
disco del plano complejo a la funcién holomorfa dada por la serie A(g). Esto
implica que la sucesion {P,(f) /i!}, es, por una parte, finalmente constante igual
al coeficiente i-ésimo del limite formal y, por otra, converge al coeficiente i-
ésimo de A(q) (porque si una sucesién de funciones holomorfas converge casi
uniformemente, la sucesién de sus derivadas converge a la derivada del limite).
Asi pues, el limite formal coincide con la serie de potencias A(q).

Similarmente, podemos considerar la serie c4(q) € Z[[g]], as{ como

i) = 8 < (o)

que es una serie de Laurent que converge en el disco unitario (menos en 0) a la
funcién holomorfa j(q). Una vez més, la identidad

1 o0

J@) = -+ > c(n)q"
q n=0

es vélida en Q((¢)), pues ambos miembros son series de Laurent que convergen
a la misma funcién meromorfa en el disco unitario, luego deben coincidir.

Con esto ya podemos probar:

Teorema 12.4 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo y q € K* tal que
lg| < 1. Entonces, la curva de Tate E,/K es una curva eliptica con discrimi-
nante e invariante dados por

Ag) = 3 r(mg” =g 1 (1- ")

1 0
j(a) = —+ > e(n)g",
q n=0
donde los coeficientes T(n) y c(n) son enteros, los mismos que los de las expre-
siones andlogas en C.

DEMOSTRACION: Hemos visto que las identidades son vélidas en Q((q)) v,
al tener coeficientes enteros, todas las series convergen trivialmente en ¢, luego
tenemos las identidades correspondientes en K. En particular, el desarrollo de
A(q) en producto infinito prueba que A(g) # 0, pues, mds concretamente, es
claro que |A(g)| = |¢|. Esto prueba que E, es una curva eliptica. "

Recordemos ahora que, segiin [GA 5.27] y [GA 5.28], el valor absoluto de K
se extiende de forma tinica a cada extension finita de K, que resulta ser también
un cuerpo métrico discreto y completo. Por consiguiente, el valor absoluto de
K se extiende también de forma tnica a la clausura algebraica K de K, que es
también un cuerpo métrico, aunque puede verse que no es discreto ni completo.

Teniendo esto en cuenta, vamos a probar que las series

X(u,q) =) 61717“2 —2s1(q), Y(u,q) =) (") = +s1(q)

ez (L= au) ner (- am)

convergen en todo punto u € K \ ¢%, donde K es la clausura algebraica de K.



402 Capitulo 12. Curvas de Tate

La condicién u € K \ ¢Z es la necesaria para que todos los sumandos estén
definidos, y es claro que el término general tiende a 0. Esto prueba que las series
convergen en K (u) (porque es completo), luego convergen al mismo limite en

K. (No podiamos razonar directamente con K porque no es completo.)

Observemos ahora que las series satisfacen las ecuaciones funcionales
X(u,q) = X(qu,q) = X(u™,q),

Y(u,q) =Y (qu,q), Y(u' q)=-Y(uq)— X(u,q).

En efecto, la primera ecuacién para X es inmediata, para la segunda, multi-
plicamos el numerador y el denominador del término general (con u~! en lugar
de u) por ¢~ ?"u? y obtenemos una reordenacién de la serie evaluada en u. La
primera ecuacién para Y también es inmediata y, para la segunda, multiplica-
mos el numerador y el denominador del término general de Y por (¢ "u)? y
comparamos con la suma de ambas series.

En particular, vemos que X(¢"u,q) = X(u,q), Y(¢"u,q) = Y (u,q) para
todo n € Z. En efecto, para exponentes negativos tenemos, por ejemplo, que

X(q "u,q) = X(¢"u""q) = X(u™",q) = X(u,q),

y con Y se razona analogamente. En otras palabras, X e Y son funciones
periédicas, que inducen funciones sobre el cociente K*/q” definidas salvo en 1.

Veamos ahora que X e Y cumplen la ecuacién de Tate, es decir:
Y(U, q)2 + X(ua Q)Y(uv q) = X(ua Q)g + a4(q)X(U7 q) + aG(Q)'

Para ello contamos con que esta ecuacién se cumple siempre que ¢ es un
nimero complejo de médulo 0 < |g| < 1y u € C\ ¢*. En particular, fijado
u € C*\ {1}, tenemos que la ecuacién se cumple para |g| < r = min{|ul, |u|~*}.

Observemos en primer lugar que, si n > 0, cada término

"T
th(T,q) = ————
puede verse como un elemento del anillo Z[T][[¢]], pues el denominador es una
unidad de este anillo (porque su término independiente es una unidad en Z[T].
Para indices negativos tenemos que

q"T q"T

tn(T,q) = =g T2 (¢ —T)

y podemos considerarlo como una serie en Z[T|r[[¢g]], donde hemos localizado
respecto de T' para que el término independiente del denominador sea una uni-
dad de Z[T]r. Mas atin, en ambos casos tenemos que v(t,(T,q)) = |n|, luego
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la serie definida por estos términos converge en Z[T|r[[g]]. Por consiguiente,
podemos definir

Xt =% T~ 20 = g + 2 PT)e” € (Tl

donde P, (T) € Z[T]r. En general, los coeficientes de X (T, q) son funciones
racionales de Q(T") cuyos denominadores son divisibles a lo sumo entre Ty
T-1

Fijemos ahora un v € C*\ {1}. Es claro que la serie formada por las series
formales ,,(u,q) € C[[g]] (més el término —2s1(q)) converge formalmente a la
serie X (u,q) € C[[q]] que resulta de sustituir 7" por u en cada coeficiente de
X(T,u).

Por otra parte, podemos ver los términos ¢, (u, ¢) como funciones holomorfas
en el disco D(0,7), y la serie que definen converge absoluta y casi uniformemente
en dicho disco, pues, si |g| < 7’ < r, podemos acotar |t,(q)| < c|q|™ < erl™]
donde la constante ¢ no depende de g, y basta aplicar el criterio de mayoracién
de Weierstrass.

Asf pues, podemos ver a X (u,q) como una funcién holomorfa en D(0,r)
que es limite casi uniforme de una serie de funciones holomorfas cuyas series de
Taylor convergen formalmente en C[[g]]. Esto implica que X (u,q) € C[[q]] es la
serie de Taylor de la funcién holomorfa X (u, gq).

Similarmente razonamos que podemos considerar

ng\2 2 oo
(T, =3 % +51(0) = T+ 2 QD" € QD[]
nez n=1

con Q(T) € Z[T)r de modo que la serie Y (u, q) converge en D(0,7).

A su vez, esto nos permite considerar la ecuacién de Weierstrass como una
igualdad en Cl[g]]. Llevando todos sus términos a un mismo miembro, es una
ecuacién de la forma S(u, q) = 0, para cierta serie S(u, q) € C[[q]] que resulta de
sustituir 7" por u en una serie S(T, ¢) € Q(T)[[¢]] cuyos coeficientes son funciones
racionales en Q(7') cuyos denominadores son divisibles a lo sumo entre T'y T'—1.

Ahora bien, sabemos que S(u,q) = 0 para todo ¢ € D(0,r), lo que implica
que la serie de potencias S(u,q) es idénticamente nula para todo u, es decir,
que los coeficientes de S(T, ¢) son funciones racionales de C(T') que se anulan
en todo u € C*\ {1}, luego son idénticamente nulos. Asf pues, S(T,q) =0 o, lo
que es lo mismo, la ecuacién de Weierstrass se cumple en Q(7'){[q]].

Por 1iltimo, tomamos ¢ € K y u € K \ ¢%. Claramente! S(u,q) = 0, y esto
equivale a que X (u,q) e Y (u, q) satisfacen la ecuacién de Weierstrass.

1Si K tiene caracteristica prima p, observamos primero que el hecho de que S(T,q) sea
idénticamente nula en Q(T")[[¢]] implica que también lo es en k(T)[[¢]], donde k = Z/pZ,
teniendo en cuenta que todos los coeficientes de S(T', ¢) son funciones de Q(T") con coeficientes
enteros y denominadores de la forma T%(T — 1)7.
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Definicién 12.5 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo y ¢ € K* tal
que |g| < 1. La aplicacion de Tate es la aplicacién ¢ : K* — E4(K) dada por

¢(u) = { (X (u,9),Y (u,q)) siué g,

O siu € g,
donde O es el punto infinito de E,/K.

El paso siguiente es demostrar que ¢ es un homomorfismo de grupos. Para
ello tomamos uy, uy € K* y llamamos uz = ujus, P; = ¢(u;), con lo que hemos
de probar que P3 = P, + Ps.

Esto es evidente si u; € ¢%, pues entonces P, =0y Ps =P, =0+ P,y lo
mismo sucede si up € ¢Z. Asf pues, podemos suponer que uy, us ¢ ¢~

Supongamos ahora que uz € ¢%, con lo que hemos de probar que Py +P, = O.
Tenemos que uy = ul_lqm, luego

X(uz,q) = X(u1,q), Y(uz,q) ==Y (u1,q) — X(u1,q).

Segiin [CE 2.21], ésta es precisamente la relacién que ha de darse entre las
coordenadas de dos puntos P; y P» para que sea Po = —P.

A partir de aqui suponemos que u1, uz, uz ¢ ¢%, con lo que los tres puntos P;
son finitos, digamos P; = (z;,v;). (En otras palabras, llamamos x; = X (uy, q),
yi = Y (u;,q).) Supongamos ademds que z1 # 3. Entonces, segin [CE 2.21],
la relacién P3 = P; + P» equivale a

(22 —21)%w3 = (y2 —11)° + (Y2 — y1) (32 — 1) — (1 + 22) (32 — 21)%,

(z2 —21)ys = —(y2 — 41 + T2 — 21)23 — (Y122 — Yo211).
Si (tras pasar todos los términos al mismo miembro) sustituimos en estas
ecuaciones

Ty = X(Tl7q)7 T2 = X<T2aq)7 xr3 = X(T1T2aq)a

v =Y(T1,q9), y2=Y(T2,q), ys=Y(T1T3,q),

obtenemos dos series E1(T1,Ts,q), E2(T1,Ts,q) € Q(T1,T2)[[g]] cuyos coefi-
cientes son funciones racionales de Q(T7,75) con coeficientes enteros y cuyos
denominadores contienen a lo sumo los factores T, 1o, T7 — 1, To — 1, T1T5 — 1.
Basta probar que ambas series son idénticamente nulas. Para ello observamos
que, si fijamos uy, ug € C*\ {1} tales que uz = ujug # 1, las series de potencias
X (ui,q), Y(u;,q) convergen cuando ¢ varfa en un disco D(0,r), para cierto r
suficientemente pequefio y las sumas satisfacen las dos ecuaciones precedentes,
luego las series E;(u1,us2,q) € C[[¢]] son idénticamente nulas. Como esto vale
para (casi) todos los nimeros complejos u; y uz, esto implica que las series
E;(Ty,Ts, q) son idénticamente nulas.

Nos falta considerar el caso en que x1 = z5. Observemos que una curva
eliptica contiene a lo sumo dos puntos con la misma coordenada x y, cuando
hay dos, uno es el opuesto del otro. Asi pues, nos falta probar que se cumple
d(uruz) = @(u1) + ¢(uz) cuando ¢(uy) = £¢(uz). Terminaremos la prueba
gracias al siguiente hecho elemental:
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Teorema 12.6 Sea ¢ : G — H una aplicacidn de un grupo (multiplicativo)
G en un grupo (aditivo) H tal que ¢p(uiuz) = ¢(u1) + ¢(uz) siempre que uq,
us € G cumplen ¢(u1) # tP(uz). Si ¢ toma infinitos valores, entonces es un
homomorfismo.

DEMOSTRACION: Dados w1, us € G, podemos tomar u € G tal que ¢(u) sea
distinto de

£o(ur), —d(un) £ (uz),  E£d(uruz).
Entonces ¢(uuq) = ¢(u) + ¢(u1) # £é(uz), luego
P(u) + ¢(ur) + d(uz) = d(uur) + d(uz) = P(uuruz) = ¢(u) + d(uruz),

luego ¢(u1) + P(uz) = Pp(uiuz). "

Para aplicar este teorema, sélo hemos de probar que la aplicacion de Tate

toma infinitos valores en E,(K). Ahora bien, la expresién

T o0
X(T,q) = —— P, (T)q"
(T,q) =77 +n; (T)q
muestra que si t € K cumple |¢| < 1, entonces |P,(1 +¢)| <1 (pues el denomi-
nador de P, es de la forma T%), luego

1+1¢
X(1+tq) = 2 +--
donde los puntos suspensivos representan un entero, luego | X (1 +t,q)| = |t|~2,

luego los puntos ¢(1 + ™), paran =1,2,... son distintos dos a dos.

El teorema siguiente recoge los hechos basicos sobre la aplicacién de Tate:

Teorema 12.7 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo y q € K* tal
que |q| < 1. Entonces, la aplicacion de Tate induce un isomorfismo de grupos
¢ K*/q¥ — E,(K) compatible con la accién del grupo de Galois G(K /K), es
decir, que para todo o € G(K/K) y todo u € K, se cumple que ¢p(u®) = ¢(u)?.

DEMOSTRACION: Acabamos de probar que ¢ es un homomorfismo de grupos
y, por la propia definicién, es inmediato que su ntcleo es ¢%, luego induce un
monomorfismo en K*/q%. La suprayectividad no es ficil de probar, de modo
que dedicaremos toda la seccién siguiente a demostrarla.

La ultima propiedad se debe a que los automorfismos conservan el valor
absoluto,? luego son continuos y “atraviesan” las series infinitas. m

2Esto es debido a la unicidad de la extensién, ya que, dado o € G(K/K), podriamos definir
|z|* = |o(z)| y tendriamos otro valor absoluto en K que extenderfa al de K, luego ha de ser

lo(z)] = [x].
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12.3 La suprayectividad de la aplicaciéon de Tate

Tal y como hemos indicado en la prueba del teorema 12.7, dedicamos esta
seccién a terminarla, demostrando que la aplicaciéon de Tate es suprayectiva. En
realidad vamos a probar algo ligeramente més fuerte: si L/K es una extensién
finita y P € E,4(L), entonces existe un u € L* tal que ¢(u) = P. (Notemos
que todo P € E,(K) estd en E,(L), para cierta extensién finita L/K. Lo
que probamos es mas fuerte porque demostramos que P tiene una antiimagen
precisamente en L* y no sélo en K*.)

Notemos que la curva E; y la aplicacién de Tate ¢ no se alteran si cambiamos
K por L, por lo que no perdemos generalidad si suponemos que L = K, con
lo cual, lo que hemos de probar es que la aplicacién ¢ : K* — E (K) es
suprayectiva.

En realidad probaremos todavia méas que esto: llamemos
D={ueK||ul <1}

al anillo de enteros de K, sea m = (7) su ideal maximal, sea k = D/m el cuerpo
de restos y sea v la valoracién en K asociada a w. Llamamos

D*={ueD]|ul=1}
al grupo de las unidades de D y consideramos su subgrupo
I={veD|u=1(méd m)}.

Observemos que el homomorfismo natural D* — K*/ q” es inyectivo, luego
podemos considerar DY C D* C K*/q%. Vamos a probar que la aplicacién de
Tate induce un isomorfismo ¢ : K*/¢* — E,(K) que hace corresponder estos
subgrupos con los subgrupos E, 1(K) C E, o(K) C E4(K), respectivamente.

Para empezar notamos que la serie que define si(¢) muestra que q | si(q),
luego también q | as(q), as(q). A su vez, esto implica que

v(ea(q)) = v(1 —48as(q)) = 0,

y el teorema [CE 6.4] nos permite concluir que la ecuacién de Tate es minimal.
Por consiguiente, los grupos E;1(K) y E,o(K) pueden calcularse reduciendo
modulo m la propia ecuacién de Tate. La reduccion es la curva sobre k dada
por la ecuacion

Y24+ XY = X3,

Segun el teorema 8.24, vemos que tiene un nodo, que es racional, pues en la
prueba se ve que esto depende del polinomio T?+a,T —ay = T?*+T = T(T+1),
que tiene sus raices en k. En otras palabras, las curvas de Tate tienen siempre
reduccién multiplicativa racional.

El punto singular de la reduccién es el punto de coordenadas (0,0), y los
puntos de E,(K) que se reducen a (0,0) son los que pueden expresarse en la
forma [ru, v, €], con u,v € D, € € D*. Equivalentemente, son los puntos (z,y)
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con v(z),v(y) > 1, luego Eqo(K) estd formado por O y por los puntos (z,y)
tales que v(z) <0 o0 v(y) <0.

Similarmente, los puntos finitos que se reducen a [0, 1, 0] son los de la forma
[Tu, €, mv], con u,v € D, ¢ € D*. Asi pues, E,1(K) estd formado por O y los
puntos finitos (z,y) tales que v(y) < 0.

Las series de Laurent que hemos encontrado para X (u, q) e Y (u, ¢) muestran

que
2
u u
b Y b E b
Towp t™ Ymdeg_pmtm

de donde se sigue inmediatamente que ¢[D*] C E, o(K) y que ¢[D;] C E,1(K).

X(u,q) €

El teorema [CE 6.16] afirma que la aplicacién E,1(K) — m dada por
(Jf, y) = _ga 0—0

es biyectiva. (El teorema afirma que, de hecho, es un isomorfismo de grupos
cuando en m consideramos la estructura de grupo inducida por el grupo formal
de Ey, pero no necesitamos esto.) Por otra parte, tenemos una biyeccién obvia
m — D7 dada por ¢t — 1+ ¢. Consideramos la composicién

m— Di % B, 1 (K) — m,

que es la aplicaciéon dada por

X(1+t,q)

Y(1+t,q)’
Como hemos compuesto ¢ con dos aplicaciones biyectivas, si la composicién

es suprayectiva, ¢ también lo sera.

t— —

— 0.

Si en el desarrollo en serie de Laurent

T o0
X(T,q) = — P, (T)q"
cambiamos T por 1 + T obtenemos
1+T &
X(L4T,q) = — + > Pu(L+T)g"

2
T n=1

donde P,(1 + T) es una funcién racional cuyo denominador es de la forma
(1+7T)" Como 1+ T es una unidad en Z[[T]], podemos desarrollar

o0
P,(14T)= > cmaT™,
m=0
con ¢y, en Z (o en el cuerpo primo de K), y asf, como serie formal en K[[T]],

1 T *

n=1m=0 mOnl

X(147T)=

ST 24T 4T Y, apoT™) = T2(1+ 3 anT™),

m=0 m=1

con o, € D. Esta serie converge para todo t € m.
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Similarmente obtenemos una serie de Laurent
YA+T)=-T31+ 3 BnT™),
m=1

para ciertos 3, € D. La serie entre paréntesis tiene inversa en D[[T]], la cual
tendra término independiente igual a 1. Por lo tanto,

X(1+T,q) 0
Sl Sl et A TG IR nT™),
Y(1+TaQ) ( mzzjl’y )

para ciertos vy, € D. Todo se reduce a probar que la aplicacién m — m dada
por

t= (4 30 ymt™)

m=1

es suprayectiva, y esto es consecuencia inmediata del teorema [CE 5.6], donde
se construye una serie G(T') = T(1 + - -- ) inversa de la serie dada.

Con esto tenemos probado que ¢ : DT — E, 1(K) es biyectiva. Estudiamos
ahora el homomorfismo

¢:D*/Df — E,o(K)/E.1(K)

~

inducido por ¢. Puesto que D* = D \ m, es claro que D*/D} = k* y, por
[CE 6.8], tenemos un isomorfismo

Eq,O(K)/E ,I(K) = Eq(k)v

donde Eq(k) es el grupo de puntos racionales regulares de la reduccién de E,
modulo m. Nuevamente, si probamos que la composicién

K — D*/Di < Eyo(K)/Eqa(K) — Ey(k)
es suprayectiva, tendremos que ¢ también lo sera.

Ahora bien, es facil ver que dicha composicion es

" <(1aa)2’ (1 aga)s) 1 0.

En efecto, todo a € k* \ {1} es de la forma a = [u], para cierto v € D tal
que 1 —u € D*. Al aplicar ¢ obtenemos (X (u,q),Y (u,q)). Por dltimo hemos
de calcular la reduccién de este punto médulo m, y antes hemos visto que, este
par es congruente médulo m con

((1 —uu)Q’ (1 32u)3>’

luego la aplicacion tiene la forma indicada. Ahora es facil ver que es suprayec-
tiva, pues una antiimagen para un punto (x,y) es a = y2 / 23, En efecto, tenemos
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que (z,y) cumple la ecuacién y? + xy = 3, luego no puede ser x = 0 (ya que
entonces (x,y) serfa el punto singular (0,0)). Usando la ecuacién se comprueba
sin dificultad que la imagen de a es ciertamente (z,y).

Ahora consideramos el diagrama conmutativo siguiente, con filas exactas:
1 D7 D* k* 1

Lk

00— Eg1(K) ——= Ego(K) —=E,, (k) —=0

Hemos probado que las dos flechas verticales de los extremos son isomorfis-
mos, luego ¢ también lo es. Esto implica a su vez que el homomorfismo inducido
por ¢ entre los cocientes

0 K*|D*q" — Ey(K)/Eq0(K)

es inyectivo. Si probamos que es suprayectivo, un diagrama conmutativo andlogo
nos dard que el homomorfismo ¢ : K*/¢* — E,(K) es biyectivo.

Ahora bien, si v(g) = m, es claro que el homomorfismo
K*/D*¢* — Z/mZ

inducido por u — wv(u) es un isomorfismo. As{ pues, como é es inyectiva y
su dominio tiene m elementos, para que sea suprayectiva basta probar que
|B,(K)/Eyo(K)| < m.

Para ello aplicamos el teorema 10.42, que nos acota este indice por |®g, (k)],
es decir, por el niimero de componentes irreducibles con puntos racionales del
modelo de Néron de E,. Ahora bien, sabemos que F; tiene reduccién multipli-
cativa racional, luego la fibra cerrada de su modelo regular minimal es de tipo I,
donde, segtin el algoritmo de Tate, n = v(A) y, entonces |, (k)| = n.

Ahora tenemos en cuenta que el desarrollo de A(g) en producto infinito del
teorema 12.4 implica que n = v(A) = v(q) = n, y esto termina la prueba.

El teorema siguiente recoge los hechos adicionales que hemos probado, mas
alla de lo enunciado en el teorema 12.7:

Teorema 12.8 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo, sea D su anillo
de enteros, sea D* su grupo de unidades, sea m su tdeal mazximal, sea k su
cuerpo de restos y sea

Di={ueD"|u=1(méd m)}.

Entonces, para cada ¢ € K* tal que |q| < 1, la curva de Tate E,/K tiene
reduccion multiplicativa racional, y la aplicacion de Tate determina un isomor-
fismo

¢ K*/QZ — Ey(K)
que hace corresponder los subgrupos Di C D* C K*/q” con los subgrupos
E,1(K) C Ey0(K) C Ej(K). Por consiguiente, si n =v(q),

Eq(K)/Eqo(K) = Z/nZ, E 0(K)/Eg1(K) = k™.
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12.4 Curvas con reduccion multiplicativa

En la seccién primera hemos visto que toda curva eliptica E/C es isomorfa
a una curva E,/C asociada a un reticulo complejo, de modo que puede ser
parametrizada (con las funciones de Weierstrass) desde un toro complejo. Si
sustituimos C por un cuerpo métrico discreto y completo K, el resultado analogo
es falso, es decir, no toda curva eliptica E/K es isomorfa (ni siquiera sobre K)
a una curva de Tate E,. Por ejemplo, una condicién necesaria es que E/K
tenga reducciéon multiplicativa racional. En esta seccién demostraremos que la
condicién también es suficiente

Empecemos observando que el desarrollo en serie del invariante de E; mues-
tra que

1
li(g)| = — > 1.
lq|

Ahora demostramos que j(g) toma todos los valores posibles que satisfacen
esta condicién necesaria:

Teorema 12.9 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo, sea o € K tal
que |a| > 1. Entonces existe un tinico q € K(a) tal que j(q) = a.

DEMOSTRACION: La idea es aplicar el teorema [CE 5.6], pero no podemos
aplicarlo directamente a la serie de j(g). Esta es de la forma

i@) = 3(1 T e(0)g + e(1)g? + -+ ),

donde los coeficientes son enteros. La serie entre paréntesis tiene inversa en
Z[[q]}, luego

1
fl@) == =q+cd®+-,

i(q)
donde los coeficientes ¢; son también enteros. A esta serie si que podemos
aplicarle el teorema [CE 5.6], que nos da otra serie g(q) = ¢+ dag® + - - - tal que
f(g(q)) = ¢q. Como |1/a| < 1, podemos calcular ¢ = g(1/a) € K(«) (es decir,
que la serie converge en 1/a). Ademds, |¢| = [1/a| <1y

1

1
j(—q) = f(q) = fg(1/a)) = P

luego j(q) = a.
Para probar la unicidad, supongamos que j(q) = j(¢'), con |q| < 1, |¢'| < 1.
Entonces f(q) = f(q'), luego

0=1rf(q)—fld)=qg—d +c2(®—¢*) + -,

y es claro que podemos sacar factor comin ¢ — ¢, de modo que
0=1[f(@) = f@)N=la—dl1+ecqg+d)+- [=lg—d]

luego ¢ = ¢'. "
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Observemos que una curva eliptica E/K tiene mala reduccién si y sélo si su
discriminante minimal cumple |A| < 1y, por 8.24, la reduccién serd multipli-
cativa si y s6lo si |c4| = 1. Esto implica que [j(E)| = |ci/A| > 1. Asf pues,
toda curva eliptica E/K con reduccién multiplicativa es isomorfa sobre K a una
curva de Tate. Vamos a investigar bajo qué condiciones podemos asegurar que
el isomorfismo esta definido sobre K. El teorema siguiente nos ayudard en casi
todos los casos:

Teorema 12.10 Sea E/K una curva eliptica definida sobre un cuerpo de ca-
racteristica distinta de 2 0 3 y supongamos que j(E) # 0,1728. Definimos

Y(E/K) = —cy/cs € K*/K*2.

Entonces v(E/K) es independiente de la ecuacion de Weierstrass de E/K con
la que se calcula y, si E'/K es otra curva eliptica que cumpla j(E") # 0,1728,
se cumple que E/K 2 E' /K siy sdlo si j(E) = j(E'") y v(E/K) =~v(E'/K).

DEMOSTRACION: En caracteristica distinta de 2 o 3 se cumple la relacién
A = (¢} —c2)/1728, luego
3 1728¢3

](E) - A - Ci_cg7

asi, las condiciones j(FE) # 0,1728 equivalen a que (para cualquier ecuacién de

Weierstrass) ¢4 # 0 # g, condiciones necesarias para la definicién de v(E/K).
Si consideramos dos ecuaciones de Weierstrass, los nuevos ¢4 y cg estan

relacionados con los iniciales segtin las férmulas uc) = ¢4, uScf = cg, para

cierto u € K*. Por lo tanto,

/
C—;l — 22U (méd K*2).
Cq Cg Cg
Esto prueba que v(E/K) estd bien definido. Es obvio que si E/K = E'/ K,
entonces j(E) = j(E') y v(E/K) = ~(E'/K). Para probar el reciproco, en
virtud del teorema [CE 2.7], la hipdtesis sobre la caracteristica de K nos permite
considerar ecuaciones de Weierstrass de la forma
Y? = X% + as X + ag, Y?= X%+ a)X +af.
Asi,
4, 3 4 3/,2
. ay S = 1728 3(a42/a6) 7
day + 27ag 4(a3/ag) + 27

luego, llamando v = a3 /a2, la hipétesis j(E) = j(E’) implica que

J(E) = 1728

v v’

4o+ 27 4 +27

de donde se sigue inmediatamente que v = v’, es decir, que
ai af

2 2
ag ag
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Por otra parte, tenemos que ¢4 = —48ay, cg = —864ag, luego la hipdtesis
v(E/K) =~(F'/K) implica que

(méd K*2).

Por consiguiente, existe un ¢t € K* tal que asay = t?ajag. Entonces, susti-
tuyendo en la relacién ajai = a}a? obtenemos que a) = t*a4 y, multiplicando
las dos ecuaciones llegamos a que ag = t%a. Esto significa que el cambio de
variables X = t2X’, Y = t3Y’ transforma la primera ecuacién en la segunda,

luego E/K =2 F'/K. "

Nota No es dificil adaptar la prueba del teorema anterior al caso en que K
tiene caracteristica 3, pero en caracteristica 2 sucede que y(E/K) siempre vale 1,
por lo que el resultado ya no es cierto. L]

Ahora es inmediato el refinamiento siguiente de [CE 2.9]:

Teorema 12.11 Si dos curvas elipticas EJ/K y E'/K tienen el mismo inva-
riante j # 0,1728, existe una extension cuadrdtica L/ K tal que E,/L = E} /L.

DEMOSTRACION: Si car K # 2,3, basta tomar

E/K
L= (\/3e7)
que es una extensién cuadratica de K bien definida porque los invariantes estan
definidos médulo K*2. Es claro entonces que v(EL/K) = ~(E} /L), luego el
teorema anterior nos da el isomorfismo indicado.

Si car K = 2,3 basta examinar la prueba del teorema [CE 2.9] para com-
probar que, tanto en el caso car K = 3y j # 0, como en el caso car K = 2 y
j # 0, el cambio de variables que determina el isomorfismo requiere a lo sumo
una extension cuadratica para estar definido sobre el cuerpo dado. L]

Los invariantes 0 y 1728 que hemos descartado no deben preocuparnos, pues
en cualquier cuerpo métrico discreto tienen valor absoluto < 1. Ahora podemos
probar el teorema fundamental:

Teorema 12.12 (Tate) Sea K un cuerpo métrico discreto y completo de ca-
racteristica distinta de 2 0 3, sea E/K una curva eliptica tal que |j(E)] > 1y
sea v(E/K) € K*/K*? el invariante definido en el teorema 12.10.

a) Eziste un tnico ¢ € K* con |q| <1 tal que Eg = E .
b) Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. E/K ~E,/K.
2. v(E/K) =1.

3. E tiene reduccion multiplicativa racional.
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DEMOSTRACION: Por el teorema 12.9 existe un tnico ¢ € K* con |q| < 1 tal
que j(g) = j(£), lo que implica que Ej es la tinica curva de Tate isomorfa a F

(sobre K). En vista del teorema anterior, para probar la equivalencia entre bl
y b2 basta probar que y(E,/K) = 1. Para E, tenemos que

cs(q) = 1 —48a4(q) = 1 + 240s3(q),

c6(q) = =1+ T2a4(q) — 864as(q) = —1 + 504s5(q).
Hemos de probar que
1+ 240s3(q)
1 —504s5(q)
es un cuadrado en K*. De hecho, vamos a probar que, si a € K* cumple
|a| < 1, entonces 1 + 4o € K*, lo que implica que tanto el numerador como el
denominador de la fraccién anterior son cuadrados.

Para ello recordamos® que el desarrollo en serie de Taylor de la funcién
holomorfa (1 4 z)~/? alrededor de z = 0 es

(142712 = i (_711/2>z",

n=0

donde

luego
S 2n
144 -1/2 _ _1)" n
=3 ()

Sillamamos F'(z) € Z[[z]] a la serie dada por el miembro derecho, la igualdad
(14 42)F(2)* =1,

vélida para todo z € D(0,1/4) implica que la identidad es cierta formalmente
en el anillo Z[[#]], y la serie converge en todo «w € K* con |a| < 1, luego tenemos
que 1+ 4a = (1/F(a))?, como querfamos probar.

Obviamente, si E/K = E,/K, entonces E tiene reduccién multiplicativa
racional (porque sabemos que E, la tiene. Asi pues, s6lo hemos de probar que
b3 implica b2.

De acuerdo con el algoritmo de Tate, si F/K tiene reduccién multiplicativa,
admite una ecuaciéon de Weierstrass tal que

7T|a37a47a67 ﬂ-‘b47b6’ W*bQ-
Por lo tanto,

b
’Y(E/K):—C—4: b%—24b4 :i 1—24% '
ce b3 — 36byby 42160 by 1 — 362—% + 2162—5

3Véase mi libro de Funciones de variable compleja, al final de la seccién 3.3
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Teniendo en cuenta que |by/b3| < 1y |bs/b3| < 1, el numerador y el denomi-
nador de la segunda fraccién son cuadrados en K*, pues ambos son de la forma
1+ 4o con |af < 1. Asi pues,

Y(E/K) =1/by = by (méd K*?).

Ahora bien, que la reduccién de E/K sea racional equivale a que el polinomio
T? + a;T — G» tenga raices simples en k. El lema de Hensel* implica que
estas raices han de ser de la forma &, 3, donde a y 3 son raices del polinomio
T? 4+ a,T — ay. Asi pues, este polinomio tiene raices simples en K, luego su
discriminante, que es precisamente bs, es un cuadrado en K*. Esto prueba que
v(E/K)=1. n

Aunque el caso que nos va interesar es el de las curvas elipticas definidas sobre
cuerpos de caracteristica 0, lo cierto es que la restriccién sobre la caracteristica
en el teorema anterior se puede eliminar. Para ello conviene observar un hecho
general:

Teorema 12.13 Sea K un cuerpo métrico completo y discreto. Si una curva
eliptica E/K admite una ecuacién de Weierstrass de la forma

Y2+ XY = X3+ au X + ag,
donde v(ayq),v(ag) > 1, entonces es isomorfa a una unica curva de Tate.

DEMOSTRACION: Se comprueba inmediatamente que el invariante de E cum-
ple |j(E)| > 1, luego existe una unica curva de Tate E,;/K con el mismo inva-
riante, la cual cumple una ecuacién de la forma

Y24+ XY = X3+ a) X +ag.

Como Ex = E, i, existen u,r, s,t € K tales que una ecuacion se transforma
en la otra mediante un cambio de variables del tipo descrito en el teorema 4.23.
Las relaciones que proporciona dicho teorema se reducen a

(1) 1+s=u (5) 1+12r =u?

(2) —s+3r—s52=0 (6) by+7+6r2=ud)
(3) r+2t=0 (7) ¢y =utc)

(4) ays—t—rs+3r2 —2st=ura) | (8) co=u’cf

Si car K = 2, la primera ecuacion nos da u = 1, la tercera r = 0, la segunda
s = 0,1 y la cuarta que t € K, luego el cambio de variables determina un
isomorfismo definido sobre K.

Si car K = 3, la segunda ecuacién nos da que s = 0,—1, la primera que
u = %1, la sexta nos da que r € K y la tercera que t € K, con lo que llegamos
a la misma conclusién.

Si car K # 2,3, las dos tltimas ecuaciones nos dan que u*, u® € K, luego
u? € K. La quinta nos da que r € K, la primera que s € K y la tercera que
t € K, y concluimos igualmente. L]

4Teorema 5.20 de mi libro de Geometria algebraica o, alternativamente, por el teorema
7.18 de mi libro de Teoria de nimeros, cuya prueba es mucho més simple.
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Teorema 12.14 Una curva eliptica E/K definida sobre un cuerpo métrico dis-
creto y completo es isomorfa a una curva de Tate si y solo si tiene reduccion
multiplicativa racional.

DEMOSTRACION: Sabemos que las curvas elipticas con reduccién multipli-
cativa cumplen la condicién |[j(E)| > 1, luego, en el caso en que car K # 2,3, el
teorema 12.12 prueba que E/K es isomorfa a una (tnica) curva de Tate. Ahora
vamos a dar un argumento alternativo que es valido en cualquier caracteristica:

Segun el algoritmo de Tate, una curva eliptica con reduccién multiplicativa
racional (es decir, una curva de tipo I,, con n > 1) admite una ecuacién de
Weierstrass minimal tal que v(as),v(as),v(ag) > 1y v(b2) = v(a? + 4az) # 0.
Ademis, el polinomio T2 +a; T + @, tiene raices simples en el cuerpo de restos k.

Si cark # 2, tomamos t € K tal que as + 2t = 0 y el cambio de variables
correspondiente (segin el teorema 4.23) nos transforma la ecuacién en otra que
cumple las mismas condiciones anteriores y ademas a3z = 0.

Si cark = 2, entonces v(a;) = 0, luego podemos tomar un r € K entero
tal que a3 + ra; = 0, con lo que el cambio de variables correspondiente nos da
igualmente as = 0 y se siguen cumpliendo todas las condiciones indicadas.

Ahora aplicamos el lema de Hensel (véase el final de la prueba de 12.12),
segtin el cual existe un s € K entero tal que s? + a;s — ay = 0, con lo que el
cambio correspondiente nos da una ecuacion de Weierstrass en las condiciones
del teorema anterior, el cual nos da la conclusion. m

Observemos ahora que las curvas con reduccién multiplicativa no son las
Unicas que cumplen [j(E)| > 1. Por ejemplo, si cark > 3, el teorema 9.1
muestra que las curvas que cumplen |j(E)| > 1 son exactamente las que tienen
reduccién de tipo Iy, In 2, If o I 5, paran > 1, que cumplen, mds concretamente,
v(ji(E)) = —n.

Maés aun, si car k = 3, sigue siendo cierto que en estos cuatro casos se cumple
v(j(F)) = —n, pues en las condiciones del paso 2 del algoritmo de Tate tenemos
que v(bs) = v(cq) = 0, luego v(j(F)) = —v(A) = —n, y en las condiciones del
paso 7 tenemos que v(by) =1, v(cs) =2y v(j(E)) =6 — v(A) = —n.

Definicién 12.15 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo. Diremos que
una curva eliptica E/K tiene potencialmente buena reduccion (resp. potencial-
mente reduccion multiplicativa) si existe una extensién finita L/K tal que Er, /L
tiene buena reduccién (resp. reduccién multiplicativa).

El teorema siguiente, que es una consecuencia inmediata de 12.11, muestra
que las curvas E/K que cumplen |j(E)| > 1 son precisamente las curvas con
reduccién multiplicativa potencial:

Teorema 12.16 Sea E/K una curva eliptica sobre un cuerpo métrico discreto
y completo tal que |j(E)| > 1. Sea E,/K la tnica curva de Tate que cumple
J(Eq) = j(E). Entonces existe una extension cuadrdtica L/K de manera que
Er/L =2 E;/L. (Y, en particular, Er/L tiene reduccion multiplicativa racio-
nal.)
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Conviene observar que, de acuerdo con la demostracién de 12.11, en el caso
en que car K # 2,3, la extension necesaria es L = K(y/v(E/K)).

Aunque no tiene que ver con curvas de Tate, probamos a continuacién un
teorema andlogo para el caso de buena reduccién potencial, que es esencialmente
[CE 6.13] y [CE 6.14], pero anadiremos una precisién que necesitaremos en el
capitulo siguiente.

Teorema 12.17 Sea E/K una curva eliptica sobre un cuerpo métrico discreto
y completo de caracteristica 0 tal que |j(E)| < 1. Entonces existe una extension
L/K de grado |L : K| | 24 tal que la curva Er/L tiene buena reduccion. Si la
caracteristica del cuerpo de restos es # 2, la cota sobre el grado puede rebajarse
a 12.

DEMOSTRACION: Recordemos ([CE 2.15]) que, para cada A € K, A # 0,1,
la curva de Legendre asociada a X es la curva eliptica E) de ecuacién

Y2 =X(X-1)(X -\,
cuyo discriminante es A = 16A%(\ — 1)? y su invariante es

(A2 =X+1)3

J(Ey) =2° N1

Supongamos que el cuerpo de restos k cumple car k # 2 y tomemos como A
una solucién de la ecuacion

25N — A+ 1)° —§(E)AN*(A = 1) =0.

Claramente, A\ # 0,1, por lo que podemos considerar la curva E), definida
sobre el cuerpo Ly = K(A). Sea L/Lg una extensién arbitraria. Como j(E) es
entero en K y 28 es una unidad, es claro que \ es entero en L, luego la ecuacién
que define a Fy tiene coeficientes enteros. Por otra parte, A cumple también la
reduccién de la ecuacién, de donde se sigue que A # 0,1, luego A # 0, luego Ey
tiene buena reduccién en L.

En principio, |Lo : K| | 6y, si j(E) # 0,1728, el teorema 12.11 nos da una
extensién L/Lq de grado 2 (o tal vez 1) tal que E /L = Ey. Asi pues, tenemos
que |L: K| |12y Er/L tiene buena reduccion.

Si j(E) = 0, la ecuacién que determina X se reduce a A2 — X\ + 1 = 0, luego
|Lo : K| | 2, y la prueba del teorema [CE 2.9] muestra que podemos tomar
una extensiéon L/Lg de grado |L : Lo| | 6 tal que E /L = E,. Nuevamente,
|L: K||12.

Si j(E) = 1728, entonces A = —1, 1/2, 2 € K, luego Ly = K y la prueba de
[CE 2.9] nos muestra que podemos tomar |L : K| | 4.

Si la caracteristica del cuerpo de restos es 2, razonamos igualmente con

las curvas de Deuring ([CE 2.17]) D,, definidas por ecuaciones de la forma
Y2+ aXY +Y = X3,y que cumplen

ad(a® —24)3

A=a—27 j =
@ ’ J ad —27
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Para j(E) # 0,1728 tenemos que |Lg : K| | 12y |L : Lo| | 2.

Si j(E) = 0 podemos tomar o = 0, con lo que Ly = K y |L : Lg| | 6.

Si j(F) = 1728, entonces |Lg : K| | 6, |L : Lo| | 4 (porque la ecuacién se
reduce a b — 3603 + 216). "

Recapitulando, tenemos lo siguiente:

Teorema 12.18 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo y sea E/K una
curva eliptica.

a) E/K tiene potencialmente buena reduccion si y sdlo si |j(E)| < 1.
b) E/K tiene potencialmente reduccion multiplicativa si y sdlo si |j(E)| > 1.

¢) Si E/K tiene reduccion buena o multiplicativa, tiene el mismo tipo de
reduccion en cualquier extension de K.

DEMOSTRACION: El apartado c) lo hemos probado en la seccién 9.8. Note-
mos que al analizar las reducciones de tipo I, o I, 2 no hemos usado la hipétesis
de que el grado de ramificacién de la extension no sea divisible entre la carac-
teristica del cuerpo de restos.

Los dos teoremas anteriores® nos dan una implicacién de a) y b), respec-

tivamente y, como los casos son mutuamente excluyentes (por el apartado c),
tenemos también las implicaciones opuestas. [

En las condiciones del teorema 12.16, el isomorfismo E,/L = Ey /L induce
isomorfismos
L*/q" = Ey(L) = E(L).

Podemos describir F(K) a través de este isomorfismo:

Teorema 12.19 Sea E/K una curva eliptica definida sobre un cuerpo métrico
discreto y completo K de modo que |j(E)| > 1, sea ¢ € K tal que j(E,) = j(E).
Supongamos que Eq y E no son isomorfas sobre K, y sea L/K una extension
cuadrdtica tal que Eq/L = Er,/L. Entonces

E(K)={ue L*/¢" | Nk (u) € ¢*/q°"}.

DEMOSTRACION: La norma es un homomorfismo N% : L* — K* y, como
q € K, se cumple que Nf((q) = ¢, luego la norma induce un homomorfismo
N : L*/¢" — K*/q*".

Tomemos un isomorfismo ¢ : E;, — Ep y sea 0 € G(L/K) el automorfismo
no trivial. Observemos que o induce un automorfismo de Esp L definido sobre
K, el cual induce a su vez automorfismos ¢ : E;;, — E, y 0 : B — E. A
su vez, podemos definir ¢7 : E, — E, mediante ¢ =5 ot 05~ . Se cumple

5Notemos que la hipétesis sobre la caracteristica de K en el teorema anterior sélo la hemos
usado para acotar el grado de la extensién, pero no es necesaria para asegurar la buena
reduccién potencial.
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que ¥ = 97 si y sélo si ¢ estd definido® sobre K. Por consiguiente, podemos
afirmar que 1 # 1. Por consiguiente, ¢ o ¢! es un automorfismo no trivial
de Ej.

Ahora bien, segin [CE 2.12], la curva E; tiene sélo dos automorfismos, y
el que no es la identidad ha de ser el automorfismo que determina el punto
opuesto en la estructura de variedad abeliana. Asi pues, para cada P € Eq(L),
se cumple que ¥~ 1(y?(P)) = —P, o también 17 (P) = —¢(P), donde hemos
usado que ¥ es un isomorfismo de grupos.

Por otra parte, se cumple” que 7 (P) = Q/J(P")"fl, donde los exponentes del
segundo miembro corresponden a la accién natural de o sobre E (L) y E(L).
Asi pues, ¥(P?) = —1(P)?, donde hemos usado que el automorfismo asociado
al opuesto de la estructura de variedad abeliana de Fy,/L estéd definido sobre K.

Por dltimo, teniendo en cuenta que g € K, el teorema 12.7 nos da que el
isomorfismo ¢ : L*/q* — E,(L) cumple ¢(u?) = ¢(u)°.

Uniendo todo esto vemos que, para todo w € L*, se cumple
Y(o(u)) € BE(K) & ¢(d(u)” = P(o(w) & —h(o(w)”) = (d(u))
& Y(=o(u?) = P(d(u)) & (1)) = ¢(u) & uwu’ € ¢" & Ni(u) € ¢".

La conclusién es ahora inmediata. n

60Obviamente, esto puede enunciarse en un contexto mucho més general (véase [CE 1.9]
para la versién cldsica). En términos de esquemas, tomando los abiertos finitos de ambas
curvas, se trata de probar que un isomorfismo de L-algebras v : A ® x L — B Qp L tal
que Y(z?) = (x)? para todo z € A®g L, estd inducido por un isomorfismo de K-algebras
A — B. A su vez, basta ver que ¥ (a®1) € B® 1 para todo a € A. En el caso cuadrético la
prueba es muy simple: si 1,a es una K-base de L y o(a) = u + v, con u, v € K, entonces
P(a®1l) = b®1+c®a cumple Y (a®1) = ¥P(a®1)7, es decir, b1+ cRa = bR1+cuR1+cvQa,
lo que implica claramente ¢ = 0.

"Esto se debe a que, a través del isomorfismo natural K[X,Y]|®x L = L[X,Y], el automor-
fismo inducido por o cumple o(X —a) = X — o(a), luego el automorfismo que o induce sobre
la K-algebra K|z, y| asociada al abierto afin de los puntos finitos de E//L hace corresponder
cada punto racional (z — a,y — b) con (x — o(a),y — o(b)).



Capitulo XIII

Subgrupos de torsién

Si E/K es una curva eliptica y m > 1 un ndmero natural, llamamos

E[m] ={P € E(K) | mP = 0O}

al subgrupo de E(K) formado por los puntos de torsién de orden divisible
entre m. Segun las observaciones tras la definicién [CE 3.9], si m no divide a la
caracteristica de K, se cumple que E[m] = (Z/mZ) x (Z/mZ).

Cada o € G(K/K) induce un automorfismo de grupos o : E(K) — E(K)
que se restringe a un automorfismo E[m] — E[m]. Més precisamente, tenemos
un homomorfismo de grupos py, : G(K/K) — Aut(E[m]).

En este capitulo estudiaremos la relacién entre estos homomorfismos p,, y
el tipo de reduccién de E/K, bajo el supuesto de que K es un cuerpo métrico
discreto completo. Antes vamos a observar que los resultados que obtenga-
mos se podran aplicar al estudio de las curvas elipticas definidas sobre cuerpos
numéricos (es decir, extensiones finitas de Q).

Si K es un cuerpo numérico, E/K es una curva eliptica y p es un ideal primo
del anillo D de los enteros algebraicos de K, entonces el tipo de reduccién de F
sobre p, es decir, la fibra correspondiente a p en el modelo regular minimal £/S
de E/K sobre S = Esp D, es el mismo que el tipo de reduccién de E/K sobre
Esp D,,, puesto que el modelo regular minimal correspondiente es la superficie
& x5 Esp Dy, que tiene la misma fibra cerrada. Asi pues, a efectos de estudiar
el tipo de reduccién de E/K mdédulo p, no perdemos generalidad si suponemos
que D es un anillo de valoracién discreta.

Sea ahora K, la complecién de K respecto de la valoracién v, y sea D, su
anillo de enteros. Tenemos que K, un cuerpo métrico discreto y completo y la
curva Eg, /K, tiene el mismo tipo de reduccién que E/K. Esto es consecuencia
de los dos hechos siguientes:

a) La valoracién v, de K, extiende a la valoracién de K asociada a p.

b) El cuerpo de restos D, /p coincide con D/p. (Esto hace que, ademés de
conservarse el tipo de reduccién se conserve también el subtipo.)

419
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En efecto, basta considerar el algoritmo de Tate: fijamos una ecuacién de
Weierstrass minimal de E/K que cumpla las condiciones de uno de los pasos
del algoritmo, y observamos que dichas condiciones se siguen cumpliendo si
consideramos la ecuacién como asociada a Ef,, pues sélo dependen del valor
que toma v, sobre las constantes asociadas a la ecuacién y de la existencia de
raices en el cuerpo de restos k o en su clausura algebraica k de ciertos polinomios
derivados también de la ecuacion.

No estd de mds senalar que, al pasar de la curva E/K a su complecién
Ek, /Ky, no se alteran los grupos E[m], pues claramente E[m| C Eg, [m] y
ambos grupos tienen m? elementos, luego son iguales.

Por otra parte, aunque no vamos a necesitar este hecho, es facil ver que la
restriccién determina un monomorfismo G(K,/K,) — G(K/K), de modo que
los homomorfismos locales p,, : G(K,/K,) — Aut(E[m]) para cada primo p
son restricciones del homomorfismo global p,,, : G(K/K) — Aut(E[m]), que,
de este modo, contiene toda la informacién local que extraeremos en las secciones
siguientes.

De este modo, el caso principal al que pretendemos aplicar los resultados de
este capitulo es el caso de las curvas elipticas E/K definidas sobre un cuerpo
local K, es decir, sobre una extensién finita de un cuerpo @Q, de ntmeros p-
adicos (o, lo que es lo mismo, la complecién de un cuerpo numérico respecto
de uno de sus divisores primos no arquimedianos). Se trata, pues, de cuerpos
métricos discretos y completos de caracteristica 0 con cuerpo de restos finito.
No obstante, veremos que nos conviene trabajar en un contexto ligeramente mas
general:

NOTA: A lo largo de este capitulo, y mientras no se indique lo contrario, se
sobrentenderd que K es un cuerpo métrico discreto y completo de caracteris-
tica 0 cuyo cuerpo de restos es perfecto de caracteristica p.

13.1 Preliminares sobre cuerpos métricos

Necesitamos recordar algunos hechos sobre la aritmética de los cuerpos
métricos discretos y completos.! Tal y como ya hemos recordado al princi-
pio de la seccién 9.8, si K'/K es una extensién de grado n, entonces K’ es
también un cuerpo métrico discreto y completo, y su valoraciéon cumple la re-
lacién v |k = evk, para cierto e > 1 llamado indice de ramificacién de K'/K.
La extensién de cuerpos de restos k'/k es finita, y su grado f se llama grado de
inercia de K'/K. Ademés, se cumple la relacién n = ef.

Recordemos que cada valor absoluto de K se extiende de forma tinica® a K’,
para cada extensién finita K’/K, luego podemos extenderlo a toda la clausura

1Todos los hechos que no demostraremos aqui estan probados en mi libro de Teor{a de cuer-
pos de clases, en lo sucesivo [CC], si bien figuran alli como requisitos previos, y no dependen
de la teoria de cuerpos de clases propiamente dicha.

2En [CC] se prueban resultados mas generales. Una prueba particularizada al caso local
estd en [GA 5.27].
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algebraica K vy, en particular, a cualquier extensién algebraica de K (que se
convierte asi en un cuerpo métrico, no necesariamente discreto ni completo).

Si la extensién K'/K es finita de Galois, la unicidad de la extensién implica
que cada o0 € G(K'/K) conserva el valor absoluto, luego cumple o[E’'] = E’
y o[p’] = p’, por lo que induce un k-automorfismo ¢ € G(k'/k). Como k es
perfecto, la extensién k’/k es separable y por [CC 1.39] es de Galois, y ademds
tenemos un epimorfismo de grupos?

G(K'/K) — Gk k).

El nucleo de este epimorfismo se llama grupo de inercia de la extensién, y es
claramente

Go(K'/K)={0c € G(K'/K) | v(c(a) — @) > 1 para todo a € D'}

En particular, vemos que |Go(K'/K)| = e.

Las extensiones que cumplen e = 1 se llaman no ramificadas, y el teorema
[CC 2.36] nos da sus propiedades fundamentales: Las extensiones no ramificadas
son finitas de Galois,? y el epimorfismo natural G(K'/K) — G(k'/k) es un
isomorfismo. Ma4s atn, la aplicacién K’ — k' biyecta las extensiones finitas no
ramificadas de K con las extensiones finitas de k.

Hay que precisar en qué consiste esta biyeccién. Si L/K es una extensién
algebraica, el valor absoluto de K se extiende a L de forma tunica, por lo que
podemos considerar igualmente su anillo de enteros

E={aeK||a] <1},

que es un anillo local con un tnico ideal maximal m (no necesariamente fi-
nitamente generado) y que no es sino el anillo de los elementos de L enteros
sobre D. Si consideramos, en particular una clausura algebraica K de K, en-
tonces k = F/m resulta ser® una clausura algebraica de k, y, para cada extension
algebraica L/K, tenemos un monomorfismo natural E/m — k, de modo que
podemos considerar a todos los cuerpos de restos de todas las extensiones al-
gebraicas de K como subcuerpos de k. Es en este sentido en el que podemos
afirmar que la aplicacién K’ — k’ biyecta las extensiones no ramificadas de K
con las extensiones finitas de k.

Todavia podemos precisar esto un poco més: Segin [CC 2.35], el producto
de extensiones no ramificadas es una extension no ramificada, y las extensiones
intermedias de una extensién no ramificada son no ramificadas. Por lo tanto, si
llamamos K, a la unién de todas las extensiones finitas de K no ramificadas,

3El grupo de descomposicién Gy que aparece en [CC 1.39] es todo G(K'/K) en el caso
local, porque K’ sélo tiene un ideal primo.

4Notemos que [CC 2.36] estd enunciado en un contexto mds general. En nuestro caso,
hemos de tener en cuenta que K es separable y que todas las extensiones finitas de k son de
Galois.

5Véanse las observaciones previas a [CC 2.32].
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tenemos que K,,/K es una extensién infinita de Galois y que una extensién
finita K'/K es no ramificada si y sélo si K/ C Ky,.

Esto nos permite definir llamar extensiones mo ramificadas de K a todos
los cuerpos intermedios (finitos o no) de la extensiéon K, /K. Para el caso de
extensiones finitas, esta definicién coincide con la que ya teniamos.

Observemos que, si K'/K es una extensién finita, la valoracién de K’ no
extiende a la de K en sentido estricto (extiende a evk), pero si lo hace si la
extension es no ramificada. Por consiguiente, es claro que la valoracién de K se
extiende de forma tnica a una valoracion en Ky, luego K, es también un cuerpo
métrico discreto (lo cual no es cierto para extensiones algebraicas arbitrarias).
En particular, su anillo de enteros D), es un anillo de valoracién discreta, y su
cuerpo de restos es la unién de todas las extensiones finitas de k, luego es k, la
clausura algebraica de k (que coincide con la clausura algebraica del cuerpo de
p elementos).

El cuerpo K, no es completo, pero podemos formar su complecién Knr,
que es un cuerpo métrico discreto y completo con el mismo cuerpo de restos k.
Como k es algebraicamente cerrado, resulta que Km no tiene extensiones no
ramificadas. Veamos algunos hechos bésicos:

Teorema 13.1 Si K'/K es una extensidn finita, entonces
K, =K'Ky, Kj,=KEKu. y |Kj:Kul=|K): Kuy|l=e.

Si la extension K'/K es de Galois, entonces K| /Ky y K /Ky también lo
son, y la restriccion induce isomorfismos

G(leu/f(nr) = G(Krllr/Knr) = GO(K//K)~

DEMOSTRACION: Si L/K es una extensién finita no ramificada, entonces
K'L/K’ también lo es (por [CC 2.35]), luego K'L C K], y esto prueba que
K'K,, C K],. Reciprocamente, si L'/K' es una extensién no ramificada, con-
sideramos la tnica extensién no ramificada L/K tal que el cuerpo de restos
de L es el de I’. Entonces K'L/K’ es una extensién no ramificada (de nuevo
por [CC 2.35]) y su cuerpo de restos contiene al de L', luego [CC 2.36] nos
da que K’ ¢ L' ¢ K'L, pero la segunda extensiéon cumple e = f = 1, luego
L'=K'L C K'K,, y, por consiguiente, K| = K'K,,.

La igualdad K], = K'K,, se sigue de que el miembro derecho es un cuerpo
métrico completo que contiene a K/ como subconjunto denso, luego es la com-
plecién de K, .

. PR . . , _

Si e es indice de ramificacién de K}, /Ky, tenemos que vg: |k, = eVk,,, ¥
restringiendo esta relacién a K, vemos que e es también el indice de ramificacion
de K'/K. Como el grado de inercia de K| /K, ha de ser f = 1, concluimos
que | K/, : Kn,| = e. El mismo argumento se aplica a las compleciones.
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Si K'/K es de Galois, es claro que K'K,,, /K, también lo es, y esto implica
a su vez que K'K,, /K, también lo es. Es claro que la restriccién induce
monomorfismos entre los grupos de Galois

G(K e/ Kr) — G(K o/ Kur) = Go(K}y/ Knr) — Go(K'/K).
Como todos los grupos tienen el mismo orden, son isomorfismos. m

Para cada extensién finita no ramificada K'/K, tenemos un isomorfismo
natural G(K'/K) = G(k'/k) (pues el grupo de inercia tiene orden e = 1). Estos
isomorfismos inducen claramente un isomorfismo G(K,,/K) = G(k/k).

Definimos el grupo de inercia (absoluto) de K como el grupo I = G(K /Ky.),
de modo que G(K,,/K) = G(K/K)/Ik,y el isomorfismo anterior est4 inducido
por el homomorfismo natural G(K/K) — G(k/k), que resulta, por tanto, ser
un epimorfismo de ntcleo Ik .

Miés atin, es claro que una extensién algebraica L/ K es no ramificada si y sélo
si Iy C G(K/L), es decir, si y sélo si el grupo de inercia I actta trivialmente
sobre L. La relacion entre el grupo de inercia absoluto y los grupos de inercia
de extensiones finitas es la siguiente:

Teorema 13.2 Si K'/K es una extension finita de Galois, entonces
Go(K'/K)=G(K'/K' " Ky,) 2 Ik /1.

DEMOSTRACION: Sea L/K la extensién no ramificada cuyo cuerpo de restos
sea el de K'. Segun [CC 2.36] tenemos que K C L C K', y es claro que L
ha de ser la mayor extensién no ramificada de K contenida en K’, es decir,
que L = K' N K,,;. Obviamente, es una extensién de Galois de K. Ademads,
|IL : K| = f luego |K' : L| = e. (Aqui e y f son los correspondientes a la
extension de partida.) Tenemos un diagrama conmutativo

G(K'/K) ——= G(K'/k)
G(L/K)

luego la restriccién se restringe a Go(K'/K) — Go(L/K) = 1, luego
Go(K'/K) C G(K'/L)

y ambos grupos tienen orden e, luego tenemos la primera igualdad del enunciado:
Go(K'/K) = G(K'/K'NK,,). Para la segunda basta observar que la restriccién

Iy =G(K/Ky) — G(K'Ky /Kny) — G(K'/(K' N Ky,)) = Go(K'/K)
es claramente suprayectiva, y su ntcleo es

GK/Kn)NGK/K') =G(K/K'Ky) = G(K/K],) = Ik:.
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Recordemos que una extensién finita K'/K de cuerpos métricos discretos
se dice dominadamente ramificada si su indice de ramificacion e no es divisi-
ble entre la caracteristica p del cuerpo de restos. En caso contrario se dice
que es libremente ramificada. En particular, las extensiones no ramificadas son
dominadamente ramificadas. Es inmediato que si una extensién K'/K es domi-
nadamente ramificada, también lo son las extensiones K/ /Ky, v K/ ./Kuy,.

Teorema 13.3 Si el cuerpo de restos k es algebraicamente cerrado, para cada
numero natural e no divisible entre car k, eriste una unica extension domina-
damente ramificada K'/K de grado e. Ademds, la extension es de Galois y el
grupo G(K'/K) es ciclico.

DEMOSTRACION: Si K'/K es una extensién dominadamente ramificada, el
teorema [CE 2.44] nos da que K’ = K(x), donde 7 es rafz de un polinomio de
la forma X™ — p, donde n = e es el grado de la extension.

Sea w una raiz n-sima primitiva de la unidad y consideremos la extension
K' = K(w). El teorema [CC 3.13] nos da que el diferente de K'/K divide
a nw" !, luego el teorema [CC 3.22] nos da que el discriminante divide a
N(nw"™™ 1) = n" luego el primo de K no divide al discriminante y, segiin
[CC 3.23], esto implica que la extensiéon K’/K es no ramificada. Esto sélo
es posible si K’ = K, de modo que K contiene a las raices n-simas de la unidad.
Por consiguiente, K’ contiene a todos los conjugados de 7 y la extensién K’/ K
es de Galois.

Como la extensién K’'/K tiene grado n, el polinomio X™ — p ha de ser
irreducible, luego todos los elementos de la forma wir han de ser conjugados
de m. Por consiguiente, para cada i € Z existe un tnico o; € G(K'/K) tal
que o;(p) = w'p, y la aplicacién i — o; induce un isomorfismo de grupos
Z/nZ — G(K'/K). Asi pues, la extension es ciclica.

Por tiltimo, si K’ y L son dos extensiones de K dominadamente ramificadas y
de grado n, el teorema [CC 2.45] nos da que K'L/K también es dominadamente
ramificada, luego G(K'L/K) es ciclico, luego tiene un tinico subgrupo H de
indice n, luego K’ y L son ambos iguales al cuerpo fijado por H.

Para probar la existencia basta tomar K’ = K({/7), donde 7 es primo en
(el anillo de enteros de) K. El criterio de irreducibilidad de Eisenstein prueba
que el polinomio X™ — 7 es irreducible en K[X], luego la extensiéon K'/K tiene
grado n, por lo que es dominadamente ramificada. L]

Decfamos al principio del capitulo que, dada una curva eliptica E /K, nuestro
objetivo era relacionar los homomorfismos

pm : G(K/K) — Aut(E[m)])

con el tipo de reduccién de E/K. Ahora podemos precisar esto un poco mads.
En realidad vamos a relacionar el tipo de reduccién de E/K con la accién del
grupo de inercia Ix sobre los grupos de torsién, es decir, con las restricciones
Pm : Ik — Aut(E[m]). Veamos ahora que, con este fin, no perdemos genera-
lidad si suponemos que el cuerpo de restos k es algebraicamente cerrado.
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En efecto, dada una curva eliptica E/K, consideramos el cuerpo K, que es
un cuerpo métrico discreto. Aunque no es completo, es el cuerpo de cocientes
de su anillo de enteros, Dy, que es un anillo de valoracién discreta, cuyo cuerpo
de restos es k, la clausura algebraica del cuerpo de restos de K.

Por consiguiente, podemos considerar la reduccién de Fg, /Ky, que resulta
ser del mismo tipo (aunque no necesariamente del mismo subtipo) que la de
E/K. En efecto, basta tener el cuenta que la valoracién de K, extiende a la de
K y razonar con el algoritmo de Tate exactamente igual a como hemos hecho
en la introduccion a este capitulo:

Tomamos una ecuacién de Weierstrass minimal de E/K que satisfaga las
condiciones de uno de los pasos del algoritmo, y vemos que sigue cumpliéndolas
como ecuacién de Ef, /K, pues éstas sélo dependen del valor que toma la
valoracién v sobre las constantes asociadas a la ecuacion, y sobre la multiplicidad
de las rafces en k de ciertos polinomios derivados también de ella. Lo que puede
variar es el subtipo de la reduccién, pues el subtipo es 2 o 3 cuando ciertos
polinomios de k[X] no tienen todas sus raices en k, cosa que ya no sucede cuando
cambiamos k por k. Asf pues, si el tipo de reduccién de E/K tiene subtipo 2
o 3, sobre K, tendremos el mismo tipo de reduccién pero con subtipo 1 (es
decir, sin subindice de subtipo).

Por otra parte, tenemos la igualdad E[m| = Fk__ [m], pues claramente tene-
mos una inclusién y ambos tienen el mismo orden m?2.

Ademés, como K, no admite extensiones no ramificadas, tenemos que
(Kur)ur = Kur, luego I, = G(Ky/Kn) = G(K/Kyy) = I, luego la accién
de Ik, sobre los grupos Eg, [m] es la misma que la de Ik sobre los grupos
E[m] (literalmente la misma, puesto que se trata de los mismos grupos con
otros nombres).

Al cambiar K por K, hemos perdido la completitud, pero ahora podemos
considerar a su vez la complecién K ar, que resulta ser un cuerpo métrico discreto
y completo con cuerpo de restos algebraicamente cerrado. Tal y como hemos
razonado en la introduccién a este capitulo, el tipo de reduccién de Fk /K, es
el mismo que el de B/ Ko v, obviamente, los grupos de torsién E [m] siguen
siendo los mismos.

Veamos ahora que K f(m es una clausura algebraica de Knr. En efecto, si
L=K nr(@) es una extensién finita de Ko, sea fe Kor [X] el polinomio minimo
de a. Por [CC 2.18], si g € K,,;[X] es un polinomio (mdnico) cuyos coeficientes
estén lo suficientemente proximos a los de f, entonces g es irreducible en Ko [X]
(luego también en K, [X]) y, si 3 € K es una raiz de g, se cumple que

L =Ky(a) = Kp.(8) € KKy,

Asi pues, éste ultimo cuerpo contiene a todas las extensiones finitas de K,
y es una extension algebraica de K, luego es su clausura algebraica.

Ahora es ficil ver que la restriccién G(f(f(nr/.knr) — G(K/Ky) = Ik
es un isomorfismo de grupos. En efecto, es inyectivo porque el valor absoluto
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de K, tiene extensién tnica a la clausura algebraica, lo cual implica que los
automorfismos son continuos, y K es denso en K Ky, (pues su clausura contiene
a Ky, luego también a la complecién Knr).

Veamos ahora la suprayectividad: tomamos o € G(K/K,,). Sea L/Ky,, una
extensién finita. Segin hemos visto, es de la forma L = f(m(ﬂ), para cierto
B € K cuyo polinomio mfnimo en K, [X] es también irreducible en K, [X].
Esto implica que todos los conjugados de 3 sobre K, siguen siendo conjugados
sobre Knr. Por consiguiente, O’|Km(ﬁ) : Knp(B) — K se extiende de forma
{nica a un K,,-monomorfismo oy, : L — KK,,. (Para definir o,(8) = o(p)
necesitdbamos que 3 y () siguieran siendo conjugados sobre Knr.)

La unicidad permite unir todas estas extensiones en un tinico K, nr-Imonomor-
fismo & : KK,, — KK, que extiende a ¢ y que es un automorfismo porque

tiene por inverso a la extensién de o1,

El cuerpo de restos de Knr sigue siendo algebraica;nente cerrado, luego Knr
no tiene extensiones no ramificadas, luego I R = G(KKy/Kuy).

Puesto que el isomorfismo I, = Ix, = I es simplemente la restriccién,
es claro que la accién de I sobre los grupos E[m] es la misma que la de Ix.
Miés precisamente, tenemos diagramas conmutativos:

I, "= Aut(E[m))

|~

Ig

que expresan que, si P € E[m], entonces P’ es el mismo si consideramos que
o € Iy osilo identificamos con su restriccién a K.
nr

En resumen, las curvas F/K y E o / K,y tienen el mismo tipo de reduccién
(aunque no necesariamente el mismo subtipo) y las acciones de los grupos de
inercia Iy = Ik sobre los grupos E[m] se corresponden a través del isomor-
fismo natural dado por la restriccion.

13.2 Moddulos de Tate

Pasamos ya a estudiar la accién del grupo de inercia I sobre los subgrupos
de torsiéon E[m], tal y como hemos explicado anteriormente. Empezaremos
recordando la construccion de los médulos de Tate de una curva eliptica, aunque
aqui vamos a necesitar estudiarlos en un contexto ligeramente mas general:

Si A es un grupo abeliano y m > 1, definimos
Alm] ={x € A| mz = 0}.

Si [ es un ntimero primo, consideramos los homomorfismos A[I"*1] — A[I"]
dados por z +— [z, con los que podemos formar el limite inverso

Ti(4) = lim A",
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Observemos que A[l"] tiene una estructura natural de Z/I"Z mddulo, por lo
que, considerando el anillo de los enteros [-adicos como limite inverso

7 = mZ/I"Z.
n

(respecto de los epimorfismos Z/I"*1Z — Z/1"Z dados por m +— Im), podemos
dotar a T;(A) de una estructura natural de Z;-mddulo. Por dltimo, definimos

Vi(A) = Ti(A) ®z, Qu,

que es un espacio vectorial sobre el cuerpo Q; de los niimeros I-ddicos.

Observemos ahora que un homomorfismo o : A — B entre grupos abelianos
se restringe a homomorfismos A[l"] — B[l"] compatibles con la multiplicacién
por [. Estos determinan, por tanto, un homomorfismo entre sistemas inversos,
el cual induce un homomorfismo de Z;-médulos Tj(«) : T;(A) — T;(B), el cual
induce a su vez una aplicacién Q;-lineal Vi(«) : Vi(A) — V;(B). Esto significa
que T; y V; son funtores. El teorema siguiente prueba que son exactos por la
izquierda:

. o B .,
Teorema 13.4 510 — A — B — C — 0 es una sucesion exacta de
grupos abelianos, la sucesion

0 — Ty(A) — Ti(B) — Ti(C)

también es exacta. Una condicidn suficiente para que Ti(8) sea suprayectivo es
que el grupo A sea l-divisible, es decir, que todo x € A sea de la forma x = ly,
para cierto y € A.

DEMOSTRACION: Es facil ver que las sucesiones
0 — A[l"] — B[I"] — C[I"]
son exactas. Si llamamos C’[I"] = B[B[I"]] C C[I"], tenemos sucesiones exactas
0 — A[l"] — B[I"] — C'[I"] — 0,

y los grupos C’[I"] definen igualmente un sistema inverso. El teorema [AC 4.5]
nos da una sucesién exacta

0 — T;(A) — T;(B) — %nc/[l”].

El dltimo mdédulo es un submdédulo de T;(C), luego tenemos una sucesién
exacta

0 — T)(4) — Ty(B) — T,(C),
donde es facil ver que el segundo homomorfismo no es sino 7;(53).

Supongamos ahora que A es I-divisible y veamos que la sucesiéon

0— A[l"] — B[I"] — C[I"] — 0
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es exacta. En efecto, si z € C[I"], existe un y € B tal que §(y) = z. Entonces
B(I™y) = 0, luego existe un = € A tal que a(z) = ["y. Por la divisibilidad, existe
' € Atal que x =1"2', y asi I"(y — a(2’)) =0, luego v/ =y — a(a’) € B[I"] y
By =By) = ».

Por otra parte, la divisibilidad implica también que el limite inverso asociado
a A es suprayectivo, luego [AC 4.5] implica ahora que la sucesién

0 —Ti(4) — Ti(B) — Ti(C) — 0

es exacta. [ ]

Una observacién elemental es que, si A es finito, entonces T;(A) = 0. En
efecto, la sucesién A[l"] se vuelve finalmente constante, luego un = € T;(A) es
una sucesién (z,,) en la que, para n > ng, se cumple que z,, € A[l"] = A[l"™],
por lo que z,, = ™%y, =0, luego z = 0.

Si E/K es una curva eliptica, definimos E[m|, T;(E) y Vi(E) como los co-
rrespondientes al grupo E(K). Sabemos que E[I"] & Z/I"Z x Z/I"Z, de donde
se sigue ([CE 3.21]) que® Ty(E) = Z; x Z;, por lo que V;(E) es un Q-espacio
vectorial de dimensién 2.

Como la accién de G(K/K) respeta la multiplicacién por I, es claro que
induce una accién sobre T;(E) y ésta, a su vez, otra sobre V;(FE). Mé&s precisa-
mente: tenemos un homomorfismo de grupos natural

p: G(K/K) — Autg, Vi(E).

A continuacién mostramos cémo estos homomorfismos determinan si E/K
tiene reduccién buena, multiplicativa o aditiva. Para ello damos la definicién
siguiente:

Definicién 13.5 Sea E/K una curva eliptica, para cada primo [ # p, llamamos
Vi(E)'x al subespacio vectorial de V;(E) formado por los puntos fijados por el
grupo de inercia [x. Llamaremos

e(E/K) = dimg,(Vi(E)/Vi(E)™*) = 2 — dimg, Vi(E)"~.

En principio, tenemos que e(E/K) depende de [, pero el teorema siguiente
muestra, en particular, que no es asf:

Teorema 13.6 Si E/K es una curva eliptica, se cumple que

0 si E/K tiene buena reduccion,
e(E/K)=<¢1 si E/K tiene reduccidn multiplicativa,
2 si E/K tiene reduccion aditiva.

6Conviene destacar que el isomorfismo no es canénico, es decir, que sélo estd definido en
funcién de la eleccién arbitraria de una base en T;(FE).
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DEMOSTRACION: De las observaciones finales de la seccion precedente se
sigue inmediatamente que €(E/K) = e(Eg /Kyy), asi como que el tipo de
reduccién de E/K coincide con el de E i/ Kor. Por consiguiente, no perdemos
generalidad si suponemos que el cuerpo de restos k es algebraicamente cerrado.
En particular, tenemos entonces que Iy = G(K/K).

Consideremos las sucesiones exactas
0 — Fo(K) — E(K) — E(K)/Ey(K) — 0,

0 — E(K) — Eo(K) — E.(k) — 0,
donde E,(k) es el conjunto de puntos regulares de la reduccién de E/k.

Sabemos que el cociente E(K)/Eq(K) es finito por 10.42, luego, segin he-
mos visto, su médulo de Tate es nulo. Por consiguiente, la primera sucesiéon
exacta nos da un isomorfismo T;(Ey(K)) = T;(E(K)) que, a su vez, induce un
isomorfismo V;(Fy(K)) =2 Vi(E(K)).

Por otra parte, el grupo F4 (K) no tiene elementos de orden [ por [CE 6.19],
y esto implica obviamente que T;(E;(K)) = 0. Mds ain, en la demostracién
del teorema [CE 6.19], teniendo a su vez en cuenta la de [CE 5.16], en la cual
se basa, se ve que la multiplicacién por I # p es un isomorfismo en E;(K),
por lo que se trata de un grupo divisible, y asi, la segunda sucesién exacta nos
proporciona un isomorfismo Tj(Eo(K)) = Ti(E,(k)), que a su vez induce un
isomorfismo V;(Eoy(K)) = Vi(E,(k)).

Combinando ambos isomorfismos obtenemos que Vi(E(K)) = Vi(E,(k)).

Ahora bien, la inclusién F(K) C E(K) induce monomorfismos
E(K)[I"] — E[I"],

que a su vez inducen un monomorfismo T;(E(K)) — T;(E), que a su vez
induce un monomorfismo V;(E(K)) — Vi(E). Puesto que Ix = G(K/K), los
puntos de E(K)[l"] son los puntos de E[I"] fijados por Ik, luego T;(E(K)) es
el subespacio de Tj(E) fijado por Ix, lo que implica claramente” que

Vi(E(K)) = Vi(E)'*.
En definitiva, tenemos que
e(E/K) =2 — dimg, Vi(E)' = 2 — dimg, (Vi(E,(k))).

Ahora observamos que si F/K tiene buena reduccién, entonces E/k es una
curva eliptica, luego E,.(k) = E(k) y Vi(E,(k)) = T)(E) = Q} (por [CE 3.21],
ya que [ # p). Por otra parte, la unicidad que proporcionan los teoremas 10.22
y 10.23, implica que si E/K tiene reduccién multiplicativa®, entonces E,.(k) = k*
y, si la reduccidén es aditiva, Er(k) ~ kT,

7Un elemento de Vi(E) es de la forma z/s, con « € T;(E) y s € Z;, por lo que se cumple
(z/s)? =a°/s=ux/ssiy s6losiax’ =a,siysblosizeT(E(K))),siysdlosiseVi(E(K)).

8 Aqui es donde usamos que k es algebraicamente cerrado: la reduccién multiplicativa serd
necesariamente racional.
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Es claro que k*[I"] es el grupo de las raices de la unidad de orden divisible
entre p"”, luego k*(I"] =2 Z/1"7Z, lo que implica que V;(k*) = Q;. Por otra parte,
usando una vez més que [ # p, vemos que kT [I"] = 0, luego V;(k*) = 0. En
resumen:

~ 2 si E/K tiene buena reduccion,
dimg, (Vi(E-(k))) =< 1 si E/K tiene reduccién multiplicativa,
0 si E/K tiene reduccién aditiva,

y esto implica inmediatamente la igualdad del enunciado. L]

Asi pues, vemos que el tipo de reduccién (buena, multiplicativa o aditiva)
de F/K estd determinado por la accién del grupo de inercia I sobre V;(E).
Veamos una aplicacién:

Teorema 13.7 Si ¢ : £ — Fs es una isogenia no nula entre dos curvas
elipticas sobre K, entonces e(E1/K) = e(Ey/K), de modo que ambas curvas
tienen el mismo tipo de reduccion (buena, multiplicativa o aditiva) sobre K.

DEMOSTRACION: El niicleo de ¢ es un subgrupo finito de E;. Pongamos
que tiene r elementos y tomemos un primo [ que no divida a r y que sea distinto
de la caracteristica del cuerpo de restos de k. Es claro que ¢ se restringe a un
homomorfismo de grupos ¢, : E1[l"] — E3[I"]. El orden del nicleo de ¢,, ha
de dividir a I?" y a r, luego ha de ser trivial. Como ambos grupos tienen el
mismo orden, ¢,, es un isomorfismo.

Por otra parte, el hecho de que ¢ esté definido sobre K implica inmediata-
mente que es compatible con la accién de G(K/K) en ambos grupos, es decir,
que para todo o € G(K/K) y todo P € E1[I"] se cumple que ¢,,(P%) = ¢,,(P)°.

Es claro entonces que los isomorfismos ¢,, inducen un isomorfismo de médulos
T,(E1) — T;(F3), que a su vez induce un isomorfismo de espacios vectoriales
¢ : Vi(E1) — Vi(E>) compatible con la accién del grupo de Galois. En par-
ticular, ¢[Vi(E1)"*] = Vi(E2)"x, luego e(E1/K) = ¢(Ea2/K). =

Maés en general, si K es un cuerpo numérico, p es un ideal primo de su
anillo de enteros, K, es la compleciéon de K respecto de la valoracién de p
y ¢ : E1 — FE5 es una isogenia no nula entre dos curvas elipticas definidas
sobre K, entonces ¢ induce una isogenia no nula ¢k, : 1k, — FEak,, por lo
que €(E1/K,) = €(E2/K,). De acuerdo con la discusién que hemos realizado
en la introduccién de este capitulo, esto implica que F; y FEs tienen el mismo
tipo de reduccién respecto de cada primo de K.

13.3 El criterio de Néron-Ogg-Shafarevich

Segin hemos visto en la seccién anterior, una curva eliptica E/K tiene buena
reduccion si y sélo si €(E/K) = 0, si y sélo si Vi(E)'x = Vi(E), si y sdlo si el
grupo de inercia Ii fija al espacio vectorial Vi(E), para cualquier primo [ # p,
y esto equivale claramente a que i fije al médulo de Tate T;(F) para cualquier
primo [ # p. Esto es una parte del llamado criterio de Néron-Ogg-Shafarevich,
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que nos da ademds otras equivalencias directamente en términos de los grupos
de torsién E[m)|:

Teorema 13.8 (Criterio de Néron—Ogg—Shafarevich) Para toda curva
eliptica E/K, las condiciones siguientes son equivalentes:

a) E tiene buena reduccion sobre K.

b) El grupo de inercia Ik actia trivialmente sobre el mddulo de Tate T)(E)
para algin primo 1 # p (o para todo primo I # p).

¢) El grupo de inercia I actia trivialmente sobre E[m], para todo m > 2
primo con p.

d) El grupo de inercia I actia trivialmente sobre E[m], para infinitos valo-
res de m primos con p.

DEMOSTRACION: Hemos visto que a) < b), y es claro que b) = ¢) = d).
Veamos, pues, que d) = a). No perdemos generalidad si suponemos que el
cuerpo de restos k es algebraicamente cerrado, de modo que Ix = G(K/K).

Por el teorema 10.42 sabemos que el indice |E(K) : Eo(K)| es finito. Tome-
mos un nimero natural m que cumpla las propiedades siguientes:

a) m es primo con p,
b) m > |E(K) : Eo(K)|,
¢) Ik actia trivialmente sobre E[m)].

Ahora consideramos las sucesiones exactas
0 — Eg(K) — E(K) — E(K)/Ey(K) — 0,

0 — Ei(K)— Eo(K) — E.(k) — 0.

Por ¢) tenemos que E[m] C E(K). Sabemos que E[m] & Z/mZ x Z/mZ.
Para cada primo ¢ | m, sea ¢° la mayor potencia de ¢ que divide a m. Podemos
tomar un subgrupo (P) x (Q) de E[m] de orden ¢° x ¢°. Si tuviéramos que
¢ IP ¢ Eyo(K) o ¢°'Q ¢ Eo(K) (pongamos el primer caso), entonces la
primera sucesién exacta inyectaria (P) en el cociente E(K)/E(K), con lo que
el indice |E(K) : Eo(K)| seria multiplo de ¢¢. Por b) esto no puede ocurrir
para todo primo ¢, luego existe un primo ¢ | m tal que ¢ 'P € Ey(K) y
°1Q € Eo(K). Asf pues, el grupo Eg(K) contiene un subgrupo isomorfo a
7/q7 x 7/qZ.

Ahora consideramos la segunda sucesién exacta. Por [CE 6.19] sabemos que
E;(K) no contiene elementos de orden ¢, luego E,.(k) contiene un subgrupo
isomorfo a Z/qZ x Z/qZ.

Supongamos que E tiene mala reducciéon sobre K. Si la reduccién fuera
multiplicativa (multiplicativa racional, ya que k es algebraicamente cerrado),
se cumplirfa que E,.(k) = k*, pero entonces los elementos de orden ¢ en E, (k)
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formarfan un subgrupo isomorfo a Z/qZ (al grupo de las raices g-ésimas de
la unidad de k). Si la reduccién fuera aditiva, serfa E,(k) = k y no habria
elementos de torsién. Asi pues, E ha de tener buena reduccién sobre K. =

En principio, con este resultado hemos sustituido una condicién sobre la
accién del grupo de inercia sobre los médulos de Tate (o sobre uno de ellos) por
una condicién que afecta a infinitos grupos E[m]. Vamos a ver que, para curvas
con buena reduccién potencial, la condiciéon puede expresarse en términos de un
Unico grupo E[m)].

Teorema 13.9 Si E/K es una curva eliptica tal que |j(E)| < 1. Entonces, las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) E tiene buena reduccidn sobre K.
b) Ik actia trivialmente sobre E[m] para todo m > 1 primo con p.

¢) Ix actia trivialmente sobre E[m], para algin m > 3 primo con p.

DEMOSTRACION: Sélo hay que probar que ¢) = a). Segun el teorema 12.18,
la hipétesis sobre el invariante se traduce en que la curva tiene potencialmente
buena reduccién, es decir, que existe una extensién finita L/K tal que Er,/L
tiene buena reduccion. Sea [ el mayor primo que divide a m y llamemos

ll — {l Si l > 2,
4 sil=2.
Como m > 3, tenemos que ' | m, luego E[l'] C E[m], luego Ix actia
trivialmente sobre E[l'].
Consideremos ahora el grupo de inercia Go(L/K) = Ix/I;. El teorema

anterior nos da que I, actia trivialmente en T;(E), luego Go(L/K) actiia sobre
T,(E). En otras palabras, tenemos un homomorfismo

p:Go(L/K) — Auty, T)(E).

Explicitamente, cada = € T;(E) es una sucesién z = (P,) con P, € E[I"] de
modo que P, =[P, v, para cada o € I, tenemos que z° = (P?7).

M4s en general, si fijamos una base x,y de T;(F) sobre Z;, cada automor-
fismo u : T}(E) — T1(F) (como Z;-médulo) estd determinado por las imdgenes
u(x) = ax + by, u(y) = cx + dy o, equivalentemente, por la matriz

A:(Z Z)eLG(Zl).

Si z € T;(F) tiene coordenadas z = z1x + 22y, entonces las coordenadas de
u(z) son

b
(21, 22) ( Z d > = (az1 + cz2,bz1 + dz),
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luego, por la definicién de la estructura de Z;-médulo en Tj(E), tenemos que
w(2)n = (an2z1,m + Cn22.n,bn21n + dn2zen), donde ay, by, ¢y, dy, € Z/I"Z son los
restos médulo "™ de a, b, ¢, d.

Por consiguiente, si llamamos u,, : E[I"] — E[I"] al automorfismo definido
por la matriz

a"L b'”/
( o d, ) € LG(Z/nZ),

tenemos que u(z) = (un(2,)). Observemos que las aplicaciones u — u, son
homomorfismos Autgz, (T;(E)) — Autz(E["]). En estos términos, hemos visto
que la composicion

Go(L/K) -2 Auty, (T)(E)) — Autz(E[l'))

es la accién natural de Go(L/K) (o, equivalentemente, de I ) sobre E[l'], y sa-
bemos que esta accién es trivial. Por consiguiente, la imagen por p de Go(L/K)
es un subgrupo finito del nicleo del segundo homomorfismo. Si probamos que
dicho nitcleo no tiene méas subgrupo finito que el subgrupo trivial, concluiremos
que la imagen de p es trivial, es decir, que Ik actia trivialmente sobre T}(E),
lo cual, segin el teorema anterior, equivale a que F tenga buena reducciéon
sobre K.
Equivalentemente, sélo nos queda probar que el grupo

H={AcLG(Z)|A=1I (méd ')}

no tiene elementos no triviales de orden finito. (Aqui es donde necesitamos que
sea ' =4 sil =2, pues si fuera I’ = 2, una matriz de orden finito serfa —I5.)

Supongamos, pues, que H contiene una matriz A de orden finito # 1. No
perdemos generalidad si suponemos que tiene orden primo p. Podemos consi-
derar entonces el polinomio minimo pol.min A € Q;[X], que divide a X? — 1 y
también al polinomio caracteristico, el cual cumple

pol.car A = pol.car I = (X — 1)? (méd I').

Si pol.min A tiene grado 2, entonces coincide con el polinomio caracteristico,
con lo que pol.carA | XP — 1 (en Q[X], luego en Z,[X]) y, por consiguiente,
(X —1)2 | X? — 1 en (Z/IZ)[X]. Esto s6lo es posible si p = [ = 2. Entonces

pol.car A = pol.min A = X% — 1 # (X — 1)? (méd 4),

luego este caso no puede darse.

Si pol.min A tiene grado 1, no puede ser X —1, pues seria A = I, luego divide
al polinomio ciclotémico ¢,(X). Por consiguiente, ¢,(X) y pol.car A tienen un
factor comin en Q;[X], luego también en Z;[X], y podemos tomarlo ménico.
Concluimos como antes que ¢,(X) es divisible entre X —1 en (Z/IZ)[X], con lo
que, nuevamente, XP — 1 tiene una raiz doble en dicho cuerpo, y eso nos lleva
también al caso p = [ = 2. Ahora tendria que ser polmin A = X + 1, pero
entonces A = —Iy ¢ H, luego este caso tampoco puede darse. L]



434 Capitulo 13. Subgrupos de torsion

Observemos que el teorema anterior no puede ser cierto para curvas arbitra-
rias (sin exigir que tengan buena reduccién potencial), pues, si asi fuera, bastaria
tomar una extension finita L/ K tal que E[m] C E(L) para un m > 3 cualquiera,
para concluir que Er/L tiene buena reduccién. De este modo, resultarfa que
todas las curvas elipticas tendrian potencialmente buena reduccion.

Las condiciones del teorema anterior (y las de 13.8) son especialmente sim-
ples si el cuerpo de restos es algebraicamente cerrado. Entonces Ix = G(K/K),
por lo que la condicién de que Ik deje invariante a E[m] es equivalente a que
E[m] C E(K).

En otros términos, si llamamos K(E[m]) a la adjuncién a K de los cuer-
pos K(P) de los puntos P € E[m] (o, en términos cldsicos, la adjuncién de
las coordenadas de los puntos P € E[m] vistos como puntos racionales de
E(K)), tenemos que K(FE[m])/K es una extensién finita de Galois (porque
G(K/K) permuta los puntos de E[m]), y la condicién de que I deje invariante
a E[m] equivale a que deje invariante a K(E[m]), es decir, a que la extensién
K(E[m])/K sea no ramificada. Si k es algebraicamente cerrado, esto equivale
a su vez a que K(E[m]) = K.

Para curvas con buena reduccién potencial, los cuerpos K(E[m]) no son
tantos como parecen:

Teorema 13.10 Supongamos que una curva eliptica E/K cumple |j(E)| <1y
que el cuerpo de restos de K es algebraicamente cerrado de caracteristica p.

a) Ezxiste una minima extensidon L/K tal que, para toda extension finita
K'/K, la curva Ex/ /K’ tiene buena reduccion si y sélo si L C K'.

b) Se cumple que L = K(E[m]), para cualquier natural m > 3 primo con p.
En particular, la extension L/ K es finita de Galois.

¢) Sip+#2, entonces |L: K(E[2])| | 2.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, la curva Fg/ /K’ tiene buena
reduccidn si y sélo si E[m] C E(K'), lo que equivale a que K(E[m]) C K', para
cualquier m > 3 prefijado primo con p.

Aplicando esto a m’ y a K’ = K(E[m/']), concluimos que Fk /K’ tiene
buena reduccién, y aplicando el mismo hecho a m y K’, obtenemos la in-
clusiéon K(E[m]) € K(E[m']). Intercambiando los papeles llegamos a la in-
clusién opuesta, luego todos los cuerpos K (FE[m]) son una misma extensién L
de K y cumple a). La extensién L/K es de Galois porque los K-automorfismos
permutan los puntos de E[m]. Con esto quedan probados a) y b).

Para probar ¢) llamamos Ly = K(E[2]) y tomamos una ecuacién de Weiers-
trass de F/K de la forma Y? = X34+ a9y X%+ asX +ag, con a; € K enteros. Es
facil ver que los tres puntos finitos de E[2] son los que en F(K) tienen coordena-
das (@,0), donde o € K es una raiz del miembro derecho de la ecuacién. Como
los tres puntos estén en E(Lg), concluimos que la ecuacién factoriza como

Y2 = (X —a)(X —b)(X —c¢), a,b,c € Ly.
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Un cambio de variables X = X’ + ¢ nos permite suponer que ¢ = 0, con lo
que la ecuacién se reduce a

Y2 =X(X —a)(X —b).

Si llamamos L' = Lo(y/a), el cambio de variables X = aX', Y = (/a)3Y’
pone la ecuacién en forma de Legendre:

Y2 = X(X - 1)(X —\),

y el mismo argumento de 12.17 prueba que Ey/ tiene buena reduccién, luego ha
de ser Lo C L C L', y esto implica que |L : Lo| | 2. "

En las condiciones del teorema anterior, de acuerdo con el teorema 12.17,
sabemos que |L : K| | 24, e incluso |L : K| | 12 si p # 2. En particular, vemos
que la extensién L/K es dominadamente ramificada siempre que p # 2,3. El in-
terés de la ramificacién dominada es que reduce la condicién de buena reduccién
a una divisibilidad de grados en lugar de una inclusién de cuerpos. Vamos a
enunciarlo sin exigir que el cuerpo de restos sea algebraicamente cerrado:

Teorema 13.11 Sea E/K una curva eliptica tal que |j(E)| < 1 y sea p la
caracteristica del cuerpo de restos de K.

a) Sim >3 es un nimero natural primo con p, el indice de ramificacién eg
de la extension K(E[m])/K es independiente de m, y cumple eq | 24. Si
p # 2, entonces eg | 12.

b) Siptey (en particular si p # 2,3), entonces, para cada extension finita
K'/K, se cumple que Eg tiene buena reduccidn si y sdlo si su indice de
ramificacion es maltiplo de eq.

DEMOSTRACION: Por el teorema 13.1 sabemos que si K'/K es cualquier
extension finita, el {ndice de ramificacién de K'/K coincide con el de K/ /K,

A~

el cual coincide a su vez con el grado |K], : Ky,|. Teniendo en cuenta que el

tipo de reduccién de Eg- coincide con el de Eg, , asi como que
K(E[m])nr = Knr(E[m])?

es claro que podemos sustituir K por Ky, con lo que podemos suponer que
el cuerpo de restos es algebraicamente cerrado. El apartado a) es, entonces,
consecuencia inmediata de las observaciones previas al teorema. Para probar b)
basta observar que E- tiene buena reduccién siy sélo si L = K(E[m]) C K', si
y sélo si L C K, donde K, es la méxima extensiéon dominadamente ramificada
de K contenida en K’, cuyo grado es el mayor natural primo con p que divide
al grado |K’ : K| (teorema [CC 2.46]). Teniendo en cuenta el teorema 13.3,
la inclusion K C L C K} equivale a que ¢g = |L : K| | |K} : K| (pues si se
da la divisibilidad, entonces el grupo de Galois G(K;/K) tiene un subgrupo de
indice d, cuyo cuerpo fijado ha de ser necesariamente L), y esto equivale a que
eo | |K': K. [
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Ahora es inmediato que, si p # 2,3, el indice de ramificacién ey considerado
en el teorema anterior coincide con el valor de m determinado por la tabla
del teorema 9.3 en funcién del tipo de reduccién de E/K (donde no hemos de
considerar los tipos I,, ni I}, para n > 0, pues tienen potencialmente reduccién
multiplicativa).

13.4 El caracter de Artin

En esta seccién hacemos un paréntesis para estudiar més a fondo las ex-
tensiones libremente ramificadas. Nos apoyaremos fuertemente en la teoria de
la ramificacién expuesta en el capitulo X de [CC]. Empezamos recordando los
conceptos y hechos bésicos:

Si K'/K es una extension finita de Galois, definimos sus grupos de ramifi-
cacidn como los grupos®

Gi(K'/K)={0c € G(K'/K) | v(c(a) — @) > i+ 1 para todo o € D'},

donde D’ es el anillo de enteros de K’. Observemos que G_1(K'/K) = G(K'/K)
y que Go(K'/K) es el grupo de inercia que ya habiamos definido.

En [CC] se expone la teorfa de la ramificacién para el caso de los cuerpos
numéricos y el de los cuerpos locales (sus compleciones, las extensiones finitas
de los cuerpos Q, de nimeros p-adicos) para mostrar més facilmente la relacién
entre ambos casos, pero es inmediato comprobar que todo lo dicho en el caso
p-adico es valido igualmente —sin cambio alguno en las demostraciones'®— en
el contexto en el que venimos trabajando en todo este capitulo, es decir, para
cuerpos métricos completos discretos de caracteristica 0 con cuerpo de restos
perfecto de caracteristica prima p. Por consiguiente, en esta seccién seguimos

trabajando en este mismo contexto.

El teorema [CC 10.4] afirma que todos los grupos G;(K'/
normales de G(K'/K), y que existe un i tal que G;(K'/K
forman una serie

K) son subgrupos
) = 1. Asi pues,

1=G;<9G;-1 9--- 4Gy < G(K'/K).

Si descomponemos el indice de ramificacién e = p°eq, donde p { eg, sabemos
que go = e, y el teorema [CC 10.5] nos da que g1 = p®, de modo que G1(K'/K)
es el p-subgrupo de Sylow del grupo de inercia Go(K’/K). En particular, la
extension K'/K es dominadamente ramificada si y sélo si G1(K'/K) = 1.

9En [CC 10.1] estdn definidos en un contexto mis general. En el caso local, el grupo de
descomposicién Gy es todo el grupo de Galois G(K'/K).

10E] teorema [CC 10.6] no es vélido en este contexto general porque se apoya en que el cuerpo
de restos es finito, pero no vamos a necesitar este hecho ni se usa en los teorema siguientes de
[CC]. Podria parecer que la prueba de [CC 10.5] usa también la finitud del cuerpo de restos,
pero no es cierto: sélo requiere el hecho de que todo subgrupo finito del grupo multiplicativo
de un cuerpo es ciclico (pues, si el grupo tiene orden n, ha de ser el grupo de las raices n-simas
de la unidad, que es ciclico).



13.4. El caracter de Artin 437

Si D' = Dlay, ..., ay), es facil ver que
Gi(K'/K)={0c € G(K'/K) |v(c(aj) —a;) >i+1paraj=1,...,n}
Con esto podemos probar:

Teorema 13.12 Si K'/K es una extension finita de Galois, el isomorfismo
natural (dado por la restriccion)

G(K:n/Knr) - GO(K//K)

se restringe a isomorfismos entre los grupos de ramificacion de ambas extensio-
nes.

DEMOSTRACION: Sea K” = K,, N K’, de modo que tenemos la igualdad
de cuerpos de restos k" = k’. Segtin el teorema [CC 3.11], si @« € K" cumple
k" = k|a] y 7 es cualquier primo en K', entonces D’ = D|a, 1], mientras que
lA);r = ﬁnr [r]. Ahora basta aplicar la observacién previa al teorema, teniendo
en cuenta que, como a € Ky, todos los elementos de G(K' /Ky,) fijan a a.

|

Esto nos permitira reducir muchas pruebas al caso en que el cuerpo de restos
es algebraicamente cerrado.

El teorema [CC 3.12] nos da que existe un @ € D’ tal que D’ = DJ[a] v, por
consiguiente,

Gi(K'/K)={0e€ GK'/K) | vg:(o(a) —a) > i+ 1}.
De aqui se sigue que la funcién ix/x : G(K'/K) — NU {co} dada por
iK//K(O—) :UK/(QU—Q).

es independiente de la eleccién del generador o € D', pues es igual al maximo
ndmero natural i tal que o € G;—1(K’/K). En términos de esta funcién, tene-

mos que'!

Gi(K'/K) ={0 € G(K'/K) |ig/k(0) =i+ 1}.

El hecho de que G;(K'/K) = 1 para i suficientemente grande se traduce en
que
ik k(o) =00 siysélosi o=1.

Similarmente, el hecho de que los grupos de ramificaciéon sean normales en
G(K'/K) se traduce en que

ig (17 o) =i K (o), para todo 0,7 € G(K'/K).
Otra propiedad elemental es la siguiente:

iK//K<O'T) Z me{ZK//K(J),ZK//K(T)}

HEn virtud de [CC 10.3], también podemos calcular la funcién if/ /¢ con o = 7, donde m
es un primo de K’, aunque no genere el anillo de enteros.
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En efecto:
i k(0T) =v(@”" —a) =v(a”" —a’ + a7 — )

> min{v(a’” —a”),v(a” — a)} = min{ig/ )k (7),ix /x(0)}

El teorema [CC 10.16] se traduce en una propiedad més de la funcién ix/x:

Teorema 13.13 Sea k C L C K una cadena de extensiones de Galois de
cuerpos locales. Entonces, para cada o € G(L/k), se cumple que

Ly i),

ZL/k(U\L) = KL recii/D)

DEMOSTRACION: Sea « (resp. 3) un generador del anillo de enteros de K
(resp. de L) sobre el anillo de enteros de k. El teorema [CC 10.16] afirma que

vr(e(B)=0)= > wl(ro)(a) —a),

T€G(K/L)
y esto equivale a que
ex/Link(ole) = > ixm(ro).
T€G(K/L)

De aqui en adelante L/K serd una extensién finita de Galois, llamaremos
G = G(L/K) asugrupo de Galois y G; = G;(L/K) a sus grupos de ramificacién.
Representaremos por g y g; sus érdenes respectivos.

La funcién iz /x : G — N U {oo} que acabamos de definir es una funcién
de clases en G excepto por el hecho de que no esta definida en o = 1. Vamos a
corregir esto:

Definicién 13.14 La funcion de Artin ap/x : G(L/K) — 7Z es la funcién
dada por

aL/K(O'):—fiL/K(O') SiO’?él, aL/K(l):f§1iL/K(U),

donde f es el grado de inercia de la extensién L/K.

Es claro que az/k es una funcién de clases en G(L/K). Hemos definido
ar/k (1) para que se cumpla que

Z aL/K(O') = O,
ceG

es decir, que'? (ar,/k,1) = 0.

12De este modo, si una funcién de clases ¢ coincide con ar /i salvo quizd para o = 1y
cumple (¢,1) = 0, entonces ¢ = ar,/ k-
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El valor az, /(1) tiene una interpretacién aritmética. Para obtenerla obser-
vamos que iy, toma el valor i sobre los elementos de G;_1\ G, luego, si g; = 1,
tenemos que

§1iL/K(U) = (90 —91) +2(g91 — g2) +3(92 — g3) + - + t(gs—1 — 1)

(oo}

=gotg1+--+g1—t=> (g —1).
1=0

El teorema [CC 10.11] nos da inmediatamente el resultado siguiente:

Teorema 13.15 Si Dy i es el diferente de la extension L/K, entonces

ar/k(1) = foL(Dr/k)-

De la propia definicién de la funcién de Artin se sigue que, ar/x = 0 siy
sélo si la extensién L/K es no ramificada. El propdsito central de esta seccién
es demostrar el teorema siguiente:

Teorema 13.16 Si L/K es es ramificada, la funcion ap x es un cardcter del
grupo de Galois G(L/K).

Como ar,/k es una funcién de clases, el teorema 11.32 nos da que es combi-
nacién lineal de los caracteres irreducibles de G, y el coeficiente de cada caracter
x es (ap)k,X). Teniendo en cuenta que ar,x # 0, basta probar que estos coe-
ficientes son nimeros naturales. Observamos que

1

> apr(o)x(e™!) == x(0)ar/k (o)

(ar/: ) = ~
ar/K,X) = —
/ Joeca Joea

= l > X(J)m = (X,aL/K)
Joea

donde hemos usado que ay,/x(07') = ar/x(0) = ar k(o).

Para cada funcién de clases ¢ de G, definimos

f(d)) = (¢7QL/K)'

El teorema 13.16 quedara probado si demostramos que f(x) es un nimero
natural para todo cardcter y de G.

Para cada ¢ > 0, llamamos r¢g, al cardcter regular del grupo de ramificacién
i-ésimo G;. Sabemos que en la descomposicién de rg, en suma de caracteres
irreducibles aparece cada caréacter irreducible con multiplicidad igual a su grado.
Por consiguiente, u; = rg, — lg, es también un cardcter de G, salvo que sea
G; =1, en cuyo caso u; = 0. Esto sucede para todo ¢ suficientemente grande.

Teorema 13.17 En las condiciones anteriores, se cumple que

oo
9 ¢
CLL/K = Z —Ui .
i=0 90
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DEMOSTRACION: Tenemos que

uiG(U) = 1 STl (ror™h).

JireG
Teniendo en cuenta que G; es un subgrupo normal en G y que w;(0) = —1
para todo o # 1, es claro que
g(gi—1) siog=1
G 9gi .
ui'(0) =19 —g/g; sioeGi\ {1},

0 sio e G\Gl
Por lo tanto,
flgi—1) sio=1

IiSy=4" _f sioe G\ {1},
go 0 siceG\G;.

Asi, si 0 € Gy \ Gi41, la suma para todo i es igual a

—f(k+1)=—fip/k(0) = ap k(o).

Ahora observamos que

> uf(0) =0,

ceG

y lo mismo vale si sumamos para todo i. Como ar,x cumple también que
(ar/K,1) =0, también se tiene la igualdad para o = 1. n

De aqui extraemos varias consecuencias. En primer lugar, vemos que goar,/x
es un caricter de GG. Por consiguiente, si x es un cardcter de G, se cumple que
(X>90ar, k) es un nimero natural. Equivalentemente:

Teorema 13.18 Si x es un cardcter de G, se cumple que f(x) es un nimero
racional > 0.

Para cada funcion de clases ¢ en G, definimos

H(Gi) =~ 3 dlo).

gi oeG;

En estos términos se cumple lo siguiente:

Teorema 13.19 Si ¢ es una funcion de clases en G, entonces

£6) = 22 (6(1) — 6(Gi)).

=090

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que

(¢,uf’) = (dlay, ui) = 6(1) — 6(Gy).
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Teorema 13.20 Sea p : G — Aut(V) una representacion de G con cardc-
ter x, y sea Vi el subespacio formado por los elementos de V fijados por cada
elemento de G;. Entonces

=3 ;’— dim(V/VE).
1=0

DEMOSTRACION: Observemos que VE es el C[G;]-submédulo de V asociado
al cardcter trivial 1¢, en la descomposiciéon dada por el teorema 11.36. Por
consiguiente, su dimensién es la multiplicidad de 1, en x|g,, es decir:

dim Vi = (X|G'L’ lGi) = X(Gi)'
Por otra parte, dim V' = x(1), con lo que dim V/V% = x(1) — x(G;) y basta
aplicar el teorema anterior. [

Seguidamente reformulamos el teorema 13.13:

Teorema 13.21 Sea K C K' C L una cadena de extensiones de Galois. Lla-
memos N = G(L/K"), de modo que G/N = G(K'/K). Entonces,

_ G/N
CLK//K = aL/K.

DEMOSTRACION: Tomemos un o € G, de modo que o|x se identifica con

No € G/N. De acuerdo con 11.59, la igualdad ag//x(No) = af//g(]\fa) equi-

vale a

> aL/K(nU).

aK//K(NU) - nL/K N
"'ne

Si o ¢ N, esto equivale a su vez a que

! > (—fL/K)iL/K(”U)a

—fr /KK O|lg) = ————
K'/K K/K(| ) eL/K/fL/K'neN

lo cual, simplificando, se reduce a

! > ir/k(no),

iK,/K(U‘K/) - €L/K' neN
ne

que es precisamente lo que afirma el teorema 13.13. Falta probar la igualdad
cuando o|gs = 1, pero ésta es consecuencia inmediata de que

(“f//gv lg/n) = (ar/k,1c) = 0.

Ahora relacionamos la funcién ar,/x con ar k.

Teorema 13.22 Sea K C K' C L una cadena de extensiones tal que L/K es
de Galois y sea H=G(L/K'). Entonces

ar/kln = v (Dg k) + frjx an/k,

donde Ay es el discriminante de K'/K y ry es el cardcter reqular de H.
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DEMOSTRACION: Si o € G cumple o # 1, entonces

ar/k(0) = —fr/xir/x(0), ap/x(0)=—fr/k ipk (o), ru(o)=0.

Ademads, un generador del anillo de enteros de L sobre el anillo de enteros de
K lo genera también sobre el anillo de enteros de K, luego iy, k(o) = ir k(7).
Ahora es claro que la igualdad del enunciado se cumple para o. Falta considerar
el caso o0 = 1. Teniendo en cuenta el teorema 13.15, la igualdad que hemos de
probar es equivalente a

fr/gv(Dryk) =L K'lvg(Agr k) + fxryx fry vn(Dryko).

Segiin [CC 3.22], el discriminante de una extensién es la norma del diferente,
lo cual implica que

UK(AL/K) = fL/K UL(®L/K)7 UK’(AL/K') = fL/K' UL(QL/K’)-
Asi pues, la ecuacién que hemos de probar equivale a
v (Apk) = |L: K'lvg (A k) + frr/x v (A ko).
A su vez, esta férmula equivale al teorema [CC 3.24]. .

Como consecuencia:

Teorema 13.23 Sea K C K' C L una cadena de extensiones tal que L/K es
de Galois. Sea H = G(L/K'). Entonces, para todo cardcter v de H,

FW9) = vk (A i )0(L) + frerpic f ().

DEMOSTRACION: Hay que entender que la tltima f de la férmula es la
funcién correspondiente a la extensiéon L/K'.

fW9) = W aryk) = (b, ap/x|n) = v (Agr k)W rw) + Froyx (b, ap k)
= vk (Ag )V + frryx f(Y).

Ahora consideramos la funcién ¢,k definida en [CC 10.18]:

Teorema 13.24 Sea x un cardcter de grado 1 en G y sea c(x) el mayor nimero
natural tal que x|G, ., # 1. (51 x = la, tomamos c(x) = —1.) Entonces,

J(X) = ok (c(x)) + 1.

DEMOSTRACION: Si i < ¢(x), entonces x(G;) = (x|g;,1) = 0 (porque X|g,
tiene grado 1, luego es irreducible). Por lo tanto, x(1) — x(G;) = 1. Sii > ¢(x),
entonces x(G;) = 1, luego x(1) — x(G;) = 0. El teorema 13.19 nos da que
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Teorema 13.25 Sea x un cardcter de grado 1 en G, sea N su nicleo y sea K’
su cuerpo fijado. Sea c/(x) el mayor nimero natural tal que (G/N)y(y) # 1.
Entonces f(x) = ¢k /k(c'(x)) +1 es un nimero natural.

DEMOSTRACION: El teorema [CC 10.19] afirma que
(G/N)i =Gy, . iy]N/N,

donde ¢, /i es la funcién de Hasse (la inversa de ¢,/ k). Por tanto, (G/N); = 1
equivale a que GwL/K/(i) < N, es decir, a que x = 1. Por consiguiente,

Gypwr

c(x) = Yk (' (x)) o, equivalentemente, ¢'(x) = ¢r/x(c(x)). El teorema
anterior y [CC 10.20] nos dan que

F(X) = bk (c(X)) +1=dr k(L K (c(X))) + 1 = drr /i (< (x)) + 1.

Por 1ltimo, la extensién K'/K es abeliana, luego podemos aplicar el teo-
rema [CC 10.25]: el nimero natural ¢/(x) cumple que G(K'/K)uy # 1y
G(K'/K)e(y)+1 = 1, luego es un vértice de la funcion ¢/ i, luego ¢+ /x (¢'(x))
es un vértice de ¢/, luego es un niimero entero > —1. (La funcién g, g
es lineal hasta —1, luego su primer vértice es > —1.) [

Finalmente estamos en condiciones de demostrar el teorema 13.16:

Hemos de probar que f(x) es un niimero natural para todo cardcter x de G.
Por el teorema 13.18 sabemos que f(x) es un ntmero racional > 0, luego sélo
necesitamos probar que es entero. Por el teorema de Brauer 11.48, podemos
expresar

4

donde n; € Z y cada v; es un caracter de grado 1 en un cierto subgrupo H;
de G. Por consiguiente, basta probar que f(1¢) es entero. Por 13.23, basta
probar que f(1;) es entero, lo que equivale a suponer que x tiene grado 1. En
tal caso basta aplicar el teorema anterior. m

A partir del cardcter de Artin podemos definir otro que, de hecho, es el que
nos va a interesar:

Definicién 13.26 Si L/K es una extensién finita de Galois, definimos la fun-
cion de Swan sp/k : G(L/K) — Z como la funcién dada por

— gi
SL/K = 0L/K —UoG :Z—U?a
i=1
donde u; = rg, — 1g,. (Véase el teorema 13.17.)

Explicitamente:

o [ F1—i(0) sioeGo\1,
Lk (0) { 0 ziaeGO\Go,
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y s1/k(1) estd determinado por la relacién (sp/x,lg) = 0, que se cumple
porque (ar/k,1g) =0y (u0 ,1a) = (up, 1g,) = 0.

Es claro entonces que sy /g = 0 si y sdlo si G1 = 1, es decir, si la extension
L/K es dominadamente ramificada. En caso contrario es una funcién de clases
no nula. Consideremos un caricter irreducible x de G, y observemos que

3

o)
gz o 9gi
SL/K; E - - uza XG el > 0.
90 90
i=1 =1

Por otra parte, (sp/x,x) = (ar/Kk,X) — (u§, x) € Z, puesto que ar/K 'y u§
son caracteres. Concluimos que (sy,k,X) es un niimero natural para todo Y,
luego sy, es un cardcter de G, el cardcter de Swan de la extension L/K.

13.5 El invariante de Swan

Dada una curva eliptica F/K, el cardcter de Swan que acabamos de definir
permite definir una medida §(E/K) de la ramificacién libre de las extensiones
K(E[m])/K, pero para ello tendriamos que utilizar mucha méds teoria de repre-
sentaciones de grupos que la que hemos desarrollado en el capitulo XI. En su
lugar, definiremos §(F/K) sin hacer referencia al cardcter de Swan y mostrare-
mos sélo parcialmente la relacién entre ambos conceptos.

Definicién 13.27 Sea E/K una curva eliptica, sea [ un primo distinto de la
caracteristica p del cuerpo de restos de K. Definimos el invariante de Swan de
E/K como

S(B/K) = 3 & dima iz (B /E[)),
i=1
donde G; = Gi(K (E[l))/K), gi = |Gi| y E[l]% es el subespacio vectorial de E[l]
fijado por todos los elementos de G;.

El resultado principal que probaremos en esta seccidn es el teorema siguiente:

Teorema 13.28 Si E/K es una curva eliptica, el invariante §(E/K) es un
numero natural independiente del primo | con que se calcula.

Del teorema 13.12 se sigue inmediatamente que §(E/K) = 5(Ef<m/f(nr), lo
que nos permite restringirnos al caso en que el cuerpo de restos k es algebrai-
camente cerrado sin pérdida de generalidad.

Antes de entrar en la demostracién de 13.28 probaremos algunos resultados
sobre §(E/K). En primer lugar probamos que §(E/K) depende tinicamente de
la ramificacién libre de las extensiones K (E[l])/K:

Teorema 13.29 Si E/K es una curva eliptica, para cada primo | # p, se
cumple que §(E/K) =0 si y sdlo si la extension K(E[l])/K es dominadamente
ramificada.
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DEMOSTRACION: Es claro que §(E/K) = 0 (para un [) si y sélo si G} actia
trivialmente sobre E[l], si y sélo si G7 actia trivialmente sobre K (E][l]), si y s6lo
si G1 = 1, si y sélo si la extensién K(FE[l])/K es dominadamente ramificada.

]

Ahora probamos que, para calcular 6(E/K), podemos sustituir K (E[l]) por
cualquier extensién dominadamente ramificada:

Teorema 13.30 Dada una curva eliptica E/K y un primo | # p, llamemos
Lo=K(E[l]) y sea K C Lo C L de modo que L/K es finita de Galois y L/Lg
es dominadamente ramificada.'® Entonces,
S(B/K) = 3~ % dims s (B[ BY)),
i=1

donde G; = G;(L/K) y g; = |Gi|.

DEMOSTRACION: Llamemos GY = G;(Lo/K) y ¢) = |G?|. En principio,
§(E/K) estd definido en términos de los grupos GY. Hemos de probar que
podemos reemplazarlos por los G;.

Observemos que la restriccién G(L/K) — G(Lo/K) tiene niicleo G(L/Ly),
que es primo con p, luego se restringe a un isomorfismo r : G; — GY.

Como la extensién L/Ly es dominadamente ramificada, su indice de rami-
ficacién es e = go/gl) v, para x > 0, su funcién de Hasse viene es simplemente
(x) = ex (véase [CC 10.18]). Segin [CC 10.19], tenemos que

GY = GywH/H,

donde H = G(L/Lo) y G» = G4}, donde {x} es el menor natural mayor o igual
que z. En otros términos, G = r[G..]. Més explicitamente, si la sucesién de
grupos de ramificacién de Lo/K es

0 0 0 0
Glz'”:le >Gv1+1:"':Gv2>Gv2+1:"'
entonces la de L/K es
Gy = =Gepy, > Gepy41 =" =Gepy > Gepyr1 =",

de modo que Ggi esta formado por las restricciones de los elementos de Ge,,.
Asi pues, llamando vy = 0 y agrupando los sumandos iguales en el sumatorio
del enunciado, tenemos que éste es igual a

5 el =) i 1)/ B

_ ggi(vi_vi—l) . GO\
= > T dimzyn(B[/EU) = 6(B/K),

0

donde hemos usado que ge,, = g9, v que E[l]%v: = E[[]v:. .

13En realidad esta hipétesis no es necesaria.
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Ahora mostramos el efecto de cambiar el cuerpo base, siempre mediante una
extension dominadamente ramificada:

Teorema 13.31 Si L/K es una extension dominadamente ramificada y su
indice de ramificacidn es e, entonces, para toda curva eliptica E /K y todo primo
l #p, se cumple que 6(EL/L) = ed(E/K).

DEMOSTRACION: Llamemos Lo = K(E|l]), con lo que LLy = L(E[l]). La
extensién LLy/Lg es dominadamente ramificada, luego el teorema anterior nos
da que §(F/K) puede calcularse con los grupos de ramificacién de LLy/K. Por
otra parte, 6(E /L) se calcula, por definicién, con los grupos de ramificacién de
LLy/L. Ahora tenemos una cadena de extensiones K C L C LLg en la que la
primera es dominadamente ramificada. Esto implica que

G1(LLy/K) C G(LLy/L).
El teorema [CC 10.2] nos da entonces que
Gi(LLo/L) = G;(LLy/K)NG(LLy/L) = G;(LLy/K).

Asi pues, la expresién dada por el teorema anterior para 6(E/K) coincide con
la definicién de 6(Er /L) excepto por el término go, que es diferente para ambas
extensiones y, concretamente, tenemos go(LLo/K) = ego(LLo/L). Esto implica
la relacién del enunciado. "

En particular vemos que las extensiones no ramificadas no alteran el valor

de §(E/K).

Pasemos ya a probar el teorema 13.28. En primer lugar consideraremos el
caso en que la curva E//K tiene buena reduccién potencial. El teorema 13.10
nos dice que todos los cuerpos K(E[l]) son un mismo cuerpo L, salvo quizd
Ly = K(FE|2]), que, en cualquier caso, cumple que |L : Lo| | 2.

Para que ! = 2 sea un primo admisible ha de ser p # 2, y entonces la extension
L/Ly es dominadamente ramificada, luego el teorema 13.30 nos da que §(E/K)
para [ = 2 puede calcularse igualmente con los grupos de ramificacién de L en
lugar de con los de Ly.

Si la extensiéon L/K es dominadamente ramificada, entonces 6(E/K) = 0
para cualquier primo [ con el que se calcule. En particular esto sucede si E/K
tiene buena reduccién (pues entonces L/K es trivial) o si p > 3 (por 13.10).
Supongamos, pues, que L/K tiene ramificacién libre. En particular estamos
suponiendo que la reduccién de E/K es aditiva.

Veamos que, en estas condiciones, F(K)[l] = 0. Tratamos aparte el caso en
que | = 2. Tal y como hemos explicado en la prueba de 13.10, la curva E/K
admite una ecuacion de Weierstrass de la forma

Y2 = X3+ a4, X2 + au X + ag,

de modo que los puntos de E[2] distintos del neutro son los puntos de E(K) de
coordenadas («, 0), donde « es una raiz del miembro derecho de la ecuacién. Si
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uno de ellos estd en F(K), tras un cambio de variables pasa a tener coordenadas
(0,0), y la ecuacién de Weierstrass se reduce a Y2 = X(X? + asX + ay). De
aquf se sigue que |Lg : K| ‘ 2, luego |L : K| | 4, contradiccién.

Pasamos ahora al caso en que [ > 3. Para ello consideramos las sucesiones
exactas

0 — Bo(K) — B(K) — B(K)/Eo(K) — 0,
0 — E1(K) — Eo(K) — E.(k) — 0.

que ya consideramos en la prueba del teorema 13.8. Segun el teorema 10.42, el
orden del grupo E(K)/Ey(K) divide al niimero de componentes conexas de la
fibra cerrada del modelo de Néron de E/K que, para los tipos correspondientes
a reduccién aditiva, es 1, 2, 3 o 4. Por consiguiente, todo P € E(K)[I] tiene
imagen trivial en E(K)/Ey(K), luego estd en Eo(K). A su vez, su imagen
en E.(k) = kT es trivial, pues k™ no contiene elementos de torsién, luego
P € Ey(K), pero, por [CE 6.19], sabemos que F; (K)[l] = 0.

En realidad podemos afirmar algo mas fino: como L es la menor extensién
de K donde E tiene buena reduccién, si K C K’ & L, se cumple que Ek/ sigue
teniendo reduccién aditiva y L es también la menor extensién de K’ donde E-
tiene buena reduccién, luego el argumento precedente se aplica a Eg: y nos
permite concluir que E(K')[l] = 0.

Aplicamos esto a los cuerpos K; fijados por los grupos de ramificacién Gj,
de modo que E[l]% # 0 siy solo si E(K;)[l] # 0, siy sélo si K; = L, si y sélo
si G; = 1, en cuyo caso E[l]% = E[l]. En definitiva, llegamos asf a que

29
JE/K) = =,
590
donde la suma recorre los indices i tales que g; # 1. En particular, vemos que
d(FE/K) es independiente de la eleccién de .

Recordemos que estamos suponiendo que el cuerpo de restos de K es al-
gebraicamente cerrado, por lo que G(K/L) = I,. Como Ep/L tiene buena
reduccion, el teorema 13.6 nos da que G(K /L) actia trivialmente sobre T;(E),
luego la accién de G(K/K) sobre T;(E) induce una accién

G(L/K) — Aut(Vi(E)),

que es una representaciéon de G(L/K) sobre el cuerpo Q. Llamemos x; a su
carécter.

Si G; # 1, entonces su cuerpo fijado K; esta estrictamente contenido en L,
luego la reduccién de Eg,/K; es aditiva, y 13.6 nos da que Vj(E)% = 0.

Consideramos ahora V = Q; ®g, Vi(E) con la estructura natural de Q;[G]-
médulo, que determina una representacién de G sobre el cuerpo Q; con el mismo
caracter ;. Veamos que que V& = 0 siempre que G; # 1. Para ello conside-
ramos la representacién matricial p : G; — LG(2,Q;) asociada a una base de
Vi(E). Si fuera V¥ £ 0, el sistema de ecuaciones (z,y)(p(c) —I2) = (0,0), para
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o € G, tendria una solucién no trivial en Q;, pero, al ser un sistema de ecua-
ciones lineales con coeficientes en Q;, tendria también una solucién no trivial en
Qy, lo que implicaria que V;(E)% # 0.

Al ser ; algebraicamente cerrado, podemos afirmar que (1, x;|,) = 0 luego,
llamando rq, al caracter regular de G; y u; = rg, — 1, tenemos también que

(uzG7Xl) = (ui7XlGi) = (rGi7XlGi) = Xl(l) =2.

Por el contrario, si G; = 1, entonces u; = 0y (uf, x;) = 0. Esto nos da la
siguiente expresion para el invariante de Swan:

§(E/K) = Zg— ui’, Xi) = (Sp/rs X1),

QQ

que es ciertamente un nimero natural, pues el cardcter de Swan sy /x es un
cardcter de G (o la funcién nula).

Con esto queda probado el teorema 13.28 para curvas con buena reduccién
potencial. Para abordar el caso de la reducciéon multiplicativa potencial necesi-
tamos estudiar los cuerpos K(E[m]) en este contexto. Nos apoyaremos en las
curvas de Tate:

Sea g € K tal que |¢| < 1y consideremos la curva de Tate E;/K. Tenemos
un isomorfismo de grupos

K& — B (K).

Sea m un nimero natural primo con p, sea ¢ € K una rafz m-sima primitiva
de la unidad y Q € K una raiz m-sima de ¢q. Se cumple que (¢) N {(Q) = 1, pues
si ¢* = @7, entonces ("™ = ¢’ y, como |[¢| =1, |¢g| <1, hadeseri=j=0. Es
claro entonces que (¢, Q) = (Z/mZ) X Z, y que

(¢, Q) /a" = (Z/mZ) x (Z/mZ).
Por consiguiente, el isomorfismo de Tate se restringe a un monomorfismo

(¢.Q) /4" — E[m].

Como ambos grupos tienen m? elementos, se trata de un isomorfismo.
Llamemos L = K(¢,Q). El isomorfismo de Tate se restringe a un isomor-
fismo L/q? — E(L), de donde se sigue que K(E[m]) C L. Como p { m,
la extensién ciclotémica K(¢)/K es no ramificada, y la extensiéon L/K(() es
dominadamente ramificada por [CC 2.44], luego la extensién completa L/K es
dominadamente ramificada, y lo mismo le sucede a K(FE[m])/K.

En el caso general, si E/K es una curva eliptica con reduccién multiplicativa
potencial, es decir, tal que |j(E)| > 1, el teorema 12.16 nos da una extensién
cuadrética (o trivial) L/K tal que Er /L es una curva de Tate.

Por la parte ya probada, sabemos que L(E[m])/L es una extensién no ra-
mificada. Si E/K tiene reduccién multiplicativa, la extensién L/K es trivial o
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bien no ramificada (segin que la reduccién sea multiplicativa racional o irra-
cional, aunque el segundo caso no puede darse si suponemos que el cuerpo de
restos es algebraicamente cerrado), por consiguiente, la extensién L(E[m])/K
es dominadamente ramificada, y lo mismo sucede si p = 3 (pues entonces L/K
es a, lo sumo, dominadamente ramificada).

Ahora podemos reunir los casos bésicos en los que §(E/K) es trivial:

Teorema 13.32 Para toda curva eliptica E/K, se cumple que 6(E/K) =0 en
los casos siguientes:

a) La caracteristica del cuerpo de restos es p > 3.
b) E/K tiene buena reduccién o reduccion multiplicativa.

¢) E/K tiene potencialmente reduccion multiplicativa y p > 2.

DEMOSTRACION: Fijado un primo [ # p, acabamos de ver que la extensién
K(E[l])/K es dominadamente ramificada cuando E/K tiene reduccién multi-
plicativa y cuando tiene reduccién multiplicativa potencial y p > 2. Si E/K
tiene buena reduccién, entonces la extensién K (F[l])/K es no ramificada, luego
también tenemos que 6(E/K) = 0. Sélo nos falta considerar el caso en que
E/K tenga buena reduccién potencial y p > 3, en cuyo caso basta considerar el
teorema 13.11. m

Asi pues, para probar el teorema 13.28 sélo nos falta considerar el caso en
que E/K tiene reduccién aditiva potencialmente multiplicativa y p = 2. En este
caso hemos visto que el indice de ramificacién de cada extensién K(E[m])/K
puede ser divisible entre 2, pero no entre 4, ya que K(E[m]) estd contenido en
la cadena de extensiones K C L C L(E[m]), donde la primera es cuadrética y
la segunda tiene ramificaciéon dominada.

Veamos que §(E/K) es un nimero natural. Llamemos L = K(E[l]). Pode-
mos suponer que el cuerpo de restos de K es algebraicamente cerrado, con lo
que G(L/K) = Go(L/K).

Si la extensién L/K es dominadamente ramificada, entonces §(E/K) =0y
hemos terminado. En caso contrario, tenemos que G1(L/K) tiene orden 2. Por
otra parte, el cociente G(L/K)/G1(L/K) es ciclico, por [CC 10.5].

Sea ¢ un generador del cociente y sea G1(L/K) = {1,7}. Entonces, todo
elemento de G(L/K) es de la forma o'77, y se cumple que o7 = 70 porque
G1(L/K) Q G(L/K), luego 0170 = 7. Esto implica que G(L/K) es un grupo
abeliano, y el teorema [CC 10.9] nos da entonces que go divide a todos los
indices 7 tales que G; > Gj41. Esto significa que, si en la definicién de §(E/K)
agrupamos todos los sumandos correspondientes a grupos G; iguales, el nimero
de sumandos de cada grupo es miltiplo de gg, por lo que cada uno de dichos
grupos es un nimero natural, y 6(EF/K) también lo es.

Consideremos ahora dos primos impares I3 # l;. Vamos a probar que la
definicién de § con I; coincide con la definicién con ls. Sea g € K™ tal que
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lgl <1y j(Ey) = j(E). Observemos que K contiene a las raices de la unidad
de orden Iyl, porque la extensién ciclotémica de orden lls es no ramificada
y K no tiene extensiones no ramificadas. Por consiguiente, si « es una raiz
del polinomio X2 — ¢, la extensién K(a)/K es finita de Galois (puesto que
contiene a todas las demads raices, que resultan de multiplicar o por las raices
de la unidad), y es dominadamente ramificada por [CC 2.44].

Si cambiamos K por K («), de acuerdo con el teorema 13.31, estamos mul-
tiplicando §(F/K) por el grado |K(«) : K| (tanto para el célculo con I3 como
para el célculo con l3), luego, para probar la igualdad, podemos suponer que K
contiene a las raices de ¢ de indice Iy y Is.

Hemos visto que, a través de la aplicacién de Tate, los puntos de Eq[l;]
se corresponden con productos (@7, donde ¢ € K* es una raiz [;-ésima de la
unidad, y @ € K* es una raiz [;-ésima de ¢q. Por consiguiente E,[l;] C E,(K),
para i =1, 2.

Consideremos de nuevo la extensién cuadrética L/ K dada por 12.16, para la
cual By, =2 Eyr,. Como estamos suponiendo que E tiene reduccién aditiva y Egr,
tiene reducciéon multiplicativa, la extension ha de ser ramificada. El isomorfismo
implica que E[l;] C E(L).

Por otra parte, 12.19 implica que E(K)[l;] = 0. En efecto, cada P € E[l;]
es la imagen por el isomorfismo E,;, = Ey, de un punto P’ € E,[m], y éste es la
imagen por la aplicacién de Tate de un punto de la forma (@7 € K*, donde ¢
es una raiz [;-ésima de la unidad y @ es una raiz [;-ésima de ¢g. Segun 12.19, se
cumple que P € E(K) si y solo si N(CQ7) = (2Q% € ¢~.

Ahora bien, si ¢(2Q% = ¢™, elevando a l; vemos que ¢ = ¢"™, luego
lim = 2j, luego la igualdad original es ¢(? = 1, luego ¢ = 1 (porque I; es
impar). Ademés I; | m, con lo que el punto original es (@’ = 1 (méd ¢%), que
corresponde al elemento neutro de L* /¢, luego P es el elemento neutro de E|l;].

Esto implica que K ¢ K(E[l;]) C L, luego L = K(E[l1]) = K(E[l2)).
Ademés, G(L/K) = G1(L/K) cumple que E[l;]* = 0. Por dltimo, si

G1:~'-:GU>GU+1=1,

entonces 0(E/K) = 2v, tanto para l; como para ls. Esto termina la prueba del
teorema 13.28. L]

Teorema 13.33 Si ¢ : £y — FE5 es una isogenia no nula entre dos curvas
elipticas sobre K, entonces 6(E1/K) = §(E2/K).

DEMOSTRACION: Por 13.7 sabemos que ambas curvas tienen el mismo tipo
de reduccién, asi como que éste variard de igual modo tras una extensién de
constantes. Por consiguiente, si una tiene potencialmente buena reduccion, lo
mismo le sucederd a la otra, y en tal caso, la menor extensién L/K tal que E;1,/L
tiene buena reduccién es la misma para ambas. En la prueba del teorema 13.28
hemos visto que E[I]% = 05siy sélosi G; # 1, de donde se sigue inmediatamente
la igualdad de los invariantes.

Consideremos ahora el caso en que ambas curvas tienen reduccién multipli-
cativa potencial. No perdemos generalidad si suponemos que el cuerpo de restos
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de k es algebraicamente cerrado. En virtud del teorema 13.31, podemos susti-
tuir K por cualquier extensiéon dominadamente ramificada, pues esto modificara
del mismo modo los invariantes de ambas curvas.

Sea ¢; € K tal que j(E,,) = j(E;). Igual que hemos hecho en la prueba del
teorema 13.28, podemos extender K de modo que contenga las raices [-ésimas
de ¢;. Sea L/K la extensién cuadratica tal que T,, = Eyr. Entonces Fs j, tiene
también reduccién multiplicativa (necesariamente racional), luego también se
cumple que Tj, = E5 1, y en la prueba del teorema 13.28 hemos visto que, en
estas circunstancias, se cumple que K(E1[l]) = L = K(FEz[l]), asi como que
B[] = 0 = Ey[l]°. De aqui se sigue inmediatamente la igualdad de los
invariantes. n

13.6 El conductor de una curva eliptica

Conviene reunir en un tnico término los dos invariantes e(E/K) y §(E/K)
que hemos asociado a una curva eliptica:

Definicién 13.34 Si E/K es una curva eliptica, definimos el exponente del
conductor de E/K como

f(E/K) = e(E/K) +0(E/K).
Los teoremas 13.6 y 13.32 se combinan en el teorema siguiente:

Teorema 13.35 Sea E/K una curva eliptica y sea p la caracteristica del cuerpo
de restos de K.

a) E/K tiene buena reduccidn si y sdlo si f(E/K) = 0.
b) E/K tiene reduccion multiplicativa si y sélo si f(E/K) = 1.
¢) E/K tiene reduccion aditiva si y sdlo si f(E/K) > 2.
Ademds, en el dltimo caso, se cumple f(E/K) =2 siempre que p > 3.
Similarmente, los teoremas 13.7 y 13.33 se combinan en el teorema siguiente:

Teorema 13.36 Si ¢ : £y — FE5 es una isogenia no nula entre dos curvas
elipticas sobre K, entonces f(E1/K) = f(E2/K).

Ahora podemos reunir la informacién local contenida en los exponentes
f(E/K) en el concepto global de conductor, definido para curvas elipticas sobre
cuerpos de cocientes de dominios de Dedekind (no necesariamente locales):

Definicién 13.37 Sea K el cuerpo de cocientes de un dominio de Dedekind
D de caracteristica 0 y tal que, para cada divisor primo p de D, el cuerpo de
restos k, = D/p sea perfecto. Si E/K es una curva eliptica, para cada primo
p de D podemos considerar la complecién K, de K, que es un cuerpo métrico
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completo de caracteristica 0 con cuerpo de restos perfecto, asi como la curva
eliptica Fk,, que —tal y como hemos razonado al principio del capitulo— tiene
el mismo tipo (y subtipo) de reduccién que E/K sobre p. Definimos

f(E/K) = f(Ek,[Ky).

En virtud de los teoremas 8.22 y 13.35, tenemos que f, (E/K) = 1 salvo alo
sumo para un numero finito de primos, por lo que podemos definir el conductor
de E/K sobre D como el ideal de D dado por

f(E/K) = TTp™ 2/,
P

Es claro que el teorema 13.36 es valido también globalmente: dos curvas
elipticas iségenas (sobre un dominio de Dedekind) tienen el mismo conductor.

Aparentemente, el cdlculo del conductor (o, mds concretamente, el cdlculo
de los exponentes del conductor en primos con cuerpo de restos de caracteristica
2 0 3) es complicado, porque exige calcular invariantes de Swan, que dependen
de los grupos de ramificacién de ciertas extensiones de cuerpos. Sin embargo,
en la practica el cdlculo es muy simple gracias a la llamada férmula de Ogg,
segun la cual, si E/K es una curva eliptica y £/5 es su modelo regular minimal,
entonces

vp(Ap) = fo(E/K) +myp — 1,

donde A, es el discriminante minimal de E/K en p y m, es el nimero de
componentes irreducibles de la fibra cerrada &£, contadas con su multiplicidad
(de modo que, por ejemplo, los tipos I, 1§ ; v If 5 tienen todos m = 5).

Asi pues, el conductor de una curva eliptica puede calcularse con el algoritmo
de Tate. La féormula de Ogg no es ficil de probar. El lector puede comprobarla
trivialmente para primos con cuerpo de restos de caracteristica p > 3. Sdlo
tiene que combinar la tabla del teorema 9.1 para calcular v, (A,) y la tabla 8.1
que nos da el valor de m, para cada tipo de reduccién. Naturalmente, éste es
precisamente el caso en que la férmula carece de interés, pues si p > 3 tenemos
que fo(E/K) = €,(E/K) se calcula trivialmente sin necesidad de la férmula.

Esto nos permite concebir al invariante de Swan §(F/K) como la correccién
de €(E/K) necesaria para que la férmula de Ogg sea valida también cuando
p=2,3.

El nombre de “férmula de Ogg” no parece muy afortunado: Tate la habia
constatado ya para p > 3, Ogg publicé una demostracién vélida cuando p = 3,
pero incompleta en el caso p = 2, y la primera demostraciéon general se debe a
Saito, aunque aqui no estamos en condiciones de exponerla.
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