La trascendencia de e y 7

Comenzamos introduciendo unos convenios utiles de notacion:

Definicién 1 Escribiremos A" = r!, de modo que si f(z) = > ¢,.2" € C[z],
r=0

entonces f(h) representard

f(h) = icmr = i !
r=0 r=0

[gualmente, f(z + h) serd el polinomio que resulta de sustituir y” por
h" = r! en la expresion desarrollada de f(z + y). Concretamente:

et =Y ety =3 ey (1) - 3 (f} () ’f) 3

r=0 r=0 k=0 k=0 \r=k

luego

e =3 (S0 (1) =30 (S0 e = o
pardl r A k=0 \r=k (r = k)! k=0

donde f*(z) es la k-ésima derivada formal del polinomio f. Observar que

fz+h)=> clz+h),

r=0

pues
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f(z) = f(z +h).
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Asi mismo,

FO+R)=>"f0)=> erl = f(h).

Sea

Teniendo en cuenta que

i
(7’+n)' n!

9

es claro que la serie converge en todo C y que |u.(2)| < e/*l. Llamaremos

ur(2)
elzl -

e (2) =
Asi, |e,(2)] < 1.
Teorema 2 Sea ¢(z) = > ¢,.2" € Clz]. Sea ¥(2) = ) cr€6.(2)z". Entonces
r=0 r=0

e ¢(h) = ¢(z + h) + ¥(2)el!

DEMOSTRACION: En primer lugar

(HWZZ( > S Zgz _T'Zkl’

k=0

y por otro lado

rle® —u,(2)2" = T'Z ‘ Z D Zk—— f: Z—|
= T!Z%,
k=0

osea, (z 4+ h)" =rle* —u,.(2)2", y por lo tanto
" = (z4+h) +up(2)2" = (z+ h)" + efle (2)2".

Multiplicando por ¢, y sumando en r obtenemos la igualdad buscada. =



Teorema 3 Sea m > 2 y f(x) € Z[z]. Definimos los polinomios Fy y F
mediante:

xmfl rm

@) Fo) =

B ey

=)0 1)!f(ﬂff)-

Entonces Fy(h), Fy(h) € Z, Fi(h) = f(0) (méd m) y F3(h) =0 (méd m).
DEMOSTRACION: Sea f(z) = > a,z", con a, € Z. Entonces
r=0

s _
l.r+m 1

Fi(z) = Zarm, Fu(h) = Zar% €z

r=0 r=0

y m divide a cada sumando excepto quiza al primero, que es ap = f(0). Por
lo tanto Fj(h) = f(0) (méd m). Con Fy se razona andlogamente. .

Como tltimo preliminar recordemos que p(x1,...,x,) € Alxy,...,x,] es
un polinomio simétrico si para toda permutacion o de las variables se cumple
que p(xy,...,x,) = plo(x1),...,0(x,)). Los polinomios simétricos elemen-
tales de n variables son los polinomios ey, ..., e, tales que e; es la suma de
todos los monomios posibles formados por ¢ variables distintas. Por ejemplo,
los polinomios simétricos elementales de tres variables son

eo=1, egr=x+y+z e =xyt+rz+yz, e3=ayz.

Vamos a usar los dos resultados siguientes sobre polinomios elementales:

Todo polinomio simétrico p(z1, .. .,x,) es de la forma q(eq, .. ., e,),
para cierto polinomio q(x1,...,2y,).

Los coeficientes (x—ay) -+ (x —ay,) son (—1)'e;(ay, ..., an), para
1=0,...,n.

Teorema 4 El nimero e es trascendente.

DEMOSTRACION: Si e fuera algebraico seria la raiz de un polinomio con

n

coeficientes enteros. Digamos Y ¢! = 0, conn > 1, ¢, € Z, ¢y # 0 (si ¢
t=0

fuera 0 podriamos dividir entre e y quedarnos con un polinomio menor).

Sea p un primo tal que p > ny p > |cg|. Sea

¢(r) = ((z =D =2)---(z—n))"



Por el teorema 2:
0="> ae'ph)=> adt+h)+> c(t)e =8 + 5.
t=0 t=0 t=0

Tomando m = p, el teorema 3 nos da que ¢(h) € Z'y

¢(h) = (=1)""(n!)? (mdd p).
Si 1 <t <n, entonces

gb(t-l—x):%((m—l—t—1)(m—|—t—2)---x---(x+t—n))p,

y sacando el factor x queda

Bt + h) =

con f(z) € Z[x]. Por el teorema 3 tenemos que ¢(t+h) € Z y es un multiplo
de p. Ahora,

Sy =Y ot +h) = cop(h) = co(=1)"" () # 0 (méd p),

ya que ¢g # 0y p > n,|co|. Asi pues, S; € Zy Sy # 0, luego |S;| > 1. Como
S1+ S5 = 0, lo mismo vale para Sy, es decir, |S;] > 1. Por otro lado, sea

o(z) = > a,z". Entonces
r=0

S

Z ar€,(t)t"

r=0

()] =

S S
< Z |ar| e, ()]t < Z |a|t".
r=0 r=0

Observemos que |a,| es el coeficiente de grado r del polinomio
xPt
(p—=1)!

Basta ver que si b; es el coeficiente de grado ¢ de ((z —1)---(x —n))?,
entonces |b;| es el coeficiente de grado i de ((z +1)--- (x +n))?, pero

((z+1)---(z+n))"

bi| = (=) "enpi(l,...;n,. .. 1, n)|

= (=) ey i(—=1,...,—n,...,—1,...,—n).
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Por lo tanto podemos concluir:

tp—1

01 < Y larlt” = (6 e+ 2) - e+ )

y en definitiva:

(tt+1)---(t+n))P"
(p—1)!

Pero esta expresién tiende a 0 cuando p tiende a infinito (por la conver-

gencia de la serie de la funcién exponencial). En consecuencia, tomando p
n

suficientemente grande podemos exigir que Sy = Y ¢;h(t)e! cumpla |Sy| < 1,
t=0

cuando hemos demostrado lo contrario para todo p. Esto prueba que e es

trascendente. "

WOl < @+ 1D(E+2)---(t+n)

La trascendencia de 7 es algo mas complicada de probar. Ademas de los
teoremas 2 y 3 necesitaremos otro resultado auxiliar:

Teorema 5 Sea p(z) = da™ + dyz™ ' + -+ + dp17 + d,,, € Zlx], sean
aq, ..., 0 sus raices en C y sea q(xq,. .., Tn) € Z[xq,. .., Ty] un polinomio
simétrico. Entonces q(day, ..., doy,) € Z.

DEMOSTRACION: Claramente

A" p(x) = (da)™ +dy(de)™ " +ddo(da)™ 2+ - -+ d" P d gy (da) + d™ d.
O sea, d"'p(x) = r(dz), donde
r(z) = 2™ + dia™ "+ dder™ P 4 -+ d" P d g + AN, € 22

es un polinomio monico y sus raices son obviamente dayq, ..., da,. Conse-
cuentemente, r(x) = (x — doy) - - - (r — day,) y los coeficientes de 7(x) son
(—1)'e;(day, . . ., day,) para i = 0,...m. Asi pues, e;(day,...,da,) € Z para
1=1,...,m.

Por otro lado sabemos que ¢(x1,...,z,) = r(e1,. .., e,) para cierto poli-
nomio r(xy,...,Ty) € L1, ..., x,], luego

q(daq, ..., day,) = r(ei(daq, ..., day,), . . .,en(day, . ... doy,)) € Z.



Teorema 6 El numero m es trascendente.
DEMOSTRACION: Si 7 es algebraico también lo es im. Sea

dz™ +dya™ '+t dpw + dy, € Z[2]

un polinomio tal que d # 0 y con raiz im. Sean wy,...,w,, sus raices en C.
Como una de ellas es im y €™ +1 = 0, tenemos que (14 ¢“1) - (1+e“m) = 0,
0 sea,

2m_1

1+ Z et =0,

=1

donde a, ..., om_1 SON W1, ..., Wy, W1 +Wo, .. oy W1+ Wiy« + s W+ Wi
Supongamos que ¢ — 1 de ellos son nulos y n = 2" —1 — (¢ — 1) no son

nulos. Ordenémoslos como aq,...,a,,0,...,0. Asic>1y

c+ ) e =0. (1)
t=1

Notemos lo siguiente:
ei(x1, .. xy) = ei(x1,...,2,,0,...,0),

donde e; es a la izquierda el polinomio simétrico elemental de n variables y
a la derecha el de 2™ — 1 variables. Por lo tanto

ei(dal, ceey dan) = €i<d011, RN dO./Qm_l)

= e;(dwy, ..., dwn,dwy + dws, . . ., dwym_1 + dwpy, ..., dw; + -+ + dwp,).

Sea qi(T1, .., Tm) = € (X1, .. o, Ty T1F T2y o oy Ty 1 F Ty« o, T1F -+ L)
Claramente se trata de polinomios simétricos con coeficientes enteros y

ei(day, ..., day,) = qi(dwy, . . ., dwy,),

luego el teorema anterior nos permite afirmar que e;(day, . . ., do,) € Z.

Sis(z1,...,2,) € Zlxy, ..., x,] es simétrico, entonces s depende polindémi-
camente de los e;, luego s(day, . . .,da,) € Z. Sea p un primo tal que p > |d|,
p>c, p>|dar---a,l|. Sea

dnp*H?* 1 P~ 1

]

((z—a)-(z = an))".



Multiplicamos (1) por ¢(h) y aplicamos el teorema 2. Nos queda

n

cp(h) + > plon +h)+ ) w(an)e™ = Sy + 81 + 85 = 0.

t=1 t=1

Ahora,
— ! p—1 P
o(z) = = 1)!d ((dx — day) - - - (dx — day,))”.
Los coeficientes de (y — day) - - - (y — dey,) son polinomios simétricos ele-
mentales sobre day, . . ., day,, luego son enteros, segiin hemos visto antes. De

aqui se sigue que también son enteros los coeficientes de (dx — day) - - - (dx —
doy,), con lo que

e .
o(x) = m Z_;grq: , donde cada g, € Z.

Por el teorema 3 tenemos que ¢(h) € Z y ¢(h) = go (mdd p). Concreta-
mente, gy = (—1)P"dP~(da; - - - day, )P, luego por la eleccién de p resulta que
p1 go (aqui es importante que da; - - - da,, € Z porque es el término indepen-
diente de (y — day) -+ - (y — day,). Como p 1 ¢, resulta que p1 Sy = co(h).

Nos ocupamos ahora de S7. Tenemos que

dnp+P—l (at + I)p—l

Play + ) = (z+ar—a1) - (r+ o — 1)

(p—1)!
(4o —ap) (T4 —ap))’
p
- ﬁ & (day + dz)P~ Y ((dz + doy — day) - - (dz + day — day_y)

(dZE + dO(t - dO{t+1) cee (dl’ + dOét - dOén>>p

2P np—1

L o

(p— 1! =

donde f,y = fr(day,day, .. .,day_q,dayyy, . .., day,) v fr es un polinomio simé-

trico respecto a todas las variables excepto la primera, con coeficientes enteros
y que no depende de t. En efecto, consideramos el polinomio

(= (=)™ (= (w2 = o0) -+ (= (= 21))
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Sus coeficientes son los polinomios simétricos elementales actuando sobre

—x1 (p — 1 veces) y sobre x5 — x1,...,x, —x1 (p veces cada uno), luego son
polinomios simétricos en x», ..., x,. Digamos que el polinomio es
np—1
Z Sp(T1y oo xn)y".
r=0
Entonces
2P np—1
ol + 1) = — Z dPs.(doy, day, . . doy_1, dogyq, - .. dag)d "
(p— 1! =
es decir, f, = d"Ps,(x1,...,2,). Por lo tanto,
n LI}p np—1 n
Z¢(at+x): ( _1)| Z Zf’l‘t 'Ira
t=1 p T r=0 \t=1
pero

Z frt = Z fr(data dala LY dat—la dat-ﬁ-la SRS dan)v
t=1 t=1

n
y el polinomio > f.(zy, 1, ..., T4_1, Tyy1, - . -xy,) €8 simétrico (respecto a todas
t=1 n
las variables), luego F, = > f.+ depende simétricamente de day, ..., do, y
t=1
por lo tanto es un entero. Asi pues,

n 2P np—1
Z dlay + ) = Z F.x",
t=1 (p—1)! r=0

y por el teorema 3 concluimos que S; = > ¢(ay + h) € Z y es multiplo de p

i=1
(aqui hemos usado que (¢1 + ¢2)(h) = ¢1(h) + ¢2(h), lo cual es evidente).

Esto nos da que Sy + S1 € Z y no es un multiplo de p. En particular
|So+ 51| > 1y, por la ecuacién Sy + S; + Sz = 0 resulta que también S, € Z

y |Se| > 1. Como en el caso de e, ahora probaremos lo contrario.
np+p—1
Sea ¥(x) = Y. c¢q€6(x)z". Entonces
r=0

np+p—1 np+p—1
‘¢<$)‘ = Z CTGT(.QZ)LET < Z ‘CTer’
r=0 r=0

|d|n7();p: 1|;C!|p_ (el + laal) - (J] + [en))”




(por el mismo razonamiento que en la prueba de la trascendencia de e) y asi
N 2np+2p—2

(p—1°
donde M es una cota que no depende de p.

Como M?w+2p=2 < \2mwt2p — NfRn+2)p — KP — K KP~1 tenemos que

[¥(2)] <

K1
(p—1)!

y la sucesion converge a 0 cuanto p tiende a infinito, pues la serie converge
a Ke¥. Esto para cada x fijo. Tomando un primo p suficientemente grande

[Y(z)] < K

n
podemos exigir que |Sy| < > [w(ay)|el*! < 1, con lo que llegamos a una
t=1

contradiccion. "



