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TEORIA DE MODELOS

J. CLIMENT VIDAL

ABSTRACT. En este capitulo definimos las nociones de signatura de primer or-
den homogénea y de morfismo entre ellas, el concepto de estructura algebraico-
relacional homogénea sobre un conjunto, los sistemas algebraicos homogéneos
y los homomorfismos entre ellos. También definimos las nociones de subsis-
tema algebraico de un sistema algebraico y congruencia sobre un sistema alge-
braico y estudiamos las propiedades de los conjuntos de todos los subsistemas
algebraicos y congruencias de un sistema algebraico y demostramos los teo-
remas de Noether. Por otra parte, demostramos la existencia y establecemos
las propiedades de los productos, igualadores, coigualadores, limites proyec-
tivos, limites inductivos, productos reducidos y ultraproductos de los sistemas
algebraicos y homomorfismos entre ellos. Por iltimo, una vez definidos los
términos y las férmulas de la l6gica de predicados homogénea y la relacién de
satisfaccidn entre sistemas algebraicos, férmulas y valoraciones, establecemos
las nociones de modelo de un conjunto de férmulas y de teoria de un conjunto
de sistemas algebraicos; a continuacién, exponemos la conexién de Galois con-
travariante (inducida por la relacién de satisfaccién) entre los reticulos com-
pletos de los sistemas algebraicos (de una signatura dada) y de las férmulas,
definimos y estudiamos los conceptos de encajamiento elemental y equivalencia
elemental, y demostramos el teorema de completud de Godel-Mal’cev, previa
presentacion de un sistema deductivo, que afirma la identidad entre la relacién
de consecuencia sintactica y la relacién de consecuencia semantica.
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La teoria de modelos es la rama de la 16gica matematica que estudia la conexién
que existe entre los conjuntos de férmulas, relativas a cierto lenguaje formal, y
conjuntos de sistemas algebraicos, adecuados al mismo lenguaje formal, inducida
por la relacién de satisfacibilidad de Tarski. También podria decirse, en tanto
que ampliacién del Programa de Erlangen de Klein, que la teoria de modelos se
ocupa del estudio de los invariantes de los sistemas algebraicos, i.e., del estudio de
las propiedades de los sistemas algebraicos que son preservadas bajo equivalencias
elementales. Para ciertos autores, e.g., Chang & Keisler, la teoria de modelos es
simplemente la “suma” del dlgebra universal y de la 16gica matematica.

El teorema de Lowenheim-Skolem, segtin el cual cualquier sentencia de la logica
de predicados de primer orden (abreviado como FOPL) que sea verdadera en un
sistema algebraico lo es en uno que sea a lo sumo infinito-numerable, es el primer
resultado de la FOPL que puede ser considerado como perteneciente a la teoria
de modelos. Sin embargo, el primer resultado que establece un vinculo entre la
nocién de demostrabilidad y la de verdad es el teorema de completud de Godel,
segtin el cual una sentencia de FOPL es verdadera exactamente si es demostrable,
estableciendo asi la identidad, para la FOPL, entre las relaciones de consecuencia
sintactica y seméntica.

Cabe senalar también que Tarski, en su trabajo “The concept of truth in formal-
ized languages”, realizé un profundo andlisis de la interpretacién de las sentencias de
un lenguaje formal en sistemas algebraicos adecuados al mismo. Ademads, Skolem,
en la misma época, demostro la existencia de modelos no-standard de la aritmética,
haciendo uso del método de los ultraproductos.

Estos desarrollos auténomos de la teoria de modelos, tuvieron su continuacién
con los trabajos de Mal’cev sobre el teorema de compacidad, segin el cual una
condicién suficiente para que un conjunto de sentencias de FOPL tenga un modelo
es que cada subconjunto finito del mismo tenga un modelo, y su aplicacién a la
demostraciéon de teoremas de la teoria de grupos infinitos. Ademads, el teorema de
compacidad proporciona un medio para demostrar teoremas de encajamiento en
algebra, e.g., si cualquier subanillo finito-generado de un anillo no conmutativo se
puede encajar en un anillo con divisién, entonces el anillo se puede encajar en un
anillo con divisién. También en esta linea algebraica, A. Robinson estudié a los
conjuntos de modelos de conjuntos de sentencias de la FOPL en el mismo sentido
que en la geometria algebraica se estudian los conjuntos de los ceros de ideales
generados por polinomios y obtuvo resultados aplicables a la teoria de cuerpos.



Otro tipo de aplicacién estd relacionado con la completud, e.g., hay resultados
acerca del cuerpo de los nimeros reales que se pueden formular en FOPL pero
que han sido demostrados usando métodos topolégicos. Un resultado de Tarski
demuestra que tales resultados son verdaderos en todos los cuerpos reales cerrados
independientemente de sus propiedades topolégicas. Un método relacionado ha sido
usado por A. Robinson para dar una nueva demostraciéon de un teorema de Artin
relativo a un problema de Hilbert. El mismo A. Robinson, haciendo uso del método
de los ultraproductos, aplicé la teoria de modelos para obtener nuevos resultados
en el andlisis mateméatico. También han sido obtenidos resultados acerca de la
independencia y consistencia relativa, por parte de Cohen, mediante la construccién
de modelos adecuados.

Ademas, los métodos de la teoria de modelos permiten obtener caracterizaciones
de ciertas clases de sentencias mediante el estudio de las propiedades de clausura
de los conjuntos de modelos de las mismas, asi e.g., como vimos en el capitulo
anterior, las clases ecuacionalmente definibles son exactamente las clases de dlgebra
universales cerradas bajo imagenes homomorfas, subdlgebras y productos.

1. SISTEMAS ALGEBRAICOS HOMOGENEOS

En esta seccién definimos en primer lugar las nociones de signatura de primer
orden

1.1. Signaturas y sistemas algebraicos.

Definition 1. Una signatura de primer orden es un par ((X, ar), (II, rk)), abreviado
como (X,II) en el que X, el conjunto de los simbolos de operacidn, es un conjunto,
ar, la ariedad, una aplicacién de ¥ en N, II, el conjunto de los simbolos de relacion,
es un conjunto, rk, el rango, una aplicacién de Ilen N — 1. Si o € ¥ y ar(o) = n,
entonces decimos que ¢ es un simbolo de operacién n-ario, y, para cada n € N,
denotamos por 3, el conjunto de todos los simbolos de operacion n-arios. Del
mismo modo, si # € II y rk(7) = n, entonces decimos que 7 es un simbolo de
relacién n-ario, y, para cada n € N — 1, denotamos por II,, el conjunto de todos los
simbolos de relacién n-arios.

La ariedad de un simbolo de operacién o, indica el nimero de los argumentos
que tendra cualquier realizacién de ¢ como una operacién sobre un conjunto. Por
otra parte, el rango de un simbolo de relacién 7, indica el nimero de los argumentos
que tendra cualquier realizaciéon de m como una relacién sobre un conjunto.

Definition 2. Sea (X,II) una signatura de primer orden y A un conjunto. Una
(X, I)-estructura sobre el conjunto A es un par (F, R) en el que F es una aplicacién
de ¥ en (J, Hom(A*(?)| A) tal que, para cada 0 € ¥, F, € Hom(A*() A)y
R una aplicacién de II en |J, oy Sub(A™(™) tal que, para cada m € II, R, €
Sub(A™(™),

En algunos casos, para evitar equivocaciones, denotaremos la (3, IT)-estructura
que estemos considerando sobre un conjunto A por (FA, R4), a las operaciones
que la componen por F[,-A, con o € ¥ y a las relaciones por R?. Ademsds, cuando
ar(c) = 0, denotaremos por o2 el valor de F2:1—> A en el tinico miembro de 1.

Un (X, II)-sistema algebraico o, para abreviar, un sistema algebraico es un triplo
ordenado A = (A, F, R), en el que A es un conjunto y (F, R) una (X, IT)-estructura
sobre A.

Si ¥ = @, entonces a los (X, II)-sistemas algebraicos los denominamos II-sistemas
relacionales. Ademds, si A = (A, F, R) es un (X, II)-sistema algebraico, el par (4, F)
es la ¥-4lgebra subyacente del mismo y, del mismo modo, el par (A, R), el II-sistema
relacional subyacente de dicho sistema algebraico.
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1.2. Homomorfismos de sistemas algebraicos. Una vez definido el concepto
de (3, II)-sistema algebraico, definimos los homomorfismos entre los mismos, la
composiciéon de los homomorfismos y establecemos las propiedades bésicas de la
composicion.

Definition 3. Sean A = (A, F,R) y B = (B, G, T) dos (X, II)-sistemas algebraicos.
Un (X, II)-homomorfismo o, simplemente, un homomorfismo de A en B es un triplo

ordenado (4, f, B), abreviado como f y denotado por f: A——= B, en el que f es
una aplicacién de A en B, tal que:

(1) Para cada o € 3, con ar(o) = n, el diagrama:

f’fl

ATL > B’n

FL ‘Ga

A B

conmuta, i.e., para cada x € A", f(F,(x)) = G, (f"(x)).
(2) Para cada 7 € II, con rtk(w) = n, f*[R;] C Ty i.e., para cada x € A", si
x € Ry f*(x) € Ty.

Proposition 1. Sean f: A—=B, g: B——=C y h: C——= D tres homomorfis-
mos. Entonces:
(1) Siendo ida = (A, ida,A), se cumple que idg: A— A, el (X, II)-homomorfismo
identidad de A, es un endomorfismo de A.
(2) Siendo go f = (A,go f,C), se cumple que g o f: A—>C, el (S,1I)-
homomorfismo composicién de [ y g, es un (X, II)-homomorfismo de A en

C.

(3) (Asociatividad). El diagramas:

A p A
hog
gof ;\\\\\:ES
c D
\ h

(

ho(gof)

conmuta.
(4) (Neutros). Los diagramas:

id
Ay A
/ Jf
B

s

idg

v

conmutan.

Proof. O



Las propiedades que acabamos de establecer acerca de los homomorfismos, nos
permiten afirmar que los (X, IT)-sistemas algebraicos cuyos conjuntos subyacentes
pertenezcan a un universo de Grothendieck, U, arbitrario pero fijo, junto con los
homomorfismos entre tales (X, IT)-sistemas algebraicos, constituyen una categoria.

Proposition 2. Sea U un universo de Grothendieck. Entonces los (X, I1)-sistemas
algebraicos A tales que A € U, junto con los homomorfismos entre ellos constituyen
una categoria: SAlg(X, II).

Proof. O

Antes de proseguir con el estudio de los conceptos de subsistema algebraico y
cociente de un sistema algebraico y debido a que nos sera de utilidad cuando defi-
namos los conceptos de encajamiento y de homomorfismo fuerte, demostramos que
podemos inducir familias de relaciones, de manera optimal, sobre el dominio comin
de una familia de aplicaciones cuando los codominios de las mismas estén dotados
de familias de relaciones, y, dualmente, que podemos inducir familias de relaciones,
de manera cooptimal, sobre el codominio comin de una familia de aplicaciones
cuando los dominios de las mismas estén dotados de familias de relaciones.

Lemma 1. Sea (A, F') una X-dlgebra, (B, | i € I) una familia de (X, I1)-sistemas
algebraicos, siendo, para cada i € I, B, = (B;,G, T y f = (fi | i € I) una
familia de X-homomorfismos, en la que, para cada i € I, f;: (A, F)—=(B;,G").
Entonces hay una dnica familia de relaciones R = (R, | m € II) en A, en la que,
para cada w € I, con tk(w) =n, Ry C A™, a la que denotamos por Lf(ﬁi |iel),
y denominamos el levantamiento optimal de (B, | ¢ € I) a través de f, tal que:
(1) Para cada i€ I, fi: (A, F,LY(B,|ie I))—B,.
(2) Para cada (3, 1)-sistema algebraico C = (C, H,U) y cada X-homomorfismo
g: (C,H)— (A, F), si, para cada i € I, f; o g: C—>DB,, entonces
g: C— (A, F, L7 (B; | i € 1)).
Ademds, se cumple que:
(1) Para cada familia de relaciones R = (R, | m € II) en A:

[M4(A,F,R)=R.

(2) Si, para cada i € I, (C;; | j € Ji) es una familia de (Z,I1)-sistemas
algebraicos, g; = (gi,; | j € Ji) una familia de X-homomorfismos, en la que,
para cada j € Ji, gij: (Bi,G')—(Cyj, HY) y T* = L9(C, ; | j € Ji),
entonces
LoD, | G, 5) € [[ 7)) = L (B, L9(Coj | 5 € i) | i € ).

iel
Proof. Es suficiente que tomemos la familia R = (R, | m € IT) en A, en la que, para
cada w € II, R, es la relacién definida como:

R = ()T}
iel
(]

Demuéstrese que dada una X-dlgebra (A, F), el levantamiento optimal de (B, |
i€ @) atravésde f = (fi | i€ @) es (A | 7 €TI).

Definition 4. Sea f: A——= B un homomorfismo de (X, II)-sistemas algebraicos.
Decimos que f es un homomorfismo optimal si, para cada (X, IT)-sistema algebraico
C = (C,H,U) y cada X-homomorfismo g: (C,H)— (A, F), si fog: C—=B,
entonces g: C——= A.
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Proposition 3. Sea f: A——= B un homomorfismo de (X, II)-sisternas algebraicos.
Una condicion necesaria y suficiente para que f sea un homomorfismo optimal es

que R =L/ (B).
Proof. O

Proposition 4. Si f: A—=B y g: B——C son homomorfismos optimales, en-
tonces go f: A——=C es un homomorfismo optimal. Ademds, si go f: A—=C es
un homomorfismo optimal, entonces f: A—s B es optimal.

Proof. O

Proposition 5. Sea (A, F) una X-dlgebra. Entonces el sistema algebraico (A, F, (A™(™) |
m € II)) es tal que, para cada sistema algebraico B y cada homomorfismo de X-
dlgebras f de (B,FE) en (A, F), hay un tinico homomorfismo de sistemas alge-
braicos g de B en (A, F,(A™™) | 7 € 1)) tal que ida,pyog=1f.

Proof. O

Lemma 2. Sea (A, F) una X-dlgebra, (B; | i € I) una familia de (X, II)-sistemas
algebraicos, siendo, para cadai € I, B, = (B;,G',T") y f = (f; | i € I) una familia
de ¥-homomorfismos, en la que, para cadai € I, f;: (B;, G*) —= (A, F). Entonces
hay una dnica familia de relaciones (R, | m € IT) en A, en la que, para cada w € 11,
con 1k(m) = n, Ry C A", o la que denotamos por L(B; | i € I), y denominamos
el levantamiento cooptimal de (B, | i € I) a través de f, tal que:
(1) Para cadai €1, fi: B,—=(A,F,Ly(B, |i€I)).
(2) Para cada (X, 0)-sistema algebraico C = (C, H,U) y cada Z-homomorfismo
g: (A,F)—(C,H), si, para cada i € I, go fi: B,—=C, entonces
g: (A, F,L¢(B; |ie1I))—=C.
Ademds, se cumple que:
(1) Para cada familia de relaciones R = (R, | m € II) en A:

Lia,(A,F,R) = R.

(2) Si, para cada i € I, (C;; | j € Ji) es una familia de (X,I1)-sistemas
algebraicos, g; = (gi,; | j € Ji) una familia de X-homomorfismos, en la que,
para Cadaj € Ji7 Gij- (Ci7j7Hi’j)‘>(BiaGi) Y T = Lgi(Qi,j | ] € Jl);
entonces
Lifogilien(Cy ;| (i,7) € HJZ) = Li((Bi, Ly, (C; 5 1 7 € Ji)) | i € 1).

icl
Proof. Es suficiente que tomemos la familia R = (R, | # € II) en A, en la que, para
cada w € II, R, es la relacién definida como:

i€l

O

Demuéstrese que dada una X-dlgebra (A, F'), el levantamiento cooptimal de (B, |
ie@)atravésde f=(fi|i€ @) es (@ |7 ell).

Definition 5. Sea f: A——= B un homomorfismo de (X, II)-sistemas algebraicos.
Decimos que f es un homomorfismo cooptimal si, para cada (X, II)-sistema alge-
braico C' = (C, H,U) y cada X-homomorfismo g: (B,G) — (C,H),sigof: A—C,
entonces g: B——=C.



Proposition 6. Sea f: A——= B un homomorfismo de (X, II)-sisternas algebraicos.
Una condicion necesaria y suficiente para que f sea un homomorfismo cooptimal

es que T = Ly (A).
Proof. O

Proposition 7. Si f: A—=B y g: B——=C son homomorfismos cooptimales,
entonces go f: A——=C es un homomorfismo cooptimal. Ademds, sigof: A—=C
es un homomorfismo optimal, entonces g: B——=C' es cooptimal.

Proof. O

Proposition 8. Sea (A, F') una X-dlgebra. Entonces el sistema algebraico (A, F, (< |
m € 1)) es tal que, para cada sistema algebraico B y cada homomorfismo de X-
dlgebras f de (A, F) en (B, FB), hay un tinico homomorfismo de sistemas alge-
braicos g de (A, F, (@ | m € 1)) en B tal que goidia,ry = f.

Proof. O

Definition 6. Sean A = (A, F,R) y B = (B, G, T) dos (X, II)-sistemas algebraicos.
(1) Un encajamiento de A en B es un homomorfismo optimal inyectivo f de A

en B, i.e., un homomorfismo inyectivo tal que R = L/ (B).
(2) Un homomorfismo fuerte de A en B es un homomorfismo cooptimal so-

breyectivo f de A en B, i.e., un homomorfismo sobreyectivo tal que T =
L(A).

Proposition 9. Si f: A—= B es un homomorfismo optimal sobreyectivo, en-
tonces es un homomorfismo fuerte.

Proof. O

Proposition 10. Si f: A—= B y g: B——=C son encajamientos, resp., homo-
morfismos fuertes, entonces go f: A——=C es un encajamiento, resp., un homo-
morfismo fuerte.

Proof. O

Proposition 11. Si f: A—= B yg: B——=C son homomorfismos y gof: A—=C
es un encajamiento, entonces f es un encajamiento.

Proof. O

Proposition 12. Si f: A—= B yg: B——=C son homomorfismos y gof: A—=C
es un homomorfismo fuerte, entonces g es un homomorfismo fuerte.

Proof. O

Proposition 13. Sea f: A——=B un homomorfismo. Una condicion necesaria
y suficiente para que f sea un isomorfismo es que sea un homomorfismo fuerte
nyectivo.

Proof. O

Demuéstrese que una condicién necesaria y suficiente para que un homomorfismo
f: A——= B sea un isomorfismo es que sea un homomorfismo optimal biyectivo, o
que sea un homomorfismo cooptimal biyectivo.
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1.3. Subsistemas algebraicos.

Definition 7. Sean A = (A, F,R) y B = (B,G,T) dos (X, II)-sistemas algebraicos
y X un subconjunto de A.
(1) Si o € X, con ar(c) = n, decimos que X estd cerrado bajo la operacion
F,: A" —> A si, para cada a € X", F,(a) € X, i.e., si F,[X"] C X.
(2) Decimos que X es un cerrado de A si, para cada o € ¥ con ar(c) = n,
y cada a € X", Fy(a) € X, ie, si X estd cerrado bajo cada una de
las operaciones estructurales de A. Al conjunto de los cerrados de A lo
denotamos por S(A).
(3) Decimos que B es un subsistema algebraico de A, y lo denotamos por B < A
,si B C Ay silainclusién canénica, ing = (B,ing,A), de B en A es
un encajamiento de B en A. Si ademas B # A, decimos que B es un
subsistema algebraico estricto de A. Denotamos por Sub(A4) el conjunto de
los subsistemas algebraicos de A.

Si B = (B,G,T) es un subsistema algebraico de A = (A, F, R), entonces se
cumple que G = F[B y que, para cada 7 € II, con k(7)) = n, T, = R, N B™.

Proposition 14. Sea A un (X, II)-sistema algebraico. Entonces existe una biyeccion,
natural, entre el conjunto S(A), de los cerrados de A y el conjunto Sub(A), de los
subsistemas algebraicos de A. Ademds, esa biyeccion se extiende hasta un iso-
morfismo, cuando los conjuntos S(A) y Sub(A) se consideran ordenados por la
inclusion.

Proof. O

Proposition 15. Sea A un sistema algebraico y X un cerrado de A. Entonces
hay un sistema algebraico X, el subsistema algebraico de A asociado a X, y un
encajamiento iny : X — A, la inclusién candnica de X en A, tal que:
(1) Im(iny) = X.
(2) (Propiedad universal) Para cada sistema algebraico B y cada homomor-
fismo f: B—=A, si Im(f) C X, entonces existe un unico homomorfismo
g de B en X tal que el diagrama:

B
9 lf

A
ny

i

X

conmuta.
Proof. O

La proposiciéon que sigue afirma que todo homomorfismo entre sistemas alge-
braicos admite una (epi, regular mono)-factorizacion.

Proposition 16. Sean A y B dos (X,1I)-sistemas algebraicos y f: A—=B un
homomorfismo. Entonces: El diagrama:

A ! B

fe My ()

(Im(f), GIm(f), L") (B))



conmuta, y es una (epi,reqgular mono)-factorizacion de f.
Proof. O

Proposition 17. Sea A un sistema algebraico. Entonces el conjunto de los cerrados
de A, S(A), es un sistema de clausura algebraico sobre A, i.e., tiene las siguientes
propiedades:
(1) A€ s(4).
(2) SiC C S(A) yC # 3, entonces [gee C € S(A).
(3) SiCC S(A), C+# @ ysidados X,Y € C, hay un Z € C tal que X UY C Z,
entonces Joee C € S(A).

Proof. O
Corollary 1. Sea A un sistema algebraico. Entonces la endoaplicacion Sg, del
congunto Sub(A), definida como:
g Sub(A) —= Sub(A)
“UX = NCes|xcoy

tiene las siguientes propiedades:

(1) Im(Sga) € S(4).

(2) {X € Sub(A) | X = Sg,(X)} = S(4).

(3) Sga es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada X € Sub(A),

(4) Sg, es isdtona, i.e., para cada X,Y € Sub(A), si X CY, entonces

Sg4(X) C Sga(Y).
(5) Sga es idempotente, i.e., para cada X € Sub(A),

SQA(X) = SQA(SQA(X))-
(6) Sgu es algebraica, i.e., para cada X C Sub(A), si X # & y para cada
XY € X, existe un Z € X tal que X UY C Z, entonces

SoaJx) = | Sa(X).
XeXx

Por consiguiente, para cada X C A, SgA(X) es el minimo cerrado de A que contiene
a X, y lo denominamos el cerrado de A generado por X. Ademds, al subsistema
algebraico de A candnicamente asociado a Sg4(X), lo denotamos por Sg,(X) y lo

denominamos, también, el subsistema algebraico de A generado por X.
Proof. O

A continuacién, introducimos unas nociones que nos permitirdn obtener una
descripcién mas constructiva del subsistema algebraico generado por un conjunto.
Definition 8. Sea A = (A, F, R) un sistema algebraico. Entonces:

(1) Denotamos por E4 el operador sobre Sub(A), definido como:
Sub(A) — Sub(A4)
A X = XU (Ugeg Fo[X¥0).
(2) Si X C A, entonces denotamos por (E% (X) | n € N) la familia en Sub(A)
definida por recursién como:
E)Y(X) =X,
E(X) = EA(E%(X)), n > 0.
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Ademsds, convenimos que:

E4(X) = [J®EA(X) [ neN)

Proposition 18. Si A es un sistema algebraico y X C A, entonces Sga(X) =
E4 (X).

Proof. O

Definition 9. Sea A un sistema algebraico y X C A. Decimos que X es un
conjunto de generadores de A, o que X genera A, si Sg4(X) = A. Si m es un
cardinal, decimos que A estd m-generado si hay un subconjunto X de A tal que
card(X) =my Sg,(X) = A. Ademds, diremos que A estd finitamente generado, o
que es de generacion finita, si hay un subconjunto X de A tal que card X < Ry y
X genera A.

Proposition 19. Si A es un sistema algebraico que estd finitamente generado,
entonces cualquier conjunto de generadores de A contiene un subconjunto finito
que también genera A

Proof. O

Proposition 20. Si A es un sistema algebraico, entonces una condicion necesaria
y suficiente para que toda w-cadena ascendente de subsistemas algebraicos de A sea
estacionaria es que todo subsistema algebraico de A esté finitamente generado.

Proof. O

Proposition 21. Si A es un sistema algebraico que estd finitamente generado e
Y es un subsistema algebraico de A tal que Y # A, entonces hay un subsistema
algebraico de A distinto de A que contiene a 'Y y es maximal con esas propiedades.

Proof. O

Proposition 22. Sean f,g: A——= B dos homomorfismos y X un subconjunto de
A. Si f yg coinciden en X, entonces también coinciden en Sg,(X).

Proof. O

Sean A y B dos sistemas algebraicos. Demuéstrese que hay a lo sumo un homo-
morfismo de Sg , (&) en B. Ademds, si tal homomorfismo existe, demuéstrese que

tiene como imagen el subsistema algebraico de B generado por @.

Proposition 23. Sea f una biyeccion de un conjunto de gemeradores X de un
sistema algebraico A en un conjunto de generadores Y de otro sistema algebraico
B. Si g y h son extensiones homomorfas de f y de la inversa f~1 hasta A y B,
resp., entonces g es un isomorfismo de A en B, cuyo inverso es h.

Proof. O

Proposition 24. Sea f: A——= B un homomorfismo de sistemas algebraicos, X €
S(A) eY € S(B). Entonces f[X] € S(B) y f~1[Y] € S(A). En particular, Im(f) €
S(B)

Proof. O

Proposition 25. Sea f: A——= B un homomorfismo de sistemas algebraicos y

X C A. Entonces f[Sga(X)] = Sgp(f[X]).
Proof. O
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Proposition 26. Sea f: A——= B un homomorfismo de sistemas algebraicos y
X un subconjunto de A tal que Sga(X) = A. Entonces f es un homomorfismo
sobreyectivo precisamente si f[X] es un conjunto de generadores de B

Proof. O
1.4. Congruencias sobre los sistemas algebraicos.

Definition 10. Sea A un sistema algebraico y ® una ralacién binaria en A. Dec-
imos que ® es una congruencia sobre A si ® es una relacién de equivalencia sobre
Ay si, paracadan € N—1,cadac € ¥, ycada (z; | i €n), (y; | i € n) € A",
si, para cada i € n, x; = y; (mod ®), entonces F,(z; | i € n) = F,(y; | i € n)
(mod ).

Denotamos por Cgr(A) el conjunto de las congruencias sobre la X-dlgebra A.

Proposition 27. Sea A un sistema algebraico. Entonces el conjunto de las con-
gruencias sobre A, Cgr(A), es un sistema de clausura algebraico sobre A x A, i.e.,
tiene las siguientes propiedades:
(1) Ax A e Cgr(A).
(2) Si(®;]i€I) esuna familia no vacia en Cgr(A), entonces [\;c; ®i es una
congruencia sobre A.
(3) Si (®; | i€ l) es una familia no vacia en Cgr(A) y si dados i,5 € I, hay
un k € I tal que ®; U ®; C @y, entonces UZ-GI ®; es una congruencia sobre

A.

Proof. O
Corollary 2. Sea A un sistema algebraico. Entonces la endoaplicacion Cg, del
conjunto Sub(A x A), definida como:
C Sub(A x A) — Sub(A x A)
Ba ® o ({TEC(A)|dC T}

tiene las siguientes propiedades:

(1) Im(Cgy) € Cer(A).

(2) {® € Sub(Ax A)|®=Cgy(®)}=Cgr(4).

(3) Cgu es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada ® € Sub(A x A),

D C Cgy(P).
(4) Cgy es isdtona, i.e., para cada ®,¥ € Sub(A x A), si & C ¥, entonces

Cgu(¥) C Cgy(P).
(5) Cgy es idempotente, i.e., para cada ® € Sub(A x A),

Cgé@’) = CgA(CgA(q))).
(6) Cga es algebraica, i.e., para cada familia no vacia dirigida superiormente
(®;|ieI) en Cgr(A) se cumple que
CgA(U ;) = U Cgo(P;).
el i€l
Por consiguiente, para cada ® C A x A, Cg,(®) es la minima congruencia sobre
A que contiene a ®, y la denominamos la congruencia sobre A generada por ®.

Proof. t

Proposition 28. Sea f: A——= B un homomorfismo de sistemas algebraicos. En-
tonces el nucleo de f, i.e., Ker(f) = {(z,y) € Ax A | f(z) = f(y)}, es una
congruencia sobre A.
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Proof. O

Proposition 29. Sea A un sistema algebraico y ® € Cg 4. Entonces hay un sistema
algebraico A/®, el sistema algebraico cociente de A entre ®, y un homomorfismo
fuerte prgy: A—— A/®, la proyeccién candnica de A en A/, tal que:
(1) Ker(prg) = @.
(2) (Propiedad universal) Para cada sistema algebraico B y cada homomor-
fismo f: A——= B, si ® C Ker(f), entonces hay un dnico homomorfismo
g: A/® —— B tal que el diagrama:

AP g
g

B

conmuta.
Proof. O

La siguiente proposicién establece que toda imagen homomorfa fuerte es isomorfa
a un cociente.

Proposition 30. Sea f: A—— B un homomorfismo fuerte de sistemas algebraicos.
Entonces A/ Ker(f) es isomorfa a B.

Proof. O

De hecho, determinar, salvo isomorfismo, todas las imagenes homomorfas fuertes
de un sistema algebraico A equivale a determinar todas las congruencias sobre A.
Ademsds, determinar, salvo isomorfismo, todos los homomorfismos optimales so-
breyectivos desde un sistema algebraico A equivale a determinar todas las equiva-
lencias ® sobre A que cumplen las siguientes propiedades:

(1) Paracadan € N—1,cadac € ¥, y cada (x; | i € n), (y; | i € n) € A", s,
para cada i € n, x; = y; (mod @), entonces F,(z; | i € n) = F,(y; | i € n)

(mod ®).
(2) Para cadan € N—1, cada 7 € II,,, y cada (x; | i € n), (y; | i € n) € A",
si, para cada i € n, x; = y; (mod ®) y (x; | ¢ € n) € R, entonces

(yz | (S Tl) € RTI'
Este ultimo tipo de equivalencias lo usaremos cuando consideremos los productos
reducidos de sistemas algebraicos.
La proposicién que sigue afirma que todo homomorfismo entre sistemas alge-
braicos admite una (regular epi, mono)-factorizacion.

Proposition 31. Sean A y B dos (X,1I)-sistemas algebraicos y f: A—=B un
homomorfismo. Entonces el diagrama:

f

PIKer(f) fi

(A/ Ker (f), F/ Ker (f), Lpry,, ,, (4))
conmuta, y es una (reqular epi, mono)-factorizacion de f.

Proof. O
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En la proposicion que sigue demostramos que un homomorfismo factoriza a traves
de su ntucleo y de su imagen.

Proposition 32. Sean A y B dos sistemas algebraicos y f: A— B un homo-
morfismo. Entonces el diagrama:

41 .3

PIKer(f) l M)

A/Ker(f)Tlﬂ(f)

conmuta. Ademdas, el siguiente diagrama conmuta:

AL g Ker(f)
b
1o f 5
Im(f) — B
Mim(f)

El homomorfismo biyectivo f°, en general, no es un isomorfismo.

Proposition 33. Sean @,V € Cgr(A) y ® C V. Entonces se cumple:
(1) ©/® es una congruencia sobre A/P.
(2) Eziste un unico homomorfismo pe,.w de A/® en A/V tal que pep w © pre =
pPry, t.e., el diagrama

A

Pry Pry

AP A/D

Pe,v

conmuta. Ademds, psw es un homomorfismo fuerte.
(3) (A/®)/(¥/®) es isomorfo a A/P.
(4) V/® = Ker(pa,v)-

Proof. O

Proposition 34. Sea f: A——= B un homomorfismo de sistemas algebraicos. Si
® € Cgr(B) entonces la imagen inversa de ® mediante f? es una congruencia sobre

A, e, () 1[®] € Car(A).
Proposition 35. Sea A un sistema algebraico, X € Sub(A) y ® € Cgr(A). En-
tonces se cumple que:

(1) Sate(X) € Sub(4).
(2) @ | Sate(X) es una congruencia sobre Satg(X).
(3) X/(®1X) y Saty (X)/(®1Saty (X)) son isomorfos.

Proof. O

Proposition 36. Sea A un sistema algebraico y ® € Cgr(A). Entonces se cumple
que los reticulos (ff ®,C) y Cgr(A/®) son isomorfos.
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Proof. El isomorfismo viene dado por la aplicacién

1@ — Cgr(4/9)
U — U/

La proposicién anterior se puede ilustrar con la siguiente figura:

Va Vase

[N/ N\
\@ J am
Aa

Proposition 37. Sea f: A—— B un homomorfismo fuerte de sistemas algebraicos.
Si ® C A?, entonces

F?[Ker(f) v Cg(®)] = Cgp(f?[®]).

Proof. (f?)71[Cgg(f?[®])] es una congruencia sobre A que contiene a ® U Ker(f),
luego contiene af(er(f) V Cga(®), asi que, por ser f sobreyectiva, Cgp(f?[®])
contiene a f2[Ker(f) v Cg(®)]. B

Por otra parte, al ser f un homomorfismo fuerte, hay un isomorfismo entre los
conjuntos ordenados (f Ker(f),C) y Cgr(B). Pero Ker(f) C Ker(f)V Cgy(®) asi
que corresponde a una congruencia f2[Ker(f)VCg,(®)] que contiene a f 2[5], luego
F?[Ker(f) vV Cg,(®)] contiene a Cgpy(f2[®P]). B O

2. LIMITES PROYECTIVOS DE LOS SISTEMAS ALGEBRAICOS

Nos ocupamos, en primer lugar, de demostrar tanto la existencia de productos
de familias de (X,II)-sistemas algebraicos, como la de productos de familias de
homomorfismos entre familias de (X, IT)-sistemas algebraicos, asi como, en segundo
lugar, de estudiar la conducta del operador de formacién de productos, respecto de
las identidades y de la composicién de familias de homomorfismos entre familias de
(X, IT)-sistemas algebraicos.

En lo que sigue, salvo indicacion expresa de lo contrario, suponemos elegida una
signatura de primer orden (X,II) y que todos los sistemas algebraicos son (X, II)-
sistemas algebraicos.

2.1. Productos de sistemas algebraicos.

Proposition 38. Sea (4; | ¢ € I) una familia de sistemas algebraicos. En-
tonces hay un par ordenado ([[(4; | i € I),(pr; | i € I)), también denotado
por (ITic; A, (pri | i € 1)), en el que [J(4; | i € I), el producto de (4, | i € I),
es un sistema algebraico y, para cada i € I, pr;, la proyecciéon candnica i-ésima
del producto, un homomorfismo de [[(4; | @ € I) en A;, que tiene la siguiente
propiedad universal:

Para cada par ordenado (A, (f; | i € I)), en el que A es un sistema algebraico
y, para cada i € I, f;: A— A, un homomorfismo de sistemas algebraicos, hay un
dnico homomorfismo (f; |i € I} : A—=[](4, | i € I) tal que, para cada i € I, el



15

diagramas:
A
(filie I>l 4
[ [ie ) —5— A4,
conmuta.

Proof. Sea [[(A; | i € I) el sistema algebraico cuya X-dlgebra subyacente es
[T((A;, F%) | i € I), el producto cartesiano de la familia de ¥-dlgebras ((A;, F?) | i €
I), y para el que la familia de relaciones subyacente (R, | 7 € IT) es L®Prl€D (A, |
i € I), el levantamiento optimal de (4; | i € I) a través de (pr; | i € I), siendo, para
cada i € I, pr; el homomorfismo de ¥-dlgebras de [J((A;, F?) | i € I) en (A;, F?).
Entonces se cumple que, para cada 7 € I, con rk(r) = n, pr?[R.] C R%, i.e., en
definitiva, que pr; es un homomorfismo de [[(4, | € I) en A,.

Por otra parte, dado un par ordenado (A, (f; | i € I)), en el que A es un sistema
algebraico y, para cada i € I, f;: A—> A, un homomorfismo, sea (f; |i € I) la
aplicacién de A en [[(A; | ¢ € I) definida como:

i e”{a — (fia) i€ D)

Es evidente que, para cada i € I, pryo (f;|i€1) = f; y que (f;|i €I) es un
homomorfismo de A en [[(4; | ¢ € I). Con ello queda demostrada la existencia
de al menos un homomorfismo de A en [[(A4; | ¢ € I) con la propiedad indicada.
Dejamos, como ejercicio, la demostracién de la unicidad. 0

Podemos resumir el proceso seguido en la demostracion de la proposicién anterior
en los siguientes términos:

e En primer lugar, nos olvidamos de la estructura relacional de la familia
de sistemas algebraicos dados (4, | ¢ € I), y consideramos la familia de
Y-algebras ((A;, F?) | i € I).

e A continuacion, consideramos el producto cartesiano de la familia de X-
dlgebras ((A;, F') | i€ I).

e Por tltimo, dotamos a la ¥-dlgebra [[((A;, F?) | i € I) de la familia de
relaciones que se obtiene considerando el levantamiento optimal de (4, |

i € I) através de (pr; | i € I), y comprobamos que el resultado cumple las

condiciones de la proposicion.

En la proposicién anterior se ha demostrado, para una familia de sistemas al-
gebraicos, la existencia de al menos un par ordenado, formado por un sistema
algebraico y una familia de homomorfismos desde el sistema algebraico hasta cada
uno de los sistemas algebraicos de la familia dada, sujeto a cumplir una cierta
propiedad universal; pero, ni hemos afirmado que tal par sea absolutamente inico,
ni que el producto de la familia sea no vacio, ni que las proyecciones canénicas sean
necesariamente sobreyectivas.

Demostraremos en lo que sigue, entre otras cosas, que:

e El par ordenado de la proposicién anterior, es tnico salvo (un tnico) iso-
morfismo.

e Una condicién necesaria y suficiente para que una proyeccién canoénica sea
un epimorfismo, es que desde el codominio de tal proyeccién hasta cualquier
otro sistema algebraico de la familia exista al menos un homomorfismo.

Proposition 39. Sea (4, | i € I) una familia de sistemas algebraicos. Entonces:
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1) Para cualesquiera homomorfismos f,g: A— []..; A,, si, para cadai € I,
g i€l ==
el diagrama:

pr; o f

f -
14, |ien —2 a4,

[

pr;ecg
conmuta, entonces f = g, i.e., la familia (pr; | ¢ € I) es colectivamente
monomorfica.
(2) Para cada par ordenado (A,(f; | i € I)), en el que A sea un sistema
algebraico y, para cada i € I, f;: A— A, un homomorfismo, y para cada
epimorfismo t: [[(4; |i € I)—+ A, si, para cada i € I, el digrama:

. pr;
[[(4;|iel) A,

t fi

conmuta, entonces t es un isomorfismo, i.e., la familia (pr; | i € I) es
extremal.

Proof. O

Corollary 3. Sea (A; | ¢ € I) una familia de sistemas algebraicos. Si un par
ordenado (P,(p; | i € I)), en el que P es un sistema algebraico y, para cada
i €1, pj: P—=A,, tiene la propiedad de que para cada par ordenado (A, (f; |
i €1)), en el que A es un sistema algebraico y, para cada i € I, fi: A—=A, un
homomorfismo, hay un unico homomorfismo h: A——= P tal que, para cada i € I,
el diagrama:

S

fi

las]

— A

Pi
conmuta, entonces hay un unico isomorfismo t de P en [[(4; | i € I) tal que, para
cada i € I, el diagrama:

conmuta.
Proof. O

Proposition 40. Sea (A; | i € I) una familia de sistemas algebraicos y j € I.
Entonces una condicion mecesaria y suficiente para que pr; sea un epimorfismo,
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es que desde Aj hasta cualquier otro sistema algebraico A, de la familia exista al
menos un homomorfismo.

Proof. O

Demuéstrese que no existe el producto de todos los sistemas algebraicos no vacios.

Sea A un sistema algebraico y ® una relacién de equivalencia sobre A. Demuéstrese
que ® es una congruencia sobre A precisamente si ® es un cerrado del sistema al-
gebraico A x A.

Sean A y B dos sistemas algebraicos y f una aplicaciéon de A en B. Demuéstrese
que f es un homomorfismo de A en B precisamente si f es un cerrado del sistema
algebraico A x B.

Definition 11. Un sistema algebraico A es final si, para cada sistema algebraico
B, hay un inico homomorfismo de B en A.

Proposition 41. Una condicion necesaria y suficiente para que un sistema alge-
braico A = (A, F,R) sea final es que card(A) = 1 y que, para cada © € I, con
rk(m) =n, Ry = A™.

Proposition 42. Sea (4, | i € I) una familia de sistemas algebraicos. Entonces:

(1) SilI =@, entonces [[(4; | i€ I) es un sistema algebraico final.

(2) Si(A; | i € I) es tal que, para cada i,j € I, A; = A;, y A es el valor
comain, entonces denotamos por A" el producto [[(4; | i € I) de la familia
de sistemas algebraicos (A, | i € I), y al unico homomorfismo de A en A",
determinado por la familia de homomorfismos (ida | ¢ € I), lo denomi-
namos el homomorfismo diagonal de A en A’ y lo denotamos por dgr 45
ademds, dg; 4 es un encajamiento. Asi pués, para cadai € I, el diagmrﬁ?z:

A

idy
dgra -

Al ——— A4,

pr; -

conmuta.
(3) Si I es un conjunto final y su dnico miembro es i, entonces

[T ien=a"

Por consiguiente, en este caso, [[(4; | i € I) es isomorfo a A,.
(4) Si I tiene exactamente dos miembros y éstos son i y j, entonces

H(Ai‘iEI)gAiXAj y H(Ai‘iel)géjxéi

(5) Sipara cadai € I, A; es un sistema algebraico final, entonces [[(4; | i € I)
es un sistema algebraico final.

Proof. O

Proposition 43 (Conmutatividad). Sea (A; | i € I) una familia de sistemas
algebraicos y ¢ un automorfismo de I, entonces

H(Ai liel)= H(A¢>(i) i€ ).
Proof. O
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Para establecer la proposicién que sigue, convenimos en denotar por (A; | j € J)
la restriccién de (A; | i € I) a J, si J C I, que no es més que la composicién de
iny y de (4; | ¢ € I). Ademds, usaremos pr; para denotar la proyeccién canénica
j-ésima, del producto de cualquier familia de sistemas algebraicos para la cual se
cumpla que j sea miembro del conjunto de indices de la misma.

Proposition 44. Sea (A; | i € I) una familia de sistemas algebraicos y J, K, L C I
tales que K C J y L C K. Entonces:
(1) pry, = idH(AerJ), siendo pry ; el inico endomorfismo <prj |je J> del
sistema algebraico [[(A; | j € J) tal que, para cada j € J, el diagrama:

[1(4; 15 €J)
Pryg &
H(Aj ljelJ) pr; 4;
conmuta.
(2) pryL =pri.opry K, ie., el diagrama:
14 15 €J)
Py pPryL

[ | k€ K) —>T1(A | 1€ L)

conmuta; siendo, para J,K C I, con K C J, pr; k el tinico homomorfismo
del sistema algebraico [[(A; | j € J) en el sistema algebraico [[(4,, | k €
K) tal que, para cada k € K, el diagrama:

[1(4,15€J)

T
PrriK &

[1(4; | kGK)WAk

conmuta.

Proof. O

Proposition 45. Sean (4; |i € I) y (B; | i € I) dos familias de sistemas alge-
braicos. Entonces:

(1) Si, para cada i € I, A; < B,, entonces [[(4; |i€ 1) <I[(B;]|i€I).

(2) Si, para cada i € I, A, # @ y [[(A4; |t € I) <T[(B,; | i € I), entonces,
para cada i € I, A; < B,.

Proof. O

Proposition 46. Sean (4; |i € I) y (B, | i € I) dos familias de sistemas alge-
braicos y (f; | i € I) una familia de homomorfismos en la que, para cada i € I,
fir A,—= B,. Entonces hay un tinico homomorfismo, denotado por [[(f; | ¢ € I)
y denominado el producto de (f; | i € I), del sistema algebraico [[(A4; | i € I) en
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el sistema algebraico [[(B; | i € I) tal que, para cada i € 1, el diagrama:

pr;
[1(4; i€ ) A,

H(fz’|i€I)L i

H(§i|i€I)T’Bi

: =

conmuta.

Proof. O

Proposition 47. Sean (A; |i€I), (B, | i€ I)y (C, | i€ I) tres familias de
sistemas algebraicos y (f; |i € I) y (g; | i € I) dos familias de homomorfismos tales
que, para cada i € I, fi: A,—= B, y ¢;: B,—C,. Entonces:

(1) TI(ida, | i € I) = idry(a,jict)-

(2) II(gi [ie Do JI(fili€ 1) =]I(gio fi| i€ I).

Proof. O

Proposition 48. Sean (A; [ i € I), (B; | j € J) y (C) | k € K) tres familias
de sistemas algebraicos y (f; | j € J) y (9x | k € K) dos familias de homo-
morfismos tales que, para cada j € J, fi: [[(4; | i € I)—=DB; y, para cada
ke K, gr: [I(B; | j€J)—=Cy. Entonces se cumple que el tinico homomor-
fismo (g o (f;j |j€J)| ke K) del sistema algebraico [[(A; | ¢ € I) en el sistema
algebraico [[(C}, | k € K) tal que, para cada k € K, el diagrama:
[1(4; |ie)
. gro(filie)
(gro(filied)|keK) ’

[I(Ck | k € K)

DTy G
conmuta, coincide con la composicion del unico homomorfismo (f; | j € J) del sis-
tema algebraico [[(A; | i € I) en el sistema algebraico [[(B, | j € J) y del tinico
homomorfismo (gx | k € K) del sistema algebraico [[(B; | j € J) en el sistema
algebraico [[(Cy, | k € K) tales que, resp., para cada j € J y cada k € K, los dos
tridngulos del diagrama:

T4, i 1)
Uy lied) Ji

r.
B je))— 2B

g
(g | k € K) g

[I(Ck | k € K)

C
pry =k

conmutan. Asi pués, se cumple que:
(gr | ke K)o (fjljeJ)={(geo(fjlj€])|keK)
Proof. O
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Proposition 49. Sean (A; |i € I) y (B; | i € I) dos familias de sistema alge-
braico y (f; | © € I) una familia de homomorfismos en la que, para cada i € I,
fir A,—B,. Entonces:
(1) Si para cada i € I, f; es una retraccion, entonces [[(fi | i € I) es una
retraccion.
(2) Sipara cadai € I, f; es una seccion, entonces [[(fi | i € I) es una seccidn.
(3) Si para cada i € I, f; es un isomorfismo, entonces [[(fi | i € I) es un

isomorfismo.
(4) Si para cada i € I, f; es un monomorfismo, entonces [[(fi | i € I) es un
monomorfismo.
(56) Sipara cada i € I, f; es constante, entonces [[(fi | i € I) es constante.
Proof. O

Corollary 4. Sea I un conjunto y f: A——= B un homomorfismo. Si f es una
retraccion (resp. una seccidn, isomorfismo, monomorfismo, constante), entonces
ft, i.e., el producto de la familia (f | i € I), es una retraccion (resp. una seccion,
isomorfismo, monomorfismo, constante) de Al en B!,

Proof. O

Proposition 50 (Asociatividad del producto). Sea (A; | i € I) una familia de
sistemas algebraicos y (J; | 1 € L) una familia de subconjuntos de I tal que |J(J; |
leL)=1y, para cada l,m € L, sil # m, entonces J; N J,, = &. Entonces

H(Ai|i€I)gH(H(Ai\i€Jl)|leL).
Proof. O

Proposition 51. Sea (4, | i € I) una familia no vacia de sistemas algebraicos, B
un sistema algebraico y (f; | i € I) una familia no vacia de homomorfismos en la

que, para cadai € I, f;: B——A,. EntoncesKer((f; |i € I)) = (Ker(f;) | ¢ € I).
Proof. O
2.2. Igualadores de los homomorfismos.

Proposition 52. Sean f,g: A——= B dos homomorfismos. Entonces existe un par
ordenado (Eq(f, g),eq(f,g)), el igualador de f y g, en el que Eq(f,g) es un sistema
algebraico y eq(f,g) un encajamiento de Eq(f,g) en A, que tiene las siguientes
propiedades: o
(1) foea(f,g) =goealf,g)
(2) (Propiedad universal del igualador) Para cualquier sistema algebraico X y
cualquier homomorfismo h: X —= A, si foh = go h, entonces hay un
dnico homomorfismo t: X —=Eq(f, g) tal que eq(f,g) ot = h.
La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdticamente
como:

X

. h

Eq(f )4>A4>f B
=g eq(fr9) g

Proof. Sea Eq(f, g) el subconjunto de A definido como:
Eq(f,9) ={a € A| f(a) = g(a) }.
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Entonces se cumple que Eq(f, g) es un cerrado de A. En efecto,

Ademsds, siendo eq(f, g), la inclusién canénica de Eq(f,g) en A, tenemos que
eq(f,g) es un homomorfismo de ¥-dlgebras de (Eq(f, g), FAIEq(f,g)) en (A, F4).
Entonces el par (Eq(f, g),eq(f, g)) en el que Eq(f, g) es el sistema algebraico definido
€Omo:

Eq(f,9) = (Ea(f,9), F4IEq(f, 9), L7192 (4)),

cumple las condiciones de la proposicion.

Es evidente que eq(f,g) es un encajamiento y que f oeq(f,g) = goeq(f,g).
Ademas, si X es un sistema algebraico y h: X —= A un homomorfismo tal que
foh = goh, entonces Im(h) C Eq(f,g), luego, por la propiedad universal
del subsistema algebraico, hay un dnico homomorfismo ¢: X —=Eq(f, g) tal que

eq(f,g)ot =h.
(]

Podemos resumir el proceso seguido en la demostracion de la proposicién anterior
en los siguientes términos:

e En primer lugar, nos olvidamos de la estructura relacional de los sistemas
algebraicos dados A y B, y consideramos los homomorfismos de X-algebras
fag: (AvFA)H(B’FE)

e A continuacion, consideramos el igualador de los homomorfismos de X-
algebras f y g.

e Por 1ltimo, dotamos a la X-algebra (Eq(f,g), FA[Eq(f,g)) de la familia
de relaciones que se obtiene considerando el levantamiento optimal de A a
través de eq(f, g), y comprobamos que el resultado cumple las condiciones
de la proposicién.

En la proposicién anterior hemos demostrado, para un par de homomorfismos,
ambos con el mismo dominio y codominio, la existencia de al menos un par or-
denado, formado por un sistema algebraico y un homomorfismo desde el sistema
algebraico hasta el dominio de los homomorfismos dados, sujeto a cumplir un par
de condiciones; pero no hemos afirmado que tal par sea absolutamente tinico.
Demostramos a continuacién que el par ordenado de la proposicién anterior, es
Unico, sé6lo, salvo (un tnico) isomorfismo.

Proposition 53. Sean f,g: A——= B dos homomorfismos. Si un par ordenado
(E,e), en el que E es un sistema algebraico y e: E— A un homomorfismo, tiene
las propiedades:

(1) foe=goe.

(2) Para cualquier sistema algebraico X y cada homomorfismo h: X —= A, si
foh = goh, entonces hay un unico homomorfismo u: X —=FE tal que
eou=h.

Entonces hay un tnico isomorfismo t: E—=Eq(f,g) tal que el diagrama:

Eq(f,9) ———— A

eq(f,9)

conmuta.

Proof. O
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Corollary 5. Sean f,g: A—— B dos homomorfismos. Una condicidn necesaria y
suficiente para que f y g coincidan es que coincidan en un conjunto de generadores

de A.
Proof. O

Corollary 6. Sean A y B dos sistemas algebraicos, X un conjunto de gener-
adores de A y f: X —= B una aplicacion. Entonces hay a lo sumo un homomor-
fismo g: A——= B tal que g|X = f. En particular, cualquier homomorfismo estd
univocamente determinado por su restriccion a un conjunto de generadores de su
dominio.

Proof. O

Corollary 7. Sea A un sistema algebraico y f un endomorfismo de A. Entonces
el conjunto de los puntos fijos de f es un subsistema algebraico de A.

Proof. O

Proposition 54. Si el diagrama:

f

A _B
g

u‘ v
!/

A ! B’

/

g

conmuta serialmente, i.e., sivo f = f'ou yvog= g ou, entonces hay un iunico
homomorfismo Eq(u,v): Eq(f,g) —=Eq(f’,¢’) tal que el diagrama:

Eq(f,9) _eaho), A
Eq(u,v) lu
E /’ ! A/
Eq(f",9') 4>eq(f,,g,) A
conmuta.
Proof. O

Demuéstrese que:

(1) Para el diagrama, serialmente, conmutativo:

A ! _B
9
idA‘ ‘idB
f
A — B

se cumple que
Eq(ida,1dp) = idgq(s,9)-
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(2) Si los diagramas:

/ I
A By A B
q ’
g
u ‘/'U u/ U/
/ fl / //L) 7
A B A B
e T

son, serialmente, conmutativos, entonces se cumple que
Eq(u’,v") o Eq(u,v) = Eq(u’ o u,v' o).

Definition 12. Un homomorfismo f: A——= B es un monomorfismo regular si
existen dos homomorfismos w,v: B——=C tales que el par ordenado (4, f) es un
igualador de u y v.

Proposition 55. Un homomorfismo f: A——= B es un monomorfismo reqular pre-
cisamente si es un encajamiento.

Proof. O

Ahora que disponemos de los conceptos de producto y de igualador, demostramos,
apoyandonos en ellos, la existencia de un nuevo tipo de limite proyectivo, el de pro-
ducto fibrado de dos homomorfismos con el mismo codominio.

2.3. Productos fibrados de homomorfismos.

Proposition 56. Sean f: A——=C yg: B——=C dos homomorfismos con el mismo
codominio. Entonces existe un par ordenado (Ax ¢ B, (po,p1)), el producto fibrado
de A y B sobre C relativo a f y g, en el que A x¢ B es un sistema algebraico, py
un homomorfismo de A x¢ B en A y p1 un homomorfismo de A x¢c B en B, que
tiene las siguientes propiedades:

(1) FEl diagrama:
b1

S
X
Q

o

I

=
S

\
kS

S

IQ

conmuta.
(2) (Propiedad universal del producto fibrado) Para cada sistema algebraico X
y cualesquiera homomorfismos u: X —=A yv: X —= B si el diagrama:

v
_—

X
UL g
A

I

IQ
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conmuta, entonces hay un dnico homomorfismo t: X —= A x¢ B tal que
los dos tridngulos del diagrama:

conmutan.
La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdticamente

como:

I

Proof. Sea A x¢ B el subconjunto de A x B definido como:
AxoB={(a,b)e Ax B f(a) =g(b) }.

Entonces se cumple que A X¢ B es un cerrado del sistema algebraico A x B. En

efecto,

Ademsds, siendo pg = pry [ A x¢ By p1 = pr; [ A X¢ B, tenemos que py y
p1 son homomorfismos de X-dlgebras de (A x¢ B, FA*BIA xc B) en Ay en B,
respectivamente. Entonces el par (A x¢ B, (po,p1)) en el que A X B es el sistema

algebraico definido como:

Axg B=(Axg B, FABIA x¢ B, LPoP1) (A B)),

cumple las condiciones de la proposicién.
Es evidente que entonces el diagrama:

XQEL
f

I

A
POJ g
A

- .C

conmuta.



25

Ademas, si X es un sistema algebraico y u: X —= A, v: X —= B dos homo-
morfismoss tales que el diagrama:

X——B
U g

conmuta, entonces, por la propiedad universal del producto, hay un tinico homo-
morfismo (u,v) : X —= AJ[ B tal que pry o (u,v) = u y prg o {u,v) = vy, por
cumplirse que fou = gowv, tenemos que Im({u,v)) C A x¢ B, luego, por la
propiedad universal del subsistema algebraico, hay un tinico homomorfismo ¢ de X
en A x¢ B tal que ingxp ot = (u,v). Para el homomorfismo ¢ se cumple que los
dos tridngulos del diagrama:

XCB—>p1 B

pol
A

conmutan. Dejamos, como ejercicio, la demostracién de que ¢ es el tinico homo-
morfismo de X en A x¢ B con las propiedades indicadas. [l

Podemos resumir el proceso seguido en la demostracion de la proposicién anterior
en los siguientes términos:

e En primer lugar, nos olvidamos de la estructura relacional de los sistemas
algebraicos dados A y B y C, y consideramos los homomorfismos de X-
algebras f: (A, F4)—=(C,F9) y g: (B, FB)—=(C, F©).

e A continuacion, consideramos el producto fibrado de los homomorfismos de
Y-algebras f y g.

e Por tltimo, dotamos a la X-dlgebra (Ax ¢ B, FA*B[ Ax ¢ B) de la familia de
relaciones que se obtiene considerando el levantamiento optimal de (A, B)
a través de (po, p1), y comprobamos que el resultado cumple las condiciones
de la proposicién.

Cuando digamos de un diagrama de la forma:

v

X B
u g

que es un cuadrado cartesiano, ello significara que el sistema algebraico X es un pro-
ducto fibrado de A y B sobre C relativo a f y g, y que u y v son los homomorfismos
estructurales.

En la proposiciéon anterior hemos demostrado, para un par de homomorfismos,
ambos con el mismo codominio, la existencia de al menos un par ordenado, formado
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por un sistema algebraico y dos homomorfismos desde el sistema algebraico hasta
los dominios de los homomorfismos dados, sujeto a cumplir un par de condiciones;
pero no hemos afirmado que tal par sea absolutamente tnico. Demostramos a
continuacién que el par ordenado de la proposiciéon anterior, es tnico, sélo, salvo
(un tnico) isomorfismo.

Proposition 57. Sean f: A——=C yg: B——C dos homomorfismos con el mismo
codominio. Si un par ordenado (E, (p,q)), en el que E es un sistema algebraico,
p: E—=A yq: E——= B tiene las propiedades:

(1) El diagrama:

g—% .p
A c
f

conmuta.
(2) Para cada sistema algebraico X y cualesquiera homomorfismos u: X —= A
yv: X —> B si el diagrama:

K—U>§

uL g
A

f

conmuta, entonces hay un unico homomorfismo t: X —= FE tal que los dos
triangulos del diagrama:

I

[5S

conmutan.

Entonces hay un inico isomorfismo t: E——= A x¢ B tal que los dos tridngulos del
diagramas:
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conmutan.

Proof. O

Proposition 58. Si el diagrama:

| h>

o /
/

&
\Q<—\Q

f/

conmuta, entonces hay un unico homomorfismo u X, v: A XQEHAI X B’ tal
que el diagrama:

P1

AxcB B
/ /
l | |
/
u A X n B’
Ph : b
s
Al f/ Q/
conmuta.
Demuéstrese que:
(1) Para el diagrama conmutativo:
B
/
A ! c idp
idAJ/ ide B
/s
A (@]

se cumple que

ida Xide idp = idaxB-
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(2) Si los diagramas:

B vy B
y i]’/
/
A 4f> C v A’ L Q/ o'
u w B u' w'’ B
A — A" old
- f’ - = f//

conmutan, entonces se cumple que
(U Xy V") 0 (U X4 v) = (U 0 U) Xyprow (V0 0).
Sean ® y ¥ dos congruencias sobre un sistema algebraico A. Demuéstrese que
el diagrama
4w — T Ay

Ponw,d Pw,cg, (2U)

AJ® > A/Cg (P U D)
Pa,cg , (@UW) -

es conmutativo, pero que no es necesariamente un cuadrado cartesiano.

Proposition 59. Sea f: A——= B un homomorfismo. Entonces el producto fibrado
de A y A sobre B relativo a [ y f es, esencialmente, i.e., salvo isomorfismo,
(Ker(f), (po,p1)), siendo po, la restriccion de pry a Ker(f) y p1, la restriccion de
pry a Ker(f).

Proof. O

Proposition 60. Sean A y B dos cerrados de X. Entonces el producto fibrado
de A y B sobre X relativo a ina e ing es, esencialmente, i.e., salvo isomorfismo,
(AN B, (inanp A, inanB,B))-

Proof. O

Proposition 61. Sea f: A——= B un homomorfismo e¢ Y un cerrado de B. FEn-
tonces el producto fibrado de A e Y sobre B relativo a f y iny es, esencialmente,

i.e., salvo isomorfismo, (f~*(Y), (ing-1(y), f‘fx,l(y))).

2.4. Sistemas proyectivos de sistemas algebraicos. A continuacién consid-
eramos los conceptos de sistema proyectivo de sistemas algebraicos y morfismo
proyectivo entre sistemas proyectivos de sistemas algebraicos.

Definition 13. Un sistema proyectivo de sistemas algebraicos es un par ordenado
(S, A) en el que S es un conjunto preordenadoy A = ((4, | s € S), (as s | (s,8") €=
)) tal que:

(1) Para cada s € S, A, es un sistema algebraico.

(2) Para cada (s,s') €=, ay s: Ay —> A, es un homomorfismo.

(3) Para cada s € S, a5 s =ida_.
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(4) Para cada s,s’,s” € S, si (s,8") €Xy (8',5") €=, entonces el diagrama:

Qg gt

As// _ As/

Ag’ s
aS”,S

A

s*

A los homomorfismos ay s: A, — A, los denominamos los homomorfismos de
transicion del sistema proyectivo de sistemas algebraicos (5, .A4).

Example. Sean S un conjunto y (4, | s € S) una familia de sistemas algebraicos
indexada por S. Entonces

(Subs(S), ([ [(As I's € F) | F € Subg(5)), (prg.r | F € G)))
es un sistema proyectivo de sistemas algebraicos.

Example. Sean S un conjunto no vacio, A un sistema algebraico y (X | s € 5)
una familia de subsistemas algebraicos de A tal que, para cualesquiera s,s’ € S
exista un s” € S de modo que X, C X, N X, . Entonces, considerando sobre S el
preorden =< definido como:

s 25 = Xg C X,
tenemos que
(S, (X, | s €9),(inx,, x, |5 =5)))
es un sistema proyectivo de sistemas algebraicos.

2.5. Limites proyectivos de los sistemas proyectivos.

Proposition 62. Sea (S, A) un sistema proyectivo de sistemas algebraicos. En-
tonces hay un par ordenado (im(S, A), (as | s € S)), el limite proyectivo del sistema
proyectivo (S, A), en el que liln(ﬁ, A) es un sistema algebraico y, para cada s € S,
as, la proyeccién candnica s-€sima, es un homomorfismo de liil(ﬁ, A) en A, tal
que:

(1) Para cada (s,s") €=, el diagrama:

lim(S, A)
A, A,
a

s’.s

conmuta.
(2) (Propiedad universal.) Para cada par ordenado (L, (ls | s € S)) en el que,
para cada s € S, ls: L—=A_, si, para cada (s,s') €X, el diagrama:

L
Ay A,
As! s

3
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conmuta, entonces hay un unico homomorfismo u: L — @(ﬁ, A) tal que,
para cada s € S, el diagrama:

L

Ls
u

lim (S, A)

g =S

conmuta.

La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdticamente
como:

|t~

25 s
As’ s

Proof. Sealim(S, A) el sistema algebraico cuya E-dlgebra subyacente es lim(S, (((As, F*) |
s€f),(as s | (s,8") €<))), el limite proyectivo del sistema proyectivo de X-4lgebras

(S, (((As, F?) | s € S),(as s | (s,8") €<))) (que, recordemos, es Eq(f, g), el igual-

ador de los homomorfismos f, g de [],.g(As, F¥) en H(S,S,)ESTAS,FS), siendo
f={pry|(s,8)€<) y g = (ass0opry | (s,8) €<) los tnicos homomorfismos de
[Ties(As, %) en [] oye<(As, F*) tales que, para cada (s,s’) €<, el cuadrado
superior, resp., el cuadrado inferior, del diagrama:

(4, F*) e, (A, F?)
Pry Prg o
Bq(fg) — A9 4, ) Mioores (As )
as o pry pry o
(A F?) (A ¥ = (45, F)

)

conmuta), y para el que la familia de relaciones subyacente es el levantamiento
optimal de (A, | s € S) a través de (as | s € S), siendo, para cada s € S, a, la
., . s /
restriccién de pry a im(S, (((As, F*) | s € 5), (as s | (s,5") €<X))).
Entonces el par ordenado (lim(S,A),(as | s € S)) en el que lim(S,.A) es el
— P
sistema algebraico definido como:

lim(S, A) = (lm(S, (4, F*) | s € 5), (ass | (5,5') €<))), LI (4, | 5 € 5))

cumple las condiciones de la proposicién.
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En efecto, por una parte, es evidente, en virtud de las definiciones, que, para
cada (s,s") €=, el diagrama:

th.A

4N

conmuta. Por otra parte, si un par ordenado (L, (ls | s € S)), arbitrario, pero
fijo, en el que, para cada s € S, l5;: L—= A_, es tal que, para cada (s,s’) €=, el

diagrama:
L
A A,
A’

conmuta, entonces, en virtud de la conmutatividad del diagrama anterior, se cumple
que Im((ls | s € 5)) es un subsistema algebraico de lim(S, A), luego, por la propiedad

A,

S

universal del subsistema algebraico, hay un inico homomorfismo u: L — lim(S, A)

tal que el diagrama:
L
L Iy ]s€S)
hrn (S,

A) [1(4 | s €5)

1nhm S,A)
conmuta. Ahora bien, puesto que, para cada s € S, en el diagrama:

L ls

(s |s€8)
u

Qs

el tridngulo de la izquierda, el de la derecha y el inferior, conmutan, también, para
cada s € S, conmuta el diagrama:

EEY N

Por consiguiente hay al menos un homomorfismo u de L en 1&11(5 ,A) tal que, para
cada s € S, as; ou = l5. Dejamos, como ejercicio, la demostraciéon de que hay a lo
sumo un homomorfismo v de L en liLn(ﬁ, A) tal que, para cada s € S, asou = I;.

O
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Podemos resumir el proceso seguido en la demostraciéon de la proposicién anterior
en los siguientes términos:

e En primer lugar, nos olvidamos de la estructura relacional del sistema
proyectivo de sistemas algebraicos dado (S,.A), y consideramos el sistema
proyectivo de X-dlgebras (S, (((A4s, F®) | s € S), (as s | (s,8') €X))).

e A continuacion, consideramos el limite proyectivo del sistema proyectivo de
Y-algebras (S, (((As, F*) | s € 5), (as s | (s,8") €<))).

e Por iltimo, dotamos a la X-dlgebra (lim(S, A), FII(4,]s€S) [im(S, A)) de la
familia de relaciones que se obtiene considerando el levantamiento optimal
de (4, | s € S) a través de (as | s € S), y comprobamos que el resultado
cumple las condiciones de la proposicién.

En la proposicién anterior se ha demostrado, para un sistema proyectivo de
sistemas algebraicos, la existencia de al menos un par ordenado, formado por un
sistema algebraico y una familia de homomorfismos desde el sistema algebraico
hasta cada uno de los sistemas algebraicos de la familia de sistemas algebraicos
subyacente a la segunda coordenada del sistema proyectivo, sujeto a cumplir, por
una parte, una condicion de compatibilidad respecto de los homomorfismos sub-
yacentes a la segunda coordenada del sistema proyectivo, y, por otra, una cierta
propiedad universal; pero, ni hemos afirmado que tal par sea absolutamente inico,
ni que el limite proyectivo de un sistema proyectivo de sistemas algebraicos sea no
vacio, ni que las proyecciones candnicas sean necesariamente inyectivas o biyectivas.

Demostraremos en lo que sigue, entre otras cosas, que:

e El par ordenado de la proposicién anterior, es tnico salvo isomorfismo.

e Una condicién suficiente para que una proyecciéon candnica sea inyectiva,
resp., biyectiva, es que el conjunto preordenado, subyacente al sistema
proyectivo, esté dirigido superiormente y que los homomorfismos de tran-
sicién sean inyectivos, resp., biyectivos.

Proposition 63. Sea (S,A) un sistema proyectivo de sistemas algebraicos. En-
tonces:
(1) Para cada par de homomorfismos f,g: X —= liil(ﬁ, A), si, para cada s €

S, el diagrama:

aso f

TN

X Tlim(S,4) —% 4

~_ 7

as °g

conmuta, entonces f = g, i.e., la familia (as | s € S) es colectivamente
monomorfica.
(2) Para cada par ordenado (L,(ls | s € S)), en el que L sea un sistema

algebraico y, para cada s € S, ls: L—=A,, si para cada (s,s') €=, el
diagrama:
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conmuta, y para cada epimorfismo t: @(ﬁ, A)—+ L, si, para cada s € S,
el digrama:

Qs

lim(S, A) A,

conmuta, entonces t es un isomorfismo, i.e., la familia (as | s € S) es
extremal.

Proof. O

Corollary 8. Sea (S, A) un sistema proyectivo de sistemas algebraicos. Si un par
ordenado (P, (ps | s € 5)), en el que P es un sistema algebraico y, para cada s € S,
ps: P—=A, cumple que:

(1) Para cada (s,s') €=, el diagrama:

P
N
Ay A,
As! s

3

conmuta.
(2) Para cada par ordenado (L,(Is | s € S)), en el que L es un sistema al-

gebraico y, para cada s € S, lg: L—> Ay, si, para cada (s,s') €=, el

diagrama:
L
Ay A
As! s

conmuta, entonces hay un unico homomorfismo u: L—= P tal que, para
cada s € S, el diagrama:

L

u
P A
- Ds

conmuta.

Entonces hay un inico isomorfismo t de P en liln(ﬁ, A) tal que, para cada s € S,
el diagrama:

A

S

conmuta.
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Proof. O

Demuéstrese que el limite proyectivo del sistema proyectivo del ejemplo 2.4 es
isomorfo a [[(4, | s € 5).

Demuéstrese que el limite proyectivo del sistema proyectivo del ejemplo 2.4 es
isomorfo a (X, | s € 9).

Proposition 64. Sea (S, A) un sistema proyectivo de sistemas algebraicos y (L, (L |
s € 5)) tal que, para cada s € S, ls: L—= A, y para cada (s,s") €=, el diagrama:

A, A
£2s Gy s EET]

conmuta. Entonces, el inico homomorfismo u: L — liin(ﬁ, A) es inyectivo pre-
cisamente si la familia de homomorfismos (I5 | s € S) separa puntos de L, i.e., si
es tal que, para cada x,y € L, si x # y, entonces hay un s € S tal que ls(x) # 15(y).

Proof. La condicion es necesaria. En efecto, si u: L — liil(ﬁ, A) es inyectivo y
z,y € L son tales que x # y, entonces u(x) # u(y), pero u(z),u(y) € lim(S,A) y,
por ser este conjunto subconjunto de [[(As | s € S), u(z),u(y) son funciones de
eleccién distintas, luego hay un s € S tal que u(z)s # u(y)s. Sea s € S uno de
ellos, arbitrario, pero fijo. Ahora bien, por la definicién de u, u(z) = (Is(z) | s € S)
y u(y) = (Is(y) | s € 5), luego ls(x) # ls(y).

La condicion es suficiente. En efecto, si la familia de homomorfismos (s | s € S)
separa puntos de L y x,y € L son tales que = # y, entonces hay un s € S tal que
ls(x) # ls(y). Ahora bien, u(z) = (Is(x) | s € S) y u(y) = (Is(y) | s € 9), luego

u(@) # u(y).
]

Proposition 65. Sea (S,.A) un sistema proyectivo de sistemas algebraicos. Si S

estd dirigido superiormente y, para cada (s,s') €=, ay s: Ay —=A,, es un homo-
morfismo inyectivo, resp., un isomorfismo, entonces, para cada s € S, as: lim(S, A)—=A_,
es un homomorfismo inyectivo, resp., un isomorfismo.

Proof. O

2.6. Morfismos proyectivos entre sistemas proyectivos.

Definition 14. Si (S, A) y (T, B) son dos sistemas proyectivos de sistemas alge-
braicos, un morfismo proyectivo de (S, A) en (T, B) es un triplo ordenado ((S, A), ®, (T, B)),
abreviado como ® y denotado por

®: (S, A)—(T,B),

enel que ® = (¢, f),conp: T—=Sy f=(f|teT),siendo, para cada t € T,
ft: Aqﬁ(t) HEtv i'e'a

(fe|[teT)e H(Hom(é¢(t)aﬁt) |teT),
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tal que, para cada (t,t') €=, el diagrama:
A¢(f/) — By
Qo (t'),6(t) by ¢

Apry —— B,
t

conmuta. Ademads, (T, A¢) es el sistema proyectivo de sistemas algebraicos para
el que la coordenada t-ésima de la primera componente de A, es A¢(t), para cada
t €T,y la coordenada (t,t')-ésima de la segunda componente de Ay es ag 1), ¢(1)
para cada (t,t') €=<.

Proposition 66.

(1) Si(S,A) es un sistema proyectivo de sistemas algebraicos, entonces
id(s,a) = (ids, ida),

es un endomorfismo proyectivo de (S, A), el morfismo proyectivo identidad
de (S, A).

morfismos proyectivos, entonces

Vod = (pot),go fy),

siendo fy la familia indezada por U, cuya coordenada u-ésima es:

Fowr+ Ag(yw)) = Lupu>
y, por lo tanto, siendo g o fy la familia de homomorfismos, indexada por
U, cuya coordenada u-ésima es:

Jup(w) Gu

Appu)) ——= By c

U

es un morfismo proyectivo de (S, A) en (U,C), el morfismo proyectivo com-
posicién de ambos.

Proof. Puesto que la primera parte es obvia, nos limitamos a demostrar la segunda.
Por ser @ = (¢, f) y ¥ = (¢, g) morfismos proyectivos, los diagramas:

T Guw
Ayy —— By y By ——C,
Ag(t'),0(t) b by (u) () Cu'su
As) —— B, Byw —5—Cu

conmutan. Por consiguiente el diagrama:

Gu’ © fw(u/) C

Appury) ——— Cp

Ap(w(u)),p((u)) Cu'u

Ay ——F—

) Gu© fp)

también conmuta. O
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Proposition 67. Sea ® un morfismo proyectivo de (S, A) en (T,B), ¥ uno de
(T,B) en (U,C) y E uno de (U,C) en (V,D). Entonces se cumple que:

(1) (Asociatividad). El diagramas:

(20T)od
(8. 4) —2—~(T,B) \
=oWV
Yod \II‘
. wo———wD)
Eo(Pod
conmuta.
(2) (Neutros). Los diagramas:
id,
(5.4) — T (S.4) y (S.4)—2—(T.5)
k o x lid(T’B)
(Z,B) (Z,B)
conmutan.
Proof. O

2.7. Limites proyectivos de los morfismos proyectivos.

Proposition 68. 5i ®: (S, A)—— (T, B) es un morfismo proyectivo, entonces hay
un unico homomorfismo

denominada el limite proyectivo de ® tal que, para cada t € T, el diagrama:

. Qe(t)
im(S, A) ————— Ay

lim @ L e
lim(T,B) — B,
Pa— b,
conmuta. Ademdas, el diagrama:
lim(S, A)
a
” W
Jim & im(T', A,) g D0
ILf [t

lm(Z,B) —— = B,
— bt
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conmuta, siendo p, el unico homomorfismo de @(ﬁ, A) en liLn(I, A¢) tal que el
diagrama:

, i (5. A)
lln(ﬁ,A) [I(A, | s €5)
P¢l pry
lim(T, Ay) - [T(Ay | t€T)
- Mjim(T,A,,) o
lim

conmuta, y, denotdndolo por el mismo simbolo, [[ f el dnico homomorfismo de
im(7', A,) en im(Z, B) tal que el diagrama:

, M (T,.4,)
lim (7', A,)

[[(Agq) [t €T)
o .

lim(T, B)

. (B, [teT)
i (T, B)

conmuta. Asi que
lim® =] fop,

Proof. O
Proposition 69. Sean ®: (S, A)—(T,B) y ¥: (T,B)—(U,C) dos morfismos
proyectivos. Entonces:

(1) limid(s a) = idym(s,4)-

(2) Im(¥ o @) =lim ¥ o lim P.

P — P
Ademds, si ® = (¢, f) y U = (v, 9), entonces el diagrama:

}iLn Vod
lim(S, A) — lim (T, B) — lim(U, C)
p p
x %f;m . fw)\* Af
\\ \ / ’
pN M(Q ° fu)
lin(ga Adyow)

conmuta.
Proof. O

Proposition 70. Sea ®: (S, A) — (T, B) un morfismo proyectivo. Entonces:
(1) Si, para cada t‘ eT, fi: A¢(t) — B, es un encajamiento, entonces liin@
es un encajamiento.
(2) Si, para cadat €T, fi: A¢(t) — B, es un isomorfismo, entonces }ian) es
un isomorfismo.



38 CLIMENT

Proposition 71. Sea ®: (S, A)—= (T, B) un morfismo proyectivo. Si S yT estdn
dirigidos superiormente y hay un subconjunto T' de T que es cofinal en T, ¢[T'] es
cofinal en S vy, para cada t' € T', fy: Ay —> By es un isomorfismo, entonces
lim @ es un isomorfismo.

Proof. O

Antes de enunciar un corolario de la proposicién anterior, convenimos que si
(S, A) es un sistema proyectivo de sistemas algebraicos y S’ un subconjunto de
S, v siendo S’ el par ordenado (S’, <X N(S’ x S)), que es, a su vez, un conjunto
preordenado, entonces (S, A)[S’, la restriccion de (S, A) a S’, denota el sistema
proyectivo de sistemas algebraicos cuya primera coordenada es (S’, <X N(S" x "))
y cuya segunda coordenada tiene como primera componente la restriccién de (4, |
s € S)a S y como segunda componente la restriccién de (ay s | (s,8") €=X) a

< NS x 8.

Corollary 9. Si (S, A) es un sistema proyectivo de sistemas algebraicos tal que S
estd dirigido superiormente y S’ es un subconjunto cofinal de S, entonces para el
morfismo proyectivo candnico ® = (ing, (ida_, | 8’ € ")) de (S,A) en (S, A)[S’
se cumple que liLrNI) es un isomorfismo.

Proof. O

Corollary 10. Si (S,.A) es un sisterna proyectivo de sistemas algebraicos tal que
S estd dirigido superiormente y S’ es un subconjunto cofinal de S, entonces una
condicion necesaria y suficiente para que dos miembros de @(ﬁ, A) coincidan es
que coincidan sus restricciones a S’.

Proof. O

2.8. Algunos limites y colimites de familias de sistemas proyectivos. Del
mismo modo que para el universo de conjuntos y aplicaciones, demostramos la
existencia de productos y coproductos de familias de conjuntos asi como la de
coigualadores de pares de aplicaciones con el mismo dominio y codominio, ahora,
para el universo de discurso formado por los sistemas proyectivos de sistemas al-
gebraicos y los morfismos entre ellos, demostramos la existencia de productos y
coproductos de familias de sistemas proyectivos de sistemas algebraicos, asi como
la de coigualadores de pares de morfismos con el mismo dominio y codominio.

Proposition 72. Sea ((S*, A") | i € I) una familia de sistemas proyectivos de sis-
temas algebraicos. Entonces hay un par ordenado (IT((S*, A") |i € I),(pr* |i € I)),
también denotado por (Hiel(ﬁi,Ai), (pri|iel)), en el que [T((S",A") |i€I), el
producto de ((S*, A") | i € I), es un sistema proyectivo de X-dlgebras y, para cada
i € I, pr*, la proyeccién canédnica i-ésima del producto, es un morfismo proyectivo
de TT((S*, A") | i € I) en (S%, A"), que tiene la siguiente propiedad universal:

Para cada par ordenado ((T,B), (¥ | i € I)), en el que (I,B) es un sistema
proyectivo de X-dlgebras y, para cada i € I, W' (T,B) —= (S*, A?), hay un tnico
morfismo proyectivo (U | i € I) : (T, B) — [1((S",A") | i € I) tal que, para cada
i €1, el diagrama:

(Z,B)
(Wi |iel) v
(S A) i€ 1)~ (5" 4)

conmuta.
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Proof. Es suficiente tomar como primera coordenada de [T((S", AY | i € 1) el
coproducto de la familia de conjuntos preordenados (S* | i € I), que es ([J(S? |i €
I), =), siendo < el preorden sobre [[(S? | i € I) definido como:

(5,4) < (s',j) siysélosii=jys='s,
y, como segunda coordenada, el par ordenado cuya primera componente es
(AL | (s,0) € [T(s" lie 1)
y cuya segunda componente es
(ay o | ((5,2), (s, 1)) €=);

¥, por otra parte, para cada i € I, como primera coordenada de pr?, in;, la inclusién
canénica de S" en [[(S" | i € I), y, como segunda coordenada (id4: | (s,4) € [](S* |

iel))
U

Proposition 73. Sea ((S*, A") | i € I) una familia de sistemas proyectivos de X-
dlgebras. Entonces hay un par ordenado (1[((S*, A") |i € I),(in’ | i € I)), también
denotado por ([I;c;(S*, A%), (in’ | i € 1)), en el que [[((S,A") | i € I), el copro-
ducto de ((S*,A") | i € I), es un sistema proyectivo de X-dlgebras vy, para cada
i €1, in’, la inclusién canénica i-ésima del coproducto, es un morfismo proyectivo
de (S*, A") en [1((S*, A% | i € I), que tiene la siguiente propiedad universal:
Para cada par ordenado ((T,B), (V' | i € I)), en el que (I,B) es un sistema
proyectivo de L-dlgebras vy, para cada i € I, ¥;: (S*, A") —= (T, B), hay un tinico
morfismo proyectivo [V | i € I] : [1((S*, A" | i € I) —= (T, B) tal que, para cada
i €1, el diagrama:
in'

(8", 4

[1((S", A" |ie)
[fili€l]

(T,B)
conmuta.

Proof. Es suficiente tomar como primera coordenada de [1((S", A" | i € I) el
producto de la familia de conjuntos preordenados (S* | i € I), que es ([[(S*|i €
I), =), siendo =< el preorden sobre [[(S? | i € I) definido como:

(s;|i€l)=(sh|iel)siysolosiViell(s; <'s)),
y, como segunda coordenada, el par ordenado cuya primera componente es
(ITeax tien | siliene](s lieD)

y cuya segunda componente es
(Tl i€ DI ((sili€ D). (i i € D) €x);

y, por otra parte, para cada ¢ € I, como primera coordenada de in’, pr;, la
proyeccién canénica de [[(S* | i € I) en S°, y, como segunda coordenada, (ing: |
(si|iel)e[(S]iel))

U
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Proposition 74. Sean ®,V: (S, A)—— (T,B) dos morfismos proyectivos, con
O =(¢,f) y¥ = (¢,9). Entonces existe un par ordenado (Ceq(®, V), ceq(P, ¥)), el
coigualador de ® y ¥, en el que Ceq(®, V) es un sistema Mectivo de X-dlgebras
y ceq(®, ) un morfismo proyectivo de (T, B) en Ceq(®, V), que tiene las siguientes
propiedades: e
(1) ceq(®,T) o ® = ceq(P,V)o V.
(2) (Propiedad universal del coigualador) Para cualquier sistema proyectivo de
X-dlgebras (U,C) y cada morfismo proyectivo =: (T, B)—(U,C), si Zo
& = EoVU, entonces hay un inico morfismo proyectivo I': Ceq(®, ¥) — (U, C)
tal que T' o ceq(P,¥) = E. e

Proof. Es suficiente tomar como primera coordenada de Ceq(®, V), el conjunto
preordenado Eq(¢, ), formado por el igualador de ¢,1: T —=S y la restriccién
del preorden de T a ésa parte, y como segunda coordenada, £, el par cuya primera
componente, E,, para cada t € Eq(¢,v), es Ceq(ft, gt), y cuya segunda compo-
nente, ey ¢, para cada t,t’ € Eq(¢,v), tal que t < t', es el tnico homomorfis-
mode Ceq(f/, gr) en Ceq(f, gt) tal que ceq(fi, g¢) © byt = ew ¢ o ceq(fe, gt); ¥, por
otra parte, como primera coordenada de ceq(®, ¥), eq(¢, 1), la aplicacién isétona
canénica de Eq(¢, 1) en T, y, como segunda coordenada, (ceq(ft, g:) | t € eq(¢,)).

O

3. LIMITES INDUCTIVOS DE LOS SISTEMAS ALGEBRAICOS

Nos ocupamos, en primer lugar, de demostrar tanto la existencia de coproductos
de familias de (X, II)-sistemas algebraicos, como la de coproductos de familias de
homomorfismos entre familias de (X, IT)-sistemas algebraicos, asi como, en segundo
lugar, de estudiar la conducta del operador de formacién de coproductos, respecto
de las identidades y de la composicién de familias de homomorfismos entre familias
de (X, II)-sistemas algebraicos.

En lo que sigue, salvo indicacion expresa de lo contrario, suponemos elegida una
signatura de primer orden (X,II) y que todos los sistemas algebraicos son (X, II)-
sistemas algebraicos.

3.1. Coproductos de sistemas algebraicos.

Proposition 75. Sea (A; | i € I) una familia de sistemas algebraicos. Entonces
hay un par ([1(4; | i € 1), (in; | i € I)), también denotado por ([1,c; A;, (in; | i € 1)),
en el que [[(4; | i € I), el coproducto de (A, | i € I), es un sistema algebraico y,
para cada i € I, in;, la inclusiéon canodnica i-ésima del coproducto, es un homomor-
fismo de A; en [[(4; | i € I), que tiene la siguiente propiedad universal:

Para cada par ordenado (A, (f; | i € I)), en el que A es un sistema algebraico
y, para cada i € I, f;: A,— A, hay un dnico homomorfismo (f; | i € I]b T4, |
1 € I)— A tal que, para cada i € I, el diagramas:

ini

4, [1(4; |iel)

[filiel)
A
conmuta.

Proof. Sea [[(4; | i € I) el sistema algebraico cuya X-dlgebra subyacente es
[I((A;, F?%) | i € I), el coproducto de la familia de X-algebras ((A;, F?) | i € I) (que,
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recordemos, es Fry (I1,c; Ai)/C(a,,piyjicr), siendo C(a, rijjer) la congruencia so-
bre ﬂ;(]_[iel Ai) generada por la relacién binaria R4, riyicr) en Fr;(]_[ie[ Ai)
que consta de los pares ordenados

((Fy(ag,...,an-1),1),0((ag,2),...,(an—1,1))),

conie€l,neN,oeX,y (ag...,an—1) € A"), y para el que la familia de rela-
ciones subyacente (R, | m € II) es L, jier)(A4; | 7 € I), el levantamiento cooptimal
de (4; | i € I) através de (in; | ¢ € I), siendo, para cada ¢ € I, in; el homomorfismo
de X-algebras de (A;, F*) en [[((A;, F?) | i € I) obtenido componiendo la inclusién
de A; en [];c; Ai, la inclusién de [[;.; A; en Fr;(]_[iel Ai) y la proyeccién de
Fry (I1;c; Ai) en Frs(IT;c; 4i)/Cca,, Fivjier)- Entonces se cumple que, para cada
7 € I, con tk(m) = n, in}'[RY] C R, i.e., en definitiva, que in; es un homomorfismo
de A; en [(4; |i e I).

Por otra parte, dado un par ordenado (A4, (f; | ¢ € I)), en el que A es un sistema
algebraico y, para cada i € I, f;: A,— A un homomorfismo, sea [f; | i € I]‘j el
tinico homomorfismo de Fry, ([];c; 4i) en (A4, F) tal que el diagrama:

T’Hie] Ai

[icr 4 FrZ(HieI Ai)

ny :
[leleﬂ [fz'lel]
A

conmuta. Puesto que Ker([f; | i € I]*) contiene a todos los pares ordenados que
generan a la congruencia C(a, ri)jicr), entonces existe un tinico homomorfismo

[filie I]b de [1;c;(As, F') en (A, F) tal que el diagrama:

T .
PYC (4, piyiicn

Fry, ([Tie Ai) [((Ai, F) i)

filien
filie )

(A, F)
conmuta. Luego hay un homomorfismo [f; | ¢ € I]b (A, FY | i e I)—= (A, F)
tal que, para cada i € I, el diagrama:

ini

[I((Ai, F*) | i e )

P filiel]

(A, F)

conmuta. Es evidente que [f; |i € I]b es un homomorfismo de [[(A4; | ¢ € I)
en A. Con ello queda demostrada la existencia de al menos un homomorfismo
de J[(4; | @« € I) en A con la propiedad indicada. Dejamos, como ejercicio, la
demostraciéon de la unicidad. O

Podemos resumir el proceso seguido en la demostracion de la proposicién anterior
en los siguientes términos:
e En primer lugar, nos olvidamos de la estructura relacional de la familia

de sistemas algebraicos dados (4; | @ € I), y consideramos la familia de
Y-algebras ((A;, F?) | i € I).
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e A continuacion, consideramos el coproducto de la familia de X-dlgebras
((Ai FY) | i € ). |

e Por dltimo, dotamos a la X-dlgebra [[((A;, F*) | @ € I) de la familia de
relaciones que se obtiene considerando el levantamiento cooptimal de (A4, |
i € I) através de (in; | i € I), y comprobamos que el resultado cumple las
condiciones de la proposicion.

En la Proposicion 75 hemos demostrado, para una familia de sistemas alge-
braicos, la existencia de al menos un par ordenado, formado por un sistema alge-
braico y una familia de homomorfismos desde cada uno de los sistemas algebraicos
de la familia dada hasta el sistema algebraico, sujeto a cumplir una cierta propiedad
universal; pero, no hemos afirmado que tal par sea absolutamente tnico.

Demostraremos en lo que sigue, entre otras cosas, que el par ordenado de la
proposicién anterior, es tnico salvo (un dnico) isomorfismo.

Proposition 76. Sea (4, | i € I) una familia de sistemas algebraicos. Entonces:

(1) Para cualesquiera homomorfismos f,g: [1;c; A; —=A, si, para cadai € I,
el diagrama:

[ oin;
Y (A i) ~A
gon,

conmuta, entonces f = g, i.e., la familia (in; | i € I) es colectivamente
epimorfica.

(2) Para cada par ordenado (A,(f; | ¢ € I)), en el que A sea un sistema
algebraico y, para cada i € I, fi: A,—=A, y para cada monomorfismo
t: A+—[[(4; | i € 1), si, para cada i € 1, el digrama:

ini

4, [I(4; [iel)

i t

conmuta, entonces t es un isomorfismo, i.e., la familia (in; | i € I) es
extremal.

Proof. O

Corollary 11. Sea (A; | i € I) una familia de sistemas algebraicos. Si un par
ordenado (C,(¢q; | i € I)), en el que C es un sistema algebraico y, para cada
i €1, q: A —=C, tiene la propiedad de que para cada par ordenado (A, (f; |
i €1)), en el que A es un sistema algebraico y, para cada i € I, fi: A;,—=A un
homomorfismo, hay un inico homomorfismo h: C—— A tal que, para cada i € I,
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el diagrama:

4,

4 C
h

fi ‘

A
conmuta, entonces hay un dnico isomorfismo t de [[(4; | i € I) en C tal que, para

cada i € I, el diagrama:

ini

A, [1(4; i€ )

~+

I

conmuta.
Proof. O

Sea (A; | i € I) una familia de sistemas algebraicos. Demuéstrese que si I = &,
entonces
[ lien = s(2),F (2| em),

siendo F' la estructura de X-algebra sobre Fry (@), i.e., el coproducto de la familia
vacia de sistemas algebraicos es el sistema algebraico inicial.

Sea (A, | i € I) una familia de sistemas algebraicos. Demuéstrese que si I es un
conjunto final y su inico miembro es ¢, entonces

H(Ailﬁff)%éi-

Proposition 77 (Conmutatividad). Sea (A; | i € I) una familia de sistemas
algebraicos y ¢ un automorfismo de I, entonces

1A lien=]](4ylicD).
Proof. O
Para establecer la proposicién que sigue, convenimos en denotar por (Aj |jeld)
la restriccion de (A4; | ¢ € I) a J, si J C I, que no es mds que la composicién de
iny y de (4; | ¢ € I). Ademsds, usaremos in; para denotar la inyeccién candnica

j-ésima, del coproducto de cualquier familia de sistemas algebraicos para la cual se
cumpla que j sea miembro del conjunto de indices de la misma.

Proposition 78. Sea (A, | i € I) una familia de sistemas algebraicos y J, K, L C I
tales que K C J y L C K. Entonces:

(1) iny.y = idjja,)jer), siendo ingy el dnico endomorfismo [in; | j € J]b del
sistema algebraico [[(A; | j € J) tal que, para cada j € J, el diagrama:

M

[1(4; 7€ J)

. my, g
’M’Lj

[1(4; 7€ J)

conmuta.
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(2) ing, g =ink,going i, i.e., el diagrama:

inLK

[1(4,[lel) [1(4; | k € K)
\ JZ’TLK“}
nr.J
[1(4; 1jeJ)

conmuta; siendo, para J,K C I, con K C J, ing ; el inico homomorfismo
del sistema algebraico [[(A, | k € K) en el sistema algebraico [[(4; | j €
J) tal que, para cada k € K, el diagrama:

Ay —" o TT(A k€ K)
i L NK,J
[1(4; 15 €J)
conmuta.
Proof. O

Proposition 79. Sean (4; |i € I) y (B, | i € I) dos familias de sistemas alge-
braicos y (f; | i € I) una familia de homomorfismos en la que, para cada i € I,
fi: A;—= B,. Entonces hay un tunico homomorfismo, denotado por [[(f; | € I)
y denominado el coproducto de (f; | i € I), del sistema algebraico [[(A4; |i € I) en
el sistema algebraico [[(B; | i € I) tal que, para cada i € I, el diagrama:

A" (4 i€ D)
fi [(filiel)
B, B.|liel
B ——11(B:|ic])
conmuta.
Proof. O

Proposition 80. Sean (A; | i € I), (B, |i€ 1)y (C,|i € I) tres familias de
sistemas algebraicos y (fi |1 € I) y (g | i € I) dos familias de homomorfismos tales
que, para cada i € I, fi: A,—= B, y ¢9;: B,—=C,. Entonces:

(1) [(ida, | i € I) = idy(a,jict)-

(2) (gi lieolI(filiel)=1l(gio filiel).

Proof. O
Proposition 81. Sean (A; | i € I), (B; | j € J) y (C) | k € K) tres fa-
milias de sistemas algebraicos y (f; | j € J) y (g | k € K) dos familias de

homomorfismos tales que, para cada j € J, f;j: B;—> 1H(A; | i € I) y, para
cada k € K, gr: C,,—=1[1(B; | j € J). Entonces el tinico homomorfismo

b
[[fj |j € J]b ogr | k€ K} del sistema algebraico [[(C), | k € K) en el sistema
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algebraico [[(4; | i € I) tal que, para cada k € K, el diagrama:

Z"]’Lk
Cy,

[H(Cy | k€ K)
[[fj\je,]]bongfEKb

[I(4; |ie)

[fi15ed) og

conmuta, coincide con la composicion del dnico homomorfismo [g | k € K]b del
sistema algebraico [[(C), | k € K) en el sistema algebraico [[(B; | j € J) y del
dnico homomorfismo [f; | j € J]b del sistema algebraico [[(B; | j € J) en el sistema

algebraico [[(A; | ¢ € I) tales que, resp., para cada k € K y cada j € J, los dos
triadngulos del diagrama:

ink

Cy [I(Cy | k € K)
n low | k € KT’

B, — " 1I(B,|jeJ)
£ filie J]b

[1(4; |ieD

conmutan. Asi pués, se cumple que:

. b b . b °
Proof. O

Proposition 82. Sean (4; |i € I) y (B, | i € I) dos familias de sistemas alge-
braicos y (f; | i € I) una familia de homomorfismos en la que, para cada i € I,
fir A,— B,. Entonces:

(1) Si para cada i € I, f; es una retraccidn, entonces [[(f; | ¢ € I) es una
retraccion.

(2) Sipara cadai € I, f; es una seccion, entonces [[(fi | i € I) es una seccidn.

(3) Si para cada i € I, f; es un isomorfismo, entonces [[(fi | i € I) es un
isomorfismo.

(4) Si para cada i € I, f; es un monomorfismo, entonces [[(f; | i € I) es un
monomorfismo.

(5) Sipara cadai € I, f; es coconstante, entonces [[(fi | i € I) es coconstante.

Proof. O

Proposition 83 (Asociatividad del coproducto). Sea (4; | i € I) una familia
de sistemas algebraicos y (J, | 1 € L) una familia de subconjuntos de I tal que
Ui |l e L)=1y, para cada l,m € L, sil # m, entonces J, N J,, = &. Entonces

[Tatien=]T ([T ienlier).

Proof. O
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3.2. Coigualadores.

Proposition 84. Sean f,g: A——= B dos homomorfismos. Entonces existe un par
ordenado (Ceq(f, g),ceq(f,g)), el coigualador de f y g, en el que Ceq(f,g) es un
sistema algebraico y ceq(f,g) un homomorfismo de B en Ceq(f,g), que tiene las
stguientes propiedades: -
(1) ceq(f,g) o f = ceq(f,g)og.
(2) (Propiedad universal del coigualador) Para cada sistema algebraico Y y
cada homomorfismo h: B——=Y , si ho f = ho g, entonces hay un unico
homomorfismo t: Ceq(f,g) —=Y tal que to ceq(f,g) = h.

La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdticamente
como:

4 . B ceq(f,g) (.9)

_— Ceq

~+

Y

Proof. Sea (Ceq(f,g), F2/Cy ) la X-dlgebra cociente de (B, F£) entre la congru-
encia Cy g4, generada por la relacién

Ryg={(f(a),g(a)) [ac A},

en B. Ademsds, siendo ceq(f, g) la proyeccién canénica de B en Ceq(f, g), tenemos
que ceq(f, g) es un homomorfismo de X-dlgebras de (B, F£) en (Ceq(f, g), F2/Cy ).
Entonces el par (Ceq(f,g),ceq(f,g)) en el que Ceq(f,g) es el sistema algebraico
definido como: -

Ceq(f,9) = (Ceq(f,9), F2/Cf.g, Leeq(s,9)(B));

cumple las condiciones de la proposicién.

Es evidente que ceq(f,g) es un homomorfismo fuerte y que ceq(f,g) o f =
ceq(f,g) o g. Ademds, si Y es un sistema algebraico y h: B——=Y un homomor-
fismo tal que ho f = ho g, entonces Cy , C Ker(h), porque Ry, C Ker(h), Ker(h)
es una congruencia sobre (B, F£ y C;, es la minima congruencia sobre (B, F£
que contiene a Ry 4, luego, por la propiedad universal del cociente, hay un tnico
homomorfismo t: Ceq(f, g) —=Y tal que t o ceq(f, g) = h. O

Podemos resumir el proceso seguido en la demostracién de la proposiciéon anterior
en los siguientes términos:

e En primer lugar, nos olvidamos de la estructura relacional de los sistemas
algebraicos dados A y B, y consideramos los homomorfismos de YX-algebras
frg9: (A, F4) —= (B, FB).

e A continuacion, consideramos el coigualador de los homomorfismos de Y-
algebras f y g.

e Por ltimo, dotamos a la ¥-algebra (Ceq(f,g), F2/Cy,,) de la familia de
relaciones que se obtiene considerando el levantamiento cooptimal de B a
través de ceq(f, g), y comprobamos que el resultado cumple las condiciones
de la proposicion.

En la proposiciéon anterior hemos demostrado, para un par de homomorfismos,
ambos con el mismo dominio y codominio, la existencia de al menos un par or-
denado, formado por un sistema algebraico y un homomorfismo desde el codo-
minio de los homomorfismos dados hasta el sistema algebraico, sujeto a cumplir un
par de condiciones; pero no hemos afirmado que tal par sea absolutamente tinico.
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Demostramos a continuacién que el par ordenado de la proposicién anterior, es
tnico, sdlo, salvo isomorfismo.

Proposition 85. Sean f,g: A——= B dos homomorfismos. Si un par ordenado
(C,c), en el que C es un sistema algebraico y c: B——C, tiene las propiedades:

(1) cof=cog.

(2) Para cualquier sistema algebraico Y y cada homomorfismo h: B——=Y, si
ho f = hog, entonces hay un unico homomorfismo u: C—=Y tal que
uoc=h.

Entonces hay un dnico isomorfismo t: Ceq(f,g) —=C tal que el diagrama:

5 M9 Geq(1,4)
p t
&}
conmuta.
Proof. O
Proposition 86. Si el diagrama:
A 4f> B
A I

conmuta serialmente, i.e., sivo f = f'ou yvog=g ou, entonces hay un inico
homomorfismo Ceq(u,v): Ceq(f,g) —>Ceq(f’,g’) tal que el diagrama:

ceq(f, 9)

B Ceq(f, 9)
v Ceq(u,v)
' ———— Ceq(f',9')
ceq(f',9")
conmuta.
Proof. O

Demuéstrese que:
(1) Para el diagrama, serialmente, conmutativo:
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se cumple que
Ceq(idé, ldg) = id%(f’g).

(2) Silos diagramas:

A———7"B y A B’
g g

U v U/ ,U/

S S A

e

son, serialmente, conmutativos, entonces se cumple que
Ceq(u',v") o Ceq(u,v) = Ceq(u o u,v’ ov).

Definition 15. Un homomorfismo f: A——= B es un epimorfismo regular si ex-

isten dos homomorfismos u,v: C——= A tales que el par ordenado (B, f) es un
coigualador de u y v.

Proposition 87. Un homomorfismo f: A——= B es un epimorfismo reqular pre-
cisamente si es un homomorfismo fuerte.

Proof. O

3.3. Sumas amalgamadas. Ahora que disponemos de los conceptos de copro-
ducto y de coigualador, demostramos, apoyandonos en ellos, la existencia de un
nuevo tipo de limite inductivo, el de suma amalgamada de dos homomorfismos con
el mismo dominio.

Proposition 88. Sean f: C——= A yg: C —= B dos homomorfismos con el mismo
dominio. Entonces existe un par ordenado (Allg B, (ig,41)), la suma amalgamada
de Ay B bajo C relativa a f y g, en el que Allc B es un sistema algebraico, iy
un homomorfismo de A en Allg B e i1 un homomorfismo de B en Allc B, que
tiene las siguientes propiedades:

(1) El diagrama:

A————Allc B

conmuta.
(2) (Propiedad universal de la suma amalgamada) Para cada sistema algebraico
Y y cualesquiera homomorfismosu: A——=Y yv: B——=Y si el diagrama:

c—Y% .
)
A Y

P

u
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conmuta, entonces hay un tunico homomorfismo t: Allc B——Y tal que
los dos tridngulos del diagrama:

conmutan.

La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdticamente
como:

Proof. Sea (A, FA)H(QFQ) (B, FB) la suma amalgamada de (A, F4) y (B, FE) bajo
(C, F€) relativaa f y g (que, recordemos, es (Ceq(ingof,iniog), FALLE /Ciy ot inyoq)s
la X-dlgebra cociente de (A, FA)[[(B, FZ) entre la congruencia Cingof,in,og, g€
erada por la relacién

Ringof,iniog = { (in0(f(a)),in1(g(a))) [a € A}).

Ademis, siendo ig la composicién de la inclusién de (A, F4) en (A, FA)[[(B, FE)
y de la proyeccién de esta tltima en (A, F4) U, rey (B, FEB) ¢ i) la composicién
de la inclusién de (B,GE) en (A, FA)[[(B, F2) y de la proyeccién de esta tltima
en (A, FA) I ¢ pe) (B, F£), tenemos que ig e i1 son homomorfismos de X-dlgebras
de (A, F4) y (B, F4), respectivamente, en (A, F4) U, rey (B, FE). Entonces el
par (AIl¢ B, (i9,41)) en el que AIlo B es el sistema algebraico definido como:

ATlg B = (Ceq(ing o f,ing 0 g), FALE /Cy ot inrogs Lio,in (4, B)),
cumple las condiciones de la proposicién. Es evidente que entonces el diagrama:
¢—8B
f L i1
A

B

— s All

IQ

g
19

conmuta.
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Ademas, si Y es un sistema algebraico y u: A—=Y, v: B——=Y dos homo-
morfismos tales que el diagrama:

c—9% .p

fl .

A -y
u

conmuta, entonces, por la propiedad universal del coproducto, hay un tinico homo-
morfismo [u, 11]b : A][B——=Y tal que [u,v]b oing =uy [u,v]b oin; = vy, por
cumplirse que u o f = v o g, tenemos que Ker([u,v]b) contiene a la congruencia
Cingof,injog €n A 11 B, luego, por la propiedad universal del sistema algebraico co-
ciente, hay un tnico homomorfismo ¢ de A Il¢ B en X tal que t o pr¢ =

ingof,injog

[, v]b. Para el homomorfismo ¢ se cumple que los dos tridngulos del diagrama:

conmutan. Dejamos, como ejercicio, la demostracién de que ¢ es el tinico homo-
morfismo de A Il¢ B en X con las propiedades indicadas. O

Podemos resumir el proceso seguido en la demostracion de la proposicién anterior
en los siguientes términos:

e En primer lugar, nos olvidamos de la estructura relacional de los sistemas
algebraicos dados A y B y C, y consideramos los homomorfismos de X-
algebras f: (C, FY)—= (A, F4) y g: (C,FY)— (B, FE).

e A continuacion, consideramos la suma amalgamada de los homomorfismos
de X-algebras f y g.

e Por ultimo, dotamos a la 3-algebra (A, FA)H(C’FQ) (B, FB) de la familia de
relaciones que se obtiene considerando el levantamiento cooptimal de (4, B)
a través de (ig, 41), y comprobamos que el resultado cumple las condiciones
de la proposicién.

Cuando digamos de un diagrama de la forma:

c—Y9% .

fl .

Ay
u

que es un cuadrado cocartesiano, ello significard que la Y-dlgebra Y es una suma
amalgamada de A y B bajo C relativa a f y g, y que u y v son las aplicaciones
estructurales.
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En la proposiciéon anterior hemos demostrado, para un par de homomorfismos,
ambos con el mismo dominio, la existencia de al menos un par ordenado, formado
por una Y-algebra y dos homomorfismos desde los codominios de los homomorfismos
dadas hasta la X-algebra, sujeto a cumplir un par de condiciones; pero no hemos
afirmado que tal par sea absolutamente tinico. Demostramos a continuacién que el
par ordenado de la proposicién anterior, es tinico, sélo, salvo isomorfismo.

Proposition 89. Sean f: C——= A yg: C —— B dos homomorfismos con el mismo
dominio. Si un par ordenado (E,(p,q)), en el que E es un sistema algebraico,
p: A—=FE y q: B——= L tiene las propiedades:

(1) El diagrama:

I
I

|

conmuta.
(2) Para cada sistema algebraico Y y cualesquiera homomorfismos u: A—=Y
yv: B——=Y si el diagrama:

I

I

|

conmuta, entonces hay un dnico homomorfismo t: E——=Y tal que los dos
tridngulos del diagrama:

conmutan,
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entonces hay un dnico isomorfismo t: Allc B——E tal que los dos tridngulos del
diagrama:

conmutan.

Proof. O

Proposition 90. Si el diagrama:

conmuta, entonces hay un unico homomorfismo ull, v: AHQEHA' e B’ tal
que el diagrama:

c I B
f
w ip
A . Alle B v
tA
!
u Jod 9 B
7 wll, v
’LE/
A - A'llg B
ZA/ -
conmuta.
Proof. O

Demuéstrese que:
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(1) Para el diagrama conmutativo:

se cumple que

(2) Silos diagramas:

c—7% - y — 7 . p
A w v Al w/ ,U/
g’ "
U '’ B’ o " 9 B
T e
A A"

conmutan, entonces se cumple que
(' My v") o (ully v) = (1 o u) Hyroy (v 0 v).

Sean ® y ¥ dos congruencias sobre un sistema algebraico A. Demuéstrese que
el diagrama

Panv,w

A/env¥ AV

Ponw, o Pw,cg, (2Uw)

AJd ——— > A/Cg (U D)
Pa,cg, (2UT) -

es conmutativo, pero que no es necesariamente un cuadrado cocartesiano.

3.4. Sistemas inductivos de Y-algebras. A continuacion consideramos los con-
ceptos de sistema inductivo de sistemas algebraicos y morfismo inductivo entre
sistemas inductivos de sistemas algebraicos, nociones debidas, en casos particu-
lares, a Pontrjagin y que son de gran importancia para la topologia algebraica y el
algebra homoldgica.

Definition 16. Un sistema inductivo de sistemas algebraicos es un par ordenado
(S, A) enel que S es un conjunto preordenadoy A = (A, | s € 5), (as,s | (s,5") €<
)) tal que:

(1) Para cada s € S, A, es un sistema algebraico.

(2) Para cada (s,s') €=, a5, : A, —> A, es un homomorfismo.

(3) Para cada s € S, as s =ida_.
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(4) Para cada s,s’,s” € S, si (s,8") €Xy (8',5") €=, entonces el diagrama:

As, s

A, ———— 4y

as/7s//
as’sll

A

L1g/7y

conmuta.

A los homomorfismos as ¢ : A, — A, los denominamos los homomorfismos de
transicidn del sistema inductivo de sistemas algebraicos (.59, .4).

Example. Sea A un conjunto, B un sistema algebraico y VW C A tales que
W C V. Entonces tenemos el homomorfismo

H(inw,v,idg): Hom(V, B) — Hom (W, B),

queaun g: V—— B le asigna g [ W.

Sea S un conjunto preordenado dirigido superiormente y (Vs | s € S) una apli-
cacién isétona de S en (Sub(A),C71); asi que, para cada (s,s') €=, Vo C V.
Entonces

(S, (Hom(Ve, B) | s € 5), (as,er | (s,5") €2))),

en el que, para cada (s, s') €=, a, ¢ es el homomorfismo H(iny,, v, ,idp) de Hom(Vs, B)
en Hom(Vy/, B) que a un g: Vs ——= B le asigna g | Vi, es un sistema inductivo de
sistemas algebraicos.

Example. Sean I un conjunto y (4; | ¢ € I) una familia de sistemas algebraicos
indexada por I. Entonces (Sub,(I),((I[(A4; | i € J) | J € Suby(I)), (ink s | K C
J))) es un sistema inductivo de sistemas algebraicos.

Example. Sean S un conjunto, A un sistema algebraico y (X, | s € S) una familia
de cerrados de A tal que, para cualesquiera s,s’ € S exista un s” € S de modo que
X, U Xy C Xgr. Entonces, considerando sobre S el preorden < definido como:

s=2s X, C Xy,

tenemos que (S, (X, | s € 5),(inx_x, | s X 5'))) es un sistema inductivo de
sistemas algebraicos.

3.5. Limites inductivos de los sistemas inductivos.

Proposition 91. Sea (S,A) un sistema inductivo de sistemas algebraicos. FEn-
tonces hay un par ordenado (im(S, A), (as | s € 5)), el limite inductivo del sistema
inductivo (S,A), en el que h_H)l(ﬁ, A) es un sistema algebraico y, para cada s € S,
as, la inclusién candnica s-ésima, es un homomorfismo de A, en li_r)n(ﬁ, A), tal que:

(1) Para cada (s,s") €=, el diagrama:

Qs s’

A : A,

S =S

Qg Qg

conmuta.
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ls: A,—L, si, para cada (s,s") €=, el diagrama:

(2) Para cada par ordenado (L,(ls | s € S)) en el que, para cada s € S,

conmuta, entonces hay un unico homomorfismo u: li_r)n(ﬁ7 A)— L tal que,
para cada s € S, el diagrama:

conmuta.
La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdticamente
como:

A

Proof. Sea lim (S, A) el sistema algebraico cuya X-dlgebra subyacente es lim(S, (((As, F*) |
s€8), (ass | (s,8) €<))), el limite inductivo del sistema inductivo de X-4lgebras

(S, (A5, F®) | s € 9),(as,s | (s,8) €<))) (que, recordemos, es Ceq(f,g), el
coigualador de los homomorfismos f, g de H(S’S,)GS(AS,FS) en ]_[seis(As,Fs)7
siendo f = [ing | (s,8") €<’ y g = [ing 0 asy | (5,8) €<]’ los tinicos homo-
morfismos de [, )c<(As, F°) en [ [, 5(As, F**) tales que, para cada (s,s') €<, el
cuadrado superior, resp., el cuadrado inferior, del diagrama:

ld(AmFs)

(As, F*) (As, F?) (As, F?)
. . ing
Mg g Mg Qg

s o ced(f.g)
H(s,s’)ES(AS7F) HseS(AS7F) C (f)g)
g

in575/ ins/

(A, F?) " (Ay, F*")

)

conmuta), y para el que la familia de relaciones subyacente es el levantamiento
cooptimal de (A4, | s € S) a través de (as | s € S), siendo, para cada s € S, as
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el homomorfismo de X-algebras obtenido componiendo los homomorfismos ing y

ceq(f, g)-
Entonces el par ordenado (lim(S,A), (as | s € S)) en el que lim(S, A) es el

sistema algebraico definido como:
lim(S, A) = (im(S, (((As, F*) | s € 9), (as,s' | (5,5") €<))), Lia,jses) (4 | s € 9))

cumple las condiciones de la proposicién.
En efecto, por una parte, para cada (s, s’) €<, tenemos que:

Qs © Q5,0 = PIg ) © 1Ny 0 asy (porque ay = ceq(f,g) oing )
=Progg 4 © 90N,y
=Preg,, ©f oinsy (porque ceq(f, g) coiguala a fy g)
=Prog ) © ing
= ag (porque as = ceq(f, g) oiny),

i.e., que el diagrama:

hm
conmuta.

Por otra parte, si un par ordenado (L, (Is | s € S)), arbitrario, pero fijo, en el
que, para cada s € S, l;: A,— L, es tal que, para cada (s,s’) €=, el diagrama:

Qs s

N4

conmuta, entonces, en virtud de la propiedad universal del coproducto, hay un
unico homomorfismo [l | s € S]b : T1(A, | s € S)——= L tal que el diagrama:

inA

A, ——1I4

|
l l [is|s€es]
L

conmuta. Ademds, para cada (s, s’) €<, tenemos que:

s |s€ S ofoingy =[l|seS] oin,
:ls

= ls/ (o) as7s/

ls|s e S]b 0ing O ag s

=[ls]se S]b ogoing .

Luego [Is | s € S]b of =ls]s€ S]b o g, por lo tanto, en virtud de la propiedad
universal del coigualador, podemos afirmar que existe un unico homomorfismo
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u: lim(S, A) —L tal que el diagrama:
4, |+ € )~ s, 4)
i, |ses) l
L

conmuta.
Ahora bien, puesto que, para cada s € S, el diagrama:

in,

A ls
L l |s€S]
L

conmuta, también, para cada s € S, el diagrama:

Qs

s — (4, | s € §) ——1im(5, 4)

D L[zs |ses)
u
L

conmuta. Por consiguiente hay al menos un homomorfismo u de h_H}l(ﬁ ,A) en L tal
que, para cada s € 5, el diagrama:

A

A, —2 s lim(

[T

JA)

~
@
-
IS

[~

conmuta. Dejamos, como ejercicio, la demostracion de que hay a lo sumo un ho-
momorfismo u de lii>n(§, A) en L tal que, para cada s € S, uoas = ls.
O

Podemos resumir el proceso seguido en la demostracién de la proposiciéon anterior
en los siguientes términos:

e En primer lugar, nos olvidamos de la estructura relacional del sistema in-
ductivo de sistemas algebraicos dado (S,.A), y consideramos el sistema
inductivo de X-dlgebras (S, (((As, F®) | s € S), (as,s | (s,8") €<))).

e A continuacion, consideramos el limite inductivo del sistema proyectivo de
Y-algebras (S, (((As, F*) | s € 9), (as,s | (5,5") €<))).

e Por dltimo, dotamos a la Y-dlgebra (Lim(S, (((4s, F*) | s € S),(as,s |
(s,s") €<))) de la familia de relaciones que se obtiene considerando el
levantamiento cooptimal de (4, | s € S) a través de (as | s € 5), ¥
comprobamos que el resultado cumple las condiciones de la proposicién.
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En la proposiciéon anterior se ha demostrado, para un sistema inductivo de sis-
temas algebraicos, la existencia de al menos un par ordenado, formado por un
sistema algebraico y una familia de homomorfismos desde cada uno de las sistemas
algebraicos de la familia de sistemas algebraicos subyacente a la segunda coorde-
nada del sistema inductivo, hasta el sistema algebraico, sujeto a cumplir, por una
parte, una condicién de compatibilidad respecto de los homomorfismos subyacentes
a la segunda coordenada del sistema inductivo, y, por otra, una cierta propiedad
universal; pero, ni hemos afirmado que tal par sea absolutamente tinico, ni que las
inclusiones candnicas sean necesariamente inyectivas, sobreyectivas o biyectivas.

Demostraremos en lo que sigue, entre otras cosas, que:

e El par ordenado de la proposicién anterior, es tinico salvo isomorfismo.

e Una condicién suficiente para que una inclusién candnica sea inyectiva,
sobreyectiva o biyectiva, es que los homomorfismos de transicién sean in-
yectivos, sobreyectivos o biyectivos.

Proposition 92. Sea (S, A) un sistema inductivo de sistemas algebraicos. En-
tonces:

(1) Para cada par de homomorfismos f,g: li_r>n(§, A)—=Y, si, para cada s €
S, el diagrama:

foas
/a\
lim(S, A) — %~ A, -y

goas
conmuta, entonces f = g, i.e., la familia (as | s € S) es colectivamente
epimorfica.
(2) Para cada par ordenado (L,(ls | s € S)), en el que L sea un sistema

algebraico y, para cada s € S, ls: A,—=L un homomorfismo, si para
cada (s,s") €=, el diagrama:

a ’

AS 5,8 AS/
L

conmuta, y para cada monomorfismo t: L+— li_r)n(ﬁ, A), si, para cada s €
S, el digrama:

4, = lim(S, A)
L

conmuta, entonces t es un isomorfismo, i.e., la familia (as | s € S) es
extremal.

Proof. O
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Corollary 12. Sea (S,.A) un sisterna inductivo de sistemas algebraicos. Si un par
ordenado (@, (qs | s € 5)), en el que Q es un sistema algebraico y, para cada s € S,

qs: Ay —=Q un homomorfismo, cumple que:
(1) Para cada (s,s") €=, el diagrama:

Qs s

A, A,
Q
conmuta.

(2) Para cada par ordenado (L,(I5 | s € S)), en el que L es un sistema alge-

braico y, para cada s € S, lg: A;,—=L un homomorfismo, si, para cada
(s,s") €=, el diagrama:

Ag g
A, ’ Ay
L

conmuta, entonces hay un tinico homomorfismo u: Q —=L tal que, para
cada s € S, el diagrama:

ds

P
N

~
@
-
IS

[y

conmuta.

Entonces hay un unico isomorfismo t de li_n)l(ﬁ, A) en Q tal que, para cada s € S,
el diagrama:

A, lim(S, A)
u
|
Q
conmuta.
Proof. O

Si un sistema inductivo de sistemas algebraicos (S,.4) es tal que el conjunto
preordenado S esta dirigido superiormente, entonces la construccion de hi)n(ﬁ ,A) se
simplifica, porque en este caso es suficiente que consideremos el sistema algebraico,
también denotada por h_r)n(ﬁ ,A), cuyo conjunto subyacente es el cociente [[(As |
5 € S)/R¢g, 4, del coproducto de la familia de conjuntos (As | s € S), entre Rg, 4),
que es la minima relacién de equivalencia sobre [[(As | s € S) que contiene a todos
los pares ordenados de [[(4s | s € S) de la forma ((x, s), (as,s(2),8')), con x € A
y (s,8") €=, i.e., por definicién:

Rs.a =Ba(U, o L@ 9), (asw (@) s)) € (JT 4)° |2 € 4:})

seS
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y cuya estructura de sistema algebraico viene dada asociando, por una parte, a
cada o € ¥, con ar(0) = n, la operacién n-aria F, de ([[(As | s € S)/Rs,4))"
en J[J(As | s € S)/Rs,4) que a un ([(za,S4)] | @ € n) del primero le asigna
[Fi(as, t(za) | @ € n),t)], siendo ¢ una cota superior de (so | @ € n) en Sy F!
la operacién estructural de A, correspondiente a o, y asociando, por otra parte, a
cada 7 € II, con rk(m) = n, la relacién n-aria R, en (J[(As | s € S)/Rs,4))" que
consta de aquellos ([(zq, So)] | @ € n) para los que hay un t € S tal que, para cada
a € n, 8o < t, y hay una familia (a, | @ € n) € A} tal que, para cada a € n,
as, t(@a) = [(Ta, $a)] ¥ (aa | @ € n) € RL, siendo R la relacién estructural de A,
correspondiente a 7.

Demuéstrese que una condicién necesaria y suficiente para que ((z,s), (y,t)) €
Rs,.4) es que exista un u € S tal que 5,t <uy asu(x) = aru(y).

Proposition 93. Sea (S,.A) un sistema inductivo de sistemas algebraicos tal que S
esté dirigido superiormente. Entonces el par ordenado (im(S, A), (as | s € 5)) en
el que lim(S, A) es el sistema algebraico ([[(As | s € S)/Rs,a), (F» | 0 € X), (R |
m € 1l)) y, para cada s € S, as la composicion de in, y de PIR ¢ 4 (de manera que,
para cada s € S, as asigna a un x € Ay la clase de equivalencia [(x,s)]), es un
limite inductivo del sistema inductivo (S,.A)

Proof. Las operaciones F, estdn bien definidas. En efecto, si u € S fuera tal que,
para cada i € n, s, < u, entonces

[Fﬁ(asa,t(xa) | a€n),t)] = [F(as,u(ra) | @ € n),u)],

porque, por estar el conjunto preordenado S dirigido superiormente, existiria un
v € S tal que t,u < v, luego, por ser a;, y @, homomorfismos se cumpliria que

at,v(Fé(asa,t(xa) |aen)) = au,v(F;L(asa,u(xa) | a €n)).
Las relaciones R, estan bien definidas.Ademds, para cada s € S, as = PIRis ) oing

es un homomorfismo de A, en lim(S, A). En efecto, dado un s € S, un o € X, con
ar = n y una familia (z, | & € n) en A, se cumple que

as(Fy(za | a € n)) = [(Fi(za | @ € n),s)]
= F,([(za,9)] | @ € n).

Por 1ltimo, el par ordenado (lim(S, A), (as | s € S)) cumple las condiciones de
la proposicién. En efecto, por una parte, para cada (s, s’) €=, el diagrama:

As, s’

N

A,
Qg
lim(S, A)

conmuta, i.e., para cada z € A,, se cumple que [(z,s)] = [(as,s(2),s)], por
definicién de R(g, 4)

Por otra parte, si un par ordenado (L, (l5 | s € S)), arbitrario, pero fijo, en el
que, para cada s € S, l;: A,— L es un homomorfismo, es tal que, para cada
(s,s") €=, el diagrama:

Qs s

As As'
L
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conmuta, entonces, en virtud de la propiedad universal del coproducto de familias
de conjuntos, hay una tnica aplicacién [l | s € S]: [[(A4s | s € S)—=L tal que el
diagrama:

il’lA

A, —[1(4s | s € 5)

z iy | s €S

L

conmuta. Ademas, Rg 4y C Ker([l | s € S]), porque R(g 4y es la minima con-
gruencia sobre J[(As | s € S) que contiene a |J, ;ye<{((2,5), (as,s(2),5)) €

(Ises AS)2 | z € Ay} y porque Ker([ls | s € S]) es una relacién de equivalencia

sobre [[(As | s € S) que contiene a [, ye<{ ((2,5), (a5, (7),5")) € (Ises As)2 |
x € As}. Entonces, en virtud de la propiedad universal del conjunto cociente,
podemos afirmar que existe una tUnica aplicacién wu: h_n)l(ﬁ ,A)—=L tal que el
diagrama:

pr
T4, | s € §) — =2 lim(S, A)
Uy | s € 5] !

L

conmuta. Ademads, v es un homomorfismo de li_n}(ﬁ, A)en L.
Ahora bien, puesto que, para cada s € S, el diagrama:

ing

As [I1(As | s € 5)

s | s €S

o~
»

L

conmuta, también, para cada s € S, el diagrama:

Qs
i PTe
As Mg H(As |S€S>¢>h_n)l(§"’4)
l [Is| s €]
* u
L

conmuta. Por consiguiente hay al menos un homomorfismo v de h_rr)l(ﬁ ,A) en L tal
que, para cada s € S, el diagrama:

[

A

A, % lim(
£ [—
ls

-~
IS

[y

conmuta. Dejamos, como ejercicio, la demostraciéon de que hay a lo sumo un ho-
momorfismo u de li_n)l(ﬁ, A) en L tal que, para cada s € S, uoas = I.
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En el ejemplo 3.4, para el sistema inductivo
(S, (Hom(Vs, B) | s € ), (as,s | (s, 5) €2))),

su limite inductivo estd formado, por una parte, por las clases de equivalencia, o
gérmenes de aplicaciones, [(f,s)], con (f,s) € [[(Hom(Vy, B) | s € S), y siendo dos
pares ordenados (f,s) v (g,s’) equivalentes precisamente cuando exista un s” € S
tal que Vgr C VN, Ve y f | Vs =g | Vs, y, por otra, por la familia de aplicaciones
(as | (s,8') €X), en la que, para cada s € S y para cada f € Hom(V, B), as(f) =

[(f,5)]

Demuéstrese que el limite inductivo del sistema inductivo del ejemplo 3.4 es
isomorfo a [[(4, | s € 5).

Demuéstrese que el limite inductivo del sistema inductivo del ejemplo 3.4 es
isomorfo a [ J(X, | s € 5).

Proposition 94. Sea (S, A) un sistema inductivo de sistemas algebraicos, con S
dirigido superiormente y (L, (ls | s € S)) tal que, para cada s € S, ls: A,—=1L
sea un homomorfismo y, para cada (s,s') €=, el diagrama:

A : A,

S =S

[y

conmute. Entonces para el dnico homomorfismo u: lii>n(§7 A)—=L tal que, para
cada s € S, el diagrama:

[t

SA)

[N

S

% lim(
—
ls

-
IS

[y

conmuta, se cumple que:

(1) Una condicion necesaria y suficiente para que u sea sobreyectivo es que
L =U,cs Im(ls).

(2) Una condicion necesaria y suficiente para que u sea inyectivo es que, para
cada s € S y para cada x,y € As, sils(x) = ls(y), entonces exista un s’ € S
tal que s j s Yy as,s/(z) = as,s’(y)‘

Proof. 1. Puesto que un homomorfismo es sobreyectivo si y sélo si su imagen
coincide con su codominio, u serd sobreyectivo precisamente si u. (lim(S,.A)) = L.
Ahora bien, hi>n(§ JA) = U,cqIm(as), luego u serd sobreyectivo precisamente si
Us(Ugeg Im(as)) = L, ie., siy sélo si J,cg Im(uoas) = L, pero, para cada s € S,
uoas = I, luego u serd sobreyectivo cuando y sélo cuando | J g Im(ls) = L.

2. La condicion es necesaria. Supongamos que u: h_H)l(ﬁ, A) —— L sea inyectivo
ysean s € Sy z,y € A, tales que I5(x) = I5(y). Entonces, ya que, para cada s € S,
woas = ls, u(as(x)) = u(as(y)), luego, por ser u inyectivo, as(x) = as(y). Por
consiguiente, en virtud del lema ??, hayun s’ € Stalque s <X §' y as o (z) = as,+ ().

La condicion es suficiente. Supongamos que para cada s € S'y para cada x,y €
As, sils(z) = I5(y), entonces exista un s’ € S tal que s < §' y a5 o () = as,5 (y).
Sean X, Y € lim(S, A) tales que u(X) = u(Y). Entonces, en virtud del lema ??, hay
un s € Sy x,y € A, tales que ag(x) = X y ag(y) =Y. luego u(as(z)) = u(as(y)),
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pero uoas = lg, asf que ls(x) = l5(y). Por lo tanto, en virtud de la hipdtesis, existe
un s’ € Stal que s < s’y a5, (x) = as,¢ (y); pero esto ltimo significa precisamente
que X =Y, ya que X = [(z,9)], Y = [( s)] y X =Y siy sélosiexiste un s’ € S
tal que s < §' y as ¢ (x) = asﬁs/(y)

U

Proposition 95. Sea (S,.A) un sistema inductivo de sistemas algebraicos, con S
dirigido superiormente. Una condicion suficiente para que as: A, —> lii)n(ﬁ, A)
sea inyectivo, sea cual sea s € S, es que, para cada (s,8") €X, a5 Ay—>=Ay
sea inyectivo.

Proof. O

Proposition 96. Sea (S,.A) un sistema inductivo de sistemas algebraicos, con S
dirigido superiormente. Una condicion suficiente para que as: A, —> 1'£>n(§, A)
sea sobreyectivo, sea cual sea s € S, es que, para cada (s,8') €=, a5 Ay —>= Ay
sea sobreyectivo.

Proof. O

Corollary 13. Sea (S, A) un sistema inductivo de sistemas algebraicos, con S di-
rigido superiormente. Una condicion suficiente para que ag: Ay, —> liig(ﬁ, A) sea
un isomorfismo, sea cual sea s € S, es que, para cada (s,s") €X, a5 Ay —> Ay
lo sea.

Proof. O

Como una aplicacién del concepto de limite inductivo de un sistema inductivo
de sistemas algebraicos, consideramos a continuacién los conceptos de producto
reducido y ultraproducto de una familia de sistemas algebraicos relativo a un filtro,
resp., un ultrafiltro, sobre el conjunto de indices de la familia en cuestion.

Proposition 97. Sea I un conjunto, F un filtro sobre I, <= {(J,K) € F?> | K C
J} y (4, |i€I) una familia de sistemas algebraicos. Entonces el par ordenado

((HA] ‘ J e f),(ij( | (J’K) GS)),

jed
es un sistema inductivo de sistemas algebraicos. Al limite inductivo de tal sistema
inductivo de sistemas algebraicos lo denominamos elproducto reducido de (A4, | i €
I) relativo al filtro F sobre I, al sistema algebraico subyacente lo denotamos por
[Lic; Ai/F ¥y, para cada J € F, a los homomorfismos estructurales de HjeJAj en
[[-(A; | i€ 1), por pr,;. En particular, si F es un ultrafiltro sobre I, al limite
inductivo anterior lo denominamos el ultraproducto de (A4; | i € I) relativo al
ultrafiltro F sobre I. Si, para cada i € I, A, = A, entonces al limite inductivo del
sistema inductivo

(A7 | T € F),(psx | (J.K) €<)),
lo denominamos la potencia reducida de (A | ¢ € I) relativa al filtro F sobre I
y al sistema algebraico subyacente lo denotamos por AI/]-'; st F es un ultrafiltro
sobre I, al limite inductivo anterior lo denominamos la ultrapotencia de (A | i € I)
relativa al ultrafiltro F sobre I.

Ademds, [];c; A;/F es isomorfo al sistema algebraico ([[;c; Ai, F,R)/ =F, en

el que, para cada o € ¥, con ar(c) = n, la operacion estructural F,,, correspondiente
a o, es la aplicacion de ([[;c; A ) en [[,c; Ai definida como:

F, { (IMicr A)" —> Tlies Ai

(2o |a€n) — (Fi(za(i) |aen)]|iel),
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siendo F} la operacidn estructural de A; correspondiente a o, para cada m € 11, con
rk(m) = n, la relacion estructural R, correspondiente a 7, es la definida como:

Rp={(z0,...,an-1) € ([ A)" [{i €T | (20(i),...,2n1(i)) € RL} € F},

icl
y siendo =F la congruencia sobre ([[,c; As, F, R) definida como:
=r={(x.9) € ([[4) | Ba(w,y) € F}.
i€l

Proposition 98. Sea I un conjunto y F un ultrafiltro sobre I. Entonces

SAlg(s, IT)! SAlg(3, IT)

(4, iel) [Lics Ai/F
(filiel) — [Le: fil F

(B liel) [lie; Bi/F,

es un functor, el functor de formacion de ultraproductos de sistemas algebraicos,
para el par (I,F). Si, para cada i € I, f; es un homomorfismo inyectivo o un
encajamiento, entonces [[;c; fi/F también lo es.

Del mismo modo se define el functor de formacion de ultrapotencias de sistemas
algebraicos, para el par (I,F)

Upw
SAlg(3, IT) —— > SAlg(3, IT)

A Al F
F
B'/F.

Si f es un homomorfismo inyectivo o un encajamiento, entonces f!/F también lo
es.

Ademds, hay una transformacion natural §-7 del functor identidad de SAlg(X, IT)
en el functor de formacion de ultrapotencias Upw; z:

Idsaig(s,m
SAlg(X,1I) st 7 SAlg (3, IT)
Upw; =

Proof. O

Lemma 3. Sea I un conjunto, K C J C I y F un ultrafiltro sobre I. Si J € F,
entonces

J={JNF|FeF},

es un ultrafiltro sobre J. Ademds, F|J CF y si K € F, entonces K € F|J
(FINIK =FIK

Proof. O
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Proposition 99. Sea I un conjunto, K C J C I, F un ultrafiltro sobre I y supong-

amos que K, J € F. Entonces dada una familia de sistemas algebraicos (A; | ¢ € I),

hay tres homomorfismos, univocamente determinados, wy: [[;c; Aj/F — [Licr Ai/F1J,
UK : Hie[ A )F— Hie] A JFIK YyusK: Hie] A JFIJ — Hie[ A;/FIK tales

que el diagrama:

PrE

[Licr 4; [Lics Ai/F
Prr.g Uy
Prr g HjeJAj Py 1 HjeJAj/]:[J Uk
Pry K uJj,K
[kex Ax I [leex Ar/FIK

conmuta. Ademds, los tres homomorfismos son isomorfismos.
3.6. Morfismos inductivos entre sistemas inductivos.

Definition 17. Si (S, A) y (T, B) son dos sistemas inductivos de sistemas alge-
braicos, un morfismo inductivo de (S,.A) en (T, B) es un triplo ordenado ((S, A), @, (T, B)),
abreviado como ® y denotado por

(I): (ﬁ)A)H(I7§)a
en el que ® = (¢, f), con ¢: S—=T y f = (fs | s € 5), siendo, para cada s € 5,
fs: A(e*>§¢(s)a ie.,
(.1 s € 8) € [[(Hom(A, By) | 5 € 5),

tal que, para cada (s, s’) €=, el diagrama:

f

A, ——— By,

@s,s' Do (s).(s")

A ’

S

— By(s)

conmuta. Ademds, (S, §¢) es el sistema inductivo de sistemas algebraicos para el
que la coordenada s-ésima de la primera componente de B, es B, para cada
s € S,y la coordenada (s, s')-ésima de la segunda componente de By es bg(s),p(s)
para cada (s,s’) €.

Proposition 100.

(1) Si(S,A) es un sistema inductivo de sistemas algebraicos, entonces
id(s, 4) = (ids, ida),

siendo idy = (ida_ | s € S), es un endomorfismo inductivo de (S,.A), el
morfismo inductivo identidad de (S, A).

(2) Si (S,A), (T,B) y (U,C) son tres sistemas inductivos de sistemas alge-
braicos, ® = (¢, f) un morfismo inductivo del primero en el sequndo y
U = (v, g) uno del sequndo en el tercero, entonces

Vod=(og,gso0f),
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siendo g4 la familia indexada por S, cuya coordenada s-ésima es:

9os) * Bos) = Cy(s(s)):

y, por lo tanto, siendo gg o f la familia de homomorfismos, indexada por
S, cuya coordenada s-ésima es:

I 9a(s)
A, > By

Coa(s))

es un morfismo inductivo de (S, A) en (U,C), el morfismo inductivo com-
posicién de ambos.

Proof. Puesto que la primera parte es sencilla de demostrar, nos limitamos a
demostrar la segunda.
Por ser ® = (¢, f) y ¥ = (¢, g) morfismos inductivos, los diagramas:

f gt

A, —— By y B, Co
s, s' lb¢(s),¢(s’) by v ch(t)7w(t’)
A, / Bys By Tgw(t’)
conmutan. Por consiguiente el diagrama:
9e(s) © s
Ay ——— Cyps))
as,s’ ch(¢(8)),w(¢(8’))
Ay ———Cype
oo © fo (6(s)
también conmuta. O

Proposition 101. Sea ® un morfismo inductivo de (S,A) en (L,B), ¥ uno de
(T,B) en (U,C) y E uno de (U,C) en (V,D). Entonces:

(1) (Asociatividad). El diagrama:

conmuta.
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(2) (Neutros). Los diagramas:

id
(8, 4) —= (5 Ay (S,A)—2—(T,B)

id
\\E\\ o \;\\\J@m

(Z,B) (Z,B)

conmutan.

Proof. O

3.7. Limites inductivos de los morfismos inductivos.

Proposition 102. Si ®: (S, A)— (T, B) es un morfismo inductivo, entonces hay
un unico homomorfismo

lim®: lim(S, A) — lim(T, B),
— — —
denominada el limite inductivo de ® tal que, para cada s € S, el diagrama:

Qs

A, lim(S, A)
£ lim &

b(s)

conmuta. Ademds, el diagrama:

A, —L o lim(S, A)

S

fs Hf
Bys) —5—1im(S, By) lim &
6(s)
i
m
lim (7, B)

conmuta, siendo iy el Unico homomorfismo de lim(S, B¢) en im(T, B) tal que el
— —
diagrama:

Ploss,)
By | s € §) ———1im(S,B,)

(B |t €T) ——1im(T,B)
Plog s
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conmuta, y, denotdndola por el mismo simbolo, [] f el dnico homomorfismo de
lim(S, A) en lim(S, B,,) tal que el diagrama:

Prc
[1(4, | s € §) —— = 1im(S, A)

s s

(B | s € 5) ———1im(S, B,)

r
C(s.B4)

conmuta. Asi que

lim ® = iy o [] £.
Proof. O
Proposition 103. Sean ®: (S, A)—(I,B) y ¥: (I,B)—(U,C) dos morfis-
mos inductivos. Entonces:

(1) lim id(s, a) = idim(s,4)-
(2) lim(¥ o ®) =1lim Vo lim ®.
— — —
Ademds, si ® = (¢, f) y U = (¢, 9), entonces el diagrama:

h_r)n Uod

lim(S, A) — lim (T, B) = lim(U, C)

I f / M LY

o lm(8.B,) lm(2.C,)
[1(gs o f) M / lpog
h_H>1(§7 QwO(b)

conmuta.
Proof. O

Proposition 104. Sea ®: (S, A)—=(T,B) un morfismo inductivo, con S y T
dirigidos superiormente. Si hay un subconjunto S’ de S que es cofinal en S, ¢[S’']
es cofinal en T y, para cada s’ € S', fy: A, —> By €s un isomorfismo, entonces
lim @ es un isomorfismo.

Proof. O

Antes de enunciar un corolario de la proposicién anterior, convenimos que si
(S, A) es un sistema inductivo de sistemas algebraicos, con S dirigido superi-
ormente, y S’ un subconjunto de S tal que, siendo S’ el par ordenado (S’,=
NS’ x §), S’ es, a su vez, un conjunto preordenado dirigido superiormente,
entonces (S,A4)[5’, la restriccion de (S,A) a S’, denota el sistema inductivo de
sistemas algebraicos cuya primera coordenada es (S’, < N(S’ x S")) y cuya segunda
coordenada tiene como primera componente la restriccién de (4, | s € S) a S’y
como segunda componente la restriccién de (as,s | (s,5") €=) a = N(S’ x 57).
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Corollary 14. Si (S, A) es un sistema inductivo de sistemas algebraicos y S’ es un
subconjunto cofinal de S, con S dirigidossuperiormente, entonces para el morfismo
inductivo candnico ® = (ing:, (ida, | s € ")) de (S, A)[S" en (S, A) se cumple
que li_rr>1<I> es un isomorfismo. ‘

Proof. O

3.8. Algunos limites y colimites de familias de sistemas inductivos. Del
mismo modo que para el universo de conjuntos y aplicaciones, demostramos la
existencia de productos y coproductos de familias de conjuntos asi como la de
igualadores de pares de aplicaciones con el mismo dominio y codominio, ahora,
para el universo de discurso formado por los sistemas inductivos de X-algebras y
los morfismos entre ellos, demostramos la existencia de productos y coproductos de
familias de sistemas inductivos de X-dlgebras, asi como la de igualadores de pares
de mofismos con el mismo dominio y codominio.

Proposition 105. Sea ((S*, A%) | i € I) una familia de sistemas inductivos de X-
dlgebras. Entonces hay un par ordenado ([[((S*, A") |i € I), (pr’ | i € I)), también
denotado por (Hiel(ﬁi,Ai), (pr i e I)), en el que [[((S*, A") | i € I), el producto
de ((S*, A") | i € I), es un sistema inductivo de X-dlgebras y, para cada i € I, pr*, la
proyeccién canénica i-ésima del producto, es un morfismo inductivo de []((S", A") |
ieI) en (S, A", que tiene la siguiente propiedad universal:

Para cada par ordenado ((T,B), (¥ | i € I)), en el que (T,B) es un sistema
inductivo de X-dlgebras y, para cada i € I, W': (T,B) —(S*, A%), hay un dnico
morfismo inductivo (¥* | i € I): (T,B)— [1((S%, A% | i € I) tal que, para cada
1 €1, el diagrama:

(Z,B)

(U |iel)

TI((S", &) | i € I) ———= (S, A)
pr
conmuta.

Proof. Es suficiente tomar como primera coordenada de [T((S", A" | i € I) el
producto de la familia de conjuntos preordenados d.s. (S* | i € I) y, como segunda
coordenada, el par ordenado cuya primera componente es

(H(Aii|ie])|(si|iel)eH(Si\ieI)>

y cuya segunda componente es
(TItai i€ DI ((si i€ ). (s; i€ D) ex);
y, por otra parte, para cada ¢ € I, como primera coordenada de pré, pr;, la
proyeccién canénica de [[(S" |4 € I) en S*, y, como segunda coordenada, (pr: |
(si|iel)e]l(s"|iel))
O

Proposition 106. Sea ((S*, A") | i € I) una familia de sistemas inductivos de Y-
dlgebras. Entonces hay un par ordenado ([[((S*, A") | i € I),(in’ | i € I)), también
denotado por ([I;c;(S', A", (in' | i € I)), en el que [[((S",A") | i € I), el copro-
ducto de ((S*, A" | i € I), es un sistema inductivo de X-dlgebras y, para cada
i €I, in', la inclusién candnica i-ésima del coproducto, es un morfismo inductivo
de (8", A") en T1((S", A") | i € I), que tiene la siguiente propiedad universal:
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Para cada par ordenado ((T,B), (V' | i € I)), en el que (T,B) es un sistema
inductivo de X-dlgebras vy, para cada i € 1, ¥;: (S*, A" —= (T, B), hay un inico
morfismo inductivo [¥* | i€ I] : 11((S*, A" | i € I) — (T, B) tal que, para cada
i €1, el diagrama:

m

(87,4 [1((8", 4" | i€ 1)

> [fi|i€l]

(T,B)
conmuta.

Proof. Es suficiente tomar como primera coordenada de [[((S%,A%) | i € I) el
coproducto de la familia de conjuntos preordenados d.s. (S* | i € I) y, como
segunda coordenada, el par ordenado cuya primera componente es

(A% | (s,0) € [T(s" i e 1)
y cuya segunda componente es

(a%er | ((5,9), (5",9)) €);
¥, por otra parte, para cada i € I, como primera coordenada de in’, in;, la inclusién
canénica de S* en [[(S* | i € I), y, como segunda coordenada, (id: | (s,i) €

[1(s* [ i€ D).
O

Proposition 107. Sean ®,V: (S, A)—(T,B) dos morfismos inductivos, con
O = (o, f) y¥ = (¢¥,9). Entonces existe un par ordenado (Eq(®, V), eq(®,V)),
el igualador de ® y U, en el que Eq(®, V) es un sistema inductivo de X-dlgebras
y eq(®,U) un morfismo inductivo de Eq(®, V) en (S, A), que tiene las siguientes
propiedades: o
(1) ® o eq(®, W) = Vo eq(®, V).
(2) (Propiedad universal del igualador) Para cada sistema inductivo de X-
dglgebras (U, C) y cada morfismo proyectivo E: (U,C) —= (S, A), si o= =
U o 2, entonces hay un tnico morfismo proyectivo I': (U,C)— Eq(®,¥)
tal que eq(®, V) ol =E.

Proof. Es suficiente tomar como primera coordenada de @(Q U), el conjunto pre-
ordenado Eq(¢, ), formado por el igualador de ¢,¢: S——=T, y la restriccién del
preorden de S a ésa parte, y como segunda coordenada, &, el par ordenado cuya
primera componente, E,, para cada s € Eq(¢, ), es Eq(fs,gs), y cuya segunda
componente, e, ¢, para cada s,s’ € Eq(¢, ), tal que s =<', es el tnico homomor-
fismo de @(fsvgs) en %(fs’v gs’) tal que as,s’ © eq(fsa gs) = QQ(fs’vgs') O €s.s5 Y,
por otra parte, como primera coordenada de eq(®, ¥), eq(¢,), y, como segunda
coordenada (eq(fs,gs) | s € eq(o, ¥)).

O

4. TERMINOS Y FORMULAS HOMOGENEAS

En esta seccion definimos la nocién de término y la relacion de precedencia alge-
braica entre términos. Ademads, definimos los términos cerrados como los elementos
de dlgebras iniciales. Por otra parte, definimos el concepto de férmula y la relacién
de precedencia algebraica entre férmulas y, basandonos en ella, las nociones de
ocurrencia libre y ligada de una variable en una férmula, la de sentencia o férmula
cerrada y la de férmula abierta.
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4.1. Lenguajes de primer orden.

Definition 18. Un lenguaje de primer orden es un cuadruplo £ = (V, A, (£, IT), =),
en el que V =1{wv, | n € N} es un conjunto infinito numerable, arbitrario pero fijo,
A una signatura algebraica, a la que denominamos la signatura ldgica, tal que, para
cada n € N, los conjuntos A,,, de simbolos de operacién légicos, estan definidos
como:

(1) Ay ={-}U{Yu,|neN}
(2) Ao ={A,V,—}.
3) Ap=9, sin#1,2,

(X, II) una signatura de primer orden y = el simbolo de la igualdad.

Definition 19. El conjunto Tm(L), de los L-términos es:

Tm(L) = Frg(V),

i.e., el conjunto subyacente de la Y-dlgebra libre sobre el conjunto de las variables
V.

Los miembros de Tm(£), i.e., los simbolos de operacién polinémica, o términos,
denotan operaciones, esencialmente, finitarias, que se realizan como tales sobre
conjuntos que estén dotados de una estructura de X-algebra. Ademds, para un
término P € Tm(L), tenemos que P = (v, ), para un inico n € N, o P = (o), para
un dnico o € Xy, 0 P = (0)Py--- P,_1, para un tnico p € N — 1, un tnico o € %,
y una Unica familia (P; | j € p) en Tm(L).

En virtud de la definicién del conjunto de los L-términos, como el conjunto
subyacente de la X-algebra libre sobre el conjunto de las variables V', disponemos
de un principio de demostracién por induccién algebraica y de un principio de
definicién por recursién algebraica sobre los L-términos.

Antes de establecer ambos principios, recordamos que Wy (V) es la X-algebra
cuyo conjunto subyacente, Wx(V), es el conjunto MI(X ][ V), formado por todas
las palabras sobre el alfabeto X ][V, y cuyas operaciones estructurales, F,, para

cada o € X, son las definidas como:

F{@MEHWPW>>M@HV)
L (Pilicar(o)) — (o) L A(P; | ] € ar(0)),

i.e., como la concatenacién de la palabra (o) y de las palabras P;, con j € ar(o).

Corollary 15. Sea T'C Wx(V). Si T es un cerrado de la X-dlgebra Ws (V) y T
contiene al conjunto { (vy,) | n € N}, entonces Tm(L) CT.

Corollary 16. El par ordenado (nyv,Tm(L)) en el que ny es la unica aplicacion
de V en Tm(L) tal que el diagrama:

v
linv

w SV
lﬂzu 1%

Tm(L) MISTIV)

Mrm(L)
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conmuta, tiene la propiedad de que, para cada X-algebra A y cada aplicacion f: V — A,
eziste un unico homomorfismo fﬁ de Tm(L) en A tal que el diagrama:

v—"  Tm(c)

fﬁ

A

conmuta.

Definition 20. Denotamos por Var el tinico homomorfismo de Tm(£) en Fin(V)
tal que, para cada n € N, Var((v,)) = {v,}, siendo Fin(V) la X-algebra cuyo
conjunto subyacente es Sub¢(V) y en la que, para cada o € ¥, con ar(o) = n, F,,
la operacién estructural de Fin(V') asociada a o, asigna a una familia (X; | i € n)
en Sub¢(V), U, ., X:.

i€En
Definition 21. El conjunto de los L-términos cerrados, denotado por ClTm(L),
es:

ClTm(L) ={P € Tm(L) | Var(P) = & }.

Demuéstrese que ClTm(L) es, esencialmente, el conjunto subyacente de la X-
algebra libre sobre el conjunto vacio.

Definition 22. El conjunto de las L-férmulas atémicas es el conjunto definido
(explicitamente, y no por recursién) como:

A(L) = ({=} x Tm(£)*) U | {7} x Tm(L)™).

mell

De modo que una L-férmula atémica es o bien un par ordenado de la forma
(=,(P; | i € 2)), para algin (P; | i € 2) € Tm(£)?, o bien un par ordenado de
la forma (7, (P; | i € n)), para algin n € N — 1, algin 7 € II, y alguna familia
(P; | i €n) € Tm(L)™. Para simplificar la escritura, convenimos en denotar a las £-
férmulas atémicas del primer tipo por Py = P y a las del segundo por 7(P; | ¢ € n)
o por m(Po,..., Pn_1).

Definimos a continuacion el conjunto de las variables de las £-férmulas atémicas.
Tal definicion sera explicita, i.e., no recursiva, ya que la definicién de las £-férmulas
atémicas es explicita.

Definition 23. Sean e N—1, r €Il,, (P, |i€n) e Tm(L)"y (P, | i €2) €
Tm(£)?. Entonces:
Varsgz)(Po = Py) = Var(Py) U Var(Py).
Varage)(w(Po, ..., Puo1)) = | Var(P).
ien
Definition 24. El conjunto Fm(L), de las L-férmulas es:
Fm(L) = Fra(At(L)),

i.e., el conjunto subyacente de la A-dlgebra libre sobre el conjunto At(L), de las

L-férmulas atémicas.

De modo que para cada L-férmula ¢ o bien ¢ = (P, = Pi), para un tnico par
(P;|i€2) e Tm(L)? obien ¢ = (n(Py,...P,—_1)), para un tnico n € N — 1, un
unico 7 € II,, y una tnica familia (P; | i € n) € Tm(L)", o bien ¢ = (—)y, para
una unica férmula 1, o bien ¢ = (A)Y¢, para un tnico par de férmulas ¢ y &, o
bien ¢ = (V)¥€&, para un dnico par de férmulas ¥ y £, o bien ¢ = (—)9€, para un
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unico par de férmulas ¢ y £, o bien ¢ = (Vv, )1, para un tinico n € N y una tnica
férmula 1.

Para abreviar, convenimos en denotar (Py = Py), resp., (7(FP, ... Pn—1)), (),
(A)wé-? (\/)’(/)67 (—>)1/15 y (an)l/J por Py = Py, resp., 7T(P0, s Pnfl)a _'d}7 77[]/\57 1[)\/5,
Y — &y VYo

Los miembros de Fm(£), y en particular los de At(L), i.e., tanto las férmulas,
como las formulas atémicas, denotan relaciones, esencialmente, finitarias, que se
realizan como tales sobre conjuntos que estén dotados de una estructura de A-
algebra.

En virtud de la definicién del conjunto de las £-férmulas, como el conjunto suby-
acente de la A-algebra libre sobre el conjunto At(L), disponemos de un principio de
demostracién por induccién algebraica y de un principio de definicién por recursién
algebraica sobre las L£-féormulas.

Corollary 17. Sea F' C Wa(At(L)). Si F' es un cerrado de la A-dlgebra W, (At(L))
y ademds { (¢) | ¢ € At(L)} C F, entonces Fm(L) C F.

Corollary 18. El par ordenado (nay(cy, Fm(L)) en el que nayz) es la inica apli-
cacion de At(L) en Fm(L) tal que el diagrama:

At(L)
linAt(E)
TIAL(L) ATTAY(L)
\LUA 11 At(£)
Fm(L) inpm(g)Ml(A [TAt(L))

conmuta, tiene la propiedad de que, para cada A-algebra A y cada aplicacidn f: At(L) — A,
existe un tnico homomorfismo f* de Fm(L) en A tal que el diagrama:

AH(L) —ME | b

fﬁ

A

conmuta.

Definition 25. Denotamos por Vargy, sy el tinico homomorfismo de Fm(£) en
Fin, (V) tal que, para cada ¢ € At(L), Varpm(c)((¢)) = Varaec)(¢), siendo
@X(V) la A-dlgebra cuyo conjunto subyacente es Sub¢(V) y en la que las op-
eraciones estructurales son:

(1) F_‘ = idSubf(V)'

(2) Para cada n € N, Fy,,, = Uo (k{y,},idsub(v))-

(3) \ =Fy=F_ =U.

A continuacién vamos a dotar al conjunto 2 = {0,1} de una estructura de A-
algebra que nos permitira, en ultima instancia, definir el conjunto de las variables
libres de una férmula, conjunto del cual haremos uso cuando definamos la relacién
en un sistema algebraico asociada a la misma.

Definition 26. Sean € N. Entonces denotamos por 2, la A-dlgebra cuyo conjunto
subyacente es 2 y en la que las operaciones estructurales son:

(1) F. = idy.
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(2) Para cada m € N — {n}, Fy,, =ids.

(3) Fan = KRQ.

(4) Fy = FA = F_, = max.
Entonces denotamos por Foc,,, el tinico homomorfismo de Fm(£) en 2, tal que,
para cada L-férmula atémica ¢ € At(L), Foc,, ((¢)) = 1 precisamente si v, €
Varagz)(¢). Ademéds, denotamos por Foc el subconjunto de V' x Fm(L) definido
como:

Foc = { (v, ¢) € V x Fm(L) | Foc,, (¢) =1}.

Si entre la variable individual v, y la L-férmula ¢ se da la relacién Foc, entonces
decimos que la variable individual v,, ocurre libre en la L-féormula ¢.

Definition 27. Denotamos por Fvarpy, s la aplicacion de Fm(£) en Finy (V) que
a una férmula ¢ le asigna:

Fvarpmz) (@) = {vn € Varpmz)(¢) | (vn, ¢) € Foc }.

A los elementos del conjunto Fvarg,(z)(¢) los denominamos las variables libres de
la férmula ¢.

Definition 28. El conjunto de las £-férmulas cerradas, denotado por Sent(L), es:

Sent(L) = { ¢ € Fm(L) | Fvarpy,z)(¢) = @ }.
5. SEMANTICA DE LA LOGICA DE PREDICADOS HOMOGENEA

Para una signatura de primer orden (X, II) y un sistema algebraico A = (4, F, R),
una vez dotado el conjunto Sub(AN) de una estructura de A-dlgebra, definimos,
haciendo uso del principio de la definicién por recursién algebraica, la relacién,
de rango N, en A asociada a una férmula. Entonces, una vez definida la relacién
ternaria de satisfacibilidad entre sistemas algebraicos, férmulas y valoraciones de
las variables, definimos la relacién binaria de validez entre sistemas algebraicos y
férmulas, obteniendo de este modo una conexién de Galois contravariante para la
logica de predicados de primer orden con igualdad. También definimos la nocién de
diagrama de un sistema algebraico y demostramos que los modelos del diagrama de
un sistema algebraico, son los sistemas algebraicos en los que tal sistema algebraico
se puede encajar. Por ultimo, demostramos que toda férmula es semanticamente
equivalente a una férmula prenexa.

Definition 29. Sea A un conjunto, a € A, n € Ny : N—= A. Entonces ("%
denota la aplicacion de N en A definida como:

N—A

m — (M) (m) = {

(1) z(m), simeN—{n};

a, sim =n.

Asi pues, la aplicacién (") coincide con z en N — {n} y en n toma como valor a.

Definition 30. Sea A = (A, F, R) un sistema algebraico y P € Tm(L). Entonces
denotamos por P4 la imagen bajo Pd, 4 de P, y lo denominamos el polinomio
determinado por (el simbolo de operacién polinémica) P en A, siendo Pd,, 4 el
unico homomorfismo de la ¥-dlgebra Tm(£) en la X-dlgebra (A, F )AN tal que, para
cada n € N, Pdy, a((vs)) = pry 4, i-e., tal que el diagrama:

nv

vV Tm(L)

Pd, a
(prN,n | n e N)

AAT
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conmuta.

Proposition 108. Sea A un sistema algebraico , v,y € AN, P € Tm(L) y
Var(P) = {v,, | @ € p}. Si, para cada o € p, z(ny) = y(na), entonces

PA(z) = PA(y).
Proof. O

Definition 31. Sea A un sistema algebraico, P € Fry(V) y n(P) = min{n € N |
Var(P) C| v, }. Entonces P™"")4 denota la operacién n(P)-aria sobre A que a un
x € A™P) le asigna P"")A(z) = PA(y), siendo y cualquier miembro de AN tal
que yn(P) = x.

Definition 32 (Tarski). Sea A un sistema algebraico. Entonces

(1) Denotamos por Sub,(AN) la A-dlgebra cuyas operaciones estructurales
estan definidas como:
(a)
I3 { Sub(AN) ——= Sub(AN)
- X o FL(X)=AN _ .

2 Sub(AN) —— Sub(AN)
Yo, X Fy, (X)={yec AN |Vac A{y") c X)}.

P Sub(AN)2 —= Sub(AN)
" X = FA(XY)=Xn).

2 Sub(AN)? ——= Sub(AN)
v X — (X, Y)=XU).
(e)
r Sub(AN)2 —= Sub(A4AN)
- X — F_(X,))= (AN -Xx)u).
(2) Denotamos por Rd,, 4 el dnico homomorfismo de la A-dlgebra libre Fm(L)

en la A-dlgebra Sub A(AN) tal que a cada L-férmula atémica de la forma
P =@, con P,Q € Tm(L), le asigna

Rdy,4(P = Q) = Eq(P4,Q4)
y a cada L-férmula atémica de la forma 7(P; | i € n), siendo w € II tal que
tk(m) =ny (P;|i€n) € Tm(L)", le asigna
Rd,a(m(P, |ien))={zec AN | (PXx)|icn)e R, }.

Al valor de Rd,, 4 en una L-férmula ¢, que es un subconjunto de AN, lo
denominamos la relacién determinada por ¢ en A y lo denotamos por ¢4.

A partir del homomorfismo Rd,, 4 de la A-dlgebra libre Fm(£) en la A-dlgebra
@A(AN) definimos la relacién ternaria de satisfacibilidad entre sistemas alge-
braicos, formulas y valoraciones de las variables.

Definition 33 (Tarski). Sea £ un lenguaje de primer orden. Entonces la relacién de
satisfacibilidad entre sistemas algebraicos, formulas y valoraciones de las variables,
a la que denotamos por - =, -[], es la definida como:

Eell={A¢2) el ){A}XFm(ﬁ)xAN\me&}.

A€SAlg(3, 11
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Convenimos que A =, ¢[z] significa que el triplo (4, ¢,x) € UAeSAIg(;,m{A} X

Fm(L) x AN estd en - =, -[], y decimos, en ese caso, que la valoracién z satisface
a ¢en A

Definition 34 (Tarski). Sea A un sistema algebraico, z € AN y ¢ € Fm(£).
(1) Decimos que la férmula ¢ es satisfacible en A si existe un x € AN tal que

A ':L' QS[I']’ Le., si ¢A 7& a.

(2) La férmula ¢ es satisfacible si existe un sistema algebraico A tal que ¢ es
satisfacible en A.

(3) Un conjunto de L-férmulas ® es satisfacible si existe un sistema algebraico
Ay un x € AN tal que, para cada ¢ € ®, A =, ¢[x].

Sea A un sistema algebraico, P,Q € Tm(L), ¢, € Fm(L), n € Ny x € AN
Demuéstrese que:
1) A= P = Q[z] precisamente si z € Eq(P4,Q4).
A= w(P; | i € n)[z] precisamente si (Pzé(x) |i€n) € R,.
Er —lx] si y sblo si no ocurre que A s @lx].

£ dNPlx] siysblosi Ar dla]y A e Y]

[] siy s6lo si A =, ¢[z] 0 A Er Y]
£ ¢ — [z] siy sblo si no es el caso que A =, dlz] o A =, ¢[x].
£ Y, ¢[r] exactamente si, para cada a € A, A = ¢[z("9)].

(8) A £ Ju,é[z] exactamente si, existe un a € A tal que A = ¢lz(™@)].

(
(
(
(
(
(
(

[ s s [ s

Proposition 109. Sea A un sistema algebraico, ¢ € Fm(L), z,y € AN y Fvar(¢) =
{vn, | €p}. Si, para cada o € p, x(na) = y(na), entonces x € ¢p2 si y sélo si
y € ¢4, ie., A l=r @[] precisamente si A =p dly]. En particular, si ¢ € Sent(L),
entonces o bien ¢2 = AN o bien ¢4 = @, i.e., o bien, para cada x € AN, A =1 ¢[x]
0 bien, para cada v € AN, A |=r —¢[x].

Proof. O

Definition 35. Sea A un sistema algebraico, ¢ € Fm(L) y n(¢) = min{n € N |
Fvar(¢) C| v, }. Entonces ¢"(#)4 denota la relacién n(P)-aria sobre A definida
como:

¢" A = {ze A" Ty e AN (yIn(p) =z & ye o)}
Siz € ¢4 decimos que = satisface a ¢ en Ay lo denotamos por A =, ¢[[z]].

Definition 36. Sea A un sistema algebraico,n € N—1y R C A". Decimos que
R es definible en A si hay una férmula ¢ tal que Fvar(¢) C| v, y ¢"(¢)4 = R,

Proposition 110. Sea n € N—1 y A un sistema algebraico. Entonces el conjunto
Def,,(A) de las relaciones de rango n definibles en A estd cerrado bajo la unidn
binaria, interseccién binaria y complementacion. Ademds, @ y A™ € Def,,(A).
Por lo tanto Def,,(A) = (Def,(A),U,N,C, @, A™) es un dlgebra booleana.

Proof. O

Definition 37. Sea £ un lenguaje de primer orden. Entonces la relacién de validez
entre sistemas algebraicos y férmulas, a la que denotamos por =, es la definida
€como:
o= { (4, ¢) € SAIg(E, 1) x Fm(L) | Vo € AN (A =, ¢[a]) }.

Convenimos que A =, ¢ significa que el par (4, ¢) € SAlg(X,II) x Fm(L) esta en
=, v decimos, en ese caso, que la férmula ¢ es verdadera en A o que A es un modelo
de ¢; ademads, decimos que una férmula ¢ es universalmente vdlida si, para cada
sistema algebraico A, A =1 ¢. Entonces el triplo ordenado (SAlg(XZ, IT), Fm(L), .
) es el contexto de Galois de la L-1dgica de predicados de primer orden con igualdad y
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a la situacién de Galois contravariante (Sub(SAlg(X, 1)), Vdz, Modz, Sub(Fm(£))),
asociada al anterior contexto de Galois, la denominamos la situacion de Galois
contravariante de la L-16gica de predicados de primer orden con igualdad.

La aplicaciéon Vd, asigna a cada conjunto A de sistemas algebraicos, el conjunto
de férmulas Vd.(A) definido como:

Sub(SAlg(X, 1)) — Sub(Fm(L))
Vd‘{ A . {pcFm(l) [VACAA L d)}.

de modo que Vd,(A) es el conjunto de las férmulas vdlidas, o verdaderas, en A.
A cualquier férmula cerrada de Vdz(A) la denominamos un teorema de A y al
conjunto de los teoremas de A, i.e., a Vdz(A) N Sent(L), lo denotamos por Th.(A).

La aplicacion Mod asigna a cada conjunto ¢ de férmulas, el conjunto de sis-
temas algebraicos Mod . (®) definido como:

Mod, { Sub(Fm(L£)) — Sub(SAlg(X, 1))
© o {AcSAgE,I) |Vée® (A, d) )

A cualquier sistema algebraico de Mod.(®) lo denominamos modelo de ®.

Decimos que un conjunto A de sistemas algebraicos es axiomatizable si hay un
conjunto de formulas cerradas ® tal que A = Modz(®), en cuyo caso decimos que
® es un conjunto de axiomas de A. Si ® es finito, entonces decimos que A es finita-
mente aziomatizable. Decimos que un conjunto de férmulas ® esta modelisticamente
cerrado si hay un conjunto de sistemas algebraicos A tal que ® = Vd.(A).

Proposition 111. Para el contexto de Galois (SAlg(X,II), Fm(L), =r), dados
AJA C SAlg(X, ), una familia no vacia (A; | i € I) de subconjuntos de SAlg(X, IT),
@, 9" C Fm(L) y una familia no vacia (D; | i € I) de subconjuntos de Fm(L) se
cumple que:

(1) A C Modg(Vde(A)).

; Si A C A, entonces Vdg(A) C Vd.(A).

) Si ® C @, entonces Mod(®') C Modg(®).
) Vdz(A) = Vdg(Mod,(Vdz(A))).

) Modg(@) = MOdc(Vdg(MOdﬁ(@l))).

; Vde (UiEI Ai) = Nier Vde(Ai)-

Proof. O

Definition 38. Sea ¢ € Fm(L) tal que Fvar(¢) = {v,, | « € p}. Una clausura
universal de ¢ es cualquier férmula de la forma Vo, ... 0n,_, ¢, para alguna
permutacién (o(«) | a € p) de p. A cualquiera de ellas la denotamos por cly(¢).

Proposition 112. Sea A un sistema algebraico y ¢ € Fm(L) tal que Fvar(¢) =
{vn, | €p}. Entonces A= ¢ siy solo si A= cly().

Proof. O
Lemma 4. Para cada A C SAlg(X,II), se cumple que

Proof. Puesto que Th.(A) estd incluido en Vd(A), ya que, por definicién, Thy(A) =
Vdz(A) NSent(L), y por ser Mod antitona, tenemos que

Mod,(Vdz(A)) € Modz(The(A)),
luego, por ser Vd, antitona, se cumple que
VdL(MOdL(ThL(A))) - VdL(MOdg(VdL(A))),
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pero Vdz(A) = Vdz(Modz(Vdz(A))), por lo tanto
Vdz(Modz(The(A))) C Vdz(A).

Demostramos por ultimo que Vdz(A) C Vdz(Modz(The(A))). Sea ¢ € Vdz(A).
Para demostrar que ¢ € Vdz(Modz(Thz(A))) hemos de establecer que, para cada
B € Modz(Thz(A)), B =r ¢. Sea pues B € Modz(Thz(A)) ie., B cumple que

Vo (1 € Sent(L) & (VA€ A(A L v))) — Bl v),

entonces, ya que cly(¢) € Sent(L) y, para cada A € A, A =, cly(¢), porque
¢ € Vdg(A) y en virtud de la proposicién 112, tenemos que B =, cly(¢), luego,
por la misma proposicién, B =, ¢. Por lo tanto

Vdg(A) € Vdg(Modg(The(A))).

Lemma 5. Para cada ® C Fm(L), se cumple que
Modg(q)) = MOdg(ThL‘(MOdL‘((I))))

Proof. Puesto que Thy(Mod,(®)) estd incluido en Vdz(Mod,(®)), ya que, por
definicién Thz(Modz(®)) = Vdz(Mod,(®)) N Sent(L), y por ser Mod, antitona,
tenemos que

Mod(Vdz(Modz(®))) € Modz(Thz(Mod.(®))),
pero Mod . (®) = Modz(Vdz(Mod,(®))), por lo tanto
Mod.(®) € Modz(Thz (Mod(D))).
Demostramos por ultimo que Modz(Thz(Modz(®))) € Modz(®). Sea pues A un
modelo de Th,(Mod,(®)) i.e., A cumple que
Vi (¢ € Sent(£) & (VC € Mod,(®) (C L ¥))) — A ),

entonces, dado un ¢ € ®, ya que cly(¢) € Sent(L) y, para cada C € Mod.(®P),
se cumple, en virtud de la proposicién 112, que C =, cly(¢), tenemos que A =,
cly(¢), luego, por la misma proposicién, A =, ¢. Por lo tanto

Mod,(Thy(Modz(®))) € Modz ().

Proposition 113. El conjunto
Im(Vde) = { @ C Fm(£) | 3A C SAIg(S, ) (& = Vd£(A)) },

de todos los conjuntos de formulas modelisticamente cerrados, es un sistema de
clausura y es isomorfo al conjunto

Im(Mod, [Sub(Sent(£))) = { A C SAlg(X,II) | 3® C Sent(L) (A = Mod(®)) },
de todos los conjuntos de sistemas algebraicos axiomatizables.

Proof. Veamos que el conjunto Im(Vd,) es un sistema de clausura sobre Fm(L). Se
cumple que Fm(£) € Im(Vd,) porque, para A = &, Vd. (&) = Fm(L). Adem4s,
si (®; | i € I) es una familia no vacfa en Im(Vd,), entonces (,c; ®; € Im(Vdg),
porque, para cada i € I, existe un subconjunto A; de SAlg(X3,II) tal que ®; =
MOdc(AZ) y mie[ (I)l = Vdﬂ(UieI Al)
Para establecer que el conjunto de todos los conjuntos de férmulas modelisticamente

cerrados es isomorfo al conjunto de todos los conjuntos de sistemas algebraicos ax-
iomatizables, es suficiente tomar en consideracion que las aplicaciones:

M Im(Vd,) —= Im(Mod, [Sub(Sent(L£)))
C{ VdL(A) — MOdL(Th/;(A))
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y
v Im(Modg [Sub(Sent(£))) — Im(Vd,)
£ Mod(®) — Vdg(Mod,(®))
son inversas una de otra, debido a los lemas 4 y 5. O

En la préxima seccién, cuando dispongamos del teorema de Los, demostraremos
que Im(Vdg), y por lo tanto Im(Mod . [Sub(Sent(£))), es un sistema de clausura
algebraico.

Tal como seniala Cohn en [?], la anterior conexién de Galois se puede usar,
bien para estudiar las férmulas a través de sus modelos, bien para estudiar los
sistemas algebraicos mediante sus teoremas. Sin embargo, este método tiene ciertas
limitaciones; porque no nos permite distinguir entre dos férmulas que tengan los
mismos modelos, ni entre dos sistemas algebraicos que tengan los mismos teoremas.

Esto conduce a definir dos relaciones de equivalencia, una sobre el conjunto de las
férmulas y otra sobre el conjunto de los sistemas algebraicos. Nos ocupamos ahora
de la primera relacion de equivalencia, y para ello, pero no sélo para ello, definimos
la relacién de consecuencia seméantica entre conjuntos de férmulas y férmulas.

Definition 39. La relacidon de consecuencia semdntica entre los conjuntos de
férmulas y las férmulas, denotada por k., es el subconjunto de Sub(Fm(L)) x
Fm(L) que consta de los pares (T, ¢) tales que, para cada sistema algebraico A y
cada z € AN si, para cada v € T, A =1 7[z], entonces A =, ¢[z].

SiT kg ¢, decimos que ¢ es consecuencia semdntica de T'. En particular, si
{Y} IFz ¢, denotado simplemente por ) Ik, ¢, entonces decimos que ¢ es conse-
cuencia semdntica de ¥ y si tanto ¥ IFz ¢ como ¢ Ik, 1), situaciéon que denotamos
por ¢ =, 1, que ¢ y ¥ son semdnticamente equivalentes.

Demuéstrese que si I' U {¢} C Sent(L), entonces
Tk, ¢siy sélo siModz(T) € Modg (o).
Proposition 114. La endoaplicacion Cnz de Sub(Fm(L)) definida como

Sub(Fm(£)) — Sub(Fm(L))
Cnﬁ{ r — {¢€Fm(L) [Tz ¢},

es un operador clausura sobre Fm(L).
Proof. O
Demuéstrese que si I' C Sent (L), entonces
Cnz(T) N Sent(L£) = The(Modg(T)).

Definition 40. Una L-teoria o también, para abreviar, una teoria, es un subcon-
junto I" de Sent(L) tal que, para cada ¢ € Sent(L), si I' Iz ¢, entonces ¢ € T

Demuéstrese que si I' C Sent(L), entonces I' es una teoria precisamente si I' =
Cn[; (F)

Proposition 115. Para cada conjunto de sistemas algebraicos A, The(A) es una
teoria. En particular, para cada sistema algebraico A, Thy(A) es una teoria.

Proof. O

Theorem 1 (Herbrand-Tarski). Sea ' C Fm(L) y ¢,¢ € Fm(L). Entonces T' U
{6} Iz ¢ exactamente si T I-p ¢ — 9

Proof. O
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Proposition 116. Una condicion necesaria y suficiente para que dos férmulas cer-
radas ¢ y ¢ sean semdnticamente equivalentes es que Modz(¢) = Mod, (). Por
lo tanto =, es una relacion de equivalencia sobre Fm(L). Ademds, la relacion
~r retringida al subconjunto Sent(L) de Fm(L) es compatible con los operadores
booleanos y el conjunto cociente Sent(L)/ ~p estd dotado de una estructura de
dlgebra booleana, a la que denotamos por LT(L) y denominamos el dlgebra de
Lindenbaum-Tarski de la ldgica de predicados de primer orden. Por ultimo, cada
elemento de LT(L) determina un conjunto finitamente aziomatizable, siendo tal
asociacion inyectiva.

Proof. O

6. EXTENSIONES Y EQUIVALENCIAS ELEMENTALES

The “objects”of model theory are the structures. The “maps”of first
order model theory are not the monomorphisms, which preserve merely
the atomic structural properties, but rather the elementary monomor-
phisms, which preserve all first order properties.

G. Sacks.

En esta secciéon definimos la relacion de equivalencia elemental y la de enca-
jamiento elemental entre sistemas algebraicos y estudiamos tanto las propiedades
de las mismas, como las relaciones que subsisten entre ellas y la relacién de iso-
morfia. Ademas, demostramos el teorema de Tarski-Vaught sobre la clausura del
conjunto de los sistemas algebraicos, relativos a una signatura de primer orden,
arbitraria pero fija, respecto de la uniéon de cadenas ascendentes de sistemas alge-
braicos, en las que cada término de la cadena es un subsistema elemental de su
sucesor, el teorema de Tarski-Vaught sobre la caracterizacion de los subsistemas
elementales, el teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski descendente y ascendente, el
teorema de Lo$ y el teorema de compacidad. Ademads, dotamos al conjunto de los
conjuntos axiomatizables minimales de una estructura de espacio topolégico com-
pacto, Hausdorff y cero-dimensional y demostramos un teorema de Taimanov que
caracteriza el operador clausura, en el espacio topolégico mencionado, mediante la
nocién de ultraproducto.

6.1. Los teoremas de Tarski-Vaught sobre la elementalidad.

Definition 41 (Tarski). Sean A y B dos sistemas algebraicos. Decimos que A
y B son elementalmente equivalentes, y lo denotamos por A = B, si, para cada

¢ € Sent(L), si A Er ¢, entonces B =1 ¢.

La definicién de equivalencia elemental entre dos sistemas algebraicos puede
parecer asimétrica, pero no es ése el caso, como pone de manifiesto el siguiente
corolario.

Corollary 19. Sean A y B dos sistemas algebraicos. Entonces A = B precisa-
mente si, para cada ¢ € Sent(L), A Er ¢, si y sdlo si B |Er ¢ o, lo que es
equivalente, exactamente si Thy(A) = The(B). Por consiguiente, la relacidn bina-
ria = en SAlg(X,II) es simétrica. Ademds, = es reflexiva y transitiva, por lo tanto,
es una relacion de equivalencia sobre SAlg(X,II) y es menos fina que la relacidn de
isomorfia = sobre el mismo conjunto, i.e., 2C=.

Proof. O

Definition 42. Sean A y B dos sistemas algebraicos. Un encajamiento elemental
de A en B es un triplo ordenado (A4, f, B), abreviado como f y denotado por
f: A>=—=DB en el que f es una aplicacién de A en B tal que, para cada férmula ¢
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y cada 2 € AN, A |=, ¢[z] exactamente si B =, ¢[f o 2], i.e., x € ¢2 si y sélo si
fox € ¢B.

Proposition 117. Si f: A>—=B es un encajamiento elemental, entonces f es un
encajamiento de A en B.

Proof. O

Proposition 118.

(1) Sif: A—=B yg: B>—>C son encajamientos elementales, entonces también
loesgo f: A>=C.

(2) Sigof: A—=C yg: B>—=C son encajamientos elementales, entonces
también lo es f: A=—=B.

(3) ida es un encajamiento elemental.

(4) Si f: A——= B es un isomorfismo, entonces también es un encajamiento
elemental.

(5) Si f: A>—=DB es un encajamiento elemental, entonces A = B.

Proof. O

Definition 43 (Tarski). Sean A y B dos sistemas algebraicos. Decimos que A es
un subsistema elemental de B, y lo denotamos por A < B, si A C B ysiing es un
encajamiento elemental de A en B.

Proposition 119. Sean A y B dos sistemas algebraicos. Si A es un subsistema
elemental de B, entonces A es un subsistema de B y A = B.

Proof. O

Los grupos Z = (Z,+,—,0) y P = (P,+,—,0), siendo P el conjunto de los
ntimeros enteros pares, son isomorfos, luego son elementalmente equivalentes; pero
P, que es un subgrupo de Z, no es un subsistema elemental de Z (esto no entra en
contradiccién con el que todo isomorfismo sea un encajamiento elemental, porque
las inclusiones son distintas de los isomorfismos). De hecho, el tnico subsistema
elemental de Z es él mismo.

Theorem 2. Sea (S, A) un sistema inductivo de sistemas algebraicos. Si los ho-
momorfismos de transicion as g : A;—> A, son encajamientos elementales, en-
tonces, para cada s € S, as, la inclusion candnica s-ésima, es un encajamiento
elemental de A, en lim(S,A). Ademds, si ®: (S, A)—(L,B) es un morfismo
inductivo, en el que ® = (¢, f), con ¢p: S—=T y f = (fs | s € S), siendo, para
cada s € S, fs: As>—>§¢(s), entonces liLQCI): M(ﬁ,A)H lii)n(z, B).

Proof. O

Corollary 20 (Tarski-Vaught). Sea I un conjunto no vacio y (4; | i € I) una
familia de sistemas algebraicos tal que, para cada i,j € I exista un k € I tal que
A <ALy Aj < A,. Entonces, para cadai € I, A, < Uiel A,.
Proof. Antes de proceder a demostrar el teorema recordamos que para una familia
de sistemas algebraicos dirigida superiormente (4, | ¢ € I), el sistema algebraico
Uier A; es el definido como:

(1) El conjunto subyacente de (J;c; A; es U;c; Ai-

(2) Para cadan € Ny cada o € X, la operacién estructural F, es la aplicacién

definida como:

o { Uierd)" — Uz-Aez A;
"\ (2o |a€n) — Fri(za|a€n),

siendo 7 un indice tal que, para cada o € n, x, € A;.
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(3) Para cadan € N—1y cada 7 € I, la relacién estructural R es (J,;c; R2.
Es evidente que, para cada i € I, A, es un subsistema de Uiel A,
La demostracion del teorema es por induccién algebraica. Concretamente, vamos

a demostrar que el conjunto de férmulas ¢ definido como:

®={¢eFm(L)|VieIVee Ay (4; Fr ¢la] = | J A e ol o)) },
iel
contiene al conjunto At(L) de las férmulas atémicas y estd cerrado bajo las opera-
ciones estructurales definidas sobre Fm(L).

Sabemos que las L-formulas atémicas, o bien son de la forma Py = Py, para
algtin (P; | i € 2) € Tm(L)?, o bien de la forma 7(P; | i € n), para algin n € N—1,
algin 7 € II,, y alguna familia (P; | i € n) € Tm(L)".

Seai€ Iyx e AN. Vamos a demostrar que A; =r Py = Pi[x] precisamente
si Ujer Ai Fc Po = Pifin; o 2], ie., que x € Eq(POAi,Pléi) siy sélo siin;ox €
Eq(PéJie’Ai,PlLJiEI Ai), o lo que es equivalente, que POAi (x) = Plé" (z) siy sélo si

Péj'i“éi' (in;ox) = Pluigéi (in; o ). Ahora bien, para a € 2 el diagrama:

. N
n;
A%\I (UieI Ai)N
PaAi Pgiel A,
Ai - Uier 4

in;
. A, Uier 4i: N
conmuta. Por lo tanto, para o € 2, in;(Py*(z)) = P *“' 7' (in; (2)).

De manera que si POAi (x) = Pléi (z), entonces ini(POA'i (z)) = ini(Plé'i (z)), ie.,
P il (@) = P (in ().

Por otra parte, si P, ier 4 (inN(z)) = PluiE’ A (in} (x)), entonces ini(POAi () =
ini(Pléi (2)), luego, ya que in; es inyectiva, POA"' (z) = Pléi (z). Para las férmulas
atémicas de la forma 7(P; | i € n) se procede del mismo modo y lo dejamos como
ejercicio.

Veamos que ® esta cerrado bajo los operadores légicos.

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que ¢ € P, i.e., que para
cada i € I y cada z € AN, A; =, —¢[a] precisamente si |J;c; 4; =z —¢lin; o 2].
Seai € I y x € AY. Supongamos que A; =1 —¢[z], entonces z € (—¢)2i = Copdi,
luego = & ¢4, i.e., no es el caso que A, =, ¢[z], luego, por la hipétesis, no es el
caso que (J,c; 4; Fr ¢[ing o z], por lo tanto |J,.; A; Fr —¢lin; o 2]. Del mismo
modo se demuestra la reciproca.

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que, para cada n € N,
Jv,¢ € P, ie., que para cada n € N, se cumple que, para cada i € I y cada
v € AN, A; £ Jvu,0[z] precisamente si |J;c; A; = Fundling o z]. Sea n € N,
i €Iyaxe AN, Supongamos que A; =, Jv,¢p[z], entonces hay un a € A; tal
que 4; £ ¢[z™Y], luego, por la hipétesis, U,c; 4; Fr #[(in; o 2)™19)], asf que
Uier 4; Ec Fundlin; o z]. Reciprocamente, si |J;c; 4; Fr Fvn¢[in; o z], entonces
hay un a € J;¢; 4i tal que ;o A; F=r ¢[(in; o)), Por lo tanto para un j € I
tenemos que a € Aj;, luego hay un k € I tal que A; < A, y 4; < 4y, entonces, por
la hipétesis de induccién algebraica, A, =y ¢lz(™9], ie., A, Er Fvao[z], luego
A, lzﬁ 3Un¢[$]> porque A; < A;.

Dejamos como ejercicio la demostracion de que @ esta cerrado para el resto de
los operadores légicos.
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Presentamos a continuacién un teorema de Tarski-Vaught de caracterizacion de
las extensiones elementales.

Theorem 3 (Tarski-Vaught). Sean A y B dos sistemas algebraicos. Entonces las
dos condiciones

(1) A es un subsistema de B.
(2) Para cada ¢ € Fm(L), cada n € N, cada x € AN, si B =r Jva¢[z],
entonces existe un a € A tal que B = ¢lz™)].

son necesarias y suficientes para que A sea un subsistema elemental de B.

Proof. Necesidad. Si A < B, entonces es obvio que A es un subsistema de B.
Veamos que se cumple 2. Sea ¢ € Fm(£), n € N, x € AN y supongamos que
B =, Jv,¢[x]. Entonces, en virtud de la definicién de =%, A |, Jv,0[x], luego,
por la definicién de la relacién j=¢, hay un a € A tal que A =, ¢[z™)], por lo
tanto, por la definicién de <, B =, ¢[z(*9)].

Suficiencia. Es obvio que de 1 se deduce que A C B. Para demostrar que, para
cada ¢ € Fm(L) y cadaz € AN, A =, ¢[x] precisamente si B =, ¢[x], procedemos
por induccién algebraica. Concretamente, vamos a demostrar que el conjunto de
férmulas ® definido como:

®={peFm(L)|Vee AN (A=, ¢lz] = B =, ¢[z]) },

contiene al conjunto At(L£) de las férmulas atémicas y estd cerrado bajo las op-
eraciones estructurales definidas sobre Fm(£). Es evidente, en virtud de 1, que
At(L) C D.

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que —¢ € @, i.e., que para
cada x € AN| A =, —¢[x] precisamente si B =z —¢[z]. Sea x € AN y supongamos
que A Er —¢[z], entonces no es el caso que A =, é[x], luego, por la hipétesis, no
es el caso que B =, ¢[z], por lo tanto B |, —¢[x]. Del mismo modo se demuestra
la reciproca.

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que, para cada n € N,
Ju, ¢ € @, ie., que para cada n € N, se cumple que, para cada x € AN, A =,
Ju,, @[] precisamente si B =, v, ¢[in;ox]. Sean € Ny x € AN, Supongamos que
A =, Jv,¢[x], entonces hay un a € A tal que A =, ¢[z(™?)], luego, por la hipétesis,
B ¢[x("19)], asi que B =, Jv,¢[x]. Reciprocamente, si B =, v, ¢[x], entonces,
por 2, hay un a € A tal que B =, ¢[z("?)] luego, por la hipétesis de induccién,
A=, ¢[z("9)] por lo tanto A =, Jv,élz].

Dejamos como ejercicio la demostracién de que ® estd cerrado para el resto de
los operadores 16gicos. O

6.2. El teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski descendente.

Theorem 4 (Lowenheim-Skolem-Tarski descendente). Sea £ un lenguaje de primer
orden, B = (B, FE,RB) un (X,1I)-sistema algebraico, X C B y m un cardinal
infinito tal que card(X) < m < card(B) y card(L [[II) < m. Entonces B tiene un
subsistema elemental A = (A, FA, RA) tal que X C A y card(A) = m.

Proof. Puesto que una L-férmula es una sucesion finita de simbolos de operacién
légicos, variables, simbolos de operacién y simbolos de relacién, el niimero de
féormulas es a lo sumo ) . m” = m. Sea Y un subconjunto de B tal que X C Yy
card(Y) = m. Por otra parte, sea f una funcién de eleccién para los subconjuntos
no vacios de B. Vamos a asociar a cada par (¢,7) € Fm(£) x N una operacién
finitaria G,; sobre B, la operacion de Skolem para (¢,4). Sea m el primer nimero
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natural tal que las variables libres de ¢ estén incluidas en | v41 = {vo,.. ., Vm }
e i < m. Entonces G ; es la operacién m + 1-aria sobre B definida como:

Bm+1 s B

Coiy Hﬁ{faueB|BF£wwwwb7m{ueB|B#cwMMw}¢@

f(B), en caso contrario.

Sea A el cerrado de (B, (Gy; | (¢,7) € Fm(L) x N)) generado por Y. El conjunto
A es tal que card(A) = m. Ahora vamos a dotar al conjunto A de una estructura
de (X, II)-sistema algebraico. Para un simbolo de relacién « de rango m conven-
imos que R4 = RE N A™. Por otra parte, para un simbolo de operacién o de
ariedad m, vamos a ver que A estd cerrado bajo la operacién FE. Sea ¢ la férmula

o(Voy. -y Um—1) = Vm ¥ G0, - - -, am—1 € A, entonces
G¢’m(a07 ey Am_1, G,()) = FUE(G/(], ey Cmel),
porque Fgﬁ(ao,...,am_l) es el Unico elemento u de B tal que, tomando como
a=(ag,...,am_1,a0), B =z ¢[a™™]. Luego definimos
FUA(CLQ, NN 7am_1) = Fgﬁ(ao, ey am_l).

Obviamente se cumple que A = (A, F4, R4) es un subsistema de B = (B, FE, RB).
Para demostrar que A = (A, F4, R4) es un subsistema elemental de B = (B, FE, RE)
aplicamos el teorema 3. Sea ¢ € Fm(L), n € N, z € AN y supongamos que
B =, Ju,¢[z]. Sea m un nimero natural tal que las variables libres de ¢ estén in-
cluidas en | vy41 = {vo,...,vm } y n < m. Entonces para u = Gy (o, - - -, am) S€
cumple que u € A, porque A estd cerrado bajo las operaciones G ,,. Ademas, por la
definicién de Gy ,, tenemos que B =, ¢[(z[m +1)"W], luego B = ¢lz™W]. O

6.3. El teorema de Lo$ y la compacidad.

Theorem 5 (Los). Sea I un conjunto, F un ultrafiltro sobre I y (4; | i € I)
una familia de sistemas algebraicos. Entonces, para cada ¢ € Fm(L) y cada x €
(Hiel Ai)N, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) TLcr Ai/ =Fk=c dlpr= oz, siendo pr— _ la proyeccion candnica de [],c; A;
en Hie[ At/ =F-
(2) El conjunto {1 €I| A, |Er dlpr;oz]} € F.

Proof. Para la demostracién conviene que tengamos presente el diagrama:

Hiel Ai

[lies Ai/ ==

prE_‘F

Para demostrar que, para cada ¢ € Fm(L) y cada xz € (Hiel Ai)N7 [Lic: A/ =7Fc
p[pr=, o x| precisamente si {i € I | A; =, ¢[pr; o x]} € F, procedemos por in-
duccién algebraica. Concretamente, vamos a demostrar que el conjunto de férmulas
® definido como:

e (HAi)N (ll;[[/h/ =rFc dlpr=, o] siy sélo ) }7

@{¢eme>
iel si{icl|A [ ¢lpryox]} eF
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contiene al conjunto At(L£) de las férmulas atémicas y estd cerrado bajo las opera-
ciones estructurales definidas sobre Fm(L).

Sabemos que las L-férmulas atémicas, o bien son de la forma Py = Py, para
algtn (P; | i € 2) € Tm(L)?, o bien de la forma 7(P; | i € n), para algin n € N — 1,
algin 7 € II,, y alguna familia (P; | i € n) € Tm(L)".

Seax € ([T,c; Ai)N. Vamos a demostrar que [[;,c; A,/ =rfFc Po = Pi[pr=, o]
precisamente si {i € I | A, x Po = Pifpr;ox]} € F. Sipr—_ox satisface a

. ic1 A /=
Py = Py en [[;c; A;/ =7, entonces pr— _ oz pertenece al igualador de P&LEI*”/ >

y Plnie’éi/zf. Ahora bien, para a € 2, el diagrama:

N
pPr=
(Hiel Ai)N - (Hiel Aif Ef)N
Pgiel A, Pgiel A/=F
[Ticr Ai pr_ [Lic; Ai/ =F

A (pr_, 0 @) = pr (P (@),
Luego prEF(P()rI"'EIAi (r)) = pr=, (PH’EIﬂ( )), por consiguiente el conjunto

(i€ I pr (Ao ) = pr(Pller i) ) € 7.
Ahora bien, para « € 2, el diagrama:

conmuta. Por lo tanto, para a € 2, PH

N
pr;
(Hiel Ai)N A?I

1A, A,
Polt_lleffi P

Hie] A;

pr; As
conmuta. Por lo tanto para a € 2, pr (PHIU*% (z)) = pai (pr; o z))

Luego, {i € I | P0 (pr;ox) = P1 (pr;oxz)} € F, pero A, =r Py = Pi[pr; o 2]
precisamente si POAi (pr;ox) = Pléi (prjox), asi que {i € I | A, Er Po = Pi[pr; o
x] } € F. La reciproca es similar.

Dejamos como ejercicio la demostracion del caso en el que la féormula atémica
sea de la forma 7(P; | i € n), para algin n € N — 1, algiin 7 € II,, y alguna familia
(P;|i€mn) e Tm(L)™.

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que —¢ € P, i.e., que para
cada w € ([T,c; Ai ) s Ai/ =rFEc ~dlpr=, ox] precisamentesi {i € I | A; =,
—plpr,oz]} € F.

Sea x € ([T, Ai)N y supongamos que [[,.; 4;/ =rF, —é[pr=, o x|, entonces
no es el caso que [[;.; A,/ =rFc ¢[pr=, o ], luego, por la hipétesis, {i € I |
A, Er ¢pr; ox] } & F. Pero, por ser F un ultrafiltro, entonces I —{i € I | A, =¢
¢[pr; o x] } € F. Ahora bien, este tltimo conjunto es {j € I | A; = —¢[pr; o z] },
luego {j € I | A; [/ ~¢[pr; o x| } € F. La reciproca es obvia.

Sea ¢ € Fm(L) tal que ¢ € ®. Vamos a demostrar que, para cada k € N, Jugp €
®. SeakeNyze ([[,c,A )N. Supongamos que [[;.; 4;/ =rF, Jupdlpr=, o],
entonces hay un y € [,; A; tal que [[;c; A;/ =rkc #[(pr=, oz)*W=x)]. Ahora
bien, puesto que ¢ € ®, obtenemos que {i € I | A, =, gb[priox(k'pri(y))] } € F. Pero
se cumple que este tltimo conjunto estd incluido en {i € I | A; =, Jupd[pr; o x] },
porque si i € I es tal que A, =, ¢[pr; o zFIPiW)] entonces, para a = y(i),
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tenemos que A, =, ¢[(pr; o z)*WO)] porque (pr; o )FIW@) = pr, o gklPri®))
luego A, |, Jupglpr; o z]. Por lo tanto {¢ € I | 4, E, Jukgpr; o 2]} € F.
Reciprocamente, si J = {i € I | A, [, Jupdlpr; o z]} € F, entonces, para
cada j € J, hay un a; € Aj tal que A; = 3upg[pr; o z]. Sea y la funcién
de eleccién para (A4; | @ € I) cuya coordenada j-ésima, con j € J, es a;, y cuya
coordenada i-ésima, con i € I —J, esun b; € A;, arbitrario, pero fijo. Se cumple que
{ie€I|A; Er Jupglpr; ox]} estd incluido en {i € I | A; = ¢[pr; o x*¥¥)]}. Por
lo tanto {i € I | A, = ¢[pr; o zFI¥)] } € F, luego, ya que ¢ € F, [Les Ai/ =rFc
¢l(pr=, o z)*IW=x)]. Por consiguiente [[;.; A;/ =rF, Jvpd[pr—, o z]. Dejamos
como ejercicio la demostracién de que ® esta cerrado para el resto de los operadores
l6gicos. O

Corollary 21. Sea I un conjunto, F un ultrafiltro sobre I, (A, | i € I) una familia
de sistemas algebraicos y ¢ € Sent(L). Entonces [[,c; A;/ =Flc ¢ siy sdlo si el
conjunto {i € I | A, Er ¢} € F.

Corollary 22. Sea I un conjunto, F un ultrafiltro sobre I, (A, | i € I) una familia
de sistemas algebraicos y ¢ € Sent(L). Si, para cada i € I, A, Er ¢ entonces

[Lie Ai/ =7z ¢

Corollary 23 (Teorema de compacidad). Sea ® un conjunto infinito de sentencias.
Si cada subconjunto finito de ® tiene un modelo, entonces ® tiene un modelo.

Proof. Sea I = { A C ® | card(A) < Ny }. Entonces, dada una parte finita A de
®, hay un sistema algebraico A, tal que, para cada § € A, Ar = 6. Por otra
parte, para cada A € I, sea Ga = {© € I | A C ©}. Entonces el subconjunto
G ={Ga | A €Tl} deSub(]), es una subbase de filtro sobre I, i.e., se cumple que:

1) G #o.
(2) o &G.
(3) Paracadan € N—1ycada (A;|j€n) €I, e, Ga, # 2.
En efecto, el conjunto G # &, porque I # &. El conjunto vacio no pertenece a G
porque, dado un A € I, A € Ga. Por tltimo, dado un n € N — 1 y una familia
(Aj|jen)elr, ﬂjen Gna, # 9, porque ﬂjEn Ga; = GUjen A, ¥ se cumple que
U ien Aj; € 1. Por lo tanto, en virtud del axioma de eleccién, hay un ultrafiltro F
sobre I tal que G C F, i.e., tal que, para cada A € I, ,Ga € F. Veamos que,
para cada ¢ € ®, [[oc; Ar/ =FFc ¢. Para ello es suficiente que demostremos,
en virtud del corolario 21 que, para cada ¢ € &, { A €I | Ap =z ¢} € F. Ahora
bien, dado un ¢ € ®, el conjunto {A € I | Ax Er ¢} pertenece a F, porque
contiene al conjunto G4y € F. O

Proposition 120. El teorema de compacidad equivale a que, para cada T'U {¢} C
Sent(L), si ' k2 ¢, entonces hay un subconjunto finito A de T tal que A lbz ¢.

Proof. Supongamos el teorema de compacidad y sea I' U {¢} C Sent(L) tal que
' Ik ¢. Si, contrariamente a lo enunciado, para cada subconjunto finito A de
I, existiera un sistema algebraico A tal que A € Mod,(A) pero A ¢ Mod,(d),
entonces, para cada subconjunto finito A de I', existiria un sistema algebraico A
tal que A € Mod,(A) y A € Modz(—¢). Por lo tanto, para el conjunto de férmulas
cerradas I' U {—¢}, tendriamos que, para cada subconjunto finito © de T' U {—¢},
Mod,(©) # @, pero Mod . (T'U{—¢}) = &, ya que en caso contrario, i.e., si existiera
un sistema algebraico A tal que A € Mod(T'U{—¢}), entonces A =r ¢y A = ¢,
lo cual es absurdo. De modo que hay un subconjunto finito A de I" tal que A I, ¢.

Ahora supongamos que, para cada I' U {¢} C Sent(L), si ' -z ¢, entonces hay
un subconjunto finito A de I' tal que A IFz ¢. Si no se cumpliera el teorema de
compacidad, i.e., si existiera un I' C Sent(L) tal que, para cada subconjunto finito
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A de T, Mod,(A) # @ pero Mod.(I') = &, entonces, para la férmula cerrada
Jz (x # x), tendriamos que I' Ik, Jz(x # x), porque Mod.(T) = &, y, para
cada subconjunto finito A de I'; A |z Jz(z # z), porque Mod,(A) # & pero
Mod,(3z (z # x)) = @. O

Corollary 24. Tanto los functores de formacion de ultraproductos como los de for-
macion de ultrapotencias preservan encajamientos elementales. Ademds, las com-
ponentes de las transformaciones naturales del functor identidad en los functores
de ultrapotencia, son encajamientos elementales.

Corollary 25. Cualquier sistema algebraico se puede encajar en un ultraproducto
de sus subsistemas finitamente generados.

Proof. O

Proposition 121. Sea A un conjunto infinito y m un cardinal transfinito. Entonces
hay un conjunto I tal que card(I) = m y un ultrafiltro F sobre I tal que 2™ <
card(Al/ =5).

Proof. Sea I = {X Cm|card(X) < Ng}. Paracada X € I, sea Gx ={Y €1 |
X CY }. Entonces el subconjunto G = {Gx | X € I} de Sub(I), es una subbase
de filtro sobre I, i.e., se cumple que:

(1) G#o.

(2) ¢6.

(3) Paracadan € N—1ycada (X;|jen) el ., Gx, # 9.
En efecto, el conjunto G # &, porque I # @. El conjunto vacio no pertenece a G
porque, dado un X € I, X € Gx. Por ultimo, dado un n € N — 1 y una familia
(X;ljen)el ﬂjen Gx,; # @, porque ﬂj€n Gx;, = GUjean y se cumple que
Uj en Xj € I. Por lo tanto, en virtud del axioma de eleccién, hay un ultrafiltro F
sobre I tal que G C F, i.e., tal que, para cada X € I, ,Gx € F. Ahora vamos a
demostrar que existe una aplicacién inyectiva de Sub(m) en A/ =x. Para ello, una
vez elegida una familia f = (fx | X € I) en []y.; Mono(Sub(X), A), definimos la
aplicacién H; de Sub(m) en A como:

Sub(m) — A!
Hf{ Ym — (fx(YNX)| X el).

Entonces la aplicacién H de Sub(m) en AL/ =x definida como:

Sub(m) — Al/ =
H{ Ym — [Hf(Y;-jE_rv

es inyectiva. En efecto, dados dos subconjuntos distintos Yy Z dem,sia € Y § Z,
entonces, ya que Goy C{X € I | fx(YNX) # fx(ZNX)} y Gay € F, se
cumple que { X € I | fx(YNX)# fx(ZNX)} € F, luego H(Y) # H(Z).

O

Theorem 6 (Léwenheim-Skolem-Tarski ascendente). Sea £ un lenguage de primer
orden, A un (X, I)-sistema algebraico y m un cardinal infinito tal que card(4) < m
y card(X[J ) < m. FEntonces A tiene una extension elemental B diferente de A y
tal que card(B) = m.

Proof. Sea C una extensién elemental de A tal que card(C) > 2™ y c € C — A.
Entonces, en virtud del teorema de Léwenheim-Skolem-Tarski descendente, sea B
un subsistema elemental de C tal que card(B) = my AU {c} C B. Es evidente
que B cumple las condiciones del teorema. O
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La ruptura con la tradicién, que arrancé con Aristételes, en virtud de la cual
para el despliegue de cualquier ciencia deductiva es imprescindible que sus conceptos
deban ser significativos, se produjo a partir de 1882, por obra del geémetra Pasch.
Segun este autor el proceso deductivo debe ser independiente del significado de los
conceptos y sélo debe retenerse como basico las relaciones que subsistan entre los
mismos, expresadas mediante axiomas.

Como Hilbert le comunica a Frege el 29 de Diciembre de 1899:

Naturalmente, cada teoria es s6lo un andamiaje o esquema de concep-
tos con sus necesarias relaciones mutuas, y los elementos béasicos pueden
pensarse como se quiera. Si pienso que mis puntos son cualquier sis-
tema de cosas, vgr., el sistema amor, ley, deshollinador, ..., con que
luego sélo postule la totalidad de mis axiomas como relaciones entre
estas cosas, mis teoremas —el de Pitagoras, por ejemplo— valen también
para ellas. En otras palabras: cada teoria puede siempre aplicarse a in-
finitos sistemas de elementos bésicos. Basta aplicar una transformacion
univoca inversible y estipular que los axiomas homdélogos valen para las
transformadas

Definition 44. Sea £ un lenguaje de primer orden. Decimos que una teoria T’
es completa si, para cada ¢ € Sent(L), o bien ¢ € T o bien —¢ € T; que T es
consistente si Mod(T) # @; por tltimo, siendo m un cardinal, decimos que T
es una teoria m-categorica si, salvo isomorfismo, tiene exactamente un modelo de
cardinal m, i.e., si, para cada A, B € Mod(T), si la cardinalidad de A y B es m,
entonces A = B, y que es categorica si dos modelos cualesquiera de T' son isomorfos.

La teorfa de grupos, Grp, no es una teoria completa, porque para la sentencia
¢ = Vx,y(x -y = y-x), se cumple que ni Grp Iz ¢ ni Grp Iz —¢, ie., que
tanto GrpU {—¢} como GrpU{¢} son consistentes. Sin embargo la teoria de grupos
triviales, GrpU{Vz (x = 1)}, es completa. Porque, por una parte, salvo isomorfismo,
el grupo trivial es el tinico modelo de Grp U {Va (x = 1)} y, por otra, si fuera
incompleta, entonces . ...

Proposition 122. Una teoria T es completa si y solo si dos modelos cualesquiera
de T son elementalmente equivalentes.

Proof. Supongamos que dos modelos cualesquiera de T son elementalmente equiv-
alentes. Si T no fuera completa, existirfa un ¢ € Sent(L) tal que ni T IF, ¢ ni
T Iz —¢. Luego TU{—¢} y TU{¢} serfan teorias consistentes. Por lo tanto, para
cada A € Mod(TU{—¢}) y cada B € Mod(TU{¢}), tendriamos que A, B € Mod(T),
luego, por la hipétesis, A = B. Pero éso es absurdo, porque A € Mod({—¢}) y
B € Mod({¢}). De modo que T es completa. Reciprocamente, si T es completa
y A, B son dos modelos de T, entonces dada ¢ € Sent(L) tal que A =, ¢, se
cumple que ¢ € T, ya que en caso contrario, por ser T' completa, ~¢ € T, luego
A Er —¢, que serfa una contradiccién. Por lo tanto B =, ¢. De modo que Ay B
son elementalmente equivalentes. O

Corollary 26. Cualquier teoria categorica es completa.

Proposition 123. Si una teoria completa tiene un modelo finito, entonces es
categorica.

FEl test de Los-Vaught es otro método para establecer la completud de las teorias.

Theorem 7 (Test de Los-Vaught). Sea £ un lenguaje de primer orden tal que
card(Z [[II) = m y n un cardinal infinito tal que m < n. Si una teoria consistente T
es tal que todos sus modelos son infinitos y es n-categorica, entonces T es completa.
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Proof. Sean A y B dos modelos de T. Entonces ambos modelos son infinitos y
entonces, en virtud de los teoremas de Lowenheim-Skolem-Tarski, existen modelos
A’y B' de T tales que Ay A’, asi como B y B’, son elementalmenta equivalentes
y, ademéds, A’ y B’ tienen cardinalidad n. Por lo tanto, al ser T n-categérica, A’ y
B’ son isomorfos, luego A y B son elementalmente equivalentes. 1

Usando el test de Los$-Vaught demostramos que la teoria de los 6rdenes lineales
densos y sin maximo ni minimo, Dlone, es completa. En primer lugar, cualquier
modelo de Dlone es infinito (demuéstrese). Ademads, en virtud de un teorema de
Cantor, Dlone es Ny-categdrica. Por lo tanto es completa.

Otro modo de demostrar la completud de la teoria Dlone es: Si Dlone no fuera
completa, existiria una sentencia ¢ tal que ni Dlone I ¢ ni Dlone Iz —¢. Luego
Dlone U {—¢} y Dlone U {¢} serian teorias consistentes. Por lo tanto, puesto que el
conjunto de los stmbolos no 16gicos, que es {<}, es numerable, en virtud del teorema
de Léwenheim-Skolem-Tarski descendente, existiria un A € Mod(T' U{—¢}) infinito
numerable y un B € Mod(T U {¢}) infinito numerable. Ahora bien, puesto que
Dlone, en virtud de un teorema de Cantor, es Ng-categdrica, A = B. Pero éso es
absurdo, porque A € Mod({—¢}) y B € Mod({¢}).

La teoria de los érdenes lineales densos y sin maximo ni minimo, como acabamos
de ver, es completa pero no es categorica, en el sentido de que dos modelos cua-
lesquiera de tal teorfa sean isomorfos. Porque tanto (@, <) como (R, <) son modelos
de Dlone y, obviamente, (Q, <) Z (R, <).

El conjunto linealmente ordenado (R, <) es Dedekind-completo, pero el conjunto
linealmente ordenado (@, <), como es bien sabido, no es Dedekind-completo. Esto
significa que la Dedekind-completud es una propiedad que distingue a los conjuntos
linealmente ordenados (R, <) y (Q, <). Pero tanto (R, <) como (@, <) son modelos
de Dlone, y Dlone es una teoria completa, por lo tanto (R, <) y (Q, <) satisfacen a las
mismas sentencias, i.e., son elementalmente equivalentes. En particular, cualquier
sentencia, del lenguaje de ambos sistemas relacionales, que exprese la Dedekind-
completud debe ser verdadera en los dos modelos o falsa en los dos. De este modo,
aparentemente, parece que hemos llegado a una situacién contradictoria, porque los
conjuntos linealmente ordenados (R, <) y (@, <) satisfacen a las mismas sentencias,
pero la Dedekind-completud es una propiedad que los distingue. De hecho no hay
ninguna contradiccién, simplemente porque no hay ninguna sentencia, del lenguaje
de ambos sistemas relacionales, que exprese la Dedekind-completud (esta tltima es
una sentencia de segundo orden, no de primer orden).

El test de Lo$-Vaught también puede usarse para demostrar la completud de
la teoria de los grupos abelianos divisibles sin torsién y no triviales. Pero antes
recordemos algunos de los términos acabados de mencionar.

Definition 45. Sea A un grupo abeliano. Decimos que A es divisible si, para cada
n € Nat —1, se cumple que:

Vee Adye A(ny=x).
Obsérvese que la definicién del concepto de divisibilidad, para los grupos abelianos,

consta de una infinidad numerable de axiomas, uno por cada nimero natural no
nulo.

Definition 46. Sea A un grupo abeliano. Decimos que A es aperiddico o sin
torsion si, para cada n € Nat —1, se cumple que:

Vee A(ne=0—2=0).

Lo mismo que en el caso anterior, el concepto de carencia de torsién viene de-
terminado por una infinidad numerable de axiomas.
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Conviene senalar que los grupos abelianos periddicos no se definen como los que
no son aperiddicos, i.e., aquellos A para los que se cumple que, para al menos un
nimero natural no nulo n, existe un = € A tal que z # 0 pero nz = 0, sino como
los que tienen la propiedad de que, para cada x € A, existe un n € Nat —1 tal que
nx = 0.

Proposition 124. FEl grupo abeliano subyacente de cualquier espacio vectorial no
trivial sobre el cuerpo de los racionales es divisible y sin torsion. Ademds, cualquier
grupo abeliano divisible sin torsion no trivial es el grupo abeliano subyacente de un
espacio vectorial sobre el cuerpo Q.

Proof. Sea A = (A,+,—,0) un grupo abeliano divisible sin torsién no trivial. Va-
mos a definir una accién de @) sobre A, de modo que dote al grupo abeliano A de
una estructura de @QQ-espacio vectorial. Sea a € Ay ¢ =m/n € Q,conm € Zy
n > 0. Entonces ma € A, por ser A grupo abeliano, luego para n > 0, por ser A
divisible, hay un b € A tal que nb = ma. Ademas, si ¢ € A fuera tal que nc = ma,
entonces n(b — ¢) = 0, luego, ya que n > 0, por ser A sin torsién, b — ¢ = 0, i.e.,
b = c¢. Podemos afirmar, por lo tanto, que hay un unico b € A tal que nb = ma.
Definimos, en consecuencia, la accién de ¢ = m/n sobre a, como el inico b € A tal
que nb = ma. Dejamos como ejercicio la demostraciéon de que tal accién dota al
grupo abeliano A de una estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo Q. O

Demuéstrese que los grupos abelianos R = (R,+,—,0) v Q = (Q,+,—,0), de
los reales y los racionales, resp., son grupos abelianos divisibles sin torsién (y no
triviales).

Evidentemente, todos los grupos abelianos divisibles sin torsién y no triviales
son infinitos. Ademds, para cada cardinal n tal que Ry < n, la teoria de los grupos
abelianos divisibles sin torsién y no triviales es n-categérica. En efecto, si A y
B son dos grupos abelianos divisibles sin torsién y no triviales de cardinal n, con
Rg < n, entonces, en tanto que Q-espacios vectoriales, tienen bases infinitas X e Y,
resp. Si card(X) = m, entonces, por una parte, m < n, y, por otra n < m¥y = m,
luego n = card(X). Del mismo modo obtenemos que n = card(Y’). Por lo tanto,
en tanto que -espacios vectoriales, son isomorfos. De donde, en virtud del test
de Lo$-Vaught, podemos afirmar la completud de la teorfa de los grupos abelianos
divisibles sin torsién y no triviales.

Observemos que entonces los grupos abelianos R = (R, 4+, —,0) y Q = (Q, +, —, 0),
por ser grupos abelianos divisibles sin torsién y no triviales, son elementalmente
equivalentes, pero no isomorfos.

Por otra parte, la teoria de los grupos abelianos divisibles sin torsién no triv-
iales, no es Wo-categérica, debido a que tal teoria tiene (una infinidad de) modelos
infinito numerables, que no son isomorfos, por ejemplo, las potencias finitas de
Q = (Q,+, —,0), considerado como @Q-espacio vectorial.

"~ Haciendo uso del test de Los-Vaught, también se puede demostrar que la teorfa
de los cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica p, siendo p = 0 o un
ntmero primo, es completa.

Definition 47. Decimos que un cuerpo K es algebraicamente cerrados si, para
cada n € Nat —1, se cumple que:

Vag, ... xn € K (2, #0— Jy € K (x,y™ + -+ x1y + 20 = 0)).

Una vez més, observemos que la propiedad de un cuerpo de estar algebraicamente
cerrado, viene determinado por una infinidad numerable de axiomas.

Veamos que la teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica
p, es para cada cardinal n tal que Ry < n, n-categoérica.
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6.4. El espacio de los conjuntos axiomatizables minimales.

Lemma 6. Sea A un sistema algebraico y ® un conjunto de férmulas cerradas tal
que Mod,(®) C [A]=. Entonces

(1) [Al= = Mod(Thz(A)).

(2) The(A) € The(Modg(®)).
Proof. O

Proposition 125. Las clases de equivalencia [A]= € SAlg(X,II)/ = son los con-
juntos (de sistemas algebraicos) axiomatizables minimales.

Proof. Puesto que, por el lema 6, [A]= = Modz(Th,(4)), podemos afirmar que
[A]= es axiomatizable.

Veamos que [A]= es minimal. Sea ® un conjunto de férmulas cerradas tal que
Mod,(®) C [A]=. Sea B un sistema algebraico tal que B € [4]=, i.e., tal que
Thy(B) = The(A) y supongamos que B € Mod,(®). Entonces hay una férmula
cerrada ¢ € ® tal que ¢ &€ The(B), por lo tanto ¢ € Th(A), luego —¢ € The(A)
(porque Th,(A) es completa). Pero, ya que Mod,(®) C [A]=, por el lema 6, se
cumple que

The(A) C The(Modg(®)),
luego —¢ € The(Mod,(®)), por lo tanto todo modelo de ®, que, en particular, lo
serd de ¢, es modelo de ¢, lo cual es absurdo. De modo que Mod,(®) = [A]l=. O

Proposition 126. El subconjunto B, de Sub(SAlg(X,II))/ =) definido como:
Be—{By | ¢ € Sent(£) },
siendo, para cada ¢ € Sent(L), By el conjunto definido como:
By = { [A]= € SAlg(Z,1T)/ =[ A € Mod.(¢) },
es una base para una topologia sobre SAlg(X, 1)/ =.

Proof. Es evidente que Jycgeng(o) Be € SAlg(E,11)/ =. Por otra parte, si [A]= €
SAlg(X,II)/ =, entonces [A]= € By, siendo ¢ cualquier férmula cerrada de Thz(A4).
Por dltimo, si [4]= € B, N By, entonces [A]= € Byay € By N By. O

Proposition 127. El espacio topoldgico (SAlg(X,II)/ =, Tgx(Bz)) es Hausdorff,
compacto y cero-dimensional, luego totalmente desconectado, i.e., las componentes
conexas son puntuales, y normal.

Proof. O

Demuéstrese que los cerrados de (SAlg(X,II)/ =, Tg (B.)) son precisamente los
subconjuntos de SAlg(3, II)/ = que se pueden representar, para algin conjunto de
férmulas cerradas ®, como Bg = { [A]= | A € Mod.(®) }.

Ahora establecemos un teorema de Taimanov([?]) de caracterizacién del operador
clausura del espacio topolégico (SAlg(X,I1)/ =, Tg (B.)), mediante el concepto de
ultraproducto.

Theorem 8 (Taimanov). Sea A un sistema algebraico y {[A\]= | A € A} un
subcongunto de SAlg(X,I1)/ =. Entonces [A]l= € {[A,\]= | A € A} precisamente si

hay un conjunto I, una familia (A; | i € I) de sistemas algebraicos en | Jycp[Ay]=
y un ultrafiltro F sobre I tal que A= [],c; A;/ =F.

Proof. Veamos en primer lugar que [A]= € {[4,]= | A € A} exactamente si, para
cada ¢ € The(Uyealdrl=), A Fr ¢ 0, lo que es equivalente, si, para cada ¢ €
Maea The(Ay), A = ¢, ya que se cumple que

ThE(U/\EA[A)‘]E) - nAeA The(4,).
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Supongamos que, para cada ¢ € () cp The(Ay), A =2 ¢. Entonces, para cualquier
conjunto de férmulas cerradas @, si {[4\]= | A € A} C B, tenemos que, para
cada A € A, [4,]= € Bg, luego, para cada A € A, A, . P, as{ que, para cada
A€ A, @& C The(A4,), e, @ C Nyea The(Ay), por consiguiente A |=x @, de
modo que [A]= € Bg y, por lo tanto, [A]l= € {[A,]= | » € A}. Reciprocamente,
supongamos que [A]= esté en la clausura de {[4,]=z | A € A}. Si existiera un
¢ € The(UyealAn]=) tal que A ¢ Mod(¢), entonces [A]= no estarfa en la clausura
de {[A,]= | X € A}, porque, para el cerrado By se cumplirfa que [A]= & By, pero
que { [A\]= | A € A} € By. Por lo tanto, para cada ¢ € Thz([UycalAr]=), A Fr ¢.
Ahora que ya sabemos que [4]= € {[A)]= | A € A} siy sdlo si para cada ¢ €
Thz(UxealAnl=), A L ¢, si existiera un conjunto I, una familia (A, | i € 1)
de sistemas algebraicos en (Jyc,[Ay\]= y un ultrafiltro F sobre I tal que A =
[l;c; A;/ =7, entonces, en virtud del teorema de Lo$, [A]l= € {[A,]z | A€ A}
Reciprocamente, sea [A]= € {[Ay]= | A € A} y elijamos un sistema algebraico
A, en cada clase de equivalencia de {[A,]= | A € A}. Puesto que para cada ¢ €
Thz(Uxeal4nl=), A Fr ¢, para cualquier férmula cerrada ¢ vélida en A, existe un
B € JyealAy]= tal que B =, ¢ (porque sino, i.e., si existiera una férmula cerrada
¥ tal que A = v pero, para cada B € (Jycp[Ay]=, B ¥ ¥, entonces, para cada
B € Uyerldylz, B 2 —¢, luego A =, —¢, absurdo). Para cada [¢]~ € LT(L)
tal que A [=¢ v, sea By, = {A € A| Ay =, ¢ }. Entonces Epy),, # @, porque
para cualquier férmula cerrada 1 vélida en A, existe un B € [J,c5[4,\]= tal que
B L Y5y By NEg. = Ejyag.- Por lo tanto hay un ultrafiltro F sobre A que
contiene a todos los conjuntos de la forma Ejy)_, cuando 1 recorre el conjunto de
las formulas cerradas. Se cumple que A = [[ cp Ai/ =7 O

6.5. Relaciones entre limites inductivos y ultraproductos.

Lemma 7. Sea I = (I,<) un conjunto preordenado dirigido superiormente, F un
ultrafiltro sobre I tal que, para cadai € I, J; =fi< © € F y A un I-sistema inductivo
de sistemas algebraicos. Entonces, para cada i € I, hay un unico homomorfismo
a;: Ay —[1;c; Ai/F tal que, para cada i,k € I, sii <k, entonces el diagrama:

a;
A - A,

[licr 4/ F

conmuta.

Proof. Es suficiente que tomemos como a@;: A; — [[;c; A;/F la composicién de
los homomorfismos:

—1

PLF 17 w;

A (fijlJe i

14>Hjeji Aj HjeJi Aj/]: [ Hie]éi/fv

siendo (f;; | j € Ji) el Gnico homomorfismo de A; en [, ; A; tal que, para cada
Je€Ji,prjolfij|Jj€Ji)=a;j prg |, laproyeccién canénica y u;b_l el inverso del
isomorfismo canénico de la proposicién 99. Para estos homomorfismos se cumple
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que, para cada i,k € I, con ¢ < k, el diagrama:

QK

4, Ak
a; ax
[Lici Ai/F
conmuta, precisamente porque el diagrama:
(aij | j € Ji) Prr 1,
A —————— Tl 4, [jes, 4;/F 1Ji .
K
a; k Pry, g, Prr (g, F 10y, [Licr Ai/F
/
Ay ————> Hngk A Hngk A/ F 1y “u
<ak,l le Jk> Prx
conmuta. [l

Corollary 27. Sea I = (I,<) un conjunto preordenado dirigido superiormente,
F un ultrafiltro sobre I tal que, para cada i € I, J; =fi< i € F, A un con-
junto de sistemas algebraicos cerrado bajo isomorfismos y bajo ultraproductos y
A un I-sistema inductivo de sistemas algebraicos en A. Si existe el limite induc-
tivo (HLQAAv (aa; | © € I)) de A en A, entonces hay un dnico homomorfismo
aa A F: liL>nAA4> [I;c; Ai/F tal que, para cada i € I, el diagrama:

A, A lim, A

4 —A—

aA A, F
[licr 4/ F

conmuta. Ademds, si B es otro I-sistema inductivo de sistemas algebraicos en
A para el que también eziste el limite inductivo (lim, B, (ba; | @ € I)) en Ay
f: A——=DB es un morfismo inductivo, entonces el diagrama:

. ap A, F
hl>nAA [Lics Ai/F

h_r>nA Hie[ fz/]:
hi)nAﬁ GAB.F Hielﬁi/f

conmuta.
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Proof. Porque, para cada i € I, el diagrama:

" f:

i, /

A

fim

AnAF apn.B.F

[Lier Ai/F

[er fil F Wier B./7

conmuta. O

Proposition 128. Sea I = (I, <) un conjunto preordenado dirigido superiormente,
F un ultrafiltro sobre I tal que, para cada i € I, J; =< © € F, A un conjunto
de sistemas algebraicos cerrado bajo isomorfismos y bajo ultraproductos, A, B dos
I-sistemas inductivos de sistemas algebraicos en A y f: A—=B un morfismo in-
ductivo. Si existen los limites inductivos de ambos sistemas inductivos en A, en-
tonces, aplicando el functor de formacion de ultraproductos a los homomorfismos
an,i: A, — @AA Y basi: By — lii>nA B, obtenemos el diagrama conmutativo:

Hie] aAyi/}—
_—

[Ticr Ai/F (lim, A)"/F
[Lie; fil F (lim, f)/F
Hierﬁi/]: (lim B)I/JT-

Hie] bA’i/]: AT

Proof. O

Proposition 129. Sida 4 7: lim, A— (lim A)L | F es el encajamiento candnico,
entonces el diagrama:

apAF

[Lier Ai/F

[Licrani/F

(lim, A)T/F
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conmuta. Ademds, el diagrama:

OnA,F

aA,A,F [Licrani/F

fim , A [ies A/ F —————— (lim, A)'/F

liL)nAf Hie] fi/}— (h_H}A f)l/f

@Aﬁwﬂigﬁi/f b (li_r)nAﬁ)I/}".

OA.B,F

conmuta. Por consiguiente, ya que dp 4.7 es un encajamiento, también aa 4,7 lo
es.

Proof. O

Proposition 130. Si (lim A, (a; | i € I)) es el limite inductivo de A en SAlg(X, II),
entonces hay dos homomorfismos h: li_n)lA—> li_H)lAA yaar: li_n)lA—> [Lics Ai/F,
univocamente determinados, tales que, para cada i € I, los diagramas:

I

lim A
T —

h

ap i

)

iy, A

conmutan.

i lim A
im

aA,F
a;

[licr 4/ F
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Por dltimo, si convenimos que L =1lim A y L, = lim, A, entonces los diagramas:
— —A

conmutan y los dos estdn conectados mediante el diagrama conmutativo:

L')F
| I \
hl/f (GAJTL) /‘7:

/ (HzelA /‘7:) /F ((57)]:)1/]:
(

| aA7A,]-')I/]:
v (e, ai/F)/F
(L)' /F

(Iies 0ni/F)'/F

S (L'/F)/F

|
(na)!/ \\\gw?vr
(L) /7) | F

en el que los homomorfismos horizontales son los encajamientos canonicos.

Si aplicamos una infinidad numerable de veces el tltimo procedimiento, obten-
emos un (N, <)-sistema inductivo dirigido superiormente:

en el que los AEZ y los aEw 41 estdn deﬁnidos7 por recursién como:
Ay=L Al=L, Aj=J[A/F n=3 4 =4 /7
iel il

ag,l = h, ai,z = QA A F, @g,g = Hai/}_’ n >3, ai,n—&-l = (GEL—:s,n—z)I/]:-
il
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Puesto que Jo ={3n|neN} 1 ={3n+1|neN}ty ob={3n+2|neN}
son subconjuntos cofinales de (N, <), los subsistemas inductivos de Ah, obtenidos
por restriccién, tienen el mismo limite inductivo que Ah, si es que existe.

Theorem 9 (Richter). Sea A un conjunto de sistemas algebraicos axiomatizable.
Entonces se cumple que:
(1) Si existe lim, A, entonces es isomorfo a lim A.
—A —

(2) Cada limite inductivo dirigido superiormente de A es un subsistema elemen-
tal de un ultralimite de A, por lo tanto de A estd cerrado bajo la formacion
limites inductivos dirigidos superiormente precisamente si estd cerrado bajo
la formacion de ultralimites.

7. LA DUALIDAD DE MAKKAI

The most interesting phenomena in model theory are conclusions con-
cerning the syntactical structure of a first order theory drawn from the
examination of the models of the theory. With these phenomena in
mind, it is natural to ask if it is possible to endow the collection of
models of the theory with a natural abstract structure so that from the
resulting entity one can fully recover the theory as a syntactical struc-
ture.

M. Makkas.

La teoria de la dualidad de Makkai para la légica de primer orden hace uso,
para su formulacién, de la teoria de categorias. De hecho, las categorias hacen su
apariciéon en la teoria de Makkai, de tres maneras:

(1) A las teorias de primer orden se les asocian categorfas (pretopoi).

(2) Los modelos de una teorfa, junto con los encajamientos elementales entre
ellos, constituyen una categoria a la que se dota de una estructura adicional
derivada de los ultraproductos, obteniéndose una ultracategoria de modelos.

(3) Los pretopoi por una parte, y las ultracategorias por otra, son 2-categorias,
y el resultado fundamental de Makkai se establece en términos de una
comparacion entre esas 2-categorias.

A una teorfa T le asociamos la categorfa Mod(T') de los modelos de T y en-
cajamientos elementales de un modelo de T en otro de la misma teoria. Por otra
parte, cada férmula ¢ € T da lugar a un functor [¢]: Mod(T) — Set que a cada
modelo A de T le asigna ¢4, la extension de ¢ en A, i.e., {z € AN | A =, ¢[z] }, ¥y
a cada encajamiento elemental f de un modelo A de T en otro B, la aplicacién ¢f
de ¢2 en ¢£ que a un x del primero le asigna fN(z). A los functores de Mod(T)
en Set de la forma [¢] los llamamos, siguiendo a Makkai, standard.

Lo que se pretende es encontrar propiedades de los functores de Mod(T) en Set
que sean caracteristicos de los functores standard. a tal fin, recordemos que en
virtud del teorema de Lo$, la categoria Mod(T') estd cerrada bajo ultraproductos
y los functores standard los preservan, al menos salvo isomorfismo, i.e., existe un
isomorfismo functorial entre dos functores.

There are canonically defined maps between various ultraproducts. a general
notion of such canonical maps, called ultramorphisms, is the main new concept.
standard functors are readily seen to preserve ultramorphisms . The main part
of the content of the main result is that the structure preserving functors from
Mod(T) to Set, with respect to all the aforementioned structure put on Mod(T')
and Set, will be essentially just the standard ones.

There does not seem to be any way of organizing the models of a theory into
an abstract structure other than introducing a category of models, possibly with
additional structure. Once we have introduced categories on this level, we are stuck
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with them and theories necessarily have to be identified with categories. In short,
categorical logic seems inevitable.

Definition 48. Un pretopos es una categoria T que cumple las siguientes condi-
ciones:

(1) La categoria T tiene limites proyectivos finitos.

(2) La categoria T tiene un objeto inicial estricto 0, i.e., el objeto 0 es inicial
y cualquier morfismo desde un objeto de T hasta 0 es un isomorfismo.

(3) La categorfa T tiene sumas disjuntas estables de cualquier par de objetos.
Una suma disjunta A II B de dos objetos A, B es un coproducto de A y
B tal que los morfismos canénicos ig: A—= Al Bei;: B—=AIl B son
monomorfismos y en el producto fibrado:

C

B
f 1
A— S AUB,

Lo

C = 0; ademss, si en el diagrama:

i/
Ay
o

A’ c’ v
U w B

i
A AIl B

20

los dos cuadrados son productos fibrados, entonces C’ junto con iy e i} es
una suma disjunta de A’ y B’.

La categoria Set es un pretopos, el pretopos standard; también lo es cualquier
potencia cartesiana Set! as{ como cualquier subcategoria de estas que esté cerrada
bajo las operaciones del pretopos. A tales categorias, asi como a las isomorfas a
ellas, las llamamos pretopoi representables.

Theorem 10 (Godel-Deligne-Joyal). Cualquier pretopos pequeno es representable.

Hay una correspondencia, esencialmente, biunivoca entre teorias de primer orden
y pretopoi. Los modelos de una teoria corresponden a los functores elementales
del pretopos correspondiente hasta Set, y de hecho, los functores elementales, en
general, corresponden a interpretaciones convenientemente definidas. El pretopos
correspondiente a una teoria se obtiene sintdcticamente, en gran medida, del mismo
modo que el dlgebra de Lindenbaum-Tarski de la teoria. Una vez establecidas estas
traducciones, elteorema de representacion es equivalente al teorema de completud
de Godel.

Definition 49. Una pre-ultracategoria es una categoria S junto conun functor
[U]: ST —=S8, para cada espacio ultrafiltrado (I,U).

Definition 50. Un pre-ultrafunctor de una pre-ultracategoria C en otra C’ es un
functor X : C——C’, junto con un isomorfismo functorial [X,U]: X o [U] —[U] o
X1 por cada espacio ultrafiltrado (I,).
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Definition 51. A partial 2-category K is given by the following data:

(1) A set Ky of objects or O-cells C, D, ....

(2) A set K; of morphisms or 1-cells F, G, ....
(3) A set Ky of 2-cells o, 3, ...

(4) A family (Inp | F € K;) in K.

(5) For every C € Ky, a subset I¢ of Kj.

(6)

For every C € K, a subset A¢ of Ks.
These data are required to satisfy the folloving conditions:
(1) K1 =Ue pek, Ho,1(C,D), where the sets Ho 1(C, D) are mutually disjoint.

(2) The objects in Ky together with the 1-cells in K; form a category Ko 1,
called the underlying category of IC, under the operations

oc¢,p.e: Ho1(D,E) x Hy1(C,D) —=Hp1(C,E)

of composition of 1-cells, with identities Id¢: C —=C.
(3) Forevery F' € K;,if F € Hp1(C,D), thenInp € Hy ;(C,C) and F' = Folnp.
(4) For every C € Ky, we have that:
(a) I € Ho1(C,C).
(b) (I¢,oc¢.c.c,Idc) is a commutative monoid of idempotents (hence there
is a partial order on I¢, defined as I <¢ Jiff [ =10 J).
(c) Ie ={Inp | F € Upeg, Ho,1(C,D) }.
Moreover, Inpq, = Idc.
(5) K2 =Ue pek, Ho2(C,D), were the sets Ho 2(C, D) are mutually disjoint.
(6) For every C,D € Ko, Ho2(C, D) = Upgen, ,(c,p) Hr.2(F, G), were the sets
H, 2(F, G) are mutually disjoint.
(7) For every C,D € Ky and every a € Hy2(C,D), if a € Hy2(F,G), then
Ingp = Ing.
(8) For two fixed objects C and D, the morphisms in Hy 1 (C, D) and the 2-cells
in Ho2(C, D) form a category K1 2(C, D) under the operations

opgr: Hi2(G,H) x Hy o(F,G) —=H; »(F, H)

of wertical composition of 2-cells, whereby from 2-cells

F G
C ﬁa D and Cdﬂ/f’D,
G H
we get a 2-cell
F F
/—\U,a\\
C———D =2¢ Boa D,
ST “
H H

with identities denoted by



100 CLIMENT

(9) For every C € Ko, Ac = I¢ and, for every F' € Upc g, Ho1(C, D), if Ay
is the element in Ac that corresponds, under the above isomorphism, to
Inp € I¢, then A, € Hyo(Inp,Ing). In particular, we label idiq, the
element assigned to Inpq,.
(10) The objects in Ky together with the 2-cells in K5 are such that there are
partial operations

x¢.p,e: Ho2(D,E) x Hy2(C, D) —=Hy2(C,E)

of horizontal composition of 2-cells, which together with the subsets A¢ C
Hy 2(C,C), satisfy the following conditions
(a) From 2-cells

F R
/\ /”\
C H/oz D and D Uﬁ £,
G S

if (8, ) € Dom(*¢ p.g), then we get a 2-cell
F R RoF
RN
c [e "o ls “e=c [Bxae
\./
G S So@G
(b) For every C, D, £, F € K, the following diagram commutes

*p.g,F X id
H072(5,f) X H072('D,5) X HQQ(C,D) _— H072(D,.7'-) X H072(C,D)

id x *c D,e *¢.D,F

H072(5,‘7‘—) XH072(C,5) T Ho,g(g,f).

(c) For every C, D € Ky and a € Hyp2(C,D), if o € Hy o(F,G), then
(idldc,oz) S DOIH(*C,'D7D) and

F Ide F

~_ 7 ~_ 7 \é'/

G Ide

(d) For every C, D € Ky and a € Hpo(C,D), if @ € Hy2(F,G), then
(o, Ainj.) € Dom(*¢ ¢ p) and

Ingp

c e —c

IDF G G
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(11) Under the situation described by:
F R

Y T
H T
whenever defined, we have that
(0or)*(Boa)=(dx0B)o(y*a).
(12) Under the situation described by:

F R
/4_\ /\
C U,idF D ”/idR £
F R

whenever defined, we have that

idR * ldF = idRoF-
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