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Abstract. Once defined the morphisms of Kleisli and Eilenberg-Moore from
a monad to another, we extend the monad functor transformations between
monad functors of Street to the deformations between the morphisms of Kleisli
and Eilenberg-Moore, respectively, all in such a way that, e.g., the deforma-
tions between two interpretations from a logic to another, will be particular
cases of such deformations. Following this, we define the algebraic morhisms
from a monad to another as well as the algebraic deformations between al-
gebraic morphisms, in such a way that, e.g., the morhisms of Fujiwara from
a heterogeneous algebraic signature to another and the deformations between
morhisms of Fujiwara, will be particular cases of such concepts. Moreover,
we investigate for the adjoint situations los conceptos introducidos para las
mónadas, obteniendo diversas 2-categoŕıas de adjunciones con morfismos y 2-
células de Kleisli y Eilenberg-Moore, respectively, aśı como 2-functores hasta
las 2-categoŕıas correspondientes de mónadas, morfismos y deformaciones de
Kleisli y Eilenberg-Moore, all in such a way that the classical constructions
of Kleisli and Eilenberg-Moore are, respectively, 2-adjuntos por la izquierda
y por la derecha de tales 2-functores. Finally, we show that the algebraic
morphisms and algebraic deformations of the monads corresponden to alge-
braic squares of adjunciones and deformations entre tales cuadrados. Además,
demostramos que diversas adjunciones, e.g., las asociadas a las álgebras de
Hall y Bénabou y las que hay entre teoŕıas y modelos, son equivalentes en la
2-categoŕıa apropiada.
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1. Introduction.

En este trabajo estudiamos varias 2-categoŕıas de mónadas en las que las 2-
células, denominadas deformaciones, generalizan las correspondientes entre morfis-
mos de mónadas definidas por Street, y reflejan alguna de las propiedades de las
deformaciones entre morfismos de signaturas algebraicas heterogéneas.

Consideramos, en primer lugar, los morfismos de Kleisli y de Eilenberg-Moore
entre mónadas, que, como demostraremos, están en correspondencia biuńıvoca con
ciertos functores entre las categoŕıas de Kleisli y de Eilenberg-Moore asociadas
a las mónadas respectivas, y las deformaciones entre morfismos de Kleisli y de
Eilenberg-Moore. A partir de lo anterior, definimos los morfismos algebraicos y las
deformaciones algebraicos entre mónadas que son, simultáneamente, morfismos y
deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore, de los que, e.g., los morfismos y
deformaciones de Fujiwara serán casos particulares. A continuación, estudiamos
para las adjunciones los conceptos introducidos para las mónadas y obtenemos 2-
categoŕıas de adjunciones con morfismos y 2-células de Kleisli y Eilenberg-Moore
y 2-functores hasta las 2-categoŕıas correspondientes de mónadas, morfismos y de-
formaciones de Kleisli y Eilenberg-Moore, todo ello de manera que las construc-
ciones clásicas de Kleisli y Eilenberg-Moore son, respectivamente, 2-adjuntos por
la izquierda y por la derecha de tales 2-functores.

Por último, demostramos que los morfismos y deformaciones algebraicos de las
mónadas corresponden a cuadrados algebraicos de adjunciones y deformaciones en-
tre tales cuadrados. Además, demostramos que diversas adjunciones, e.g., las aso-
ciadas a las álgebras de Hall y Bénabou y las que hay entre teoŕıas y modelos, son
equivalentes en la 2-categoŕıa apropiada y que, dado que, cada signatura algebraica
heterogénea (S, Σ) tiene asociada, canónicamente, una adjunción entre la categoŕıa
de (S, Σ)-álgebras y la de SetS-conjuntos, aśı como una mónada sobre SetS , es
inmediato que los morfismos de signaturas heterogéneas inducen cuadrados alge-
braicos entre las adjunciones correspondientes, aśı como morfismos algebraicos entre
las mónadas asociadas. Esto es aśı también para los derivors o los morfismos de
Fujiwara entre las signaturas. En particular, de las propiedades demostradas para
los functores asociados a los F -morfismos de signaturas, tanto entre las categoŕıas
de términos, como entre las categoŕıas de álgebras, se sigue que los F-morfismos
determinan cuadrados algebraicos entre las adjunciones y morfismos algebraicos
entre las mónadas asociadas. Es más, las deformaciones entre F-morfismos de sig-
naturas algebraicas inducen asimismo deformaciones entre cuadrados algebraicos y
deformaciones algebraicas entre morfismos algebraicos. Para comprobarlo, es su-
ficiente tener en cuenta que cada deformación induce una transformación natural
entre los functores correspondientes para las categoŕıas de álgebras y de términos,
que dan lugar a su vez a las 2-células correspondientes en Adalg y Mndalg. Se
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tienen por tanto 2-functores de inclusión de las diversas categoŕıas de signaturas en
las 2-categoŕıas Adalg y Mndalg. Además, todo lo anterior es igualmente válido si
en lugar de las 2-categoŕıas de signaturas se consideran las 2-categoŕıas de teoŕıas.

Los functores de inclusión mencionados no son, obviamente, plenos, Las cate-
goŕıas de signaturas algebraicas discutidas pueden ser consideradas como descrip-
ciones sintácticas de morfismos algebraicos entre las mónadas asociadas a las sig-
naturas. La teoŕıa desarrollada puede ser de utilidad tanto a la hora de demostrar
ciertas proposiciones relativas a las álgebras heterogéneas, como de marco para
posibles generalizaciones de los conceptos de morfismo entre signaturas o entre
presentaciones de teoŕıas.

2. Some examples of morphisms and deformations.

2.1. Espacios de clausura heterogéneos. In this section we generalize to the
heterogeneous sets the classical, and equivalent, notions of closure system and clo-
sure operator on a set.

To begin with we define, for a set of sorts, the concept of sorted set, delta of
Kronecker, the relation of inclusion between sorted sets, product, coproduct and
union of a family of sorted sets, intersection of a nonempty family of sorted sets
and sorted mapping between sorted sets.

Definition 1. Let S be a set of sorts.
(1) A word on S is a mapping w : n // S, for some n ∈ N. We denote by

S? the set of all words on S, i.e.,
⋃

n∈N Sn. Moreover, we call the unique
mapping λ : ∅ // S, the empty word on S. The length of w, |w|, is the
domain of the mapping w.

(2) An S-sorted set is a mapping A = (As)s∈S from S into U . If A and B
are S-sorted sets, then A ⊆ B if, for every s ∈ S, As ⊆ Bs. Moreover,
given a set I and an I-indexed family (Ai)i∈I of S-sorted sets, we denote
by

∏
i∈I Ai the S-sorted set such that, for every s ∈ S,

(
∏

i∈IA
i)s =

∏
i∈IA

i
s,

by
∐

i∈IA
i the S-sorted set such that, for every s ∈ S,

(
∐

i∈IA
i)s =

∐
i∈IA

i
s,

by
⋃

i∈I Ai the S-sorted set such that, for every s ∈ S,

(
⋃

i∈IA
i)s =

⋃
i∈IA

i
s,

and if I is nonempty, by
⋂

i∈I Ai the S-sorted set such that, for every s ∈ S,

(
⋂

i∈IA
i)s =

⋂
i∈IA

i
s.

(3) If w ∈ S? and A is an S-sorted set, then Aw is
∏

i∈|w|Awi .
(4) Given a sort t ∈ S we call delta of Kronecker in t, the S-sorted set δt =

(δt
s)s∈S defined, for every s ∈ S, as:

δt
s =

{
1, if s = t;
∅, otherwise.

For t ∈ S and a set A, we denote by δt(A) the S-sorted set defined, for
every s ∈ S, as:

δt
s(A) =

{
A, if s = t;
∅, otherwise.
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(5) If A and B are S-sorted sets, an S-sorted mapping from A to B is a family
of component mappings fs : As

// Bs for each s in S. We denote by BA

the set of all S-sorted mapping from A to B.

Now we define the concept of heterogeneous closure system on an S-sorted set.

Definition 2. Let A be an S-sorted set. A heterogeneous closure system, abbre-
viated to h-closure system, on A is a subset C of Sub(A) that satisfies the following
conditions

(1) A ∈ C.
(2) For every D ⊆ C, if D 6= ∅, then

⋂D ∈ C.
We denote by Cls(A) the set of the h-closure systems on A.

Proposition 1. Let A be an S-sorted set and C a h-closure system on A. Then
C = (C,⊆) is a complete lattice.

Proposition 2. The ordered set Cls(A) = (Cls(A),⊆S) is a complete lattice.

Definition 3. A heterogeneous closure operator, abreviated to h-closure operator,
on an S-sorted set A is an operator J on Sub(A) such that, for every X, Y ⊆ A,
satisfies:

(1) X ⊆ J(X), i.e., J is extensive.
(2) If X ⊆ Y , then J(X) ⊆ J(Y ), i.e., J is isotone.
(3) J(J(X)) = J(X), i.e., J is idempotent.

We denote by Clop(A) the set of the h-closure operators on A and by Clop(A) the
same set but ordered by the relation ≤, where, for J and K in Clop(A), we have
that J ≤ K if, for every X ⊆S A, J(X) ⊆S K(X). Moreover, we call the fixed
points of a h-closure operator J on A, J-closed sets.

Proposition 3. The ordered set Clop(A) is a complete lattice.

Proposition 4. Let A be an S-sorted set. Then there exists an anti-isomorphism
Fix from the ordered set Clop(A), of the h-closure operators on A, into the ordered
set Cls(A), of the h-closure systems on A.

Para cada conjunto de tipos S, existe una categoŕıa de S-espacios de clausura,
cuyos objetos están formados por un S-conjunto y, alternativa pero equivalente-
mente, un sistema de clausura heterogéneo o un operador clausura heterogéneo,
y cuyos morfismos son las S-aplicaciones compatibles con los espacios de clausura
respectivos.

Proposition 5. Sea S un conjunto de tipos. Entonces ClSp(S), es la categoŕıa
cuyos objetos son pares (A, C), en los que A un S-conjunto y C ∈ Cls(A), y cuyos
morfismos de (A, C) en (B,D) son los triplos ((A, C), f, (B,D)), denotados como
f : (A, C) // (B,D), en los que f es una S-aplicación de A en B tal que, para
cada D ∈ D, f−1[D] ∈ C, y con composición e identidades definidas a partir de las
de sus S-aplicaciones subyacentes.

De ClSp(S) en SetS se tiene un functor de olvido, GClSp(S), definido como:

(A, C)

ClSp(S)

f

²²

7−→

A

SetS

f

²²
(B,D) B

GClSp(S) //
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que es obviamente fiel, por lo que ClSp(S) es una categoŕıa concreta sobre SetS.

Proposition 6. Sea S un conjunto de tipos. Entonces Clop(S), es la categoŕıa
cuyos objetos son pares (A, J), en los que A un S-conjunto y J ∈ Clop(A), y cuyos
morfismos de (A, J) en (B, K) son los triplos ((A, J), f, (B, K), denotados como
f : (A, J) // (B, K), en los que f es una S-aplicación de A en B tal que, para
todo X ⊆ A, f [J(X)] ⊆S K(f [X]), y con composición e identidades definidas a
partir de las de sus S-aplicaciones subyacentes.

De Clop(S) en SetS se tiene un functor de olvido GClop(S), definido similar-
mente a GClSp(S), por lo que Clop(S) es también una categoŕıa concreta sobre
SetS.

Proposition 7. Las categoŕıas ClSp(S) y Clop(S) son concretamente isomorfas,
a través del functor definido como:

(A, J)

Clop(S)

f

²²

7−→

(A,Fix(J))

ClSp(S)

f

²²
(B, K) (B, Fix(K))

//

Este resultado justifica que, en lo que sigue, se use aquella de las dos categoŕıas,
Clop(S), o ClSp(S), que se considere más oportuna para abordar la situación
de que se trate. Convenimos que por la categoŕıa de S-espacios de clausura,
ClSp(S), nos referimos indistintamente a cualquiera de las dos categoŕıas Clop(S),
o ClSp(S).

Cada espacio de clausura ordinario se identifica con un S-espacio de clausura
heterogéneo, tomando como conjunto de tipos S cualquier conjunto final. Por
otra parte, del mismo modo que a cada espacio de clausura ordinario se le asigna
una mónada, see e.g.[Mac71], dado un S-espacio de clausura heterogéneo (A, T ),
obtenemos la mónada (Sub(A),T), en la que Sub(A) es la categoŕıa determinada
por el conjunto ordenado (Sub(A),⊆S) y T la mónada sobre Sub(A) obtenida a
partir del operador clausura heterogéneo T on the S-sorted set A. La categoŕıa de
Eilenberg-Moore de la mónada T sobre Sub(A), EM(T), es Fix(T ) la categoŕıa
asociada al conjunto ordenado (Fix(T ),⊆S) de los puntos fijos del operador clausura
T , y la categoŕıa de Kleisli de la misma, Kl(T), es la asociada al conjunto ordenado
(Sub(A),≤S), en el, para dos partes X, Y ⊆S A, X ≤S Y iff X ⊆S T (Y ).

Además, como veremos más adelante, cada morfismo de S-espacios de clausura
j de (A, T ) en (A′, T ′), inducirá un morfismo de Kleisli (j[·], λ) de la mónada
(Sub(A),T) en la mónada (Sub(A′),T′), y por tener el functor j[·] de Sub(A)
en Sub(A′) de formación de imágenes directas, un adjunto por la derecha, entonces
λ dará lugar a un morfismo algebraico de la mónada (Sub(A),T) en la mónada
(Sub(A′),T′). Por último, si j y j′ son dos morfismos de (A, T ) en (A′, T ′) y se
cumple que, para cada X ⊆S A, j′[X] ⊆S T ′(j[X]), entonces obtendremos una
deformación de Kleisli de (j[·], λ) en (j′[·], λ′), que inducirá una deformación alge-
braica entre los correspondientes morfismos algebraicos.

Podemos inducir un sistema de clausura heterogéneo, de manera optimal, sobre
el dominio común de una familia de S-aplicaciones cuando los codominios de las
mismas están dotados de sistemas de clausura heterogéneos, y, dualmente, podemos
inducir un sistema de clausura heterogéneo, de manera co-optimal, sobre el codo-
minio común de una familia de S-aplicaciones cuando los dominios de las mismas
están dotados de sistemas de clausura heterogéneos.
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Lemma 1. Sea A un S-conjunto, (Ai, Ci)i∈I una familia de S-espacios de clausura
y f

. = (f i)i∈I una familia de S-aplicaciones, en la que, para cada i ∈ I, f i : A // Ai.
Entonces hay un único sistema de clausura heterogéneo C sobre A, al que denota-
mos por Lf

.

(Ai, Ci)i∈I , y denominamos el levantamiento optimal de (Ai, Ci)i∈I a
través de f

., tal que:
(1) Para cada i ∈ I, f i : (A,Lf (Ai, Ci)i∈I) // (Ai, Ci).
(2) Dado un S-espacio de clausura (B,B) y g : B // A, si, para cada i ∈ I,

f i ◦ g : (B,B) // (Ai, Ci), entonces g : (B,B) // (A,Lf
.

(Ai, Ci)i∈I).
Además, se cumple que:
(1) Para cada sistema de clausura heterogéneo C sobre A:

LidA(A, C) = C.
(2) Si, para cada i ∈ I, (Ai,m, Ci,m)m∈Mi

es una familia de S-espacios de
clausura, gi,. = (gi,m)m∈Mi una familia de S-aplicaciones, en la que, para
cada m ∈ Mi, gi,m : Ai // Ai,m y Ci = Lgi,.

(Ai,m, Ci,m)m∈Mi
, entonces

L(gi,.◦f .
)i∈I (Ai,m, Ci,m)(i,m)∈∐

i∈I Mi
= Lf

.

(Ai, Ci)i∈I .

Proof. Es suficiente que tomemos como Lf
.

(Ai, Ci)i∈I el sistema de clausura het-
erogéneo sobre A generado por

⋃
i∈I{ (f i)−1[C] | C ∈ Ci }. ¤

Obsérvese que, para cada S-conjunto A, el levantamiento optimal de (Ai, Ci)i∈∅
a través de f

. = (f i)i∈∅ es {A}.
Definition 4. Sea f : (A, C) // (B,D) un morfismo de S-espacios de clausura.
Decimos que f es un morfismo optimal si, para cada S-espacio de clausura (C, E) y
cada aplicación g : C // A, si f◦g : (C, E) // (B,D), entonces g : (C, E) // (A, C).
Proposition 8. Sea f : (A, C) // (B,D) un morfismo de S-espacios de clausura.
Una condición necesaria y suficiente para que f sea un morfismo optimal es que
C = Lf (B,D).

Proposition 9. Si f : (A, C) // (B,D) y g : (B,D) // (C, E) son morfismos op-
timales, entonces g ◦ f : (A, C) // (C, E) es un morfismo optimal. Además, si g ◦
f : (A, C) // (C, E) es un morfismo optimal, entonces se cumple que f : (A, C) // (B,D)
es optimal.

Lemma 2. Sea A un S-conjunto, (Ai, Ci)i∈I una familia de S-espacios de clausura
heterogéneos y fulob = (f i)i∈I una familia de S-aplicaciones, en la que, para cada
i ∈ I, f i : Ai // A. Entonces hay un único sistema de clausura heterogéneo C
sobre A, al que denotamos por Lf .(Ai, Ci)i∈I , y denominamos el levantamiento
co-optimal de (Ai, Ci)i∈I a través de f

., tal que:
(1) Para cada i ∈ I, f i : (Ai, Ci) // (A,Lf .(Ai, Ci)i∈I).
(2) Dado un S-espacio de clausura (B,D) y g : A // B, si, para cada i ∈ I,

g ◦ f i : (Ai, Ci) // (B,D), entonces g : (A,Lf .(Ai, Ci)i∈I) // (B,D).
Además, se cumple que:
(1) Para cada sistema de clausura heterogéneo C en A:

LidA
(A, C) = C.

(2) Si, para cada i ∈ I, (Ai,m, Ci,m)m∈Mi es una familia de S-espacios de
clausura, gi,. = (gi,m)m∈Mi una familia de S-aplicaciones, en la que, para
cada m ∈ Mi, gi,m : Ai,m // Ai y Ci = Lgi(Ai,m, Ci,m)m∈Mi , entonces

L(f .◦gi,.)i∈I
(Ai,m, Ci,m)(i,m)∈∐

i∈I Mi
= Lf .(Ai, Ci)i∈I .
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Proof. Es suficiente que tomemos como Lf .(Ai, Ci)i∈I el subconjunto de Sub(A)
definido como:

Lf .(Ai, Ci)i∈I = {C ⊆ A | ∀i ∈ I ( (f i)−1[C] ∈ Ci ) }.
¤

Para cada S-conjunto A, el levantamiento co-optimal de (Ai, Ci)i∈∅ a través de
f

. = (f i)i∈∅ es Sub(A).

Definition 5. Sea f : (A, C) // (B,D) un morfismo de S-espacios de clausura.
Decimos que f es un morfismo co-optimal si, para cada S-espacio de clausura (C, E)
y cada aplicación g : B // C, si g◦f : (A, C) // (C, E), entonces g : (B,D) // (C, E).

Proposition 10. Sea f : (A, C) // (B,D) un morfismo de S-espacios de clausura.
Una condición necesaria y suficiente para que f sea un morfismo co-optimal es que
D = Lf (A, C).
Proposition 11. Si f : (A, C) // (B,D) y g : (B,D) // (C, E) son morfismos
co-optimales, entonces g◦f : (A, C) // (C, E) es un morfismo co-optimal. Además,
si g◦f : (A, C) // (C, E) es un morfismo co-optimal, entonces g : (B,D) // (C, E)
es co-optimal.

Los morfismos entre conjuntos de tipos dan lugar a functores entre las categoŕıas
de espacios de clausura correspondientes. Esta construcción se extiende hasta un
functor que, mediante la construcción de Ehresmann-Grothendieck, permite obtener
una categoŕıa de espacios de clausura heterogéneos, donde se considera la variación
en el conjunto de tipos.

Now we define the concepts of heterogeneous set and mapping.

Definition 6.

(1) A heterogeneous set is a pair (S,A), where S ∈ U and A is an S-sorted set.
To abbreviate we will call the heterogeneous sets, simply, h-sets.

(2) Let (S,A) and (T,B) be two h-sets. An h-relation (Φ, D) from (S,A) into
(T,B) is a sub-h-set of (S, A)× (T, B) and Rel((S, A), (T, B)) denotes the
set of all h-relations from (S,A) into (T, B). The diagonal of (S, A), ∆(S,A),
is the h-relation (∆S , (∆As)s∈S).

Let (Φ, D) be an h-relation from (S, A) into (T, B) and (Ψ, E) one from
(T,B) into (U,C). We define the composition (Ψ, E)◦ (Φ, D) of (Φ, D) and
(Ψ, E) as the h-set:
(
Ψ ◦ Φ,

( ⋃{
Et,u ◦Ds,t

∣∣∣ ∃t ∈ T
( (s, t) ∈ Φ and

(t, u) ∈ Ψ

)})
(s,u)∈Ψ◦Φ

)

(3) Let (S, A) and (T, B) be two h-sets. An h-relation (Φ, F ) from (S, A) into
(T,B) is an h-function if Φ is a function from S into T and, for every s ∈ S,
Fs is a function from As into Bφ(s).

We denote by Fnc((S, A), (T, B)) the set of all h-functions from (S, A)
into (T, B). The composition of two h-functions is their composition as
h-relations and is an h-function.

(4) Let (S,A) and (T, B) be two h-sets. An h-mapping from (S, A) into (T,B)
is a triple ((S, A), (Φ, F ), (T, B)), denoted by (φ, f) or diagrammatically by

(φ, f) : (S, A) // (T, B)

where (Φ, F ) is an h-function from (S, A) into (T, B). We denote by
(T,B)(S,A) the set of all h-mappings from (S, A) into (T, B).
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Let (φ, d) be an h-mapping from (S, A) into (T, B) and (ψ, e) one from
(T,B) into (U,C). We define the composition (ψ, e) ◦ (φ, d) of (φ, d) and
(ψ, e) as:

((S,A), (Ψ, E) ◦ (Φ, D), (U,C)).

Moreover, for an h-set (S, A), we define the identity h-mapping, of (S, A),
denoted by id(S,A), as ((S, A),∆(S,A), (S, A))

Proposition 12. The h-sets in U together with the h-mappings, the composition
and the identities, determine a category, denoted by HSet. Moreover, HSet is a
bicomplete category.

Proposition 13. Let φ : S // T be a mapping. Then for the functors

(1) ∆φ = ( · φ(s))s∈S : SetT // SetS that to a T -sorted set A assigns the S-
sorted set Aφ = (Aφ(s))s∈S and to a T -sorted mapping f : A // B the
S-sorted mapping fφ = (fφ(s))s∈S, and

(2)
∐

φ = (
∐

s∈φ−1[t] · s)t∈T : SetS // SetT that to an S-sorted set A assigns
the T -sorted set

∐
φA = (

∐
s∈φ−1[t] As)t∈T and to an S-sorted mapping

f : A // B the T -sorted mapping
∐

φf = (
∐

s∈φ−1[t] fs)t∈T , we have that∐
φa∆φ.

For a T -sorted set A and a subset C of Sub(A), convenimos que ∆φ[C] denota
el subconjunto {Cφ | C ∈ C } de Sub(Aφ) y que

∐
φ[C] denota el subconjunto

{∐
φC | C ∈ C } de Sub(

∐
φA).

Proposition 14. Sea φ : S // T una aplicación. Entonces de ClSp(T ) en ClSp(S)
existe un functor, ClSp∆(φ), definido como

(B,D)

ClSp(T )

f

²²

7−→

(Bφ,∆φ[D])

ClSp(S)

fφ

²²
(B′,D′) (B′

φ, ∆φ[D′])

ClSp∆(φ)
//

Proof. Si D es un sistema de clausura sobre B, entonces ∆φ[D] es un sistema de
clausura sobre Bφ, porque, para cada familia (Y i)i∈I de T -conjuntos, se cumple
que

∆φ(
⋂

i∈IY
i) =

⋂
i∈I∆φ(Y i)

Además, si f : (B,D) // (B′,D′) es continuo y Y ′
φ ∈ ∆φ[D′], entonces Y ′ ∈ D′

y f−1[Y ′] ∈ D, luego ∆φ(f−1[Y ′]) ∈ ∆φ[D]. Pero ∆φ(f−1[Y ′]) es idéntico a
∆φ(f)−1(Y ′

φ) y, por consiguiente, fφ es continuo. ¤
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Proposition 15. Sea φ : S // T una aplicación. Entonces de ClSp(S) en ClSp(T )
existe un functor, ClSpq(φ), definido como

(A, C)

ClSp(S)

f

²²

7−→

(
∐

φ A,
∐

φ[C])
ClSp(T )

∐
φ f

²²
(A′, C′) (

∐
φ A′,

∐
φ[C′])

ClSpq(φ)
//

Proof. Si C es un sistema de clausura sobre A, entonces
∐

φ[C] es un sistema de
clausura sobre

∐
φ A, porque, para cada familia (Xi)i∈I de S-conjuntos, se cumple

que ∐
φ

⋂
i∈I Xi =

⋂
i∈I

∐
φXi

Además, si f : (A, C) // (A′, C′) es continuo y
∐

φ X ′ ∈ ∐
φ[C′], entonces X ′ está

en C′ y f−1[X ′] ∈ C, luego
∐

φ f−1[X ′] ∈ ∐
φ[C]. Puesto que

∐
φ f−1[X ′] es idéntico

a (
∐

φ f)−1[
∐

φ X ′], se cumple que
∐

φ f es continuo. ¤

Proposition 16. Sea φ : S // T una aplicación. Entonces se cumple que ClSpq(φ)a
ClSp∆(φ).

Proof. El isomorfismo natural θφ de la adjunción
∐

φ a∆φ es también un isomor-
fismo natural

ClSp(S)((A, C), (Bφ,∆φ[D])) ∼= ClSp(T )((
∐

φA),
∐

φ[C]), (B,D))

para cada (A, C) en ClSp(S) y cada (B,D) en ClSp(T ).
Sea f un morfismo continuo de (A, C) en (Bφ, ∆φ[D]), e Y ∈ D. Puesto que

Yφ ∈ ∆φ[D] y f es continuo, se cumple que f−1[Yφ] ∈ C y
∐

φ f−1[Yφ] ∈ ∐
φ[C].

Pero
∐

φ f−1[Yφ] coincide con ((θφ)−1(f))−1[Y ], puesto que

((θφ)−1(f))−1[Y ] = ({(a, s) ∈ ∐
φ(A)t | a ∈ As, φ(s) = t, fs(a) ∈ Yt})t∈T

= ({(a, s) ∈ ∐
φ(A)t | a ∈ f−1[Yφ]s, φ(s) = t})t∈T

= (
∐

s∈φ−1[t]f
−1[Yφ]s)t∈T

=
∐

φf−1[Yφ]

y, por consiguiente, (θφ)−1(f) es continuo.
Rećıprocamente, supongamos que g es un morfismo continuo de (

∐
φA,

∐
φ[C])

en (B,D). Sea Yφ ∈ ∆φ[D]. Entonces Y ∈ D y g−1[Y ] ∈ ∐
φ[C]. Pero tenemos que

g−1[Y ] = ({(a, s) ∈ ∐
φ(A)t | gt(a, s) ∈ Yt})t∈T

= (
∐

s∈φ−1[t]{a ∈ As | gφ(s)(a, s) ∈ Yφ(s)})t∈T

=
∐

φ(({a ∈ As | gφ(s)(a, s) ∈ Yφ(s)})s∈S)

y, además,

({a ∈ As | gφ(s)(a, s) ∈ Yφ(s)})s∈S = ({a ∈ As | θφ(g)s(a) ∈ Yφ(s)})s∈S

= (θφ(g))−1[Yφ]

luego g−1[Y ] =
∐

φ(θφ(g))−1[Yφ], por lo que (θφ(g))−1[Yφ] ∈ C y θφ(g) es continuo.
¤
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Los functores ClSp∆(φ) y ClSpq(φ) pueden definirse alternativamente para op-
eradores clausura. En particular, la definición apropiada para el functor ClSpq(φ)
es inmediata teniendo en cuenta la siguiente proposición.

Proposition 17. Sea φ : S // T una aplicación y A un S-conjunto. Entonces se
cumple que Sub(A) ∼= Sub(

∐
φ A) =

∐
φ[Sub(A)].

Se tiene, por tanto, que si Z ∈ Sub(
∐

φ A) entonces Z es de la forma
∐

φ X
con X ⊆ A. Si J es un operador clausura sobre A, podemos definir entonces un
operador clausura Jφ sobre

∐
φ A que asigna a cada

∐
φ X, con X ⊆ A, el T -

conjunto
∐

φ J(X). La definición es correcta porque para cada S-conjunto A, el
diagrama

Clop(A)
(·)φ //

Fix
²²

Clop(
∐

φ A)

Fix
²²

Cls(A) ∐
φ[·]

// Cls(
∐

φ A)

conmuta.
La definición correspondiente para el functor ClSp∆(φ) es menos inmediata,

puesto que, en general, si B es un T -conjunto, entonces ∆φ[Sub(B)] está estric-
tamente incluido en Sub(Bφ). No obstante, debido a que tenemos una aplicación⋃

φ,B , o simplemente
⋃

φ, de Sub(Bφ) en Sub(B) definida como:

⋃
φ

{
Sub(Bφ) // Sub(B)

Y 7−→ (
⋃

s∈φ−1[t] Ys)t∈T

que, además, es isótona y tiene una adjunta por la derecha, precisamente la apli-
cación ∆φ,B , o simplemente ∆φ, de Sub(B) en Sub(Bφ) definida como:

∆φ

{
Sub(B) // Sub(Bφ)

X 7−→ Xφ

si K es un operador clausura sobre B, entonces podemos definir un operador
clausura Kφ sobre Bφ como

Sub(Bφ)
Kφ //

⋃
φ

²²

Sub(Bφ)

Sub(B)
K

// Sub(B)

∆φ

OO

que a un Y ⊆T Bφ le asocia K(
⋃

φ(Y ))φ. La definición es correcta porque si B es
un T -conjunto, el diagrama

Clop(B)
(·)φ //

Fix
²²

Clop(Bφ)

Fix
²²

Cls(B)
∆φ[·]

// Cls(Bφ)

conmuta.
Las construcciones anteriores se extienden, respectivamente, hasta un functor

y un pseudo-functor, de Set en Cat. En particular, podemos obtener una cate-
goŕıa de espacios de clausura heterogéneos mediante la construcción de Ehresmann-
Grothendieck aplicada al siguiente functor.
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Proposition 18. De Set en Cat existe un functor contravariante ClSp∆, definido
como

S

Set

φ

²²

7−→

ClSp(S)

Cat

T ClSp(T )

ClSp∆(φ)

OO

ClSp∆

//

¤
Definition 7. Denotamos por HClSp la categoŕıa

∫ Set ClSp∆, obtenida mediante
la construcción de Ehresmann-Grothendieck para functores contravariantes apli-
cada al functor ClSp∆.

La categoŕıa HClSp tiene como objetos los triplos (S, A, C), en los que S es
un conjunto y (A, C) un S-espacio de clausura, denominados espacios de clausura
heterogéneos, y como morfismos de (S,A, C) en (T, B,D) los pares (φ, f), con
φ : S // T una aplicación y f : (A, C) // (Bφ, ∆φ[D]) un morfismo continuo de
S-espacios de clausura de (A, C) en (Bφ, ∆φ[D]).

Podemos inducir un sistema de clausura heterogéneo, de manera optimal, sobre
el dominio común de una familia de h-aplicaciones cuando los codominios de las
mismas están dotados de sistemas de clausura heterogéneos, y, dualmente, podemos
inducir un sistema de clausura heterogéneo, de manera co-optimal, sobre el codo-
minio común de una familia de h-aplicaciones cuando los dominios de las mismas
están dotados de sistemas de clausura heterogéneos.

Lemma 3. Sea (S, A) un h-conjunto, (Si, A
i, Ci)i∈I una familia de espacios de

clausura heterogéneos y (φ., f
.) = (φi, f

i)i∈I una familia de h-aplicaciones, en la
que, para cada i ∈ I, (φi, f

i) : (S, A) // (Si, A
i). Entonces hay un único sistema

de clausura heterogéneo C sobre A, al que denotamos por L(φ.,f
.
)(Si, A

i, Ci)i∈I , y
denominamos el levantamiento optimal de (Si, A

i, Ci)i∈I a través de (φ., f
.), tal

que:
(1) Para cada i ∈ I, (φi, f

i) : (S,A,L(φ.,f
.
)(Si, A

i, Ci)i∈I) // (Si, A
i, Ci).

(2) Dado un espacio de clausura heterogéneo (T, B,D) y (ψ, g) : (T, B) // (S, A),
si, para cada i ∈ I, (φi, f

i) ◦ (ψ, g) : (T, B,D) // (Si, A
i, Ci), entonces

(ψ, g) : (T,B,D) // (S,A,L(φ.,f
.
)(Si, A

i, Ci)i∈I).
Además, se cumple que:
(1) Para cada sistema de clausura heterogéneo C sobre A:

L(idS ,idA)(S, A, C) = C.
(2) Si, para cada i ∈ I, (Si,m, Ai,m, Ci,m)m∈Mi es una familia de espacios

de clausura heterogéneos, (φi,., g
i,.) = (φi,m, gi,m)m∈Mi una familia de h-

aplicaciones, en la que, para cada m ∈ Mi, (φi,m, gi,m) : (Si, A
i) // (Si,m, Ai,m)

y Ci = L(φi,.,g
i,.)(Si,m, Ai,m, Ci,m)m∈Mi , entonces

L((φi,.,g
i,.)◦(φ.,f

.
))i∈I (Si,m, Ai,m, Ci,m)(i,m)∈∐

i∈I Mi
= L(φ.,f

.
)(Si, A

i, Ci)i∈I .

Proof. Es suficiente que tomemos como L(φ.,f
.
)(Si, A

i, Ci)i∈I el sistema de clausura
heterogéneo sobre A generado por

⋃
i∈I{ (f i)−1[C] | C ∈ ∆φi [Ci] }. ¤

Obsérvese que, para cada S-conjunto A, el levantamiento optimal de (Si, A
i, Ci)i∈∅

a través de (φ., f
.) = (φi, f

i)i∈∅ es {A}.
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Definition 8. Sea (φ, f) : (S, A, C) // (T,B,D) un morfismo de espacios de clausura
heterogéneos. Decimos que (φ, f) es un morfismo optimal si, para cada espacio
de clausura heterogéneo (U,C, E) y cada h-aplicación (ψ, g) : (U,C) // (S, A), si
(φ, f) ◦ (ψ, g) : (U,C, E) // (T, B,D), entonces (ψ, g) : (U,C, E) // (S, A, C).
Proposition 19. Sea (φ, f) : (S, A, C) // (T,B,D) un morfismo de espacios de
clausura heterogéneos. Una condición necesaria y suficiente para que (φ, f) sea un
morfismo optimal es que C = L(φ,f)(T,B,D).

Proposition 20. Si (φ, f) : (S,A, C) // (T, B,D) y (ψ, g) : (T, B,D) // (U,C, E)
son morfismos optimales, entonces (ψ, g)◦(φ, f) : (S, A, C) // (U,C, E) es un mor-
fismo optimal. Además, si (ψ, g) ◦ (φ, f) : (S, A, C) // (U,C, E) es un morfismo
optimal, entonces (φ, f) : (S, A, C) // (T, B,D) es optimal.

Lemma 4. Sea (S, A) un h-conjunto, (Si, A
i, Ci)i∈I una familia de espacios de

clausura heterogéneos y (φ., f
.) = (φi, f

i)i∈I una familia de h-aplicaciones, en la
que, para cada i ∈ I, (φi, f

i) : (Si, A
i) // (S, A). Entonces hay un único sistema

de clausura heterogéneo C sobre A, al que denotamos por L(φ.,f
.)(Si, A

i, Ci)i∈I , y
denominamos el levantamiento co-optimal de (Si, A

i, Ci)i∈I a través de (φ., f
.), tal

que:
(1) Para cada i ∈ I, (φi, f

i) : (Si, A
i, Ci) // (S, A,L(φ.,f

.)(Si, A
i, Ci)i∈I).

(2) Dado un espacio de clausura heterogéneo (T, B,D) y (ψ, g) : (S, A) // (T, B),
si, para cada i ∈ I, (ψ, g) ◦ (φi, f

i) : (Si, A
i, Ci) // (T, B,B), entonces

(ψ, g) : (S, A,L(φ.,f
.)(Si, A

i, Ci)i∈I) // (T, B,D).
Además, se cumple que:
(1) Para cada sistema de clausura heterogéneo C en A:

L(idS ,idA)(S, A, C) = C.
(2) Si, para cada i ∈ I, (Si,m, Ai,m, Ci,m)m∈Mi es una familia de espacios

de clausura heterogéneos, (φi,., g
i,.) = (φi,m, gi,m)m∈Mi una familia de h-

aplicaciones, en la que, para cada m ∈ Mi, (φi,m, gi,m) : (Si,m, Ai,m) // (Si, A
i)

y Ci = L(φi,.,gi,.)(Si,m, Ai,m, Ci,m)m∈Mi , entonces

L((φ.,f
.)◦(φi,.,gi,.))i∈I

(Si,m, Ai,m, Ci,m)(i,m)∈∐
i∈I Mi

= L(φ.,f
.)(Si, A

i, Ci)i∈I .

Proof. We must show that (φi, f
i) : (Si, A

i) // (S, A) has a co-optimal lift. Let Λ
be the set of all heterogeneous closure systems L on A such that (φi, f

i) : (Si, A
i, Ci) // (S, A,L)

is admissible for all i ∈ I. Λ is nonempty since the empty optimal lift is in Λ. Let C
be the optimal lift of the Λ-indexed family (idS , idA) : (S, A) // (S, A,L). Suppose
given (ψ, g) : (S,A) // (T,B) such that, for all i ∈ I, (ψ, g)◦(φi, f

i) : (Si, A
i, Ci) // (T, B,B).

Let L be the optimal lift of (ψ, g) : (S, A) // (T, B,D). As L is optimal, L be-
longs to Λ and (ψ, g) : (S, A, C) // (T,B,D) is admissible being the composition
of (idS , idA) and (ψ, g).

(Si, A
i, Ci)

(ψ, g) ◦ (φi, f
i)

ÀÀ:
::

::
::

::
::

::
::

::
::

:

(φi, f
i)

// (S, A, C)
(idS , idA)

%%KKKKKKKKKKKK

(ψ, g)

²²

(S,A,L)

(ψ, g)yyssssssssssss

(T, B,D)
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¤

Corollary 1. El functor de olvido de la categoŕıa HClSp en la categoŕıa HSet
has left and right adjoints.

Corollary 2. El functor de olvido de la categoŕıa HClSp en la categoŕıa HSet
constucts limits and colimits.

Definition 9. Sea (φ, f) : (S, A, C) // (T,B,D) un morfismo de espacios de clausura
heterogéneos. Decimos que (φ, f) es un morfismo co-optimal si, para cada espacio
de clausura heterogéneo (U,C, E) y cada h-aplicación (ψ, g) : (T, B) // (U,C), si
(ψ, g) ◦ (Φ, f) : (S,A, C) // (U,C, E), entonces (ψ, g) : (T, B,D) // (U,C, E).

Proposition 21. Sea (φ, f) : (S, A, C) // (T,B,D) un morfismo de espacios de
clausura heterogéneos. Una condición necesaria y suficiente para que (φ, f) sea un
morfismo co-optimal es que D = L(φ,f)(S,A, C).
Proposition 22. Si (φ, f) : (S,A, C) // (T, B,D) y (ψ, g) : (T, B,D) // (U,C, E)
son morfismos co-optimales, entonces (ψ, g) ◦ (φ, f) : (S,A, C) // (U,C, E) es un
morfismo co-optimal. Además, si (ψ, g) ◦ (φ, f) : (S, A, C) // (U,C, E) es un mor-
fismo co-optimal, entonces (ψ, g) : (T, B,D) // (U,C, E) es co-optimal.

Del mismo modo que a cada S-espacio de clausura se le asigna una mónada, dado
un espacio de clausura heterogéneo (S, A, T ), obtenemos la mónada (Sub(A),T), en
la que Sub(A) es la categoŕıa determinada por el conjunto ordenado (Sub(A),⊆S)
y T la mónada sobre Sub(A) obtenida a partir del operador clausura heterogéneo T
on the heterogeneous set A. Además, como veremos más adelante, cada morfismo
de espacios de clausura heterogéneos (φ, j) de (S, A, T ) en (S′, A′, T ′), inducirá
un morfismo de Kleisli (

⋃
φ ◦j[·], (ιj[·]) ◦ (

⋃
φ λ)) de la mónada (Sub(A),T) en la

mónada (Sub(A′),T′), tal como indica el siguiente diagrama

Sub(A) T //

j[·]
²²

Sub(A)

j[·]
²²

rrrrt|λ

Sub(A′φ) T ′φ //

⋃
φ

²²

Sub(A′φ)

⋃
φ

²²

rrrrt|ι

Sub(A′)
T ′

// Sub(A′)

en el que debemos observar que la aplicación
⋃

φ no es la extensión a las partes de
ningún morfismo en HSet de (S, A′φ) en (S′, A′). Además, por tener los functores
j[·] de Sub(A) en Sub(A′φ) de formación de imágenes directas, y

⋃
φ de Sub(A′φ) en

Sub(A′), adjuntos por la derecha, entonces λ dará lugar a un morfismo algebraico
de la mónada (Sub(A),T) en la mónada (Sub(A′),T′), de modo que la categoŕıa
HClSp se podrá identificar con una subcategoŕıa de la categoŕıa subyacente de
la 2-categoŕıa Mndalg. Por otra parte, al disponer en la 2-categoŕıa Mndalg de
la noción de deformación entre dos morfismos algebraicos, tendremos, de manera
derivada, la noción de deformación entre dos morfismos de espacios de clausura
heterogéneos, pero por ser las categoŕıas involucradas ret́ıculos completos, existirá
a lo sumo una deformación entre dos morfismos algebraicos desde las mónadas aso-
ciadas a los espacios de clausura heterogéneos, lo que determinará un preorden en el
conjunto de los morfismos algebraicos entre dos espacios de clausura heterogéneos.
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De hecho, si (φ, j) y (φ′, j′) son dos morfismos de (S, A, T ) en (S′, A′, T ′), tendremos
una deformación de (

⋃
φ ◦j[·], (ιj[·]) ◦ (

⋃
φ λ)) en (

⋃
φ′ ◦j′[·], (ι′j′[·]) ◦ (

⋃
φ′ λ

′)), pre-
cisamente si, para cada X ⊆S A, se cumple que

⋃
φ′(j

′[X]) ⊆S′ T ′(
⋃

φ(j[X])). De
todo ello, y de ejemplos posteriores referidos, en particular, a los operadores de
consecuencia de Hall y Bénabou, se infiere la conveniencia de considerar maneras
más generales que la ordinaria, de comparar los espacios de clausura entre śı, pro-
poniéndose que un morfismo cont́ınuo de la mónada (Sub(A),T), inducida por el
espacio de clausura heterogéneo (S,A, T ), en la mónada (Sub(A′),T′), inducida
por el espacio de clausura heterogéneo (S′, A′, T ′), sea un cuadrado adjunto

Sub(A) Sub(A)

Sub(A′) Sub(A′)

T //

T′
//

OO

RaL

²²

OO

RaL

²²

T //

T′
//

L
²²

L
²²

²ff

T //

T′
//

L
²²

R

OO
.³³

T //

T′
//

R

OO

L
²²

.³³

T //

T′
//

R

OO

R

OO
X//

y que una deformación entre morfismos cont́ınuos de espacios de clausura sea un
cuadrado adjunto

Sub(A) Sub(A)

Sub(A′) Sub(A′)

1 //

T ′
//

OO

RaL

²²

OO

R′aL′

²²

1 //

T ′
//

L
²²

L′
²²

²ff

1 //

T ′
//

L
²²

R′
OO

.³³

1 //

T ′
//

R

OO

L′
²²

.³³

1 //

T ′
//

R

OO

R′
OO

X//

2.2. Relación entre la lógica proposicional clásica e intuicionista. We show
that the inclusion functor from the category of intuitionistic sentential pretheories
and homotopy classes of morphisms, to that of classical sentential pretheories and
homotopy classes of morphisms, has a left and a right adjoint and that from the
left to the right adjoint there is a natural transformation. On the other hand,
we show that the Lindenbaum-Tarski operators can be extended to equivalences
from the category of classical, resp. intuitionistic, sentential pretheories and ho-
motopy classes of morphisms to the category Bool, resp. Heyt. Finally, using
another pair of adjoint situations between Bool and Heyt, induced by the functor
of regularization from Heyt to Bool, we show that there are two pairs of adjoint
natural transformations which, together with the functors of Lindenbaum-Tarski,
determine two adjoint squares from the pairs of adjoints between classical and in-
tuitionistic sentential pretheories to the pairs of adjoints from Boolean algebras to
Heyting algebras.

As is well known, sentential logics, as any other logics, can be investigated at least
from two points of view, the syntactical or proof theoretical and the semantical or
model theoretical, being both, usually, strongly related through the Lindenbaum-
Tarski operators, which assign to every theory in a sentential logic an algebraic
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construct, and this in such a way that the outcome is a representation of the
algebraic constructs into the logical ones.

On the other hand, sometimes, it happens that for a given couple of logical
systems it can be showed that there are adjoint situations, both, between the syn-
tactical parts and the semantical, as, e.g., when there are natural interpretations
between the sets of formulae of the logical systems involved, as well as transfor-
mations naturally defined between the algebraic categories canonically associated
to the logical systems. Moreover, for those pairs of adjoints, when considered to-
gether with the operators of Lindenbaum-Tarski, it is possible to obtain adjoint
squares, i.e., non-commutative squares consisting of functors and adjunctions, for
which there is a pair of adjoint natural transformations.

Our objective will be to confirm the above by investigating a particular case,
concretely that of classical and intuitionistic sentential logic. In the first section,
once defined the categories of classical and intuitionistic sentential pretheories, de-
noted respectively by Pthc and Pthi, and showed the existence of full and dense
functors ltc from Pthc to Bool, the category of Boolean algebras, and lti from Pthi

to Heyt, that of Heyting algebras, we define two congruences, ≡c on Pthc and ≡i

on Pthi, and from them we obtain the functors of Lindenbaum-Tarski LTc from
CSL = Pthc/ ≡c to Bool and LTi from ISL = Pthi/ ≡i to Heyt. In this way
the well known operators of Lindenbaum-Tarski have been functorized, i.e., they
not only take as arguments pretheories, of some type, and give as values algebraic
constructs, but they also operate on morphisms between pretheories, assigning as
values morphisms between the associated algebraic constructs. Moreover, it hap-
pens that both functors of Lindenbaum-Tarski are indeed equivalences.

In the second section, from a full subcategory of the category, defined by Brown
and Suszko in [BS73], of abstract logics and logical morphisms, and considering
the work by Prawitz and Mälmnäs in [PM66] and that of Wójcicki in [Wój88], we
define, categorially, the concept of an interpretation from classical to intuitionistic
sentential logic, which will be used in the last section to prove that there are two
adjoint situations

K a J a G : CSL / ISL,

with K and G full embeddings from CSL to ISL, and J injective on objects from
ISL to CSL, together with a pointwise monomorphic natural transformation ξ from
K to G. Finally, also in the last section, we show that the above couple of adjoints
between the categories CSL and ISL is related to another couple of adjoints for the
semantical categories Bool and Heyt, through the functors of Lindenbaum-Tarski
and two pairs of adjoint natural transformations, in such a way that determine two
adjoint squares.

We agree that the signatures of classical and intuitionistic sentential logic are
identical and denote them by Σ. Moreover, for a set X, FrΣ(X) is the free Σ-
algebra on X. Finally, for l ∈ { c, i }, Cnl,X is the consequence operator for the
classical, resp. intuitionistic, sentential logic relative to the set of variables X,
and if Φ ⊆ FrΣ(X), ≡l,Φ is the congruence on FrΣ(X) defined as α ≡l,Φ β iff
Cnl,X(Φ ∪ {α}) = Cnl,X(Φ ∪ {β}).
Definition 10. We denote by Pthc the category which has as objects the classi-
cal sentential pretheories, i.e., the pairs (X, Φ) with X a non-empty set and Φ a
subset of FrΣ(X), and as morphisms from (X, Φ) to (Y, ∆) those homomorphisms
f : FrΣ(X) // FrΣ(Y ) such that f [Cnc,X(Φ)] ⊆ Cnc,Y (∆). The category Pthi, of
intuitionistic sentential pretheories, is defined the same way.

We remark that, for l ∈ { c, i }, in the category Pthl any pretheory (X, Φ) is
isomorphic to the theory (X, Cnc,X(Φ)). Indeed we have that the category Pthl is
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equivalent to the full subcategory determined by the theories, i.e., the pretheories of
the form (X, Cnl,X(Φ)). However, we maintain the distinction between pretheories
and theories, because the concept of pretheory allows to make finer distinctions,
that are important for proof-theoretical and computational purposes.

The main properties of the concept of morphism we will needed are collected in
the following proposition.

Proposition 23. Let (X, Φ) and (Y, ∆) be two sentential pretheories and f an ho-
momorphism from FrΣ(X) to FrΣ(Y ). Then, for l ∈ { c, i }, the following conditions
are equivalent:

(1) The homomorphism f is a morphism from (X, Φ) to (Y, ∆).
(2) The homomorphism f is such that f [Φ] ⊆ Cnl,Y (∆).
(3) For every α, β ∈ FrΣ(X), if α ↔ β ∈ Cnl,X(Φ), then f(α) ↔ f(β) ∈

Cnl,Y (∆).

Next we prove that there are full and dense, but not necessarily faithful, functors
from Pthc to Bool and from Pthi to Heyt, rendering categorical the well known
representations of Lindenbaum-Tarski of some algebraic constructs through logical
systems.

Proposition 24. There are full and dense functors ltc from Pthc to Bool, and
lti from Pthc to Heyt.

As we have said above neither ltc nor lti is necessarily faithful, however we can
obtain equivalences from them if we define convenient congruences ≡c and ≡i on
Pthc and Pthi, respectively.

Definition 11. We denote, for l ∈ { c, i }, by≡l the relation on the set of morphisms
of Pthl defined, for f, g : (X, Φ) // (Y, ∆), as follows:

f ≡l g iff pr≡l,∆ ◦ f = pr≡l,∆ ◦ g.

If f and g are in the relation ≡l, we say they are homotopical.

Proposition 25. The relation ≡l, for l ∈ { c, i }, is a congruence on the category
Pthl.

Corollary 3. The category CSL = Pthc/ ≡c is equivalent to Bool and ISL =
Pthi/ ≡i is equivalent to Heyt.

We point out that, because the operators of Lindenbaum-Tarski are really equiv-
alences, the quotient categories of the type Pth/ ≡ can be investigated through the
algebraic categories canonically associated to them. In this way, e.g., being Bool
and Heyt bicomplete categories, we can assert that CSL and ISL also are, and
being Bool and Heyt also Mal’cev varieties, we have cohomology theories for CSL
and ISL, as in [Smi76]. Therefore the extensions of one pretheory by another, as
well as the obstructions to such extensions, can be cohomologically studied.

Definition 12. We denote by ALog(Σ) the category which has as objects those
abstract logics (A, Cn) where A is a Σ-algebra and Cn an structural algebraic
closure operator on A, and as morphisms from (A, Cn) to (A′, Cn′) the logical
morphisms, i.e., the homomorphisms f : A // A′ such that, for every Φ ⊆ A,
f [Cn(Φ)] ⊆ Cn′(f [Φ]). Moreover, for l ∈ { c, i }, we denote by Fl the functor from
Set to ALog(Σ) that to a set X associates the abstract logic (FrΣ(X), Cnl,X), and
to a mapping f : X // Y , the canonical extension, FrΣ(f), from (FrΣ(X), Cnl,X)
to (FrΣ(Y ), Cnl,Y ).

The category ALog(Σ) is a full subcategory of the category of abstract logics
and logical morphisms defined in [BS73], and we work in such a subcategory in this
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section because as is well known classical and intuitionistic sentential logics have
structural and algebraic consequence operators.

Now, to define below the concept of interpretation from a sentential logic into
another, we choose, once and for all, a denumerable set of variables V , and observe
that if d is a mapping from Σ to FrΣ′(V ), such that, for every formal operation
σ ∈ Σ, the arity of σ is equal to the number of variables of the formal polynomial
d(σ), then the mapping d determines a functor, also denoted by d, from the category
Alg(Σ′) into the category Alg(Σ), that assigns to a Σ′-algebra A the Σ-algebra
d(A) whose underlying set is that of A and whose structural operations are the poly-
nomial operations of the Σ′-algebra A, associated to the formal polynomials d(σ),
for every σ ∈ Σ. Moreover, if P ∈ FrΣ′({v0}) is a formal polynomial in the variable
v0, then P induces a natural transformation PΣ′ from GΣ′ ◦ FrΣ′ into GΣ′ ◦ FrΣ′ ,
that to a set X assigns the polynomial operation PΣ′,X : FrΣ′(X) // FrΣ′(X).

We agree that a sentential logic is an algebraic signature Σ together with a
functor F from Set into ALog(Σ) such that F (X) = (FrΣ(X), CnX), i.e., the un-
derlying algebra of the abstract logic F (X) is FrΣ(X), and the category PthF / ≡F

is equivalent to a variety Alg(Σ, E) through a functor LTF from PthF / ≡F into
Alg(Σ, E) such that the following diagram

PthF

Pr≡F //

ltF
&&LLLLLLLLLLLLLL PthF / ≡F

LTF

²²
Alg(Σ, E)

commutes, where ltF assigns to (X, Φ) the quotient FrΣ(X)/ ≡F (X),Φ, with α ≡F (X),Φ

β iff CnX(Φ ∪ {α}) = CnX(Φ ∪ {β})

Definition 13. An interpretation from a sentential logic (Σ, F : Set // ALog(Σ))
into another (Σ′, F ′ : Set // ALog(Σ′)) is a pair ((d, P ), t) where d is a mapping
from Σ to FrΣ′(V ), such that, for every formal operation σ ∈ Σ, the arity of σ is
equal to the number of variables of the formal polynomial d(σ), P ∈ FrΣ′({v0})
a formal polynomial in the variable v0, and t a natural transformation from F
to D ◦ F ′, where D is the functor from ALog(Σ′) into ALog(Σ) that to an ab-
stract logic (A, T ) in ALog(Σ′) assigns the abstract logic (d(A), T ), such that
(GΣUΣt) ◦ ηΣ = PΣ′ ◦ ηΣ′

We summarize the above as:

ALog(Σ′)

D

²²

UΣ′ // Alg(Σ′)

d

²²

GΣ′

((PPPPPPPPPPP

Set

GF ED
GΣ′ ◦ FrΣ′

²²

@A BC
GΣ ◦ FrΣ

OO

mmmmmmm

F′ 66mmmmm

QQQQQQQ

F ((QQQQQ

Â ÂÂ ÂKSt Set

ALog(Σ)
UΣ

// Alg(Σ)

GΣ
66nnnnnnnnnnn
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Set

Set

Set

Set

Set

Set

Set

Set

IdSet[[[[[[[[[[[[[[

--[[[[[[[[[[[[[[

GΣ′ ◦ FrΣ′ ,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

GΣ′ ◦ FrΣ′
[[[

--[[[[[[[[[[[[[[[[

GΣ ◦ FrΣ
[[[[

--[[[[[[[[[[[[[[[[

IdSet

´´

IdSet

±±

IdSet

**

IdSet

~~

IdSet

´´

IdSet

±±

IdSet

((

IdSet

¡¡

;;;; ¼!
GΣUΣt

==== ½"
ηΣ′

¨̈̈̈Ä¨
ηΣ

¦¦¦¦~§
PΣ′

We remark that GΣ ◦ FrΣ = GΣ ◦ UΣ ◦ F and GΣ′ ◦ FrΣ′ = GΣ ◦ UΣ ◦D ◦ F ′

Observemos que tomando como objetos las lógicas sentenciales y como morfismos
las interpretaciones de una en otra, obtenemos una categoŕıa LSen. Además, tal
categoŕıa se puede obtener, mediante la construcción de Ehresmann-Grothendieck,
como la categoŕıa

∫ Sig LSen, aplicada al functor contravariante LSen de Sigop en
Cat que a una signatura Σ le asocia la subcategoŕıa adecuada LSen(Σ) de la
categoŕıa functorial ALog(Σ)Set, y a un morfismo (d, P ) de una signatura Σ en otra
Σ′, el functor LSen(d,P ) de LSen(Σ′) en LSen(Σ) que a F ′ : Set // ALog(Σ′) le
hace corresponder D ◦F ′ : Set // ALog(Σ) y a una transformación natural α de
F ′ en G′, le asocia la transformación natural D ∗α de D ◦F ′ en D ◦G′. De manera
que, desde este punto de vista, las lógicas sentenciales constituyen una fibración
sobre la categoŕıa de signaturas Sig.

Proposition 26. The interpretations ((d, P ), t) and ((d′, P ), t′) from classical to
intuitionistic sentential logic of Kolmogorov[Kol25] and Gentzen[Gent33], defined,
for every set X, as

tX(γ) =





¬¬vn, if γ = vn;
¬¬¬tX(φ), if γ = ¬φ;
¬¬(tX(φ) ∧ tX(ψ)), if γ = φ ∧ ψ;
¬¬(tX(φ) ∨ tX(ψ)), if γ = φ ∨ ψ;
¬¬(tX(φ) ∧ tX(ψ)), if γ = φ → ψ.

and

t′X(γ) =





¬¬vn, if γ = vn;
¬t′X(φ), if γ = ¬φ;
t′X(φ) ∧ t′X(ψ), if γ = φ ∧ ψ;
¬(¬t′X(φ) ∧ ¬t′X(ψ)), if γ = φ ∨ ψ;
t′X(φ) → t′X(ψ), if γ = φ → ψ.

respectively, are such that, para cada conjunto de fórmulas Γ y cada fórmula φ,

Γ `c φ iff tX [Γ] `i tX(φ) and Γ `c φ iff t′X [Γ] `i t′X(φ).

Además, para cada fórmula φ, tenemos que

`i tX(φ) ↔ t′X(φ),
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por lo tanto, para cada conjunto de fórmulas Γ, se cumple que

t′X [Γ] ⊆ Cni(tX [Γ]) y tX [Γ] ⊆ Cni(t′X [Γ]).

As is well known, the interpretations from classical to intuitionistic sentential
logic of Kolmogorov, ((d, P ), t), and Gentzen, ((d′, P ), t′), are intuitionistically
equivalent, i.e., for every set X and ψ ∈ FrΣ(X), it is true that `i,X tX(ψ) ↔ t′X(ψ).
This means, categorically, that the natural endotransformation ε = (Cni,X)X∈Ob(Set)

of the functor Sub ◦ FrΣ is a weak coequalizer of the natural transformations
δ = (Sub(tX) ◦ {·}FrΣ(X))X∈Ob(Set) and δ′ = (Sub(t′X) ◦ {·}FrΣ(X))X∈Ob(Set) de-
fined from FrΣ : Set // Set to Sub ◦ FrΣ : Set // Set, where, for every set X,
{·}FrΣ(X) is the mapping from FrΣ(X) to Sub(FrΣ(X)) that to a ψ ∈ FrΣ(X) asso-
ciates {ψ}.

En particular, para un conjunto de variables infinito numerable, arbitrario pero
fijo V , tenemos dos deformaciones de Kleisli de (tV [·]◦{·}, λ) en (t′V [·]◦{·}, λ′) y de
(t′V [·] ◦ {·}, λ′) en (tV [·] ◦ {·}, λ), inversas una de otra, tal como muestra el siguiente
diagrama

FrΣ(V ) id //

{·}
²²

FrΣ(V )

{·}
²²

Sub(FrΣ(V )) Cnc
//

t′V [·]
££

tV [·]
¿¿

Sub(FrΣ(V ))

t′V [·]
££

tV [·]
¿¿

Sub(FrΛ(V ))
Cni

// Sub(FrΛ(V ))

/o _ //o/_oo /o _ //o/_oo

en donde la fila superior del último diagrama, representa la mónada asociada al
conjunto FrΣ(V ), a través de la categoŕıa discreta determinada por tal conjunto.

Proposition 27. There are two adjoint situations

K a J a G : CSL / ISL,

with K and G full embeddings from CSL to ISL, and J injective on objects from
ISL to CSL, together with a pointwise monomorphic natural transformation ξ from
K to G.

Since the functors G and K from CSL to ISL are full embeddings and both
have the same functor J as a left and a right adjoint, respectively, we could say
that, from the syntactical point of view, the intellectual reflexion of Kolmogorov,
Gentzen, Gödel, and others, on the relationship between the classical and intu-
itionistic sentential logics, becomes categorically reflected by the fact that CSL
can be identified with a full reflective and coreflective subcategory of ISL. More-
over, the category ISL is subordinated to CSL by the existence of a pointwise
natural transformation ξ from K to G.

On the semantic side, the regularization functor R : Heyt // Bool, which is
a left adjoint to the canonical inclusion I : Bool // Heyt, has, in his turn, a
left adjoint T . Indeed, since every Boolean algebra B is isomorphic to a Boolean
algebra of the form FrΣ(X)/ ≡c,Φ, for some set X and classical sentential prethe-
ory Φ, T is the functor which assigns, up to isomorphism, the Heyting algebra
FrΣ(X)/ ≡i,tX(Φ) to B. Moreover, there is a natural transformation ζ from T to
I which is pointwise monomorphic. Because the functors I and T from Bool to
Heyt are full embeddings and both have the same functor R as a left and a right
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adjoint, respectively, we could say that, from the semantical point of view, Bool
can be identified with a full reflective and coreflective subcategory of Heyt. More-
over, the category Heyt is subordinated to Bool by the existence of a pointwise
natural transformation ζ from T to I.

Corollary 4. The, non-commutative, diagrams:

CSL

G

²²

LTc // Bool

I

²²
ISL

J

OO

LTi

// Heyt

R

OO and CSL

K

²²

LTc // Bool

T

²²
ISL

J

OO

LTi

// Heyt,

R

OO

are adjoint squares, i.e., there are natural transformations

λ : R ◦ LTi
+3 LTc ◦ J, µ : LTi ◦G +3 I ◦ LTc and ν : LTi ◦K +3 T ◦ LTc

such that λ a µ and λ a ν. Moreover, the following diagram commutes

CSL
LTc

**TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

G

§§

K

»»

Bool

I

§§

T

»»

ISL

LTi **TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

Heyt

____ +3ξ

____ +3ζ

kkkk 19ν kkkk 19µ

i.e., (ζ ∗ LTc) ◦ ν = µ ◦ (LTi ∗ ξ).

2.3. Hall and Bénabou algebras. The Hall algebras or the Bénabou algebras are
models of the essential properties of the clones of heterogeneous operations. In this
section we will show that the categories of Hall and Bénabou algebras are equivalent
and also that there exists a biunivocal correspondence between the Bénabou alge-
bras and the Bénabou theories, that are a generalization of the algebraic theories
of Lawvere. Moreover, these algebras will be used, among other things, to define,
later on, the composition of the derivors and the F-morphisms from an h-signature
into another, and also to exemplify an equivalence in a 2-category of pretheories,
F-morphisms and deformations.

We begin by defining the equational class of the Hall algebras, that are a equa-
tional presentation of the essential properties of the clones of operations.

Definition 14. Let S be a set of sorts. A Hall algebra for S is a heterogeneous
(ΣHS , EHS )-algebra, where ΣHS = (S?×S,ΣHS ), with ΣHS the heterogeneous S?×
S-sorted signature, i.e., the (S? × S)? × (S? × S)-sorted set, defined as

(1) For every w ∈ S? and i ∈ |w|,
πw

i : λ // (w, wi)

(2) For every u, w ∈ S? and s ∈ S,

ξu,w,s : ((w, s), (u,w0), . . . , (u,w|w|−1)) // (u, s)

and EHS ⊆ EqHS
(ΣHS ) has the following equations
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H1. Projection. For every u, w ∈ S? and i ∈ |w|, the equation of type
((u,w0), . . . , (u,w|w|−1)), (u,wi)

ξu,w,wi
(πw

i , vu,w0
0 , . . . , v

u,w|w|−1

|w|−1 ) = vu,wi

i

H2. Identity. For every u ∈ S? and j ∈ |u|, the equation of type ((u, uj)), (u, uj)

ξu,u,uj (v
u,uj

j , πu
0 , . . . , πu

|u|−1) = v
u,uj

j

H3. Associativity. For every u, v, w ∈ S? and s ∈ S, the equation of type
((w, s), (v, w0), . . . , (v, w|w|−1), (u, v0), . . . (u, v|v|−1)), (u, s)

ξu,v,s(ξv,w,s(v
w,s
0 , vv,w0

1 , . . . , v
v,w|w|−1

|w| ), vu,v0
|w|+1, . . . , v

u,v|v|−1

|w|+|v| ) =

ξu,w,s(v
w,s
0 ,ξu,v,w0(v

v,w0
1 , vu,v0

|w|+1, . . . , v
u,v|v|−1

|w|+|v| ), . . . ,

ξu,v,w|w|−1(v
v,w|w|−1

|w| , vu,v0
|w|+1, . . . , v

u,v|v|−1

|w|+|v| ))

where, for n ∈ N and (u, s) ∈ S? × S, vu,s
n is v

(u,s)
n , i.e., the n-th variable of type

(u, s).
Let us remark that in H3, for w = λ we have that the constant mappings are

invariant:

The constants are invariant. For every u, w ∈ S? and s ∈ S, the equation
of type ((λ, s), (u, w0), . . . , (u,w|w|−1)), (λ, s)

ξu,w,s(ξw,λ,s(v
λ,s
0 ), vu,w0

1 , . . . , v
u,w|w|−1

|w| ) = ξu,λ,s(v
λ,s
0 )

We call the constants πw
i the projections, and to the formal heterogeneous op-

erations ξu,w,s the operators of substitution.

For every S-sorted set A, the S? × S-sorted set

OpHS
(A) = (Set(Aw, As))(w,s)∈S?×S

is endowed with a structure of Hall algebra, if we realize the projections as the
true projections and the operators of substitution as the generalized composition
of mappings. The closed sets of this h-algebra are the clones of operations and
were investigated originally, for operations on ordinary sets, by Philip Hall (see
e.g.,[Coh81]).

Proposition 28. Let A be an S-sorted set and Op
HS

(A) the heterogeneous ΣHS -
algebra with underlying h-set OpHS

(A) and h-algebraic structure F defined as

(1) For every w ∈ S? and i ∈ |w|, Fπw
i

= prA
w,i

(2) For every u,w ∈ S? and s ∈ S, Fξu,w,s is defined, for every f ∈ AAw
s and

g ∈ AAu
w , as Fξu,w,s(f, g0, . . . , g|w|−1) = f ◦ 〈gi〉i∈|w|

Then Op
HS

(A) is a Hall algebra.

Proof. The equations of Hall assert that the following diagrams commute

Projection

Au

gi

!!CC
CC

CC
CC

CC

〈gi〉i∈|w|
²²

Aw prw
i

// Awi

Identity

Au

f

ÃÃB
BB

BB
BB

BB

〈pru
i 〉i∈|u|

²²
Au

f
// As
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Associativity

Au

=

gj ◦ h

§§°°
°°
°°
°°
°°
°°
°°
°°
°°

k

²²

Au

hi

!!CC
CC

CC
CC

CC

h
²²

Av prv
i

//

gi

!!B
BB

BB
BB

BB
B

g

²²

Awj

Awj Awprw
j

oo

f

²²

Aw prw
j

//

f

²²

Awj

As As

Constants are invariant

Au

=

!Au

²²

Au

g

²²

gj

!!CC
CC

CC
CC

CC

Aw

!Aw

²²

prw
j

// Awj

Aλ

f

²²

Aλ

f

²²
As As

where g = 〈gj〉j∈|w|, h = 〈hi〉i∈|w| and k = 〈gj ◦ 〈hi〉i∈|v|〉j∈|w|.
Let us remark that, as a particular case of substitution, we also have ξu,λ,s, that

converts constants of type κa
λ,s into constants of type κa

u,s. ¤

For every h-signature Σ, the S? × S-sorted set

PolHS
(Σ) = (FrΣ(↓w)s)(w,s)∈S?×S

is also endowed with a structure of Hall algebra that formalizes the concept of
substitution.

Proposition 29. Let Σ be an h-signature and PolHS
(Σ) the heterogeneous ΣHS -

algebra with underlying h-set PolHS
(Σ) and h-algebraic structure F defined as

(1) For every w ∈ S? and i ∈ |w|, Fπw
i

is the image under η↓wwi
of the variable

vwi
i .

(2) For every u,w ∈ S? and s ∈ S, Fξu,w,s is the mapping

Fξu,w,s : FrΣ(↓w)s × FrΣ(↓u)w0 × · · · × FrΣ(↓u)w|w|−1
// FrΣ(↓u)s

that to (P,Q0, . . . , Q|w|−1) assigns the formal h-polynomial

P ◦ 〈Q0, . . . , Q|w|−1〉
defined as (Q0, . . . , Q|w|−1)]

s(P ), where (Q0, . . . , Q|w|−1)] is the unique ho-
momorphism from FrΣ(↓w) into FrΣ(↓u) such that the following diagram
commutes

↓w η↓w //

(Q0, . . . , Q|w|−1) $$IIIIIIIIIIIII FrΣ(↓w)

(Q0, . . . , Q|w|−1)]

²²
FrΣ(↓u)

Then PolHS
(Σ) is a Hall algebra.

We denote by Alg(HS) the category of Hall algebras for S and homomorphisms
between Hall algebras. The forgetful functor GHS from Alg(HS) into SetS?×S has
a left adjoint FrHS

Alg(HS)
GHS //
> SetS?×S

FrHS

oo

that to an S? × S-sorted set assigns the corresponding free Hall algebra.
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Now we show that, for every S?×S-sorted set Σ, FrHS
(Σ), the free Hall algebra

on Σ, is isomorphic to PolHS
(Σ).

Definition 15. Let A be a Hall algebra and Σ = (Σw,s)(w,s)∈S?×S an S-sorted
signature. Then, for every f : Σ // A and u ∈ S?, Af,u is the heterogeneous Σ-
algebra with Au = (Au,s)s∈S as underlying S-sorted set and with heterogeneous
algebraic structure F f,u, defined, for every (w, s) ∈ S? × S, as

F f,u
w,s





Σw,s
// Opw(Au)s

σ 7−→
{

(Au)w
// (Au)s

(a0, . . . , a|w|−1) 7−→ ξ
A
u,w,s(f(σ), a0, . . . , a|w|−1)

where Opw(Au) = A
(Au)w
u and Opw(Au)s = (Au)(Au)w

s .

Let pu : ↓ u // Au be the S-sorted mapping defined as pu
s (vs

i ) = (πu
i )A. Then,

by the universal property of FrΣ(↓u), there exists a unique homomorphism (pu)]

from FrΣ(↓u) into Af,u such that the following diagram commutes

↓u η↓u //

pu

$$IIIIIIIIIIIIII FrΣ(↓u)

(pu)]

²²
Au

Let us remark that for a Σ-algebra B = (B, G), G : Σ // OpHS
(B), and B ∼=

(Op
HS

(B))G,λ. Moreover, for every u ∈ S? we have that Op
u
(B) = BBu ∼=

(Op
HS

(B))G,u.

Lemma 5. Let A be a Hall algebra, Σ an S-sorted signature, f : Σ // Au and
u ∈ S?. Then, for every P ∈ FrΣ(↓w)s and a ∈ (Au)w, we have that

PAf,u

(a0, . . . , a|w|−1) = ξA
u,w,s((p

w)]
s(P ), a0, . . . , a|w|−1)

Proof. By algebraic induction on the complexity of P . If P is a variable vs
i , with

i ∈ |w|, then

v
s,Af,u

i (a0, . . . , a|w|−1) = a]
wi

(vs
i )

= ai

= ξA
u,w,s((π

w
i )A, a0, . . . , a|w|−1) (H1)

= ξA
u,w,s((p

w)]
s(v

s
i ), a0, . . . , a|w|−1)
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Let us assume that P = σ(Q0, . . . , Q|x|−1), with σ : x // s and that, for every
j ∈ |x|, Qj ∈ FrΣ(↓w)xj

fulfills the induction hypothesis. Then we have that

(σ(Q0, . . . , Q|x|−1))Af,u

(a0, . . . , a|w|−1)

= σAf,u

(QAf,u

0 (a0, . . . , a|w|−1), . . . , Q
Af,u

|x|−1(a0, . . . , a|w|−1))

= ξA
u,x,s(f(σ), QAf,u

0 (a0, . . . , a|w|−1), . . . , Q
Af,u

|x|−1(a0, . . . , a|w|−1))

= ξA
u,x,s(f(σ),ξA

u,w,x0
((pw)]

x0
(Q0), a0, . . . , a|w|−1), . . . ,

ξA
u,w,x|x|−1

((pw)]
x|x|−1

(Q|x|−1), a0, . . . , a|w|−1)) (Ind. hyp.)

= ξA
u,w,s(ξ

A
w,x,s(f(σ), (pw)]

x0
(Q0), . . . , (pw)]

x|x|−1
(Q|x|−1)), a0, . . . , a|w|−1)(H3)

= ξA
u,w,s(σ

Aw((pw)]
x0

(Q0), . . . , (pw)]
x|x|−1

(Q|x|−1)), a0, . . . , a|w|−1)

= ξA
u,w,s((p

w)]
s(σ,Q0, . . . , Q|x|−1), a0, . . . , a|w|−1)

= ξA
u,w,s((p

w)]
s(P ), a0, . . . , a|w|−1)

¤

Proposition 30. Let Σ be an h-signature. Then FrHS
(Σ) and PolHS

(Σ) are iso-
morphic.

Proof. It is enough to show that PolHS
(Σ) has the universal property of the free Hall

algebra on Σ. Let h be the S?×S-sorted mapping defined, for every (w, s) ∈ S?×S,
as

hw,s

{
Σw,s

// FrΣ(↓w)s

σ 7−→ σ(vs
0, . . . , v

s
|w|−1)

Let A be a Hall algebra and f : Σ // A an S? × S-sorted mapping. Then, for
every u ∈ S?, we have the S-sorted mapping (pu)] from FrΣ(↓u) into Af,u, the
canonical extension of pu : ↓ u // Au. Let f̂ : PolHS

(Σ) // A be the S? × S-
sorted mapping defined, for every (w, s) ∈ S? × S, as f̂w,s = (pu)]

s. Let us see that
f̂ is a homomorphism of Hall algebras. Let w ∈ S? and i ∈ |w| be. Then we have
that

f̂w,wi(π
w
i )PolHS

(Σ) = f̂w,wi(v
s
i )

= pw
wi

(vs
i )

= (πw
i )A

Let P ∈ FrΣ(↓w)s and Q ∈ FrΣ(↓u)w be. Then we have that

f̂u,s(ξ
PolHS

(Σ)
u,w,s (P, Q0, . . . , Q|w|−1))

= (pu)]
s(Q

]
s(P ))

= ((pu)] ◦Q)]
s(P )

= PAf,u

((pu)]
w0

(Q0), . . . , (pu)]
w|w|−1

(Q|w|−1))

= ξA
u,w,s((p

w)]
s(P ), (pu)]

w0
(Q0), . . . , (pu)]

w|w|−1
(Q|w|−1)) (by Lemma 5)

= ξA
u,w,s(f̂w,s(P ), f̂(u,w0)(Q0), . . . , f̂(u,w|w|−1)(Q|w|−1))
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Therefore the S?×S-sorted mapping f̂ is a homomorphism. Moreover, the following
diagram commutes

Σ
h //

f
$$IIIIIIIIIIIIIII PolHS

(Σ)

f̂

²²
A

because, for every w ∈ S?, s ∈ S, and σ : w // s, we have that

f̂w,s(hw,s(σ)) = (pw)]
s(σ(vs

0, . . . , v
s
|w|−1))

= σAw((gw)w0(v
s
0), . . . , (gw)w|w|−1(v

s
|w|−1))

= ξA
w,w,s(f(σ), (πw

0 )A, . . . , (πw
|w|−1)A)

= f(σ) (H2)

It is obvious that f̂ is the unique homomorphism satisfying the preceding property.
Henceforth PolHS

(Σ) is isomorphic to FrHS
(Σ). ¤

Proposition 31. Let A be an heterogeneous Σ-algebra. Then the S? × S-sorted
mapping PdA

HS
from PolHS

(Σ) into OpHS
(A) defined as

PdA
HS

= (PdA
w,s)(w,s)∈S?×S

where, for every w ∈ S?, PdA
w = (PdA

w,s)s∈S is the unique homomorphism from
FrΣ(↓w) into Op

w
(A) such that the following diagram commutes

↓w η↓w //

pA
w $$IIIIIIIIIIIII FrΣ(↓w)

PdA
w

²²
Opw(A)

where pA
w is the S-sorted mapping defined, for every s ∈ S and vs

i ∈ ↓ws, as
pA

w,s(v
s
i ) = prA

w,i, is a homomorphism of Hall algebras.

Proof. For every w ∈ S?, we have that

PdA
w,s(π

w
vs

i
) = PdA

w,s(vi) = prA
w,i = (πw

i )Op
H

(S,A)

Moreover, for every u,w ∈ S?, s ∈ S, P ∈ FrΣ(↓w)s and Q ∈ FrΣ(↓u)w, we have
that

PdA
u,s(ξu,w,s(P, Q0, . . . , Q|w|−1))

= ξ
Op

HS
(A)

u,w,s (PdA
w,s(P ), PdA

u,w0
(Q0), . . . , PdA

u,w|w|−1
(Q|w|−1))

by algebraic induction on the complexity of P . ¤

From the adjunction FrHS
aGHS it follows that, for every S-sorted set A and

h-signature Σ, the sets

SetS?×S(Σ, OpHS
(A)) and Alg(HS)(PolHS

(Σ), Op
HS

(A))

are isomorphic. The isomorphism assigns to every h-structure F on A the homomor-
phism of Hall algebras Pd(A,F )

HS
and the inverse mapping assigns to h : PolHS

(Σ) // Op
HS

(A),
the h-algebraic structure GHS (h) ◦ ηΣ on A.
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La teoŕıa de una Σ-álgebra A respecto de las ecuaciones en EqHS
(Σ), ThΣ,HS

(A),
es, por definición, (Ker(PdA

w)s)(w,s)∈S?×S , que es exactamente el núcleo de PdA
HS

y,
por consiguiente, una congruencia en PolHS

(Σ). Lo anterior es extensible a clases
de Σ-álgebras, y en particular, a los modelos de una familia E de Σ-ecuaciones
finitarias. Como consecuencia, el operador congruencia generada en PolHS

(Σ) es
correcto respecto del operador consecuencia semántica CnΣ,HS

, la restricción de
CnΣ,HS

a las ecuaciones en EqHS
(Σ).

Proposition 32. Sea K una clase de Σ-álgebras. Entonces ThΣ,HS
(K) es una

congruencia sobre PolHS
(Σ).

Proof. Puesto que ThΣ,HS
(K) es

⋂
A∈KKer(PdA

HS
) ∈ Cgr(PolHS

(Σ)). ¤

Corollary 5 (Teorema de corrección). Sea Σ una signatura algebraica. Entonces
se cumple que CgPolHS

(Σ) ≤ CnΣ,HS
. ¤

Sea A = (A,F ) una Σ-álgebra y PolHS
(A) = (Pol(A)w,s)(w,s)∈S?×S . Entonces

PolHS
(A) = PdA

HS
[PolHS

(Σ)]. Además PolHS
(A) es la subálgebra de Op

HS
(A)

generada por las operaciones estructurales F [Σ] de A.

Proposition 33. Sea A = (A, F ) una Σ-álgebra. Entonces PdA
HS

es el único
homomorfismo de álgebras de Hall que extiende a F , la estructura algebraica de A.

Σ
ηΣ

//

F
##GGGGGGGGGGGGGGG FrHS (Σ) /o //

F ]

²²

PolHS (Σ)

PdA
HS}}zz

zz
zz

zz
zz

zz
z

OpHS
(A)

¤
Proof. Es suficiente comprobar que F = PdA

HS
◦ηΣ, lo cual es inmediato puesto

que, para cada σ : w // s, Fσ = F
A
σ ◦ 〈prA

w,w0
, . . . , prA

w,|w|−1〉. ¤

Cada familia de ecuaciones finitarias E sobre Σ es una S? × S-relación sobre
PolHS

(Σ) y como tal, genera una congruencia E = CgPolHS
(Σ)(E). Sea A una Σ-

álgebra y E ⊆ EqHS
(Σ). Entonces A |= E si y sólo si E ⊆ Ker(PdA

HS
), o lo que

es equivalente, PdA
HS

factoriza a través de la proyección canónica de PolHS
(Σ) en

PolHS
(Σ)/E .

PolHS
(Σ)

PdA
HS //

pr
%%JJJJJJJJJJJJJJ

Op
HS

(A)

PolHS
(Σ)/E

99ttttttttttttt

La congruencia generada en el álgebra de Hall de los Σ-términos finitarios por
una familia de ecuaciones finitarias E se puede caracterizar de la manera siguiente.

Proposition 34. Sea E ⊆ EqHS
(Σ). Entonces CgPolHS

(Σ)(E) es el menor sub-S?×
S-conjunto E de PolHS

(Σ) que contiene a E y satisface las condiciones siguientes,
para cada u,w ∈ S? y cada s ∈ S:

(1) Reflexividad. Para cada P ∈ FrΣ(↓w)s, (P, P ) ∈ Ew,s.
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(2) Simetŕıa. Para cada P , Q ∈ FrΣ(↓w)s, si (P, Q) ∈ Ew,s, (Q,P ) ∈ Ew,s.
(3) Transitividad. Para cada P , Q, R ∈ FrΣ(↓w)s, si (P, Q), (Q,R) ∈ Ew,s,

(P, R) ∈ Ew,s.
(4) Substitución. Para cada (P, Q) ∈ Ew,s, y cada P ′, Q′ ∈ FrΣ(↓u)w tal que,

para cada i ∈ |w|, (P ′i , Q
′
i) ∈ Eu,wi

,

(ξu,w,s(P, P ′0, . . . , P
′
|w|−1), ξu,w,s(Q,Q′

0, . . . , Q
′
|w|−1)) ∈ Eu,s

¤

Obsérvese que en la proposición anterior, la condición de substitución para w = λ
exige que si (P, Q) ∈ Eλ,s entonces, para cada u ∈ S?, (P, Q) ∈ Eu,s.

Proposition 35. Sea E ⊆ EqHS
(Σ). Si (Pi, Qi) ∈ E(w,wi) y σ : w // s, entonces

(σ(P0, . . . , P|w|−1), σ(Q0, . . . , Q|w|−1)) ∈ Ew,s.

Proof. Por reflexividad (σ(v0, . . . , v|w|−1), σ(v0, . . . , v|w|−1)) ∈ Ew,s. Pero entonces,
por substitución, (σ(P0, . . . , P|w|−1), σ(Q0, . . . , Q|w|−1)) ∈ Ew,s ¤

Proposition 36. Sea E ⊆ EqHS
(Σ). Si (P, Q) ∈ Ew,s y f es un endomorfismo de

FrΣ(↓w) entonces (f(P ), f(Q)) ∈ Ew,s.

Proof. Para cada i ∈ ↓w, la ecuación (fwi(vi), fwi(vi)) está en E(w,wi). Por substi-
tución, se cumple que

(ξw,w,s(P, fw0(v0), . . . , fw|w|−1(v|w|−1)), ξw,w,s(Q, fw0(v0), . . . , fw|w|−1(v|w|−1)))

pertenece a Ew,s, luego (f(P ), f(Q)) ∈ Ew,s. ¤

Proposition 37. Sea E ⊆ EqHS
(Σ). Entonces Ew = (E(w,s))s∈S es una congruen-

cia totalmente invariante sobre FrΣ(↓w).

Proof. Por definición, Ew es una equivalencia sobre FrΣ(↓w). Por la proposición 35
es compatible con las operaciones en Σ y por la proposición 36 está cerrada bajo
endomorfismos. ¤

La congruencia Ew incluye a Cgfi
FrΣ(↓w)(Ew), la congruencia totalmente invari-

ante generada por Ew = (Ew,s)s∈S . En general, la inclusión es estricta, puesto que
Cgfi

FrΣ(↓w)(Ew) contiene únicamente a las consecuencias de la subfamilia de E for-

mada por las ecuaciones en E con variables en ↓w, mientras que Ew contiene a las
ecuaciones con variables en ↓w que son consecuencia de todas las ecuaciones en E .

Proposition 38. Sea E ⊆ EqHS
(Σ). Entonces FrΣ(↓w)/Ew |= E.

Proof. Claramente, Ew es una congruencia. Sea (P, Q) ∈ Eu,s y R una valoración
R : ↓ u // FrΣ(↓w)/Ew. Entonces

R](P ) = [P (R0, . . . , R|u|−1)] = [Q(R0, . . . , R|u|−1)] = R](Q)

¤

Proposition 39 (Teorema de adecuación). Sea Σ una signatura algebraica. En-
tonces se cumple que CnΣ,HS

≤ CgPolHS
(Σ).
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Proof. Sea E ⊆ EqHS
(Σ). Si (P,Q) ∈ CnΣ,HS

(E)w,s entonces, puesto que FrΣ(↓w)/Ew

es un modelo de E , PFrΣ(↓w)/Ew = QFrΣ(↓w)/Ew . Luego

[P ] = [ξw,w,s(P, πw
0 , . . . , πw

|w|−1)]

= [PFr(↓w)(v0, . . . , v|w|−1)]

= PFrΣ(↓w)/Ew([v0], . . . , [v|w|−1])

= QFrΣ(↓w)/Ew([v0], . . . , [v|w|−1])

= [QFr(↓w)(v0, . . . , v|w|−1)]

= [ξw,w,s(Q, πw
0 , . . . , πw

|w|−1)]

= [Q]

y (P, Q) ∈ CgPolHS
(Σ)(E)w,s. ¤

Corollary 6 (Teorema de completud). Sea Σ una signatura algebraica. Entonces
CgPolHS

(Σ) = CnΣ,HS
. ¤

Proposition 40. Sea E ⊆ EqHS
(Σ). Entonces FrΣ(↓w)/Ew = FrΣ,E(↓w)

Proof. Puesto que Ew = CnΣ,HS
(E)w =≡E↓w. ¤

El teorema de completud proporciona un cálculo de ecuaciones heterogéneas
sobre conjuntos de variables de la forma ↓w con w ∈ S?. Las condiciones de la
proposición 34 pueden ser traducidas para determinar un cálculo de ecuaciones
heterogéneas finitarias relativas a los sub-S-conjuntos finitos del conjunto V S de
variables.

Para la descripción de las reglas del cálculo, convenimos que (P, Q) : (X, s)
significa que la Σ-ecuación (P,Q) es de tipo (X, s) y que si P ∈ FrΣ(X)s y P ′ ∈
FrΣ(Y ), entonces la expresión P (x/P ′x,s)s∈S, x∈Xs denota el término P ′](P ).

Proposition 41 (Reglas de deducción). Las reglas siguientes determinan un op-
erador clausura sobre Sub(EqV S (Σ)) que es idéntico al operador CnΣ,V S .

R1 Reflexividad.

(P, P ) : (X, s) P ∈ FrΣ(X)s

R2 Simetŕıa.
(P, Q) : (X, s)
(Q,P ) : (X, s)

R3 Transitividad.
(P,Q) : (X, s) (Q,R) : (X, s)

(P, R) : (X, s)

R4 Substitución generalizada.

(P,Q) : (X, s) ((P ′x,s, Q
′
x,s) : (Y, s))s∈S, x∈Xs

(P (x/P ′x,s)s∈S, x∈Xs , Q(x/Q′
x,s)s∈S, x∈Xs) : (Y, s)

donde X, Y ∈ Subf(V S), s ∈ S.

Proof. Las reglas dadas son la traducción de las condiciones de la proposición 34
para S-conjuntos finitos. ¤

La regla de substitución generalizada es equivalente a una regla de substitución
para ocurrencias particulares de las variables.

Proposition 42. La regla R4 es equivalente (asumiendo R1) a la siguiente regla
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R4′ Substitución.
(P, Q) : (X, s) (P ′, Q′) : (Y, t)

(P (x/P ′), Q(x/Q′)) : (X − δs(x) ∪ Y, s)
x ∈ Xt

Proof. Veamos que R4 implica R4′. Si (P, Q) : (X, s) y (P ′, Q′) : (Y, t) son de-
ducibles y x ∈ Xt, entonces también son deducibles las ecuaciones en la familia
((P ′′x,s, Q

′′
x,s) : (X − δs(x) ∪ Y, s))s∈S, x∈Xs

, donde P ′′x,t = P ′, Q′′
x,t = Q′, y en

cualquier otro caso P ′′y,s = Q′′y,s = y (por reflexividad). Entonces, por substitución
generalizada, (P (x/P ′), Q(x/Q′)) : (X − δs(x) ∪ Y, s) es deducible, puesto que
P (x/P ′) = (P (x/P ′′x,s)s∈S, x∈Xs

y Q(x/Q′) = Q(x/P ′′x,s)s∈S, x∈Xs
.

Rećıprocamente, R4′ implica R4, mediante card(
∐

X) aplicaciones de R4′. ¤

En algunas presentaciones del cálculo de ecuaciones heterogéneas finitarias, e.g.,
en [GM85], se introducen dos reglas adicionales que permiten la adición y supresión
de variables.

Definition 16 (Reglas de abstracción y concreción).
R5 Abstracción.

(P, Q) : (X, s)
(P,Q) : (X ∪ δt(x), s) x 6∈ Xt

R6 Concreción.
(P,Q) : (X, s)

(P, Q) : (X − δt(x), s) x ∈ Xt, x 6∈ var(P, Q), t no vaćıo

donde t no vaćıo significa que FrΣ(∅)t 6= ∅, i.e., que t ∈ supp(FrΣ(∅)).
Proposition 43. Las reglas de abstracción y concreción son reglas derivadas.

Proof. La regla de abstracción es derivada. Sea y 6= x y tal que y 6∈ Xt. Entonces
la ecuación (y, y) : (δs(y)∪δs(x), s) es deducible por reflexividad. Por substitución,
se tiene que la ecuación

(y(y/P ), y(y/Q)) : (((δs(y) ∪ δt(x))− δs(y)) ∪X, s)

que es igual a (P, Q) : (X ∪ δt(y), s), es deducible. Como caso particular se tiene
que si (P,Q) : (∅, s) es deducible entonces (P,Q) : (δt(y), s) es deducible.

La regla de concreción es derivada. Si t no es vaćıo, existe un R ∈ FrΣ(0)t

y la ecuación (R, R) : (0, t) es deducible. Aplicando la regla de substitución,
(P (x/R), Q(x/R)) : (X − δt(x) ∪ 0, s) es deducible y, puesto que x 6∈ var(P, Q),
(P, Q) : (X − δt(x), s) es deducible. ¤

Definition 17 (Regla de reemplazo).
R7 Reemplazo.

(P i, Qi) : (X,wi)
(σ(P0, . . . , P|w|−1), σ(Q0, . . . , Q|w|−1)) : (X, s)

σ ∈ Σw,s

Proposition 44. La regla de reemplazo es una regla derivada.

Proof. Por reflexividad, (σ(v0, . . . , v|w|−1), σ(v0, . . . , v|w|−1)) : (↓w, s) es deducible.
Mediante |w| aplicaciones de la regla de substitución se obtiene la ecuación deseada.

¤

El cálculo presentado es independiente del tipo de S-conjuntos de variables finitos
que se consideren. De hecho, si X ⊆ US

f es iso-equivalente a US
f , entonces las

reglas dadas son completas respecto del operador CnΣ,X de consecuencia semántica
relativo a X . Es posible definir álgebras de Hall relativas a cualquier X ⊆ US

f y
obtener directamente el cálculo de los párrafos anteriores.
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Por otra parte, lo expuesto en esta sección puede ser desarrollado para el caso
de las ecuaciones heterogéneas sobre S-conjuntos de variables arbitrarios, aunque
para ello es necesario considerar álgebras de Hall infinitarias. Puesto que cada clase
ecuacional es una clase ecuacional localmente finitaria, es suficiente considerar S-
conjuntos de variables localmente finitarios, e.g., Sublf(V S). Las álgebras de Hall
para Sublf(V S)×S-conjuntos requieren de operaciones que son localmente finitarias.
En general, la ariedad de las operaciones que se han de considerar en las álgebras de
Hall está acotada por el cardinal de los S-conjuntos de variables que se consideren.

El cálculo resultante de considerar el operador de congruencia generada en las
álgebras de Hall para Sublf(V S)× S-conjuntos consta de las mismas reglas R1–R4
que en el caso finitario, pero generalizado para S-conjuntos de variables arbitrarios,
o si se prefiere, sin pérdida de generalidad, para S-conjuntos de variables localmente
finitos. Sin embargo, la regla de substitución, que sigue siendo una regla derivada,
ya no es equivalente a la de substitución generalizada, puesto que siendo el S-
conjunto de las variables que ocurren en los términos posiblemente infinito, no es
posible reemplazar todas las ocurrencias de variables en ellos por un numero finito
de substituciones individuales. Por último, las reglas de abstracción y concreción
tienen también versiones generalizadas.

Definition 18.
R5′ Abstracción generalizada.

(P, Q) : (X, s)
(P, Q) : (X ∪ Y, s)

R6′ Concreción generalizada.

(P, Q) : (X, s)
(P, Q) : (X − Y, s) Y ∩ var(P, Q) = ∅, supp(Y ) ⊆ supp(FrΣ(∅))

En el caso finitario las reglas de abstracción y concreción generalizada son también
válidas (para S-conjuntos de variables finitos) y se deducen de sus versiones nor-
males.

The Bénabou algebras, to be defined below, are equivalent to the Hall algebras,
but have an intrinsic value because they are conceptually related to the algebraic
theories of Lawvere and Bénabou, and are convenient to treat some complex types
of morphisms between h-signatures. Moreover, later on, once we have defined the
concept of deformation between F-morphism of theories, that will allow us to define
a 2-category Thpfuj of presentations of theories, F-morphisms and deformations be-
tween F-morphisms, we will show that the presentations of the theories of Hall and
Bénabou are equivalent. Now we show the equivalence for the respective categories
of algebras.

Definition 19. Let S be set of sorts. A Bénabou algebra for S is an heterogeneous
(ΣBS , EBS )-algebra, where ΣBS = (S? × S?, ΣBS ), with ΣBS the heterogeneous
(S?)2-sorted signature, i.e., the (S? × S?)? × (S? × S?)-sorted set, defined as

(1) For every w ∈ S? and i ∈ |w|,
πw

i : λ // (w, (wi))

(2) For every u, w ∈ S?,

〈 〉u,w : ((u, (w0)), . . . , (u, (w|w|−1))) // (u,w)

(3) For every u, x, w ∈ S?,

◦u,x,w : ((u, x), (x,w)) // (u,w)

and EBS ⊆ EqHS
(ΣBS ) has the following equations
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B1. For every u, w ∈ S? and i ∈ |w|, the equation of type
((u, (w0)), . . . , (u, (w|w|−1))), (u, (wi))

πw
i ◦u,w,(wi) 〈vu,(w0)

0 , . . . , v
u,(w|w|−1)

|w|−1 〉u,w = v
u,(wi)
i

B2. For every u and w ∈ S?, the equation of type ((u,w)), (u,w)

vu,w
0 ◦u,u,w 〈πu

0 , . . . , πu
|u|−1〉u,u = vu,w

0

B3. For every u and w ∈ S?, the equation of type ((u,w)), (u,w)

〈πw
0 ◦u,w,w0 vu,w

0 , . . . , πw
|w|−1 ◦u,w,w|w|−1 vu,w

0 〉u,w = vu,w
0

B4. For every w ∈ S?, the equation of type ((w, (w0))), (w, (w0))

〈πw
0 〉w,(w0) = πw

0

B5. For every u, x, w, y ∈ S?, the equation of type
((w, y), (x,w), (u, x)), (u, y)

vw,y
0 ◦u,w,y (vx,w

1 ◦u,x,w vu,x
2 ) = (vw,y

0 ◦x,w,y vx,w
1 ) ◦u,x,y vu,x

2

where vu,w
n is the n-th variable of type (u,w), P ◦u,x,w Q is ◦u,x,w(P, Q), and

〈P0, . . . , Pn−1〉u,x is 〈 〉u,x(P0, . . . , Pn−1). We will write ◦ instead of ◦u,x,w and
〈. . .〉 instead of 〈. . .〉u,w, if there is not risk of misunderstanding.

We denote by Alg(BS) the category of Bénabou algebras and homomorphisms
between them. The forgetful functor GBS

from Alg(BS) into SetS?×S?

has a left
adjoint FrBS

Alg(BS)
GBS //
> SetS?×S?

FrBS

oo

that to an S? × S?-sorted set assigns the corresponding free Bénabou algebra.
For every h-signature Σ, the S? × S?-sorted set

PolBS
(Σ) = (FrΣ(↓w)u)(w,u)∈S?×S?

is endowed with a structure of Bénabou algebra. In fact, the projections πw
i

are interpreted as the variables vwi
i , an operation 〈〉u,w as the isomorphism that

transforms S-sorted mappings from ↓w to FrΣ(↓u) into w-families of formal Σ-
polynomials on ↓u, and an operator ◦u,w,x as the substitution for families of formal
polynomials, that to families P ∈ FrΣ(↓w)x and Q ∈ FrΣ(↓u)w, assigns the family
associated to the S-sorted mapping Q] ◦ P ∈ FrΣ(↓u)x,

↓x
P

$$IIIIIIIIIIIII

↓w η↓w //

Q
$$IIIIIIIIIIIII FrΣ(↓w)

Q]

²²
FrΣ(↓u)

Now we state the equivalence between the categories of Hall algebras and Bénabou
algebras.

Proposition 45. The categories Alg(HS) and Alg(BS) are equivalent.
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Proof. We define a pair of quasi-inverse functors between the categories of Hall
algebras and Bénabou algebras.

Let B: Alg(HS) // Alg(BS) be the functor that to a Hall algebra A, assigns
the Bénabou algebra B(A) with B(A) = ((Aw)u)(w,u)∈(S?)2 as underlying S? × S?-
sorted set, where Aw = (Aw,s)s∈S , and algebraic structure defined as

(πw
i )B(A) = ((πw

i )A)

〈(a0), . . . , (a|w|−1)〉B(A)
u,w = (ξA

u,w,w0
(πw

0 , a0, . . . , a|w|−1), . . .

ξA
u,w,w|w|−1

(πw
|w|−1, a0, . . . , a|w|−1))

◦B(A)
u,x,w(a, b) = (ξA

u,x,w0
(b0, a0, . . . , a|x|−1), . . .

ξA
u,x,w|w|−1

(b0, a0, . . . , a|x|−1))

and to a morphism f : A // B of Hall algebras, assigns the morphism B(f) =
((fw)u)(w,u)∈(S?)2 , defined for (a0, . . . , a|u|−1) in (Aw)u as

(a0, . . . , a|u|−1) 7−→ (fw,u0(a0), . . . , fw,u|u−1|(a|u|−1)))

in (Bw)u.
Reciprocally, let H: Alg(BS) // Alg(HS) be the functor that assigns to a

Bénabou algebra A, the Hall algebra H(A) with H(A) = (Aw,(s))(w,s)∈S?×S as
underlying S? × S-sorted set, and algebraic structure defined as

(πw
i )H(A) = (πw

i )A

ξH(A)
u,w,s(a0, a1, . . . , a|w|) = a0 ◦u,w,s 〈a1, . . . , a|w|〉u,w

and to a morphism f : A // B of Bénabou algebras, assigns the morphism B(f),
i.e., the bi-restriction of f to B(A) and B(B).

Let A be a Bénabou algebra. We show that A and B H(A) are isomorphic. Let
f : A // BH(A) be the S? × S?-sorted mapping defined, for (u,w) ∈ S? × S?, as

a 7→ ((πw
0 )A ◦ a, . . . , (πw

|w|−1)
A ◦ a)

The definition is sound because, for a ∈ Au,w, (πw
i )A ◦a ∈ H(A)u,wi hence, ((πw

0 )A ◦
a, . . . , (πw

|w|−1)
A ◦ a) ∈ BH(A)u,w.

Reciprocally, let g : B H(A) // A be the S? × S?-sorted mapping defined, for
(u,w) ∈ S? × S?, as

b 7→ 〈b0, . . . , b|w|−1〉A

The definition is sound because, for b ∈ BH(A), b = (b0, . . . , b|w|−1), where bi ∈
H(A)u,wi , hence bi ∈ Au,(wi) therefore, 〈b0, . . . , b|w|−1〉A ∈ Au,w.

The mappings f and g are inverse homomorphisms. We have that g ◦ f = idA,
because, for every a ∈ Au,w, 〈(πw

0 )A ◦a, . . . , (πw
|w|−1)

A ◦a〉 = a by B3. We also have
that f ◦ g = idB H(A) because, for every b ∈ BH(A), fu,w ◦ gu,w(b) is the mapping

b 7→〈b0, . . . , b|w|−1〉Au,w

7→((πw
0 )B H(A) ◦ 〈b0, . . . , b|w|−1〉Au,w, . . . , (πw

|w|−1)
B H(A) ◦ 〈b0, . . . , b|w|−1〉Au,w)

= ((πw
0 )A ◦ 〈b0, . . . , b|w|−1〉Au,w, . . . , (πw

|w|−1)
A ◦ 〈b0, . . . , b|w|−1〉Au,w)

= 〈b0, . . . , b|w|−1〉Au,w

where the last step is justified by the axiom B1.
Finally, for a Hall algebra B we have that B and H B(B) are identical, because

a ∈ Aw,s iff a ∈ B(A)w,(s) iff a ∈ H B(A)w,s. ¤
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From this last proposition and for the functor
∐

1×GS
from SetS?×S into SetS?×S?

determined by the mapping 1× GS from S? × S into S? × S? that to a pair (w, s)
assigns (w, (s)), follows that

FrBS
◦∐

1×GS

∼= B ◦ FrHS
and ∆1×GS

◦GBS
= GHS

◦H

for the situation represented by the diagram

SetS?×S Alg(HS)

SetS?×S? Alg(BS)

oo
GHS

>
FrHS

//OO

∆1×GSa
∐

1×GS

²²

OO

H≡B

²²oo
GBS

>
FrBS

//

Therefore PolBS
(Σ) is isomorphic to FrBS

(
∐

1×GS
Σ).

El functor B: SetS?×S // SetS?×S?

definido en la proposición anterior también
tiene un adjunto por la izquierda, D, definido, para cada S?×S?-conjunto X y cada
(w, s) ∈ S? × S, como:

D(X)w,s =
⋃

u∈S? &
u−1[s]6=∅

Xw,u × {u} × u−1[s].

Proposition 46. El functor D: SetS?×S // SetS?×S?

es un adjunto por la izquierda
del functor B: SetS?×S // SetS?×S?

.

Proposition 47. Para el diagrama

SetS?×S? Alg(BS)

SetS?×S Alg(HS)

oo
GBS

>
FrBS

//OO

BaD

²²

OO

B≡H

²²oo
GHS

>
FrHS

//

Se cumple que FrHS
◦D ∼= H ◦ FrBS

y B ◦GHS
= GBS

◦B
De lo anterior anterior se sigue que, en la 2-categoŕıa de categoŕıas, adjunciones

y pares conjugados (v., e.g., [Mac71]), se tienen los isomorfismos siguientes

( FrHS
aGHS ◦ BaH ) ∼= ( IaH ◦ FrBS

aGBS )

( FrBS
aGBS

◦ HaB ) ∼= (DaB ◦ FrBS
aGBS

)

En una sección posterior se introduce una cierta 2-categoŕıa de adjunciones,
morfismos de adjunciones y deformaciones entre tales morfismos y los resultados
anteriores implican que, en tal 2-categoŕıa, las adjunciones FrHS

aGHS y FrBS
aGBS

son equivalentes, caracterizando aśı categorialmente la equivalencia entre ambas
construcciones.

Para el estudio de la relación entre las ecuaciones y las congruencias en el álgebra
de Bénabou de los términos finitarios para una signatura Σ, es natural considerar
a las ecuaciones como pares de tuplas de términos, pues esta es la forma de los
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elementos en las congruencias sobre PolBS
(Σ). Sin embargo, ambas nociones de

ecuación tienen el mismo poder expresivo y son, por tanto, equivalentes, como se
puede comprobar atendiendo a las reglas que definen el operador de congruencia
generada en PolBS

(Σ).

Proposition 48. Sea Σ una signatura algebraica y EqBS
(Σ) = PolBS

(Σ)2. En-
tonces, para cada E ⊆ EqBS

(Σ), CgPolBS
(Σ)(E) es el menor sub-(S?)2-conjunto

E de PolBS
(Σ) que contiene a E y satisface las condiciones siguientes, para cada

u,w, x ∈ S?:

(1) Reflexividad. Para cada P ∈ FrΣ(↓w)u, (P, P ) ∈ Ew,u.
(2) Simetŕıa. Para cada P , Q ∈ FrΣ(↓w)u, si (P, Q) ∈ Ew,u, (Q,P ) ∈ Ew,u.
(3) Transitividad. Para cada P , Q, R ∈ FrΣ(↓w)u, si (P,Q), (Q,R) ∈ Ew,u,

entonces (P, R) ∈ Ew,s.
(4) Compatibilidad con productos. Para cada P , Q ∈ FrΣ(↓w)u, si, para cada

i ∈ |u|, (Pi, Qi) ∈ Ew,ui , (〈P0, . . . , P|w|−1〉, 〈Q0, . . . , Q|w|−1〉) ∈ Eu,w

(5) Substitución. Para cada P, Q ∈ FrΣ(↓w)u y cada P ′, Q′ ∈ FrΣ(↓x)w, si
(P, Q) ∈ Ew,u y (P ′, Q′) ∈ Ex,w, entonces (P ◦ P ′, Q ◦Q′) ∈ Ex,u.

¤

Proposition 49. Sea Σ una signatura algebraica. Considérense las aplicaciones
H, D : Sub(EqBS

(Σ)) // Sub(EqHS
(Σ)) definidas, para cada E ∈ Sub(EqBS

(Σ))
and (w, s) ∈ S? × S, como

H(E)w,s = {(P,Q) ∈ FrΣ(↓w)2s | (P,Q) ∈ Ew,(s)}

D(E)w,s =
{

(P,Q) ∈ FrΣ(↓w)2s
∣∣∣ ∃u ∈ S?, ∃(P ′, Q′) ∈ Ew,u,

∃i ∈ u−1[s], (P, Q) = (P ′i , Q
′
i)

}

junto con las aplicaciones I, B : Sub(EqHS
(Σ)) // Sub(EqBS

(Σ)) definidas, para
cada D ∈ Sub(EqHS

(Σ)) and (w, u) ∈ S? × S?, como

I(D)w,u = {(P,Q) ∈ FrΣ(↓w)2u | ∃s ∈ S, u = (s) y (P, Q) ∈ Dw,s}
B(D)w,u = {(P,Q) ∈ FrΣ(↓w)2u | ∀i ∈ |u|, (Pi, Qi) ∈ Dw,ui}

Los operadores H, D, I, B preservan el orden. Para cada E ⊆ EqHS
(Σ) y cada

D ⊆ EqBS
(Σ), se cumple que:

D(E) ⊆ D si y sólo si E ⊆ B(D)

I(D) ⊆ E si y sólo si D ⊆ H(E)

Además, H ◦ I = D ◦ I = H ◦B = D ◦B = idSub(EqHS
(Σ)).

Proof. La preservación del orden es inmediata a partir de las definiciones.
D(E) ⊆ D =⇒ E ⊆ B(D). Supongamos que (P, Q) ∈ Eu,w. Entonces, para

cada i ∈ |w|, (Pi, Qi) ∈ D(E)u,wi ⊆ Du,wi y (P,Q) ∈ B(D)u,w.
E ⊆ B(D) =⇒ D(E) ⊆ D. Supongamos que (P, Q) ∈ D(E)u,s. Entonces existe

un S-conjunto w, un i ∈ |w| y un par (P ′, Q′) ∈ Eu,w tal que P ′i = P y Q′
i = Q.

Por tanto, (P ′, Q′) ∈ B(D)u,w y (P, Q) ∈ Du,wi .
I(D) ⊆ E =⇒ D ⊆ H(E). Si (P, Q) ∈ Du,s, entonces (P, Q) ∈ I(D)u,(s), pero

I(D)u,(s) ⊆ Eu,(s), y por consiguiente, (P,Q) ∈ H(E)u,s.
D ⊆ H(E) =⇒ I(D) ⊆ E . Si (P, Q) ∈ I(D)u,w, entonces w = (s), para algún

s ∈ S. Pero entonces (P, Q) ∈ Du,s ⊆ H(E)u,s y (P,Q) ∈ Eu,(s). ¤
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Proposition 50. Sea Σ una signatura algebraica. Se cumple que,

CgPolHS
(Σ)

//

CgPolBS
(Σ)

//
I
²²

I
²²

®dd

CgPolHS
(Σ)

//

CgPolBS
(Σ)

//
I
²²

H

OO

=

CgPolHS
(Σ)

//

CgPolBS
(Σ)

//
H

OO

I
²²

.³³

CgPolHS
(Σ)

//

CgPolBS
(Σ)

//
H

OO

H

OO
Z33

CgPolBS
(Σ)

//

CgPolHS
(Σ)

//
D
²²

D
²²

=

CgPolBS
(Σ)

//

CgPolHS
(Σ)

//
D
²²

B

OO

=

CgPolBS
(Σ)

//

CgPolHS
(Σ)

//
B

OO

D
²²

=

CgPolBS
(Σ)

//

CgPolHS
(Σ)

//
B

OO

B

OO

=

Proposition 51. Sea Σ una signatura algebraica. Entonces los ret́ıculos Cgr(PolHS
(Σ))

y Cgr(PolBS
(Σ)) son isomorfos.

Proof. Es suficiente considerar la birrestricción de los operadores B y H a Cgr(PolHS
(Σ))

y Cgr(PolBS
(Σ)).

Si E ∈ Cgr(PolHS
(Σ)) entonces

CgPolBS
(Σ)(B(E)) = B(CgPolHS

(Σ)(E)) ⊆ B(E)

y B(E) ∈ Cgr(PolBS
(Σ)).

Rećıprocamente, si E ∈ Cgr(PolBS
(Σ)), entonces

CgPolHS
(Σ)(H(E)) ⊆ H(CgPolBS

(Σ)(E)) ⊆ H(E)

y H(E) ∈ Cgr(PolHS
(Σ)). Puesto que H ◦ B = Id, solo resta comprobar que para

cada E ∈ Cgr(PolBS
(Σ)), B(H(E)) = E . Si (P,Q) ∈ B(H(E))u,w, entonces, para

cada i ∈ |w|, (Pi, Qi) ∈ H(E)u,wi , luego (Pi, Qi) ∈ Eu,(wi) y (P, Q) ∈ Eu,w. Si
(P, Q) ∈ Eu,w, entonces, para cada i ∈ |w|, (Pi, Qi) ∈ Eu,(wi), luego se tiene que
(Pi, Qi) ∈ H(E)u,wi y (P,Q) ∈ B(H(E))u,w. ¤

Por la proposición anterior, cualquiera de las álgebras de términos consideradas
es adecuada para la obtención de un cálculo de ecuaciones finitarias heterogéneas.

En particular, de la proposición 149 y la proposición 51, se sigue que los espacios
de clausura heterogéneos asociados a los operadores de consecuencia de Hall y de
Bénabou, son equivalentes en la 2-categoŕıa Mndalg.

2.4. The heterogeneous completeness theorem. The celebrated completeness
theorem of Birkhoff, see [Bir35], for the classical equational logic asserts that the
semantical consequence relation between a given set of equations and an equation,
derived from the validity relation between algebras and equations, coincides with
the proof theoretic notion of an equation being syntactically deducible from the
given equations by the axioms and rules of inference of the equational logic. How-
ever the naive generalization of the axioms and rules of inference from the ordinary
universal algebra to the heterogeneous universal algebra is problematical and leads
to an unsound system. Goguen and Meseguer in [GM85] showed the complete-
ness of the heterogeneous equational logic providing a, somewhat redundant, set
of sound and complete rules of inference. In this paper, once defined the concepts
of equational class and equational theory for a monad in a category, derived from
the validitation of an equation in an algebra for the monad, and the concept of
congruence compatible with the projective limits, we show that the lattice of the
congruences compatible with the products on the category of polynomials for a
monad in a category of sorted sets is isomorphic to the lattice of the equational
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theories for the monad, in this way we obtain a version of the completeness theo-
rem for the heterogeneous equational logic, that is independent of the syntactical
representations of the relevant concepts.

In this section we define, for a monad in a category, the concepts of polynomial
and equation and the relation of validation of an equation in an algebra for the
monad. From this, as in the classical case, we also obtain a contravariant Ga-
lois connection between the equational theories and the equational classes for the
monad.

Definition 20. Let T = (T, η, µ) be a monad in a category C and X, Y ∈ C.
(1) A T-polynomial of type (X, Y ) is a morphism P : Y // T (X) in C. We

identify the T-polynomials with the morphisms in Kl(T)op, the dual of the
Kleisli category of T, hence P : X // Y is P : Y // T (X).

(2) A T-equation of type (X,Y ) is a pair (P, Q) of T-polynomials of type (X,Y ).
We identify the T-equations with the pairs of morphisms in Kl(T)op.

We agree that Pol(T) denotes the category Kl(T)op and call it the category of
T-polynomials. On the other hand, Eq(T) denotes the Ob(C)2-sorted set of the
T-equations. Moreover, we call the sub-Ob(C)2-sorted sets of Eq(T), that are the
relations on the morphisms of Kl(T), families of T-equations.

To avoid misunderstandings we denote by ¦ the composition in Kl(T) and
Pol(T), preserving the standard notation for the composition in the category C.

Now we define for a monad on a category, on the one hand, the realization of
the polynomials relative to the monad in the algebras for the monad and, on the
other, the concept of validation of an equations for the monad in an algebra for the
monad.

Definition 21. Let T be a monad in C and (A, α) a T-algebra. Then every T-
polynomial P : X // Y determines a mapping P (A,α) from C(X, A) to C(Y, A),
the realization of P in (A,α), that to a morphism f : X // A associates the mor-
phism α ◦ T (f) ◦ P : Y // A.

From now on, we agree that to say that a diagram of the form

a
f // b

g //

h
// c

k // d+

commutes, means that the diagram

b
g // c k

**VVVVVVVV

a

f 44hhhhhhhh

f **VVVVVVVV d

b
h

// c k

44hhhhhhhh

commutes. We extend the above agreement to similar diagrams, when there is no
danger of misunderstanding.

Definition 22. Let (A,α) be a T-algebra and (P,Q) a T-equation of type (X,Y ).
We say that (P,Q) is valid in (A,α), in symbols (A,α) |=TX,Y (P, Q), if for every
f : X // A, α ◦ T(α) ◦ P = α ◦ T(α) ◦Q, i.e., if the following diagram commutes

Y
P //

Q
// T (X)

T (f)
// T (A) α // A+

or, equivalently, if P (A,α) = Q(A,α). If K ⊆ EM(T), where EM(T) is the Eilenberg-
Moore category of T, then we agree that K |=TX,Y (P,Q) means that, for every
(A,α) ∈ K, (A, α) |=TX,Y (P, Q).
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As for general algebra, from the concept of validation we also obtain a contravari-
ant Galois connection.

Definition 23. Let T be a monad in C.
(1) If K ⊆ EM(T), then the T-equational theory determined by K, ThT(K),

has as elements the T-equations (P, Q) : X // Y such that K |=TX,Y (P, Q),
i.e.,

ThT(K) =

({
(P, Q) ∈ Eq(T)X,Y

∣∣∣
∀(A,α) ∈ K,

(A,α) |=TX,Y (P,Q)

})

(X,Y )∈C2

(2) If E ⊆ Eq(T), then the T-equational class determined by E , ModT(E), has
as elements the T-algebras (A,α) that validate each equation of E ,i.e.,

ModT(E) =
{

(A,α) ∈ EM(T)
∣∣∣
∀X, Y ∈ C, ∀(P, Q) ∈ EX,Y ,

(A,α) |=TX,Y (P, Q)

}

Proposition 52. Let T be a monad in C, E, E ′ two families of T-equations and
K, K′ two classes of T-algebras. Then the following holds:

(1) If E ⊆ E ′, then ModT(E ′) ⊆ ModT(E).
(2) If K ⊆ K′, then ThT(K′) ⊆ ThT(K).
(3) E ⊆ ThT(ModT(E)) and K ⊆ ModT(ThT(K)).

Therefore the pair of mappings ThT and ModT is a contravariant Galois connection.

The categories associated to the lattices of classes of T-algebras and families of
T-equations are related through the adjunction

Sub(EM(T))op
ThT //
> Sub(Eq(T))

ModT
oo

where, for every class K of T-algebras and every family E of T-equations, the fol-
lowing holds:

K ⊆ ModT(E) iff E ⊆ ThT(K).

Definition 24.

(1) We denote by CnT the closure operator ThT ◦ModT on Eq(T) and we call
the CnT-closed sets T-equational theories. If E is a family of T-equations
and E a T-equation, then we say that E is a semantical consequence of E ,
E ° E, if ModT(E) ⊆ ModT(E), i.e., if E ∈ CnT(E).

(2) We denote by EcT the closure operator ModT ◦ThT on EM(T) and we call
the EcT-closed classes T-equational classes. If K is a class of T-algebras and
(A,α) a T-algebra, then (A,α) is in the T-equational class determined by
K, K |= A, if ThT(K) ⊆ ThT(A), i.e., if A ∈ EcT(K).

In this section we define, for a monad in a category, the abstract notions of
subalgebra and quotient algebra of an algebra in the Eilenberg-Moore category of
the monad, because we need them to show the completeness theorem for a monad
in a category of sorted sets. Moreover, we characterize the quotient algebras in
the Eilenberg-Moore category of a monad in a category of sorted sets through the
notion congruence.

Definition 25. Let T be a monad in C and (A, α) a T-algebra. A subalgebra
of (A,α) is a monomorphism i : B // A in C such that for some C-morphism
β : T (B) // B we have that i ◦ β = α ◦ T (i).
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If there exists a C-morphism β : T (B) // B such that i ◦ β = α ◦ T (i), then
it is unique and (B, β) is a T-algebra. Moreover, because the forgetful functor
GT : EM(T) // C is faithful and has a left adjoint, the subalgebras are precisely
the EM(T)-monomorphisms.

Definition 26. Let p : (A,α) // (B, β) be a T-homomorphism. We say that p or,
simply, (B, β), is a quotient algebra of (A, α) if p : A // B is an epimorphism.

If the functor T preserves the epimorphisms, then the quotients of a T-algebra
(A,α) are the epimorphisms p : A // B such that p ◦ α = β ◦ T (p) for some C-
morphism β : T (B) // B.

Proposition 53. Let T be a monad in SetS. Then T preserves epimorphisms.

Definition 27. Let T be a monad in SetS , (A,α) a T-algebra and Φ an equivalence
on A. We say that Φ is a congruence on (A,α) if for every a, b : Y // A such that
prΦ ◦ a = prΦ ◦ b, it follows that the following diagram commutes:

T (Y )
T (a)

//

T (b)
// T (A) α // A

prΦ // A/Φ+

Proposition 54. Let T be a monad in SetS, (A,α) a T-algebra and Φ an equiva-
lence on A. Then Φ is a congruence on (A,α) iff the following diagram commutes:

T (Φ)
T (p0)

//

T (p1)
// T (A) α // A

prΦ // A/Φ+

where p0 and p1 are the restrictions to Φ of the projections from A2 onto A.

Proposition 55. Let T be a monad in SetS and (A,α) a T-algebra. If Φ is a
congruence on (A,α), then there exists a unique T-algebra structure α/Φ on A/Φ
such that the following diagram commutes

T (A)
T (prΦ)

//

α

²²

T (A/Φ)

α/Φ
²²

A
prΦ

// A/Φ

In this last section once defined, for a congruence on a category, the concept
of congruence compatible with the projective limits, we show the completeness
theorem for a monad in a category of sorted sets, in the version that says that
the lattice of the congruences compatible with the products on the category of
polynomials for a monad in a category of sorted sets is isomorphic to the lattice of
the equational theories for the monad.

Definition 28. Let C be a category, E a congruence on C, D : I // C and (b, β),
(b, β′) two projective cones from b to D. We say that β and β′ are E-congruents,
denoted by β ≡E β′, if, for every i ∈ I, we have that (βi, β

′
i) ∈ Eb,Di . Moreover, we

say that the congruence E is compatible with the projective limits of D if, for every
projective limit (a, α) of D and every pair of projective cones (b, β), (b, β′) from
an object b of C to D, if β ≡E β′, then the unique morphisms 〈β〉 , 〈β′〉 : b // a
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such that, for every i ∈ I, αi ◦ 〈β〉 = βi and αi ◦ 〈β′〉 = β′i, are E-congruents, i.e.,
(〈β〉 , 〈β′〉) ∈ Eb,a.

b

β

""
β′

**

〈β′〉
ªª

〈β〉
¸¸
a

α
// D

±±±±±±

Proposition 56. Let C be a category, D,D′ : I // C, E a congruence on C
compatible with the projective limits of D and D′ and σ, τ : D +3 D′ two natural
transformations from D to D′. Then, for every projective limits (a, α) of D and
(a′, α′) of D′, the unique morphisms 〈σ ◦ α〉 , 〈τ ◦ α〉 : a // a′ such that, for every
i ∈ I, α′i ◦ 〈σ ◦ α〉 = σi ◦ αi and α′i ◦ 〈τ ◦ α〉 = τi ◦ αi, are E-congruents.

Proposition 57. Let C be a category with products. Then the ordered set Cgr
∏

C
=

(Cgr
∏

C,⊆) of the congruences on C that are compatible with the products, is a
complete lattice.

Definition 29. Let C be a category with products. We denote by Cg
∏
(C) the

closure operator on the set of relations on C, that to a relation E assigns the least
congruence on C that is compatible with the products.

Proposition 58. Let T be a monad in C. If C has coproducts, then Kl(T) has
coproducts.

Corollary 7. Let T be a monad in C. If C has coproducts, then Pol(T) has
products. Therefore, for every set S and every monad T in SetS, Pol(T) has
products.

Next we show that the congruences compatible with the products on the category
of polynomials for a monad in a category of sorted sets, are determined by the pairs
of morphisms in the congruence with codomains deltas of Kronecker.

Definition 30. Let S be a set and t ∈ S. We call delta of Kronecker in t, the
S-sorted set δt = (δt

s)s∈S defined, for every s ∈ S, as:

δt
s =

{
1, if s = t;
∅, otherwise.

Proposition 59. Let T be a monad in SetS and E a congruence on Pol(T) com-
patible with the productcs. Then (P, Q) ∈ EX,Y iff, for every s ∈ S and every
(y) : δs // Y in SetS, (P ◦ (y), Q ◦ (y)) ∈ EX,δs .

Now we show the soundness theorem, i.e., that every equational theory is a
congruence compatible with the products.

Theorem 1 (Soundness Theorem). Let S be a set and T be a monad in SetS. Then
every T-equational theory is a congruence on Pol(T) compatible with the products.

We remark that the Soundness Theorem is equivalent to CnT, Cg
∏

Pol(T) ≤ CnT.

Definition 31. Let T be a monad in SetS , E a family of T-equations and X an
S-sorted set. Then we denote by EX the equivalence on T (X) defined as follows

({(P,Q) ∈ T (X)2s | ((P ), (Q)) ∈ EX,δs})s∈S .

Lemma 6. Let T a monad in SetS, E a congruence on Pol(T) compatible with
the products and X an S-sorted set. Then, for every S-sorted set Y and every
(P, Q) ∈ Eq(T)X,Y , the following conditions are equivalents:
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(1) (P, Q) ∈ EX,Y .
(2) The diagram

Y
P //

Q
// T (X)

prEX

// T (X)/EX+

commutes.

Proposition 60. Let T be a monad in SetS and E a congruence on Pol(T) com-
patible with the products. Then, for every S-sorted set X, EX is a congruence on
(T (X), µX).

Proposition 61. Let T be a monad in SetS, E a congruence on Pol(T) compatible
with the products, X, Y two S-sorted sets and (P,Q) ∈ EX,Y . Then, for every S-
sorted set Z, (T (Z)/EZ , µZ/EZ) |=TX,Y (P,Q).

Theorem 2 (Adecuacy Theorem). Let S be a set and T a monad in SetS. Then
every congruence on Pol(T) compatible with the productos is a T-equational theory.

Corollary 8 (Completeness Theorem). Let S be a set and T a monad in SetS.
Then, the lattice of congruences on Pol(T) compatibles with the products and the
lattice of the T-equational theories are isomorphic.

For a set S and a monad T in SetS , the category Pol(T) of T-polynomials is a
category with products and is such that the deltas of Kronecker δs, s ∈ S, is a set of
cogenerators. From this follows that a T-equation (P, Q) ∈ Eq(T)X,Y is valid in a T-
algebra (A,α) iff every equation in Eq(T)X,δs obtained from (P,Q) by composition
with a morphism R : Y // δs in Pol(T), is valid in (A,α). This fact allows us to
restrict, for the monads in categories of sorted sets, without lost of generality, to
consider exclusively equations with codomain δs, for some s ∈ S. Moreover, for this
type of equations, we have a consequence operator directly definible and equivalent
to the operator CgΠ

T .

Definition 32. Let T be a monad in SetS and Ẽq(T) the family

(Pol(T)(X, δs)2)(X,s)∈US ×S .

Then M̃odT and T̃hT are the operators defined as follows:

M̃odT





Sub(Ẽq(T)) // Sub(EM(T))

D 7→
{

(A,α) ∈ EM(T)
∣∣∣ ∀(X, s) ∈ US ×S, ∀(P, Q) ∈ DX,s,

(A, α) |=TX,δs (P, Q)

}

T̃hT





Sub(EM(T)) // Sub(Ẽq(T))

K 7→
({

(P, Q) ∈ Ẽq(T)X,s

∣∣∣ ∀(A,α) ∈ K,

(A,α) |=TX,δs (P,Q)

})

(X,s)∈US ×S

The pair of mappings T̃hT and M̃odT is a contravariant Galois connection. We
denote by C̃nT and ẼcT the derived closure operators.

Proposition 62. Let T be a monad in SetS. Then the operators

H, D : Sub(Eq(T)) // Sub(Ẽq(T)),

defined, for every E ∈ Sub(Eq(T)) and (X, s) ∈ US ×S, as

H(E)X,s =
{
(P, Q) ∈ Ẽq(T)X,s

∣∣ (P, Q) ∈ EX,δs

}

D(E)X,s =
{
(P ◦ (y), Q ◦ (y) ∈ Ẽq(T)X,s

∣∣ (P, Q) ∈ EX,Y , y ∈ Ys

}
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together with the operators

I, D : Sub(Ẽq(T)) // Sub(Eq(T)),

defined, for every D ∈ Sub(Ẽq(T)) and (X,Y ) ∈ (US)2, as

I(D)X,Y =
{
(P, Q) ∈ Eq(T)X,Y

∣∣ ∃s ∈ S, Y = δs, (P, Q) ∈ DX,s

}

B(D)X,Y =
{

(P, Q) ∈ Eq(T)X,Y

∣∣∣ ∀s ∈ S, ∀(y) : δs // Y,
(P ◦ (y), Q ◦ (y)) ∈ DX,s

}

are order preserving. Moreover, H ◦ I = D ◦ I = H ◦B = D ◦B = Id
Sub(Ẽq(T)) and,

for every E ⊆ Eq(T) and every D ⊆ Ẽq(T), we have that:

D(E) ⊆ D iff E ⊆ B(D);

I(D) ⊆ E iff D ⊆ H(E),

hence DaB and I aH.

From this last Proposition we can conclude that the unit of the adjunction I aH
and the counit of the adjunction D a B are identities. Moreover, the adjunction
D ◦ I aH ◦B is the identity adjunction, hence the category Sub(Ẽq(T)) is a retract
of Sub(Eq(T) in the category Adj of categories and adjunctions.

Proposition 63. Let T be a monad in SetS. Then the following diagrams commute

Sub(Eq(T) Sub(EM(T))op

Sub(Ẽq(T)) Sub(EM(T))op

ModT
//

oo ThT
>

M̃odT
//

oo T̃hT
>

D

²²

OO

Ba

Sub(Ẽq(T)) Sub(EM(T))op

Sub(Eq(T) Sub(EM(T))op

M̃odT
//

oo T̃hT
>

ModT
//

oo ThT
>

I

²²

OO

Ha

¤

This fact implies, as we will see later on, that the adjunctions ModT aThT and
M̃odT a T̃hT are equivalent in a convenient 2-category of adjunctions, algebraic
morphisms of adjunctions and deformations between algebraic morphisms.

For the equations in Ẽq(T) we can define a closure system C̃T such that the
associated closure operator C̃T is equivalent to CgΠ

T .

Proposition 64. Let T be a monad in SetS and C̃T the of all E de Ẽq(T) that
satisfy the following conditions:

(1) For every (X, s) ∈ US ×S, EX,s is an equivalence.
(2) For every (P,Q) ∈ EY,s and every (P ′, Q′) ∈ Pol(T)(X, Y ), if, for every

s′ ∈ S and every (y) : δs′ // Y , (P ′ ◦ (y), Q′ ◦ (y)) ∈ EX,s′ then it follows
that (P ¦ P ′, Q ¦Q′) ∈ EX,s.

Then C̃T is a closure operator on Ẽq(T). We denote by C̃T the closure operador
determined by C̃T.

Proposition 65. Let T be a monad in SetS Then we have that the lattices (C̃T,⊆)
and CgrΠ(Pol(T)) are isomorphic.
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2.5. Morphisms and deformations of Fujiwara. In this section we generalize
the preceding morphisms between h-signatures in such a way that a morphism from
an h-signature into another will consists of two suitably related mappings: On the
one hand, the mapping that relates the sets of sorts of the h-signatures will not
be, as above, a mapping from the set of sorts of one to the set of sorts of the
other, but a mapping that assigns to each sort in the first, a derived sort in the
second, and, on the other hand, a mapping that assigns to formal operations in the
first, families of formal h-polynomials in the second, all in such a way that both
transformations are compatible. This type of transformation between h-signatures
will allow us to generalize, concordantly, the morphisms between heterogeneous
algebras. We recall that Fujiwara in [Fuj59] defined transformations between h-
signatures, but only for the homogeneous case. Moreover, we will endow to the h-
signatures, morphisms between them, that we will call F-morphisms to honor Prof.
Fujiwara, and deformations from one F-morphism into another, of a structure of 2-
category, that was not considered by Fujiwara. We will also show that the category
Sigfuj of h-signatures and F-morphisms can be obtained as the Kleisli category for
a monad on Sig, however the procedure to obtain this monad is more intricate
than that for the derivors. This is due, essentially, to the fact that, for an h-
signature (S, Σ), the pair (S? × S?, PolBS (Σ)) is not an h-signature. Moreover, the
contravariant functor Alg : Sig // Cat will be lifted to a contravariant pseudo-
functor Algfuj : Sigfuj

// Cat. Then, by applying the construction of Ehresmann-
Grothendieck, we will obtain a new category Algfuj of h-algebras and morphisms
between h-algebras that have the F-morphisms as a component.

Every F-morphism between h-signatures has associated a functor between the
respectives categories of formal heterogeneous polynomials, defined in a similar way
to the case of the morphisms of h-signatures, that we will lift to a pseudo-functor
Polfuj : Sigfuj

// Cat. Moreover, for the F-morphisms are valid the replicas of
the propositions on morphisms between h-signatures that were enunciated in the
section on formal heterogeneous polynomials. In particular, the realization of formal
heterogeneous polynomial in the algebras will be invariant relative to the functors
Algfuj and Polfuj, for which we have a proposition analogous to the Prop. ??.

Before we define the F-morphisms, we agree that FMon = (?, G,f) is the monad
for the formation of the free monoid, where, for every set S, GS : S // S? is the
canonical inclusion from S into S? and fS : S?? // S? is the concatenation of
words. To simplify the notation, we write S? instead of ?(S) and (s) instead of
GS (s). Moreover, if φ : S // T ?, then φ] : S? // T ? is the extension of φ to the
free monoid S? on S.

Definition 33. Let Σ and Λ be h-signatures. A morphism of Fujiwara or, sim-
ply, an F-morphism, from Σ into Λ is a pair d = (φ, d), with φ : S // T ? and
d : Σ // ∆φ]×φ(PolBT (Λ)), i.e., an S?×S-sorted mapping from Σ into PolBT (Λ)φ]×φ.

Once defined the F-morphisms, we point out that every derivor d : Σ // Λ
determines an F-morphism (GT ◦φ, d), because

d : Σ // ∆φ?×φ(PolHT (Λ)) = ∆(GT ◦φ)]×φ(PolBT (Λ)),

therefore the theory of derivors falls under that of the F-morphisms.
If d : Σ // Λ is an F-morphism, then d is an S? × S-sorted mapping such that,

for every (w, s) ∈ S? × S,

dw,s : Σw,s
// PolBT (Λ)φ](w),φ(s) = FrΛ(↓φ](w))φ(s)
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and because ∆φ]×φ = ∆1×GS
◦∆φ]×φ] and the functor

∐
1×GS

is left adjoint for the
functor ∆1×GS

, d is, essentially, an S? × S?-sorted mapping

θ1×GS (d) :
∐

1×GS
Σ // ∆φ]×φ](PolBT (Λ)).

From now on, for every F-morphism d, we identify d and θ1×GS (d).
For every h-signature Λ, PolBT (Λ) is the underlying h-set of the Bénabou al-

gebra for T , PolBT
(Λ). Because PolBT

(Λ) is isomorphic to FrBT
(
∐

1×GT
Λ), the

F-morphisms can also be defined as pairs (φ, d) with φ : S // T ? and d an S?×S-
sorted mapping from Σ into FrBT

(
∐

1×GT
Λ)φ]×φ or, equivalently, an S?×S?-sorted

mapping from
∐

1×GS
Σ into FrBT

(
∐

1×GT
Λ)φ]×φ] .

On the other hand, as we will show next, every mapping φ : S // T ? induces
a functor from the category Alg(BT ) into the category Alg(BS), but, unlike the
case of the Hall algebras, it does not arises from a morphism of algebraic presenta-
tions, but from a derivor between the corresponding algebraic presentations. Hence,
PolBT

(Λ)φ]×φ] will be endowed with a structure of Bénabou algebra for S, that will
allow us, among other things, to define the composition of the F-morphisms.

Proposition 66. Let φ be a mapping from S into T ?. Then there exists an (S? ×
S?)? × (S? × S?)-sorted mapping

bφ : ΣBS // PolHT (ΣBT )(φ]×φ])?×(φ]×φ])

defined as
(1) For every w ∈ S? and i ∈ |w|, bφ(πw

i ) is the ΣBT -polynomial

〈πφ](w)
si

, . . . , π
φ](w)
si+1−1〉φ](w),φ(wi)

of type λ // (φ](w), (φ(wi)))
(2) For every u, w ∈ S?, bφ(〈 〉u,w) is the ΣBT -polynomial

〈πφ(w0)
0 ◦ v

(φ](u),φ(w0))
0 , . . . , π

φ(w0)
|φ(w0)|−1 ◦ v

(φ](u),φ(w0))
0 , . . . ,

π
φ(wi)
0 ◦ v

(φ](u),φ(wi))
i , . . . , π

φ(wi)
|φ(wi)|−1 ◦ v

(φ](u),φ(wi))
i , . . . ,

π
φ(w|w|−1)
0 ◦ v

(φ](u),φ(w|w|−1))

|w|−1 , . . . , π
φ(w|w|−1)

|φ(w|w|−1)|−1 ◦ v
(φ](u),φ(w|w|−1))

|w|−1 〉
of type ((φ](u), φ(w0)), . . . , (φ](u), φ(w|w|−1))) // (φ](u), φ](w))

(3) For every u, x, w ∈ S?, bφ(◦u,x,w) is the ΣBT -polynomial

◦φ](u),φ](x),φ](w)(v
(φ](u),φ](x))
0 , v

(φ](x),φ](w))
1 )

of type ((φ](u), φ](x)), (φ](x), φ](w))) // (φ](u), φ](w))

Moreover, (φ]×φ], bφ) : (S?×S?, ΣBS , EBS ) // (T ?×T ?, ΣBT , EBT ) is a morphism
of algebraic presentations.

Because every derivor between algebraic presentations induces a functor, in the
opposite direction, between the associated categories of algebras, every mapping
φ : S // T ?, determines a functor Algder(φ]×φ], bφ) from Alg(BT ) into Alg(BS).
The action of the functor on the free Bénabou algebra on a T -signature Λ is a
Bénabou algebra for S, with PolBT (Λ)φ]×φ] as underlying S? × S?-sorted set.

Let us remark that for an F-morphism d : Σ // Λ, we can extend the S? × S-
sorted mapping d : Σ // PolBT

(Λ)φ]×φ] to a homomorphism of Bénabou algebras
d] : PolBS

(Σ) // PolBT
(Λ)φ]×φ] , whose underlying S?×S?-mapping determines a

translation of Σ-polynomials into Λ-polynomials. In particular, for every (w, s) ∈
S? × S, d]

w,(s) is the translation of formal h-polynomials in FrΣ(↓w)s into formal
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h-polynomials in FrΛ(↓φ](w))φ(s), that assigns to every variable vs
i in ↓w the tuple

of variables (vφ](w)si
si , . . . , v

φ](w)si+1−1

si+1−1 ).

Definition 34. Let d : Σ // Λ and e : Λ // Ω be F-morphisms. Then the com-
position of d and e, denoted by e ◦ d, is the morphism (ψ] ◦ φ, e]

φ]×φ] ◦ d), where

ψ] ◦ φ : S // U? and e]
φ]×φ] ◦ d is obtained from

Λ
ηBT

Λ //

e
&&MMMMMMMMMMMMMM PolBT

(Λ)

e]

²²
PolBU

(Ω)ψ]×ψ]

as

PolBT
(Λ)φ]×φ]

e]
φ]×φ]

²²

Σ
doo

PolBU
(Ω)ψ]×ψ]

ψ]×ψ]

and, for every h-signature Σ, the F-identity is the F-morphism (GS , ηBS

Σ ).

The preceding definition allows us to obtain a category of h-signatures and mor-
phisms of Fujiwara.

Proposition 67. The h-signatures together with the morphisms of Fujiwara deter-
mine a category, that we denote by Sigfuj.

The category Sigfuj can be obtained as the Kleisli category for a monad on Sig,
however the procedure to obtain this monad is more involved than that for the
case of the derivors. This is due to the fact that, for an h-signature Σ, the pair
(S? × S?, PolBS (Σ)) is not an h-signature, because PolBS (Σ) is an S? × S?-sorted
set, but not an (S? × S?)? × (S? × S?)-sorted set. To obtain such an h-signature,
let us remark that the functor

∆fS×1 : SetS?×S? // SetS??×S?

assigns to S?×S?-sorted sets S?-signatures, therefore, for every S-signature Σ, we
have that ∆fS×1(PolBS

(Σ)) is a S?-signature. On the other hand, for every set of
sorts S, the adjunction FrBS

aGBS , determines a monad on SetS?×S?

denoted as
FrBS

= (FrBS
, ηBS , µBS ). From this we can obtain the monad that is associated to

the F-morphisms as follows.

Proposition 68. There exists a monad fuj = (fuj, ηfuj, µfuj) on Sig such that the
categories Sigfuj and Kl(fuj) are isomorphic.

Now we will lift the contravariant functor Alg : Sig // Cat to a contravari-
ant pseudo-functor Algfuj : Sigfuj

// Cat, and by applying the construction of
Ehresmann-Grothendieck, we will obtain a new category of heterogeneous algebras
Algfuj. But before that we define some auxiliary functors and natural transforma-
tions.

For every set of sorts S, there exists a functor (·)\S from SetS into SetS?

defined
as (·)\S = (·u)u∈S? . If f : A // B is an S-sorted mapping, then we say that A\S

and f \S are the extensions of A and f to the words on S. Sometimes, to simplify
the notation we will write A\ instead of A\S and f \ instead of f \S .

The functors (·)\S are the components of a natural transformation.
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Proposition 69. From Set into Set ◦FMonop there exists a natural transformation
(·)\

Setop FMonop
//

Set
$$IIIIIIIIIIII Setop

Set
zzvvv

vv
vvv

vv
vv

v

Cat

hhhh /7(·)\

that to a set S assigns the functor (·)\S .

Proposition 70. Let S be a set of sorts. Then from the functor (·)\S? ◦ (·)\S into
the functor ∆fS

◦ (·)\S there exists a natural isomorphism ιS

SetS

(·)\S? ◦ (·)\S

//

∆fS
◦ (·)\S

// SetS??
ÂÂ ÂÂ
®¶ ιS

such that, for every S-sorted set A, (ιS)A : A\\ // A\
f is the S??-isomorphism

defined, for every w = (wi)i∈|w| ∈ S??, as

A\\
w =

∏
i∈|w|

∏
j∈|wi|Awij

〈prij
◦ pri〉i∈|w|,j∈|wi| // ∏

i∈|w|, j∈|wi|Awij
= A\

fw

where pri : Aw
// Awi and prij

: Awi
// Awij

are the canonical projections. To
simplify the notation we will write ιA instead of (ιS)A.

The natural isomorphisms ιS , in his turn, are the components of an iso-modification,
i.e., of an invertible isomorphism between 2-natural transformations ([Bor94]).

Proposition 71. From ((·)\ ∗ FMonop) ◦ (·)\ into (Set ∗fop) ◦ (·)\ there exists an
iso-modification ι = (ιS)S∈SetSop .

Setop
Setop Setop

Cat

FMonop

,,
FMonop

..

Set

""

Set

²²

Set

||

iiii 08(·)\

iiii 08(·)\
____ +3ι

Setop
Setop Setop

Cat

FMonop

,,
FMonop

..

FMonop

22

Set

""

Set

||

iiii 08iiii 08(·)\

Â ÂÂ ÂKS fop

Corollary 9. Let φ : S // T ? be a mapping. Then, for every T -sorted set B, we
have that Bφ = Bφ? and Bφ] are isomorphic S?-sorted sets.

Corollary 10. Let φ : S // T ? and ψ : T // U? be mappings. Then, for every
U -sorted set C, we have that Cψφ and Cψ]◦φ are isomorphic S-sorted sets.

Corollary 11. let φ : S // T ? be a mapping. Then, for every T -sorted set B, we
have that OpBT

(B)φ]×φ] and OpBS
(Bφ) are isomorphic. We denote the isomor-

phism by κB
φ : OpBT

(B)φ]×φ]
// OpBT

(Bφ).

In the preceding Proposition, for every mapping φ : S // T ? and T -sorted set
B, the isomorphisms κB

φ are the components of a natural isomorphism κφ, defined
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as

SetS
iso

OpBS // SetS?×S?

SetT
iso

∆φ

OO

OpBT

// SetT ?×T ?

∆φ]×φ]

OO

PPPPck
κφ

with SetS
iso the category of S-sorted sets and isomorphisms.

Next we show that the F-morphisms between h-signatures determine functors in
the opposite direction, between the associated categories of h-algebras.

Proposition 72. Let d : Σ // Λ be a morphism in Sigfuj. Then Algfuj(d) is the
functor defined as

(B,G)

Alg(Λ)

f
²²

7−→

(Bφ, Gd)

Alg(Σ)

fφ
²²

(B′, G′) (B′
φ, G′d)

Algfuj(d)
//

where, for every Λ-algebra (B, G), Gd is κB
φ ◦G]

φ]×φ] ◦ d, obtained from

Λ
ηBT

Λ //

G
""EEEEEEEEEEEEEE PolBT (Λ)

G]

²²
OpBT

(B)

as

PolBT (Λ)φ]×φ]

G]
φ]×φ]

²²

Σ
doo

OpBT
(B)φ]×φ]

κB
φ

// OpBS
(Bφ)

If d : Σ // Λ is an F-morphism, B = (B, G) a Λ-algebra, σ : w // s a formal
operation in Σ and

w = (s0, . . . , sm−1)

φ(s0) = (t0,0, . . . , t0,n0−1)
...

φ(sm−1) = (tm−1,0, . . . , tm−1,nm−1−1)

φ(s) = (t0, . . . , tp−1)

then φ](w) is the word

(t0,0, . . . , t0,n0−1, . . . , tm−1,0, . . . , tm−1,nm−1−1)

and d(σ) : φ](w) // φ(s) i.e., d(σ) is a family of formal h-polynomials P = (P0, . . . , Pp−1)
such that, for every i ∈ p, Pi : φ](w) // ti. The realization of d(σ) in B, G]

φ]×φ](P ),

is the polynomical operation PB = 〈PB
0 , . . . , P

B
p−1〉 of type

Bt0,0 × · · · ×Bt0,n0−1 × · · · ×Btm−1,0 × · · · ×Btm−1,nm−1−1
// Bt0 × · · · ×Btp−1
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that by composition with the canonical isomorphism from Bφw into Bφ](w) gives
rise to the operación Gd(σ)

(Bt0,0 × · · · ×Bt0,n0−1)× · · · × (Btm−1,0 × · · · ×Btm−1,nm−1−1)

ιB(φ(s0),...,φ(sm−1))²²
Bt0,0 × · · · ×Bt0,n0−1 × · · · ×Btm−1,0 × · · · ×Btm−1,nm−1−1

PB

²²
Bt0 × · · · ×Btp−1

this justifies that we denote Gd(σ) as

G(φ,d)(σ) :




Bt0,0 . . . Bt0,n0−1

...
. . .

...
Btm−1,0 . . . Btm−1,nm−1−1


 // (Bt0 . . . Btp−1).

Proposition 73. Let d : Σ // Λ be an F-morphism of h-signatures. Then the
following diagram commutes

Alg(Σ)
GΣ // SetS

Alg(Λ)

Algfuj(d)

OO

GΛ

// SetT

∆\S

φ

OO

The functor Alg : Sig // Cat can be lifted to a contravariant pseudo-functor
Algfuj : Sigfuj

// Cat, and, by applying to this contravariant pseudo-functor the
construction of Ehresmann-Grothendieck, we obtain the category Algfuj.

Proposition 74. From Sigfuj into Cat there exists a contravariant pseudo-functor,
denoted by Algfuj, defined as

Σ

Sigfuj

d
²²

7−→
Alg(Σ)

Cat

Λ Alg(Λ)

Algfuj(d)
OO

Algfuj //

(1) For given h-signatures Σ, Λ, Ω, the natural isomorphism γΣ,Λ,Ω is, for ev-
ery d : Σ // Λ and e : Λ // Ω, the natural isomorphism from Algfuj(e) ◦
Algfuj(d) into Algfuj(e ◦ d) that, for every Ω-algebra (C,H), is the isomor-
phism ιCψ?◦φ. To simplify, we write γd,e instead of (γΣ,Λ,Ω)d,e.

(2) For an h-signature Σ, the natural isomorphism ν(S,Σ) from IdAlg(Σ) into
Algfuj(GS , ηΣ) is, for every Σ-algebra (A,F ), the isomorphism δA

S : A // (A(s))s∈S.

Definition 35. By applying the Ehresmann-Grothendieck construction to the con-
travariant pseudo-functor Algfuj we obtain the category Algfuj i.e.,

Algfuj =
∫ Sigfuj

Algfuj .
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The category Algfuj has the pairs ((S, Σ), (A,F )) as objects, with S a set of
sorts, Σ a heterogeneous S-signature and (A, F ) a Σ-algebra, and as morphisms
from ((S,Σ), (A,F )) into ((T, Λ), (B, G)), the pairs ((φ, d), h), with (φ, d) an F-
morphism from (S, Σ) into (T, Λ) and h a homomorphism of Σ-algebras from (A,F )
into Algfuj(φ, d)(B,G) = (Bφ, G(φ,d)).

Now we define some auxiliary functors and natural transformations that we will
use later on to show the existence of a pseudo-functor from the category Sigfuj into
the category Cat.

For every set of sorts S, the functor (·)\S from SetS into SetS?

, has a left adjoint.

Proposition 75. Let S be a set of sorts. From SetS?

into SetS there exists a
functor (·)†S defined, for every S?-sorted set C and s ∈ S, as follows

C†S
s =

⋃
w∈S? &
w−1[s] 6=∅

Cw × {w} × w−1[s]

and, for every S?-mapping f : C // C ′, s ∈ S and (c, w, i) in C†S
s , as follows

f†S
s (c, w, i) = (fw(c), w, i).

Moreover, the functor (·)†S is a left adjoint for the functor (·)\S .

SetS

(·)\S

//
> SetS?

(·)†S

oo

The functors (·)†S are also the components of a natural transformation.

Proposition 76. From the functor Set ◦FMonop into the functor Set there exists
a natural transformation (·)†

Setop FMonop
//

Set
$$IIIIIIIIIIII Setop

Set
zzvvv

vv
vvv

vv
vv

v

Cat

hhhhow
(·)†

that to every set S assigns the functor (·)†S .

From the Prop. 75, follows the existence of an adjunction (·)†a(·)\, i.e., the nat-
ural transformations (·)† and (·)\ are adjoint 2-cells in a 3-category of 2-categories,
2-natural transformations and modifications.

Proposition 77. Let S be a set of sorts. From the functor (·)†S ◦ (·)†S? into the
functor (·)†S ◦∐

fS
there exists a natural isomorphism ζS

SetS

oo
(·)†S ◦ (·)†S?

oo
(·)†S ◦∐

fS

SetS??
ÂÂ ÂÂ
®¶ ζS

If there is no risk of misunderstanding we will write ζC instead of (ζS)C .

For every S??-sorted set C, ζC : C†† // C†f is the S-isomorphism that, for s ∈ S,
assigns to ((c, x, i), y, j) in C††s the element ((c, x),fx, k) in C†f, where x is of the
form

((·, . . . , ·), . . . ,
xi︷ ︸︸ ︷

(·, . . . , xi,j

(fx)k

, . . . , ·), . . . , (·, . . . , ·))
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The natural isomorphisms ζS are the components of an iso-modification.

Proposition 78. From ((·)† ∗ FMonop) ◦ (·)† into (·)† ◦ (Set ∗fop) there exists an
iso-modification ζ = (ζS)S∈SetSop .

Setop
Setop Setop

Cat

FMonop

,,
FMonop

..

Set

""

Set

²²

Set

||

iiiipx
(·)†

iiiipx
(·)† ____ +3

ζ

Setop
Setop Setop

Cat

FMonop

,,
FMonop

..

FMonop

22

Set

""

Set

||

iiiipx
(·)†

ÂÂ ÂÂ
®¶ fop

If φ : S // T ? is a mapping, then we can compose the adjunctions
∐

φa∆φ and

(·)†a(·)\ to obtain a adjunction from SetS into SetT , that we denote by
∐†

φa∆\
φ.

SetS

∐
φ

ÂÂ

>
∆φ

oo

∐†
φ

¶¶

a ∆\
φ

SS

SetT

(·)\

-->
(·)†

mm SetT ?

The functor
∐†

φ assigns, to an S-sorted set A, the T -sorted set

({(a, s, i) | s ∈ S, a ∈ As, i ∈ |φ(s)|, φ(s)i = t})t∈T

and the functor ∆\
φ assigns, to a T -sorted set B the S-sorted set (Bφ(s))s∈S . The

natural isomorphism of the adjunction
∐†

φ a∆\
φ, denoted by θ†\φ , assigns, to every

f :
∐†

φ(A) // B, the S-sorted mapping that, for s ∈ S, is defined as

θ†\φ (f)s

{
As

// Bφ(s)

a 7−→ (fφ(s)i
(a, s, i))i∈|φ(s)|

and, to every g : A // ∆\
φ(B), the T -sorted mapping that, for t ∈ T , is defined as

(θ†\φ )−1(g)s

{ ∐†
φ(A)t

// Bt

(a, s, i) 7−→ gs(a)i

From this follows that every F-morphism of h-signatures induces a functor be-
tween the associated categories of formal h-polynomials.

Proposition 79. Every F-morphism d : Σ // Λ induces a functor Polfuj(d) de-
fined as

X

Pol(Σ)

P

²²

7−→

∐†
φ X

Pol(Λ)

(θ†\φ )−1
((

θ†\φ (ηΛ∐†
φ X

)
)]◦P

)

²²
Y

∐†
φ Y

Polfuj(d)
//
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where
(
θ†\φ (ηΛ∐†

φ X
)
)] arises from

X
η
Σ
X //

(η†\φ )X

²²

θ†\φ (ηΛ∐†
φ X

)
NNNNNNNN

''NNNNN

FrΣ(X)

(
θ†\φ (ηΛ∐†

φ X
)
)]

²²
∆\

φ

∐†
φ X

∆\
φ(ηΛ∐†

φ X
)

// ∆\
φ(FrΛ(

∐†
φ X))

with η†\φ the unit of the adjunction
∐†

φa∆\
φ.

Let us remark that, in the preceding Proposition, (η†\φ )X assigns, to x ∈ Xs, the
family ((x, s, 0), . . . , (x, s, |φ(s)| − 1)). We can say, informally, that to a variable
x ∈ Xs corresponds in

∐†
φ X a family of variables of the form (x, s, i), with sorts

φ(s)i, and that, for a morphism P : X // Y in Pol(Σ) and (y, s, i) ∈ (
∐†

φ Y )t,
Polfuj(d)(P )φ(s)i

(y, s, i) is the formal h-polynomial for Λ obtained by replacing,
recursively, in Ps(y) the formal operations σ : w // s by the families of oper-
ations d(σ) : φ](w) // φ(s) and the variables x ∈ Xs by families of variables
(x, s, j)j∈|φ(s)|.

The above construction can be lifted to a pseudo-functor from the category of
h-signatures and F-morphisms into the category Cat.

Proposition 80. From Sigfuj into Cat there exists a pseudo-functor Polfuj defined
as

Σ

Sigfuj

d
²²

7−→
Pol(Σ)

Cat

Polfuj(d)
²²

Λ Pol(Λ)

Polfuj //

(1) Given h-signatures Σ, Λ and Ω, the natural isomorphism γΣ,Λ,Ω is, for every
d : Σ // Λ and e : Λ // Ω, the natural isomorphism from e¦ ◦d¦ into (e◦
d)¦ that assigns to every S-sorted set X, the morphism γ

d,e
X :

∐†
ψ

∐†
φ X // ∐†

ψ]◦φ X

in Pol(Ω) that corresponds to the U -sorted mapping

∐†
ψ]◦φ X

ρX // ∐†
ψ

∐†
φ X

η
Ω∐†

ψ

∐†
φ X

// FrΩ(
∐†

ψ

∐†
φ X)
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where ρ is the isomorphism obtained from the following diagram

SetS

ED

BC

∐
ψ]◦φ

oo

∐
φ

##GGGGGGGGGGGGGGGGGG

∐†T

φ

²²
SetT

∐
ψ

##GGGGGGGGGGGGGGGGGG

∐†U

ψ

²²

SetT ?

ED

BC

∐
ψ]

oo

=

∐
ψ?

$$HHHHHHHHHHHHHHHHHH

(·)†T

oo

SetU SetU?
(·)†U

oo SetU??
(·)†U?

oo

∐
fU

zzvvvvvvvvvvvvvvvvvv

SetU?

Â ÂÂ ÂKS (ζU?

)−1

(·)†U

ccGGGGGGGGGGGGGGGGGG

ssssu}
(γφ,ψ]

)−1

=

and γ the isomorphism associated to the pseudo-functor Setq. To simplify
the notation we write γd,e instead of (γΣ,Λ,Ω)d,e.

(2) For an h-signature Σ, the natural isomorphism νΣ from IdPol(Σ) into Polfuj(GS

, ηBS

Σ ) is, for an S-sorted set X, the morphism, in the category Pol(Σ),

ν
Σ
X : X // ∐

idΣX that corresponds to the S-sorted mapping

∐†
GS

X
τS
X // X

η
Ω
X // FrΩ(X)

with τS the isomorphism in the diagram

SetS

∐
GS

''NNNNNNNNNNNNNNNNN

IdSetS

²²
SetS SetS?

(·)†S

oo

ssssu}τS

defined, for every S-sorted set A, as the S-sorted mapping that, for s ∈ S,
assigns to ((a, s), (s), 0), a.

We can give an alternative description of the pseudo-functors Algfuj and Polfuj

because, for an h-signature Σ, there exists an F-morphism ĩdfuj(Σ) = (idS? , ĩdfuj(Σ))
from fuj(Σ) into Σ, with idS? : S? // S? the identity in S? and

ĩdfuj(Σ) : FrBS (
∐

1×GS
Σ)fS×1

// PolBS (
∐

1×GS
Σ)fS×1

the canonical isomorphism.
The value of the functor Algfuj in the F-morphism ĩdfuj(Σ) determines a func-

tor from Alg(Σ) into Alg(fuj(Σ)), that assigns to every Σ-algebra (B, G) the
fuj(Σ)-algebra (B\, G]

fS×1), whose algebraic structure associates to every formal
h-polynomial P : w // u for fuj(Σ), the realization of the formal h-polynomial
P : f w // u for PolBS (Σ) in (B, G).
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If d : Σ // Λ is an F-morphism of h-signatures, then the composition of Algfuj(ĩdfuj(Λ))
and Alg(φ, d̃), where (φ, d̃) is the morphism of h-signatures associated to the F-
morphism d, by the Prop. 68, is identical to Algfuj(d).

Proposition 81. Let d : Σ // Λ be an F-morphism of h-signatures. Then the
following diagram commutes

Alg(Σ)

Alg(Λ)

Algfuj(d)

OO

Algfuj(idT ? , ĩdfuj(Λ))
// Alg(fuj(Λ))

Alg(φ, d̃)
iiSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

The functors Algfuj(ĩdfuj(Σ)) are the components of a natural transformation,
from which we obtain the functor Algfuj.

Proposition 82. From Alg into Alg ◦ fujop there exists a natural transformation
α = (Algfuj(idS? , ĩdfuj(Σ)))Σ∈Sig.

Sigop fujop //

Alg
##HHHHHHHHHHHH Sigop

Alg
{{vvvvvvvvvvvv

Cat

hhhh 08α

The value of the functor Polfuj in the F-morphism ĩdfuj(Σ) is the functor that to
a morphism P : X // Y in Pol(fuj(Σ)) assigns the morphism in Pol(Σ)

X†
(θ†\)−1

((
(ηΣ

X†)\ ◦ η†\X

)] ◦ P
)

// Y †

If d : Σ // Λ is an F-morphism of h-signatures, then the composition of Pol(φ, d̃)
and Polfuj(ĩdfuj(Λ)) is Polfuj(d).

Proposition 83. Let d : Σ // Λ be an F-morphism. Then for the corresponding
morphism of h-signatures (φ, d̃) : Σ // fuj(Λ) we have that the following diagram
commutes

Pol(Σ)

Polfuj(d)

²²

Pol(φ, d̃)

''NNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN

Pol(Λ) Pol(fuj(Λ))
Polfuj(idT ? , ĩdfuj(Λ))

oo

The functors Polfuj(ĩdfuj(Σ)) are, also, the components of a natural transforma-
tion.
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Proposition 84. From the functor Pol ◦ fuj into the functor Pol there exists a
natural transformation β = (Polfuj(idS? , ĩdfuj(Σ)))Σ∈Sig.

Sig
fuj //

Pol
##FF

FF
FF

FF
FF

FF
Sig

Pol
{{xx

xx
xx

xx
xx

xx

Cat

iiiipx
β

Lemma 7. For every h-signature Σ the following diagram iso-commutes

Alg(Σ)×Pol(fuj(Σ))
αΣ × Id

//

Id× βΣ

²²

Alg(fuj(Σ))×Pol(fuj(Σ))

Pdfuj(Σ)

²²
Alg(Σ)×Pol(Σ)

PdΣ
// Set

Proposition 85. From the category Sigop
fuj × Sigfuj into Cat we have a pseudo-

functor defined as

(Σ,Λ)

Sigop
fuj × Sigfuj

(d, e)
²²

7−→

Alg(Σ)×Pol(Λ)

Cat

Algfuj(d)× Polfuj(d)
²²

(Σ′,Λ′) Alg(Σ′)×Pol(Λ′)

Algfuj(·)× Polfuj(·) //

as well as the functor KSet constantly Set. Then Pd = (PdΣ)Σ∈Sig, together
with the family θ = (θd)d∈Mor(Sigfuj)

, where θ
d
A,X = θ†\X,A, is a pseudo-extranatural

transformation from the pseudo-functor Algfuj(·)× Polfuj(·) into the functor KSet.

From this last proposition we can assert that the realization of the formal h-
polynomials is invariant relative to the F-morphisms of h-signatures, i.e., that, for
every F-morphism of h-signatures d : Σ // Λ, if (P, Q) is a Σ-equation of type
(X, Y ) and B a Λ-algebra, then

Algfuj(d)(B) |=Σ (P, Q) iff B |=Λ Pol2fuj(d)(P,Q)

where Pol2fuj(d)(P, Q) is the Λ-equation (Polfuj(d)(P ), Polfuj(d)(Q)) of type (
∐†

φ X,
∐†

φ Y ).

Corollary 12. The quadruple (Sigfuj,Algfuj, Polfuj, (Pd, θ)) is an institution on
Set, the institution of Fujiwara.

In the preceding section we obtained a category of h-signatures in which the
morphisms of Fujiwara were the transformations between the h-signatures. In this
section we will obtain a structure of 2-category on the category of h-signatures
and F-morphisms, through the concept of deformation between F-morphisms. The
deformations that we consider are a generalization of the concept of equivalence
between F-morphisms, defined by Fujiwara in [Fuj60]. The deformations between
F-morphisms, in his turn, determine natural transformations between the func-
tors associated to the F-morphisms, that will allow us to lift the pseudo-functors
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Algfuj and Polfuj to 2-functors, and hence to obtain, by applying a construction of
Ehresmann-Grothendieck to Algfuj, a 2-category Algfuj.

As we will see, the deformations are, also, compatible with the realization of
the formal h-polynomials in the h-algebras and this will be characterized through
the concept of pseudo-extranatural transformation between pseudo-functors on 2-
categories. From this we will obtain that the relation between formal h-polynomials
and h-algebras is an example of 2-institution, that generalizes the usual concept of
institution. Following this, we define a 2-category of heterogeneous pretheories,
Thpfuj, with objects the heterogeneous pretheories, morphisms the F-morphisms
between h-signatures that are compatible with the equations, and 2-cells the defor-
mations between F-morphisms of pretheories. In such a 2-category we will show the
equivalence of the pretheories of Hall and Bénabou, equivalence that was showed,
for the categories of corresponding algebras, in the section on Hall and Bénabou
algebras.

To study the deformations we need to consider some derived operations in the
h-algebras of formal h-polynomials for the different h-signatures.

Definition 36. Let S be set of sorts.

(1) For every w ∈ S?? and i ∈ |w|, let πw
i be the derived operation of type

λ // (fw, wi) defined as

〈πfw
si

, πfw
si+1−1〉fw,wi

where w is of the form

((·, . . . , ·), . . . ,
wi︷ ︸︸ ︷

( ·
si

, . . . , ·
si+1−1

), . . . , (·, . . . , ·))

and, for every i ∈ |w|, ni = |wi| and si =
∑

α∈i nα.
(2) For every u ∈ S? and w ∈ S??, let 〈 〉u,w be the derived operation of type

((u, w0), . . . , (u,w|w|−1)) // (u, fw) defined as

〈P0, . . . , P|w|−1〉u,w = 〈πw0
0 ◦ P0, . . . , π

w0
|w0|−1 ◦ P0, . . . ,

π
w|w|−1
0 ◦ P|w|−1, . . . , π

w|w|−1

|w|w|−1|−1 ◦ P|w|−1〉u,fw

(3) For every n ∈ N, and u, w ∈ S?n, let fu,w be the derived operation of type
((u0, w0), . . . , (un−1, wn−1)) // (fu,fw) defined as

fu,w(P0, . . . , Pn−1) = 〈P0 ◦ πu
0 , . . . , Pn−1 ◦ πu

n−1〉fu,w

From now on, to simplify the notation, we will omit some indexes in the expres-
sions. Moreover, for the operations of the form fu,w we adopt the infix notation,
and we will write P0 f · · · f Pn−1 instead of fu,w(P0, . . . , Pn−1), the type, in his
turn, will be u0 f · · ·f un−1

// w0 f · · ·f wn−1.
For the algebras of formal h-polynomials PolBS (Σ), the operations fu,w are,

essentially, the result of gather in a family the corresponding formal h-polynomials,
relabeling adequately the variables.

Definition 37. Let d and e be F-morphisms from Σ into Λ. A deformation from
d into e is a choice function ξ for the S-sorted set (PolBT

(Λ)φ(s),ψ(s))s∈S , such
that, for every formal operation σ : w // s, we have that the following diagram
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commutes

FrΛ(↓φ(s))ψ(s) × FrΛ(↓φ](w))φ(s)

◦
**TTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

1

〈ξs, d(σ)〉
66mmmmmmmmmmmmmmmmmmm

〈e(σ), ξw〉 ((QQQQQQQQQQQQQQQQQQQ FrΛ(↓φ](w))ψ(s)

FrΛ(↓ψ](w))ψ(s) × FrΛ(↓φ](w))ψ](w)

◦

44jjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

or, to simplify, that the following equation holds

ξs ◦ d(σ) = e(σ) ◦ ξw

where ξw is the formal h-polynomial ξw0f · · ·fξw|w|−1 .
We agree that ξ : d /o _ // e denotes the deformation ξ from d into e.

The deformations are families of formal h-polynomials ξ = (ξs)s∈S such that, for
every s ∈ S, ξs ∈ FrΛ(↓φ(s))ψ(s), i.e., ξs is ((ξs)0, . . . , (ξs)|ψ(s)|−1) such that, for
every i ∈ |ψ(s)|, (ξs)i is a formal h-polynomial for Λ of type ψ(s)i, with variables
those associated to the word φ(s). The commutativity condition we represent by
the commutativity of the following diagram

φ](w)
d(σ)

//

ξw

²²

φ(s)

ξs

²²
ψ](w)

e(σ)
// ψ(s)

were ξw arises as

φ(w0) f · · ·f φ(w|w|−1)

π
φ?(w)
|w|−1

**UUUUUUUUUUUUUUU

ξw

²²

π
φ?(w)
0uujjjjjjjjjjjjjjj

φ(w0)

ξw0

²²

φ(w|w|−1)

ξw|w|−1

²²

ψ(w0) f · · ·f ψ(w|w|−1)

π
ψ?(w)
|w|−1

**UUUUUUUUUUUUUUU

π
ψ?(w)
0uujjjjjjjjjjjjjjj

ψ(w0) ψ(w|w|−1)

The commutativity condition in the above definition can be extended to the
formal h-polynomials.

Proposition 86. Let d and e be F-morphisms from Σ into Λ and ξ : d /o _ // e a
deformation. Then, for every formal h-polynomial P : u // w in PolBS (Σ), the
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following diagram commutes

φ](u)
d](P )

//

ξu

²²

φ](w)

ξw

²²
ψ](u)

e](P )
// ψ](w)

The deformations can be both horizontally and vertically composed, and from
this we will obtain a structure of 2-category on the h-signatures.

Definition 38. Given the configuration

Σ

d

!!
e //

h

== Λ

²OÂ
²² ξ

²OÂ
²² χ

the vertical composition of ξ and χ, denoted by χ ◦ ξ, is (χs ◦ ξs)s∈S .

Proposition 87. The vertical composition of deformations is a deformation.

Definition 39. Given the configuration

Σ
d

((

e
66 Λ

h
((

i
66 Ω

²OÂ
²² ξ

²OÂ
²² χ

the horizontal composition of ξ and χ, denoted by χ ∗ ξ, is the S-family such that,
for every s ∈ S, (χ ∗ ξ)s is the diagonal in the following diagram

γ](φ(s))
h](ξs) //

χφ(s)

²²

γ](ψ(s))

χψ(s)

²²
ν](φ(s))

i](ξs)
// ν](ψ(s))

The definition of the horizontal composition is sound because, for every s ∈ S,
ξs is a formal h-polynomial in PolBT (Λ)φ(s),ψ(s) and, because χ is a deformation,
the above diagram commutes.

Proposition 88. The horizontal composition of deformations is a deformation.

Once defined the horizontal composition of deformations, we state, in the follow-
ing proposition, that the horizontal and vertical composition of deformations fulfill
the interchange law of Godement.

Proposition 89. Given the configuration

Σ

d0

!!
d1

//

d2

== Λ

e0

!!
e1 //

e2

== Ω

²OÂ
²² ξ

²OÂ
²² χ

²OÂ
²² ξ
′

²OÂ
²² χ
′

we have that (χ′ ∗ χ) ◦ (ξ′ ∗ ξ) = (χ′ ◦ ξ′) ∗ (χ ◦ ξ).
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Definition 40. For every F-morphism d : Σ // Λ, we denote by idd the S-family
(〈πφ(s)

0 , . . . , π
φ(s)
|φ(s)|−1〉φ(s),φ(s))s∈S .

Proposition 90. For every F-morphism d : Σ // Λ, idd is the identity deforma-
tion for d.

Proposition 91. Given the configuration

Σ
d

((

d
66 Λ

e
((

e
66 Ω

²OÂ
²² idd

²OÂ
²² ide

we have that ide ∗ idd is the identity for e ◦ d.

Corollary 13. The h-signatures together with the F-morphisms and the deforma-
tions between the F-morphisms determine a 2-category, denoted as Sigfuj.

The deformations between F-morphisms from an h-signature into another, deter-
mine natural transformations among the functors between the categories of algebras
for the h-signatures.

Proposition 92. Let d and e be F-morphisms from Σ into Λ and ξ : d /o _ // e a
deformation in Sigfuj. Moreover, for every Λ-algebra (B,G), let ξ(B,G) be the

S-sorted mapping (ξ(B,G)
s )s∈S. Then, ξ(B,G) : Bφ

// Bψ is a homomorphism of
Σ-algebras from Algfuj(d)(B,G) into Algfuj(e)(B, G).

Proposition 93. Let ξ : d /o _ // e be a deformation in Sigfuj, with d and e F-
morphisms from Σ into Λ. Then the family (ξB)B∈Alg(Λ), denoted by Algfuj(ξ),
is a natural transformation from the functor Algfuj(d) into the functor Algfuj(e).

The pseudo-functor Algfuj : Sigfuj
// Cat can be lifted to the 2-cells in the

2-category Sigfuj.

Proposition 94. From the 2-category Sigfuj into the 2-category Cat there ex-
ists a pseudo-functor, contravariant in the morphisms and covariant in the 2-cells,
denoted as Algfuj, and defined as

Σ

Sigfuj

d

¾¾

e

¤¤

ξ
/o _ //

Alg(Σ)

Cat
Algfuj //

Λ Alg(Λ)

Algfuj(d)

AA

Algfuj(e)

]]

Algfuj(ξ)____ +37−→

together with the natural isomorphisms γΣ,Λ,Ω and νΣ defined in the Prop. 74.

From this we can lift the category Alg to the 2-category

Algfuj =
∫∫ Sigfuj

Algfuj,

with objects (0-cells) pairs ((S, Σ), (A,F )), where S is a set of sorts, Σ an S-
sorted signature and (A, F ) a Σ-algebra, morphisms (1-cells) from ((S, Σ), (A,F ))
into ((T, Λ), (B, G)) the pairs ((φ, d), f), where (φ, d) is a morphism of Fujiwara
from (S, Σ) into (T,Λ) and f a homomorphism of Σ-algebras from (A,F ) into
Algfuj(φ, d)(B, G) = (Bφ, G]

φ]×φ] ◦ d), and 2-cells from ((φ, d), f) into ((ψ, e), g),
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where ((φ, d), f) and ((ψ, e), g) are morphisms from ((S, Σ), (A,F )) into ((T, Λ), (B, G)),
the 2-cells ξ : (S, Σ) /o _ // (T,Λ) in Sigfuj such that the following diagram commutes

Algfuj(d)(B, G)

ξ(B,G)

²²

(A, F )

f
55kkkkkkkkkkkkk

g ))SSSSSSSSSSSSS

Algfuj(e)(B,G)

We only remark that for the following cofiguration of 2-cells

(Σ, A)
(d, f) **

(e, g)
44 (Λ, B)

(h, p) **

(i, q)
44 (Ω, C)²OÂ

²² ξ
²OÂ
²² χ

we have the commutative diagram

Algfuj(h ◦ d)(C)

ξAlgfuj(h)(C)

²²

Algfuj(d)(χC)
wwwwwww

{{wwwwwww
Algfuj(d)(B)

Algfuj(d)(p)dddddd

22ddddddddddddd

Algfuj(d)(q)
UUU

**UUU

ξB

²²

Algfuj(i ◦ d)(C)

ξAlgfuj(i)(C)

²²

A

f

<<zzzzzzzzzzzzzzzzzz

g

""DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD
DD

DD

Algfuj(h ◦ e)(C)

Algfuj(e)(χC)
wwwwwww

{{wwwwwww
Algfuj(e)(B)

Algfuj(e)(p)dddddd

22ddddddddddddd

Algfuj(e)(q)
UUU

**UUU

Algfuj(i ◦ e)(C)

The deformations between F-morphisms from an h-signature into another, also
determine natural transformations among the functors between the categories of
formal h-polynomials for the h-signatures.

Definition 41. Let d and e be F-morphisms from Σ into Λ and ξ : d /o _ // e a de-
formation in Sigfuj. For an S-sorted set X let ξX :

∐†
ψ X // FrΛ(

∐†
φ X) be the

T -sorted mapping defined, for t ∈ T , as the mapping

(x, s, i) 7−→ (ξs)i(v
φ(s)0
0 /(x, s, 0), . . . , vφ(s)|φ(s)|−1

|φ(s)|−1 /(x, s, |φ(s)| − 1))

This definition is sound because, for every j ∈ |φ(s)|, we have that (x, s, j) ∈
(
∐†

φ X)φ(s)j
and (ξs)i : φ(s) // ψ(s)i, hence (ξX)t(x, s, i) is a formal h-polynomial

for (T, Λ) of type ψ(s)i = t.
The mappings ξX , for every S-sorted set X, are, in the category Pol(Λ), mor-

phisms from
∐†

φ X into
∐†

ψ X, and are the components of a natural transformation.
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Proposition 95. Let ξ : d /o _ // e be a deformation in Sigfuj, with d, e F-morphisms
from Σ into Λ. Then (ξX)X∈Pol(Σ), denoted by Polfuj(ξ), is a natural transforma-
tion from Polfuj(d) into Polfuj(e).

The preceding Proposition is analogous to the Prop. 86 for formal operations
with variables in arbitrary heterogeneous sets.

The pseudo-functor Polfuj : Sigfuj
// Cat can be lifted to the 2-cells of the

2-category Sigfuj.

Proposition 96. From the 2-category Sigfuj into Cat there exists a pseudo-functor,
covariant in the morphisms and the 2-cells, denoted as Polfuj,and defined as

Σ

Sigfuj

d

¾¾

e

¤¤

ξ
/o _ //

Pol(Σ)

Cat
Polfuj //

Polfuj(e)

¢¢

Polfuj(d)

ÀÀ

Polfuj(ξ)____ +3

Λ Pol(Λ)

7−→

together with the natural isomorphisms γΣ,Λ,Ω and νΣ defined in the Prop. 80.

Now we show that the realization of the formal h-polynomials in the respective
algebras is consistent with the additional structure derived from the deformations.

Lemma 8. Let ξ : d /o _ // e be a deformation in Sigfuj from the F-morphism d into
the F-morphism e, both from Σ into Λ. Then, for every Λ-algebra B = (B, G), and
S-sorted set X, the following diagram commutes

B∐†
φ X

(ξX)B

//

(θ†\φ )X,B

²²

B∐†
ψ X

(θ†\ψ )X,B

²²
(∆\

φB)X
(ξB)X

// (∆\
ψB)X

The following proposition, in which we will state the existence of a pseudo-
functor from the 2-category Sigop

fuj × Sigfuj into Cat, will be the basis to obtain a
2-institution on Set.

Proposition 97. From the 2-category Sigop
fuj×Sigfuj into the 2-category Cat there

exists a pseudo-functor defined as

(Σ,Λ)

Sigop
fuj × Sigfuj

(d, e)
²²

7−→

Alg(Σ)×Pol(Λ)

Cat

Algfuj(d)× Polfuj(d)
²²

(Σ′,Λ′) Alg(Σ′)×Pol(Λ′)

Algfuj(·)× Polfuj(·) //
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as well as the functor KSet, constantly Set. Then Pd = (PdΣ)Σ∈Sigfuj
, together

with the family θ = (θd)d∈Mor(Sigfuj)
, with θ

d
A,X = θ†\X,A, is a pseudo-extranatural

transformation from Algfuj(·)× Polfuj(·) into KSet.

Corollary 14. The quadruple (Sigfuj, Algfuj, Polfuj, (Pd, θ)) is a 2-institution on
Set, the 2-institution of Fujiwara.

Our final objective is to define the 2-category of heterogeneous pretheories and to
show that the pretheories of Hall and Bénabou are equivalent in such a 2-category.

The translation of equations determined by the functors Polfuj(d) allows us to
define the concept of F-morphism of pretheories from (Σ, E) into (Λ,H) as an
F-morphism of h-signatures d : Σ // Λ such that Polfuj(d)2[E ] ⊆ CnΛ(H). The
pretheories together with the F-morphisms between them determine, also by the
Prop. 85, a category denoted as Thpfuj. Moreover, we have a contravariant pseudo-
functor Algth

fuj from Thpfuj into Cat, as well as a covariant pseudo-functor Polthfuj

from Thpfuj into Cat that extend to Algfuj and Polfuj, respectively.
From the deformations between F-morphisms we obtain a structure of 2-category

on the categories Thp, Thpder or Thpfuj. However, the condition of commuta-
tivity of the deformations is, for the pretheories, too much strict, because, for a
deformation, it requires that the translation of a formal operation realized by the
source F-morphism can be transformed, by the deformation, in exactly the same
polynomial assigned by the target F-morphism. Under the presence of equations,
the transformation of formal operations can be fulfilled, generally, only modulo
the equivalence generated by the equations in the target pretheory. For the F-
morphisms of pretheories, the following notion of deformation seems to be more
adequate.

Definition 42. Let (φ, d) and (ψ, e) : (S, Σ, E) // (T, Λ,H) be F-morphisms of
pretheories. A deformation from (φ, d) into (ψ, e) is choice function ξ for the S-
sorted set (PolBT

(Λ)φ(s),ψ(s))s∈S , such that, for every formal operation σ : w // s,
we have that

ξs ◦ d(σ) ≡H e(σ) ◦ ξw

i.e., such that the following diagram commutes

φ](w)
[d(σ)]H //

[ξw]H
²²

φ(s)

[ξs]H
²²

ψ](w)
[e(σ)]H

// ψ(s)

For the above definition of deformation between F-morphisms of pretheories,
we can obtain results similar to those obtained for the deformations between F-
morphisms of h-signatures, from which we can define a 2-category Thpfuj of prethe-
ories, F-morphisms and deformations between F-morphisms. In such a 2-category
we can show, for example, the equivalence of the pretheories of Hall and Bénabou,
equivalence that was showed, for the categories of corresponding algebras, in the
Prop. 45.

To show that the pretheories (ΣBS , EBS ) and (ΣHS , EHS ) are equivalent in the
2-category Thpfuj we need to define two F-morphisms between them.
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Definition 43. Let S be a set of sorts. From the h-signature ΣBS into the h-
signature ΣHS , we have the F-morphism (φ, d), with φ the mapping

S? × S? // (S? × S)?

(u, v) 7−→ ((u, v0), . . . , (u, v|v|−1))

and d : ΣBS // PolBS?×S
(ΣHS )φ]×φ defined as

(1) For every w ∈ S?, and i ∈ |w|,
d(πw

i ) = (πw
i )

(2) For every u, w ∈ S?,

d(〈 〉u,w) = (vu,w0
0 , . . . , v

u,w|w|−1

|w|−1 )

(3) For every u, v, w ∈ S?,

d(◦u,v,w) = (ξu,v,w0(v
u,w0
|v| , vu,v0

0 , . . . , v
u,v|v|−1

|v|−1 ), . . .

, ξu,v,w|w|−1(v
u,w|w|−1

|v|+|w|−1, v
u,v0
0 , . . . , v

u,v|v|−1

|v|−1 ))

Let us show that the above definition is sound.
For the formal operations πw

i ∈ ΣBS

λ,(w,(wi))
, we have that

d(πw
i ) ∈ PolBS?×S

(ΣHS )φ](λ),φ(w,(wi))

= PolBS?×S
(ΣHS )λ,((w,(wi)))

= FrΣHS (↓λ)((w,(wi)))

because d(πw
i ) is a word of length 1 that has a formal operation of coarity (w, (wi)).

For the formal operations 〈 〉u,w ∈ ΣBS

((u,(w0)),...,(u,(w|w|−1))),(u,w), we have that

d(〈 〉u,w) ∈ PolBS?×S
(ΣHS )φ]((u,w0),...,(u,(w|w|−1))),φ(u,w)

= PolBS?×S
(ΣHS )((u,w0),...,(u,w|w|−1)),((u,w0),...,(u,w|w|−1))

= FrΣHS (↓((u,w0), . . . , (u,w|w|−1)))((u,w0),...,(u,w|w|−1))

because d(〈 〉u,w) is a word of length |w| that, for every i ∈ |w|, has a formal
h-polynomial of coarity (u, (wi)).

For the formal operations ◦u,v,w ∈ ΣBS

((u,v),(v,w)),(u,w), we have that

d(◦u,v,w) ∈ PolBS?×S
(ΣHS )φ]((u,v),(v,w)),φ(u,w)

= PolBS?×S
(ΣHS )((u,v0),...,(u,v|v|−1),(v,w0),...,(v,w|w|−1)),((u,wi)|i∈|w|)

= FrΣHS (↓(((u, vj) | j ∈ |v|), ((v, wi) | i ∈ |w|))((u,wi)|i∈|w|)

because d(◦u,v,w) is a word of length |w| that, for every i ∈ |w|, has a formal
h-polynomial of coarity (u, wi).

From ΣHS into ΣBS we also have an F-morphism, that is the associated to a
derivor.

Definition 44. Let S be a set of sorts. From the h-signature ΣHS into the h-
signature ΣBS we have the F-morphism (ψ, e), with ψ the mapping

S? × S // (S? × S?)?

(w, s) 7−→ ((w, (s)))

and e : ΣHS // PolBS?×S
(ΣBS )ψ]×ψ defined as

(1) For every w ∈ S? and i ∈ |w|,
e(πw

i ) = (πw
i )
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(2) For every u, w ∈ S? and s ∈ S,

e(ξu,w,s) = (vw,s
0 ◦ 〈vu,w0

1 , . . . , v
u,w|w|−1

|w| 〉)
The defined F-morphisms are compatible with the respective equations.

Proposition 98. The F-morphisms (φ, d) and (ψ, e) are F-morphisms of pretheo-
ries

From the compositions of the F-morphisms (φ, d) and (ψ, e) into the respective
identities we have invertible deformations from which follows the equivalence of the
corresponding pretheories.

Proposition 99. The pretheories (ΣBS , EBS ) and (ΣHS , EHS ) are equivalent in the
2-category Thpfuj.

3. La 2-categoŕıa Mnd(C).

En esta sección definimos una cierta 2-categoria de mónadas sobre una categoria
arbitraria pero fija C, y demostramos la existencia de un 2-isomorfismo entre ella y
ciertas 2-categoŕıas asociadas a las construcciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore.
Más adelante, demostraremos que el proceso descrito en esta sección forma parte
de un functor contravariante desde la categoŕıa Adj, de categoŕıas y adjunciones,
hasta la categoŕıa 2−Cat, de 2-categoŕıas y 2-functores. Además, componiendo tal
functor contravariante con el functor de olvido de 2−Cat en Cat, obtendremos,
mediante la construcción de Ehresmann-Grothendieck, la categoŕıa Mndalg de las
mónadas y morfismos algebraicos, para la que el functor correspondiente hasta Adj
será una fibración.

3.1. Las categoŕıas Mnd(C), Kl(C) y EM(C).

Definition 45. Sea C una categoŕıa y T = (T, η, µ), T′ = (T ′, η′, µ′) dos C-
mónadas. Un morfismo de C-mónadas λ : T //T′ es una transformación natural
λ : T +3 T ′ tal que λ ◦ η = η′ y λ ◦ µ = µ′ ◦ (λ ∗ λ), i.e., tal que los siguientes
diagramas conmutan.

Id
η //

η′
""EE

EE
EE

EE
EE

EE
T

λ

²²
T ′

T ◦ T
λ ∗ λ //

µ

²²

T ′ ◦ T ′

µ′

²²
T

λ
// T ′

Si λ : T //T′ y λ′ : T′ //T′′ son morfismos de C-mónadas, su composición es la
transformación natural λ′ ◦ λ : T //T′′.

Como es bien sabido, cada grupo G determina una mónada G = (G × −, η, µ)
sobre Set, en la que η es la transformación natural de IdSet en G × − que a un
conjunto X le asigna la aplicación ηX : X // G×X que a un x ∈ X le asocia (1, x),
y µ la transformación natural de (G×−)◦(G×−) en G×− que a un conjunto X le
asigna la aplicación µX : G× (G×X) // G×X que a un (a, (b, x)) ∈ G× (G×X)
le asocia (ab, x) ∈ G ×X. Por otra parte, si f : G // G′ es un homomorfismo de
grupos, entonces f determina una transformación natural λf del functor G×− en
el functor G′ × − que a un conjunto X le asigna la aplicación λf

X = f × idX de
G×X en G′ ×X, y que es un morfismo de la mónada G en la mónada G′.

Proposition 100. Sea C una categoŕıa. Las C-mónadas y los morfismos entre
ellas determinan una categoŕıa, denotada como Mnd(C). ¤
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Proposition 101. Sean T y T′ dos C-mónadas. Entonces existe una biyección
entre

(1) Los morfismos de C-mónadas λ : T //T′.
(2) Los functores H : Kl(T) // Kl(T′) tales que el siguiente diagrama con-

muta

Kl(T)

H

²²

C

FT
99tttttttttttt

FT′ %%JJJJJJJJJJJJ

Kl(T′)

Proof. Sea λ : T // T′ un morfismo de C-mónadas. Entonces λ determina un
functor Hλ de Kl(T) en Kl(T′), precisamente el definido sobre los objetos como la
identidad y que a cada P : Y // T (X) en C le asigna λX ◦ P .

El functor Hλ preserva las identidades porque λ◦η = η′. Veamos que Hλ preserva
composiciones. Sean Q : Z // T (Y ) y P : Y // T (X) un par de morfismos com-
ponibles en C. Entonces tenemos que

Hλ(P ¦Q) = λX ◦ µX ◦ T (P ) ◦Q

= µ′X ◦ (λ ∗ λ)X ◦ T (P ) ◦Q

= µ′X ◦ T ′(λX) ◦ λT (X) ◦ T (P ) ◦Q

= µ′X ◦ T ′(λX) ◦ T ′(P ) ◦ λT (Y ) ◦Q

= (λT (X) ◦ P ) ¦ (λT (Y ) ◦Q)

= Hλ(P ) ¦Hλ(Q)

Se cumple que Hλ es tal que Hλ ◦FT = FT′ , puesto que, para cada f : Y // X en
C, se cumple que

Hλ ◦ FT(f) = Hλ(ηX ◦ f)

= λX ◦ ηX ◦ f = η′X ◦ f = FT′(f)

Rećıprocamente, si H : Kl(T) // Kl(T′) es tal que H ◦ FT = FT′ , entonces sea
λH la aplicación que a cada objeto X le asigna H(idT (X)).

Antes de pasar a demostrar que λH es una transformación natural de T en
T ′, comprobamos, en primer lugar, que, para cada Kl(T)-morfismo P : Y // X,
H(P ) = H(idT (X)) ◦ P . El diagrama en Kl(T)

Y
FT(P )

//

P
##GGGGGGGGGGGGGGG T (X)

idT (X)

²²
X
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conmuta, y, puesto que H es functor, también el diagrama en Kl(T′)

Y
H(FT(P ))

//

H(P )
&&LLLLLLLLLLLLLLLLLLL T (X)

H(idT (X))

²²
X

conmuta. Como H(FT(P )) = FT′(P ) = η′T (X) ◦ P , el diagrama en C

T (X)
η′T (X) // T ′T (X)

T ′(H(idT (X))) // T ′T ′(X)

µ′X
²²

Y

P

OO

H(P )
// T ′(X)

conmuta. Pero µ′X ◦ T ′(H(idT (X))) ◦ η′T (X) = H(idT (X)),

T (X)
η′T (X) //

H(idT (X))

²²

T ′T (X)

T ′(H(idT (X)))

²²
T ′(X)

η′T ′(X)

//

idT ′(X)
%%KKKKKKKKKKKKKK

T ′T ′(X)

µ′X
²²

T ′(X)

y por consiguiente, H(T (f)) = H(idT (X)) ◦ T (f).
Veamos que λH : T // T ′ es una transformación natural. Sea f : Y // X un

C-morfismo. Para comprobar la conmutatividad del diagrama

T (Y )
T (f)

//

H(idC
T (Y ))

²²

T (X)

H(idC
T (X))

²²
T ′(Y )

T ′(f)
// T ′(X)

demostramos que ambos caminos coinciden con H(T (f)). Obviamente, se cumple
que H(idT (X)) ◦ T (f) = H(T (f)), porque T (f) : T (Y ) // X es un morfismo en
Kl(T).

Por otra parte, el diagrama en Kl(T)

T (Y )

T (f)

##GGGGGGGGGGGGGG

idT (Y )

²²
Y

FT(f)
// X
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conmuta, luego el diagrama en Kl(T′)

T (Y )

H(T (f))

$$JJJJJJJJJJJJJJJ

H(idT (Y ))

²²
Y

H(FT(f))
// X

también conmuta. Como H(FT(f)) = FT′(f) = η′X ◦ f , el diagrama en C

T ′(Y )
T ′(f)

// T ′(X)
T ′(η′X)

// T ′T ′(X)

µ′X
²²

T (Y )

H(idT (Y ))

OO

H(T (f))
// T ′(X)

conmuta, y, por consiguiente, H(T (f)) = T ′(f) ◦H(idT (Y )).
Veamos que la transformación natural λH es un morfismo de mónadas. Para

cada X ∈ C, H(ηX) = H(FT(idX) = FT′(idX) = η′X , por lo que λH ◦ η = η′.
Además, λH ◦ µ = µ′ ◦ (λH ∗ λH), porque el diagrama en Kl(T)

TT (X)
idTT (X) //

µX

%%KKKKKKKKKKKKKK
T (X)

idT (X)

²²
X

es conmutativo y, por consiguiente, también lo es el diagrama en Kl(T′)

TT (X)
H(idTT (X)) //

H(µX)
&&LLLLLLLLLLLLLLLLL

T (X)

H(idT (X))

²²
X

de donde se sigue la conmutatividad en C del diagrama

TT (X)

GF ED
T ′(λX) ◦ λT (X)

²²H(idTT (X)) //

H(µX)
++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW T ′T (X)

T ′(H(idT (X))) // T ′T ′(X)

µ′X
²²

T ′(X)

Pero H(idT (X)) ◦ µX = H(µX), luego λH ◦ µ = µ′ ◦ (λH ∗ λH).
Sólo falta comprobar que ambos procesos son inversos. Si λ : T //T′ es un mor-

fismo de mónadas, entonces λHλ
es, para cada objeto X, el morfismo λ(idC

T (X)) =
λX . Por otra parte, si H : Kl(T) // Kl(T′), entonces HλH

asigna a un P : Y // X
en Kl(T) el morfismo (λH)X ◦ P = H(idT (X)) ◦ P = H(P ). ¤
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Proposition 102. Sean T y T′ dos C-mónadas. Entonces existe una biyección
entre

(1) Los morfismos de mónadas λ : T //T′.
(2) Los functores H : EM(T′) // EM(T) tales que el siguiente diagrama con-

muta

EM(T′)

H

²²

GT
′

%%KKKKKKKKKKKKK

C

EM(T)
GT

99sssssssssssss

Proof. Cada morfismo λ : T //T′, determina un functor Hλ : EM(T′) // EM(T),
precisamente el que asigna a una T′-álgebra (A,α) la T-álgebra (A,α ◦ λA) y que
es la identidad sobre los morfismos.

Veamos que Hλ está bien definido. Si (A, α) es una T′-álgebra, (A,α ◦ λA) es
una T-álgebra, puesto que

(α ◦ λA) ◦ ηA = α ◦ η′A
= idA ,

(α ◦ λA) ◦ µA = α ◦ µ′A ◦ (λ ∗ λ)A = α ◦ µ′A ◦ λT ′(A) ◦ T (λ)A

= α ◦ T ′(α) ◦ λT (A) ◦ T (λA) = α ◦ λA ◦ T (α) ◦ T (λA)

= (α ◦ λA) ◦ T (α ◦ λA)

Si f : (A,α) // (B, β) es un morfismo de T′-álgebras, entonces Hλ(f) es un ho-
momorfismo de T-álgebras porque

f ◦ α ◦ λA = β ◦ T ′(f) ◦ λA = β ◦ λB ◦ T (f)

La preservación de composiciones e identidades es inmediata, aśı como que
GT ◦H = GT

′
.

Rećıprocamente, si H : EM(T′) // EM(T) es tal que GT ◦H = GT
′
, entonces,

H asigna a cada T′-álgebra (A,α), la T-álgebra H(A,α), cuyo C-objeto subyacente
es, necesariamente, A, y cuya estructura convenimos en denotar por αH . En par-
ticular, para cada objeto A, (T ′(A), µ′A) es una T′-álgebra, a la que el functor H
asigna la T-álgebra (T ′(A), (µ′A)H).

La aplicación A 7→ (µ′A)H es una transformación natural (µ′(·))
H de TT ′ en T ′,

puesto que, para cada f : A // B, por ser µ′ una transformación natural y H es
functor, los diagramas

T ′T ′(A)
T ′T ′(f)

//

µ′A
²²

T ′T ′(B)

µ′B
²²

T ′(A)
T ′(f)

// T ′(B)

TT ′(A)
TT ′(f)

//

(µ′A)H

²²

TT ′(B)

(µ′B)H

²²
T ′(A)

T ′(f)
// T ′(B)

conmutan.
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Sea λH : T +3 T ′ la transformación natural obtenida mediante la composición
de Tη′ con (µ′(·))

H , que a cada A le asigna el morfismo

T (A)
T (η′A)

// TT ′(A)
(µ′A)H

// T ′(A)

Se cumple entonces que, para cada f : A // B, el diagrama

T (A)
T (f)

//

T (η′A)
²²

GF

@A

λH
A

//

T (B)

T (η′B)
²²

ED

BC

λH
B

oo

TT ′(A)
TT ′(f)

//

(µ′A)H

²²

TT ′(B)

(µ′B)H

²²
T ′(A)

T ′(f)
// T ′(B)

conmuta. Además, λH ◦ η = η′, puesto que para cada A, el diagrama

A
ηA //

η′A
²²

T (A) ED

BC

λH
A

oo

T (η′A)

²²
T ′(A)

ηT ′(A) //

id
&&LLLLLLLLLLLLLLLL
TT ′(A)

(µ′A)H

²²
T ′(A)

conmuta. La condición λH ◦ µ = µ′ ◦ (λH ∗ λH) se deriva de la conmutatividad del
diagrama

TT (A)

TλH
A

))

µA //

TTη′A
²²

T (A)

λH
A

yy

Tη′A
²²

TTT ′(A)
µT ′(A) //

T (µ′A)H

²²

TT ′(A)

(µ′A)H

²²
TT ′(A)

λH
T ′(A)

))

(µ′A)H

//

idTT ′(A)

&&LLLLLLLLLLLLLL

Tη′T ′(A)
²²

T ′(A)

idT ′(A)

ww

TT ′T ′(A)
Tµ′A

//

(µ′T ′(A))
H

²²

TT ′(A)

(µ′A)H

²²
T ′T ′(A)

µ′A
// T ′(A)
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en el que el cuadrado inferior conmuta porque el functor H preserva homomorfismos.
Veamos que ambos procesos son inversos. Si λ : T //T′ es un morfismo de

mónadas, entonces λHλ

= λ, puesto que para cada A, el diagrama

T (A)
λA //

Tη′A
²²

T ′(A)

T ′η′A
²²

idT ′(A)

%%KKKKKKKKKKKKK

TT ′(A)
λT ′(A)

//

@A BC

(µ′A)Hλ

OO
T ′T ′(A)

µ′A
// T ′(A)

conmuta.
Finalmente, si H : EM(T′) // EM(T) es tal que GT ◦H = GT

′
, entonces se

cumple que HλH

= H, porque, para cada T′-álgebra (A,α), el T′-homomorfismo
α : (T ′(A), µ′A) // (A,α) es preservado por H, y por tanto el diagrama

T (A)
Tη′A //

idT (A)
$$JJJJJJJJJJJJJ

TT ′(A)
(µ′A)H

//

T (α)
²²

T ′(A)

α

²²
T (A) α

// A

conmuta. ¤

Las correspondencias biuńıvocas de las dos proposiciones anteriores se extienden
hasta respectivos isomorfismos de categoŕıas. Además, demostraremos que ambos
isomorfismos persisten cuando se consideran ciertas 2-células entre los morfismos
de mónadas, y que corresponden, a las transformaciones naturales de los functores
entre las categoŕıas de Kleisli y de Eilenberg-Moore, que conmutan con los functores
libres y de olvido, respectivamente.

Definition 46. Sea C una categoŕıa. Entonces

(1) Kl(C) es la categoŕıa cuyos objetos son las C-mónadas T y en la que los
morfismos de T en T′ son los functores H : Kl(T) // Kl(T′) tales que
H ◦ FT = FT′ .

(2) EM(C) es la categoŕıa cuyos objetos son las C-mónadas T y en la que los
morfismos de T en T′ son los functores H : EM(T′) // EM(T) tales que
GT ◦H = GT

′
.

Proposition 103. Sea C una categoŕıa. Entonces la categoŕıa Mnd(C) es iso-
morfa a las categoŕıas Kl(C) y EM(C)op.

3.2. La institución Mnd(C). Consideramos a continuación una transformación
extranatural que establece una relación entre las categoŕıas de Kleisli y de Eilenberg-
Moore asociadas a las mónadas, y que da lugar a que las mónadas puedan ser
consideradas como una institución.

Proposition 104. Sea λ : T //T′ un morfismo de C-mónadas, P un morfismo
en Kl(T) y (A, α) una T′-álgebra. Entonces Hλ(P )(A,α) = PHλ(A,α).
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Proof. Si P : Y // X es un morfismo en Kl(T), entonces, para cada morfismo
f : X // A, el diagrama

Y

GF ED
PHλ(A,α)

²²

@A BC

Hλ(P )(A,α)

OO
P // T (X)

T (f)
//

λX

// T (A)
λA //

T ′(f)
// T ′(A) α // A

conmuta, puesto que λA ◦T (f) = T ′(f) ◦λX por ser λ una transformación natural.
¤

Proposition 105. Sea T una C-mónada y (A,α) una T-álgebra. Entonces, para
cada f : X // A, los siguientes diagramas conmutan.

T (X)

T (f)

$$JJJJJJJJJJJJ

α ◦ T (f)

²²

TT (X)

T (α ◦ T (f))
²²

µXoo

A T (A)α
oo

X
ηX //

f

²²

T (X)

T (f)
²²

A T (A)α
oo

Proof. Es suficiente comprobar que los diagramas

T (X)

α ◦ T (f)
²²

TT (X)

TT (f)
²²

µXoo

T (A)

α

²²

TT (A)
µAoo

T (α)
²²

A T (A)αoo

X
ηX //

f

²²

T (X)

T (f)
²²

A
ηA //

idA
##GGGGGGGGGGGGG T (A)

α

²²
A

conmutan. ¤
Las construcciones de las proposiciones anteriores se extienden hasta functores

KlC : Mnd(C) // Cat y EMC : Mnd(C)op // Cat, definidos sobre los morfis-
mos de mónadas λ : T //T′ como KlC(λ) = Hλ y EMC(λ) = Hλ.

Para definir la transformación extranatural, en lugar del functor KlC, consider-
amos el functor PolC : Mnd(C) // Cat, definido como PolC(λ) = Hop

λ : Pol(T) // Pol(T′),
siendo Pol(T) = Kl(T)op y Pol(T′) = Kl(T′)op.

Proposition 106. De la categoŕıa Mnd(C)op × Mnd(C) en Cat se tiene un
functor definido como

(T,L)

Mnd(C)op ×Mnd(C)

(λ, δ)
²²

7−→

EM(T)×Pol(L)

Cat

Hλ ×Hop
δ

²²
(T′,L′) EM(T′)×Pol(L′)

EMC(·)× PolC(·)
//

aśı como el functor que es constantemente Set.
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Para cada mónada T, sea PdT el functor definido como

EM(T)×Pol(T) PdT // Set

((A,α), X)

(f, P )

²²

C(X,A)
C(X, f)

xxqqqqqqqqqq
P (A,α)

&&MMMMMMMMMM

C(X, B)

P (B,β) &&MMMMMMMMMM
C(Y, A)

C(Y, f)xxqqqqqqqqqq

((B, β), Y ) C(Y, B)

7−→

siendo PdT(f, P ) la diagonal del cuadrado anterior, que conmuta porque, para cada
a : X // A, el diagrama

Y
P // T (X)

T (a)
// T (A)

T (f)
//

α

²²

T (B)

β

²²
A

f
// B

conmuta, por ser f un homomorfismo de T-álgebras. Entonces la familia PdC =
(PdT)T∈Mnd(C) es una transformación extranatural de EM(·)× Pol(·) en Set.

Proof. Queremos demostrar que PdT es una transformación extranatural, i.e., que
para cada morfismo de mónadas λ : T //T′ el diagrama

EM(T′)×Pol(T)
Hλ × Id //

Id×Hop
λ

²²

EM(T)×Pol(T)

PdT

²²
EM(T′)×Pol(T′)

PdT
′

// Set

conmuta.
Sea (f, P ) : ((A,α), X) // ((B, β), Y ) un morfismo en EM(T′)×Pol(T). En-

tonces, para cada a : X // A, el diagrama

Y
P // T (X)

T (a)
//

λX

²²

T (A)
T (f)

//

λA

²²

T (B)

λB

²²
T ′(X)

T ′(a)
// T ′(A)

T ′(f)
//

α

²²

T ′(B)

β

²²
A

f
// B

conmuta y, por lo tanto, PdT es una transformación extranatural. ¤
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La proposición anterior nos permite considerar a las mónadas sobre una categoŕıa
como una institución.

Proposition 107. Si C una categoŕıa, entonces (Mnd(C), EM, Pol, PdC) es una
institución sobre Set.

3.3. Deformaciones entre morfismos de C-mónadas. A continuación defini-
mos el concepto de deformación entre dos morfismos de C-mónadas aśı como los de
composición vertical y horizontal de deformaciones, y establecemos que la categoŕıa
Mnd(C) es una 2-categoŕıa.

Definition 47. Sean T, T′ dos C-mónadas y λ, λ′ dos morfismos de mónadas de
T en T′. Una deformación de λ en λ′ es una transformación natural Ξ: 1C

+3 T ′

tal que el diagrama

T
Ξλ //

λ′Ξ
²²

T ′T ′

µ′

²²
T ′T ′

µ′
// T ′

conmuta, i.e., tal que

T

»»
T ′ //

T ′

>>

1

»»
T ′ //

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ

ÂÂ ÂÂ
®¶ Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

=

1

»»
T ′ //

T ′

>>

T

»»
T ′ //

ÂÂ ÂÂ
®¶ Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

El hecho de que Ξ: 1C
+3 T ′ sea una deformación de λ en λ′ lo denotamos por

Ξ: λ /o _ // λ′.
Si Ξ: λ /o _ // λ′ : T //T′ y Ξ′ : λ′ /o _ // λ′′ : T //T′ son dos deformaciones, su

composición vertical, denotada por Ξ′ ◦̃ Ξ, es la transformación natural µ′ ◦ Ξ′Ξ,
obtenida como

1

»»
T ′ //

T ′

>>

1

»»
T ′ //

ÂÂ ÂÂ
®¶ Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ Ξ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

Si Ξ: λ /o _ // λ′ : T //T′ y Ξ′ : λ′′ /o _ // λ′′′ : T′ //T′′ son dos deformaciones, su
composición horizontal, denotada por Ξ′ ∗̃Ξ, es la única transformación natural de
1 en T ′′ del diagrama conmutativo

1
Ξ // T ′

Ξ′λ′′ //

λ′′′Ξ′

²²

T ′′T ′′

µ′′

²²
T ′′T ′′

µ′′
// T ′′
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obtenida como

1

¶¶

T ′

»»
T ′′ //

T ′′

>>

1

»»
T ′′ //

ÂÂ ÂÂ
®¶ Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ′′

ÂÂ ÂÂ
®¶ Ξ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

=

1

»»
T ′′ //

T ′′

>>

1

¶¶

T ′

»»
T ′′ //

ÂÂ ÂÂ
®¶ Ξ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ′′′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

Si f, f ′ : G // G′ son dos homomorfismos de grupos conjugados, de manera que
hay un a′ ∈ G′ tal que, para cada x ∈ G, a′f(x) = f ′(x)a′ , entonces a′ determina
una transformación natural Ξa′ de IdSet en G′×− que a un conjunto X le asigna
la aplicación Ξa′

X de X en G′ × X que a un x ∈ X le asocia (a′, x), y que es una
deformación del morfismo λf en el morfismo λf ′ , ya que las dos aplicaciones de
G×X en G′ ×X de los siguientes diagramas coinciden

G×X
Ξa′

G×X //

λf
X

²²

G′ × (G×X)

idG′ × λf
X

²²
G′ ×X

Ξa′
G′×X

// G′ × (G′ ×X)

µ′X
²²

G′ ×X

=

G×X
λf ′

X //

idG × Ξa′
X

²²

G′ ×X

idG′ × Ξa′
X

²²
G× (G′ ×X)

λf ′

G′×X

// G′ × (G′ ×X)

µ′X
²²

G′ ×X

Proposition 108. Sea C una categoŕıa. Las C-mónadas, los morfismos de C-
mónadas y las deformaciones entre ellas determinan una 2-categoŕıa, denotada
como Mnd(C).

Proof. En primer lugar, comprobemos que la composición vertical de deformaciones
es una deformación. En la situación del diagrama

T

λ

ÂÂ
λ′ //

λ′′

??T′
²OÂ
²² Ξ

²OÂ
²² Ξ

′

Ξ′ ◦̃ Ξ es una deformación si el diagrama

T
(Ξ′ ◦̃ Ξ)λ

//

λ′′(Ξ′ ◦̃ Ξ)
²²

T ′T ′

µ′

²²
T ′T ′

µ′
// T ′
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conmuta. Para ello, es suficiente considerar los dos caminos exteriores del diagrama
conmutativo

T ′3
µ′T ′

##
T

GF
Ξ′Ξλ //

Ξ′ΞT

ÁÁΞ′T //

λ′′

²²

GF

@A

λ′′Ξ′Ξ

//

T ′T
T ′ΞT //

T ′λ′

²²

T ′2T

T ′T ′λ

OO

µ′T //

T ′T ′λ
""DD

DD
DD

DD
DD

D T ′T
T ′λ // T ′2

µ′

²²

T ′

T ′Ξ′

²²

T ′2

T ′T ′Ξ

""DD
DD

DD
DD

DD
D

µ′

²²

T ′3
µ′T ′

=={{{{{{{{{{{

T ′µ′

²²
T ′2

µ′
//

T ′T ′Ξ

²²

T ′

T ′Ξ
""DD

DD
DD

DD
DD

DD T ′3
T ′µ′ //

µ′T ′

²²

T ′2

µ′

»»1
11

11
11

11
11

11
11

11
11

1

T ′2

µ′

((QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

T ′3

µ′T ′
66mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

T ′µ′
// T ′2

µ′
// T ′

La composición vertical es claramente asociativa.
La composición horizontal de deformaciones es una deformación. En la situación

del diagrama

T

λ
((

λ′

66 T′
λ′′

((

λ′′′
66 T′′

²OÂ
²² Ξ

²OÂ
²² Ξ

′

Ξ′ ∗̃ Ξ es una deformación si

T
(Ξ′ ∗̃ Ξ) ∗ (λ′′ ◦ λ)

//

(λ′′′ ◦ λ′) ∗̃ (Ξ′ ∗̃ Ξ)
²²

T ′′T ′′

µ′′

²²
T ′′T ′′

µ′′
// T ′′
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conmuta, lo que se deduce de la conmutatividad del diagrama

T

GF ED
(Ξ′ ∗̃ Ξ)T

²²ΞT //

λ′

²²

T ′T
λ′′′T //

T ′λ

ÁÁ=
==

==
==

==
==

= T ′′T
T ′′Ξ′T //

T ′′λ

²²

T ′′2T
µ′′T //

T ′′T ′′λ

²²

T ′′T ′ ED

BC

T ′′(λ′′ ◦ λ)

oo

T ′′λ

²²
T ′2

λ′′′T ′ //

λ′′′λ′′′
==

==

ÁÁ=
==

=µ′

²²

T ′′T ′
T ′′Ξ′T ′//

T ′′λ′′′

²²

T ′′2T ′
µ′′T ′ //

T ′′T ′′λ′′

²²

T ′′T ′

T ′′λ′′

²²
T ′

T ′Ξ //

λ′′′

²²

T ′2
µ′ //

λ′′′λ′′′
==

==

ÁÁ=
==

=λ′′′T ′

²²

T ′

λ′′′
==

==

ÁÁ=
==

=

T ′′2

T ′′T ′′Ξ′
@@

@@

ÂÂ@
@@

@µ′′

²²

T ′′3
µ′′T ′′

//

T ′′µ′′

ºº/
//

//
//

//
//

//
//

//
//

//
/ T ′′2

µ′′

ÄÄ

T ′′

@A
T ′′(Ξ′ ∗̃ Ξ)

//

T ′′Ξ
// T ′′T ′

T ′′λ′′′
// T ′′2

µ′′
//

T ′′T ′′Ξ′
ÁÁ=

==
==

==
==

==
T ′′

T ′′Ξ′
@@

@@
@

ÂÂ@
@@

@

T ′′3

T ′′µ′′
@@

@@

ÂÂ@
@@

@µ′′T ′′

²²
T ′′3

µ′′T ′′
//

T ′′µ′′
ÃÃ@

@@
@@

@@
@@

@@
@ T ′′2

µ′′
@@

@@

ÃÃ@
@@

@

T ′′2

µ′′

²²
T ′′T

µ′′
// T ′′

La composición horizontal de deformaciones es asociativa.
Veamos que se cumple la ley de intercambio. En la situación

T

λ

ÂÂ
λ′ //

λ′′

??T′

δ

ÂÂ
δ′ //

δ′′

??T′′
²OÂ
²² Ξ

²OÂ
²² Ξ

′

²OÂ
²² Θ

²OÂ
²² Θ

′

Hay que demostrar que (Θ′ ◦̃ Θ) ∗̃ (Ξ′ ◦̃ Ξ) es igual a (Θ′ ∗̃ Ξ′) ◦̃ (Θ ∗̃ Ξ), i.e., que
µ′′ ◦ (µ′′ ◦Θ′Θ)δ ◦ (µ′ ◦Ξ′Ξ) = µ′′ ◦ ((µ′′ ◦Θ′δ′ ◦Ξ′)(µ′′ ◦Θδ ◦Ξ)), lo que se deduce
de la conmutatividad del diagrama
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1

Ξ

²²
T ′

Ξ′T ′ //

δ

²²

T ′2
µ′ //

T ′T ′Θ

""DD
DD

DD
DD

DD
DD

D

T ′δ

²²

T ′
δ //

T ′Θ

²²

T ′′

ΘT ′′

²²
T ′′

Ξ′T ′′ //

ΘT ′′

²²

T ′T ′′

T ′ΘT ′′

²²

T ′2T ′′
µ′T ′′

//

T ′δ′T ′′

²²

T ′T ′′

δ′T ′′

²²

T ′′2

µ′′

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

Θ′T ′′2

²²
T ′′T ′

Ξ′T ′′T ′′//

µ′′

²²

T ′T ′′2

T ′µ′′

²²

T ′T ′′2

δ′T ′′T ′′

²²

T ′µ′′

}}zz
zz

zz
zz

zz
zz

z
T ′′2

µ′′ // T ′′

Θ′T ′′

²²

T ′′3

µ′′T ′′

¨¨²²
²²
²²
²²
²²
²²
²²
²²
²²
²²
²²

µ′′T ′′

²²
T ′′

Ξ′T ′′
// T ′T ′′

δ′T ′′
""DD

DD
DD

DD
DD

DD
D T ′′3

µ′′T ′′

=={{{{{{{{{{{{{

T ′′µ′′

²²

T ′′2

µ′′

²²
T ′′2

µ′′

>>|||||||||||||||||||||||||||||

Θ′T ′′T ′′
// T ′′3

µ′′T ′′
// T ′′2

µ′′
// T ′′

Para cada morfismo de mónadas λ : T //T′, la unidad de T′, η′, es una defor-
mación de λ en si misma, por la conmutatividad del diagrama

T
λ //

λ

²²

T ′
η′T ′ // T ′T ′

µ′

²²
T ′

T ′η′
// T ′T ′

µ′ // T ′

y constituye una unidad para la composición vertical de deformaciones, puesto que

η′ ◦̃ Ξ = µ′ ◦ η′T ′ ◦ Ξ = Ξ

Ξ ◦ η′ = T ′η′ ◦ Ξ = Ξ

Dadas dos mónadas T y T′ sobre una categoŕıa C, los morfismos de mónadas
de T en T′ y las deformaciones entre ellas constituyen una categoŕıa, denotada
como Mnd(C)(T,T′), tomando como identidades las deformaciones ĩdλ = η′ y
como composición la composición vertical de deformaciones. Nótese que todas las
identidades en las categoŕıas Mnd(C)(T,T′) son la misma transformación natural,
la unidad de T′.

Finalmente, solo falta comprobar que ĩd1T
= η es, para cada mónada T, una

unidad para la composición horizontal. Sea Ξ: λ /o _ // λ′ : T //T′. Entonces

Ξ ∗̃ η = µ′ ◦ Ξ(λ ◦ η) = µ′ ◦ Ξη′ = µ′ ◦ T ′η′ ◦ Ξ = Ξ

η′ ∗̃ Ξ = µ′ ◦ η′(1T ′ ◦ Ξ) = µ′ ◦ η′Ξ = µ′ ◦ η′T ′ ◦ Ξ = Ξ

¤
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Los isomorfismos entre la categoŕıa de mónadas sobre una categoŕıa y las cate-
goŕıas de Kleisli y de Eilenberg-Moore asociadas, se pueden extender hasta ciertas
2-categoŕıas obtenidas a partir de las anteriores, añadiéndoles las 2-células ade-
cuadas. Para ello, utilizamos en lo que sigue la terminoloǵıa de Bénabou para las
diversas clases de simetŕıas sobre una 2-categoŕıa. Si C es una 2-categoŕıa, deno-
tamos, respectivamente, mediante Ccn, Ctr y Csm a las 2-categoŕıas conjugada,
transpuesta y simétrica de la primera.

Recordamos las relaciones de incidencia respectivas con la siguiente figura

^^

Csm

¡¡ Â ÂÂ ÂKS

ÁÁ

C

@@
ÂÂ ÂÂ
®¶

ÁÁ

Ccn

@@Â ÂÂ ÂKS

Ctr

^^
¡¡ ÂÂ ÂÂ

®¶

Las categoŕıas Kl(C) y EM(C) tienen una estructura natural de 2-categoŕıa,
tomando como 2-células las transformaciones naturales entre sus morfismos. La
2-categoŕıa de las mónadas sobre una categoŕıa C es entonces isomorfa a la 2-
categoŕıa conjugada de la 2-categoŕıa de Kleisli sobre C, aśı como a la 2-categoŕıa
transpuesta de la 2-categoŕıa de Eilenberg-Moore sobre C.

Definition 48. Sea C una categoŕıa. Entonces
(1) Kl(C) es la 2-categoŕıa en la que las 0-células son las categoŕıas de la

forma Kl(T), para T una mónada sobre C, las 1-células los functores
H : Kl(T) // Kl(T′) tales que H ◦ FT = FT′ y las 2-células las trans-
formaciones naturales entre tales functores.

(2) EM(C) es la 2-categoŕıa en la que las 0-células son las categoŕıas de la
forma EM(T), para T una mónada sobre C, las 1-células los functores
H : EM(T′) // EM(T) tales que GT ◦H = GT

′
y las 2-células las trans-

formaciones naturales entre tales functores.

Proposition 109. Sea C una categoŕıa. Las 2-categoŕıas Mnd(C), Kl(C)cn y
EM(C)tr son isomorfas.

Proof. Veamos, en primer lugar, que Mnd(C) y Kl(C)cn son isomorfas. Por
la proposición 101 existe una correspondencia biuńıvoca entre las 1-células de
Mnd(C) y las de Kl(C)cn. Si λ, λ′ : T // T′ y Ξ: λ /o _ // λ′, sea τΞ la aplicación
que a cada X ∈ C le asigna el morfismo en Kl(T′) que corresponde al morfismo
ΞX : X // T ′(X) en C. Entonces τΞ es una transformación natural de Hλ′ en
Hλ, puesto que, para cada morfismo f : Y // X en Kl(T), el diagrama en Kl(T′)

Y

τΞ
Y

²²

Hλ′(f)
// X

τΞ
X

²²
Y

Hλ(f)
// X
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conmuta, en virtud de la conmutatividad del diagrama en C

Y

ΞY

²²

f //

GF ED
Hλ′(f)

²²
T (X)

ΞTX

²²

λ′X // T ′(X)
T ′ΞX // T ′T ′(X)

µ′X
²²

T ′(Y )
@A BC

T ′(Hλ(f))

OOT ′(f)
// T ′T (X)

T ′λX

// T ′T ′(X)
µ′X

// T ′(X)

en donde el rectángulo izquierdo conmuta porque Ξ: 1 +3 T ′ es natural, el derecho
porque Ξ es una deformación y el resto por definición.

Rećıprocamente, si H, H ′ : Kl(T) // Kl(T′) y τ : H ′ +3 H, sea Ξτ la apli-
cación que a cada X ∈ C le asigna el morfismo en C que corresponde a τX en
Kl(T′).

Puesto que

τX = τFT(X) : H ′(FT(X)) = FT′(X) = X // H(FT(X)) = FT′(X) = X,

se cumple que Ξτ
X : X // T ′(X). Si f : Y // X es un morfismo en C, entonces,

por ser τ natural, el diagrama en Kl(T′)

Y
H ′(FT(f))

//

τY

²²

X

τX

²²
Y

H(FT(f))
// X

conmuta. Luego el diagrama en C

Y
f //

Ξτ
Y

²²

X
η′X //

Ξτ
X

²²

T ′(X)

T ′Ξτ
X

²²
T ′(Y )

T ′(f)
//

T ′(f)
²²

T ′(X) T ′T ′(X)
µ′X

oo

T ′(X)
T ′η′X

// T ′T ′(X)

µ′X

OO

conmuta y Ξτ : 1 +3 T ′ es una transformación natural.
Veamos que Ξτ es una deformación de λH en λH′ . Por ser τ natural, el diagrama

en Kl(T′)

T (X)
H ′(idT (X)) //

τT (X)

²²

X

τX

²²
T (X)

H(idT (X))
// X
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conmuta, y, por consiguiente, el diagrama en C′

T (X)

Ξτ
T (X)

²²

H ′(idT (X)) // T ′(X)
T ′(Ξτ

X)
// T ′T ′(X)

µ′X
²²

T ′T (X)
T ′(H(idT (X)))

// T ′T ′(X)
µ′X

// T ′(X)

también conmuta. Pero entonces, el diagrama

T

GF ED
λH′Ξτ

²²

GF

@A BC
ΞτλH

OO

λH′ //

ΞτT

²²

T ′
T ′Ξτ

// T ′T ′

µ′

²²
T ′T (X)

T ′λH

// T ′T ′
µ′

// T ′

conmuta y Ξτ es una deformación.
Los procesos descritos son claramente inversos entre śı.
Para demostrar que las 2-categoŕıas Mnd(C) y Kl(C)cn son isomorfas sólo falta

comprobar la compatibilidad con la composición y las identidades.
Respecto a la composición vertical, si Ξ: λ /o _ // λ′ y Ξ′ : λ′ /o _ // λ′′ son deforma-

ciones, siendo λ, λ′, λ′′ : T //T′, entonces, para cada X ∈ C, se cumple que

τΞ′◦̃Ξ
X = (µ′ ◦ T ′Ξ ◦ Ξ′)X

= (Ξ)X ¦ (Ξ′)X

= (τΞ ◦ τΞ′)X

Para la composición horizontal, supongamos que Ξ: λ /o _ // λ′ y Ξ′ : λ′′ /o _ // λ′′′,
siendo λ, λ′ : T //T′ y λ′′, λ′′′ : T′ //T′′. Entonces, para cada X ∈ C, se cumple
que

τΞ′∗̃Ξ
X = (µ′′ ◦ λ′′′Ξ′ ◦ Ξ)X

= (µ′′ ◦ T ′′Ξ′ ◦ λ′′′ ◦ Ξ)X

= (Ξ′)X ¦ (λ′′′Ξ)X

= (τΞ′Hλ)X ¦ (Hλ′′′τ
Ξ)X

= (τΞ′ ∗ τΞ)X

La compatibilidad con las identidades es inmediata, por lo que la construcción
anterior, junto a la desarrollada en la proposición 101, determina un 2-isomorfismo
de Mon(C) en Kl(C)cn.

Veamos ahora que Mnd(C) y EM(C)tr son isomorfas. Por la proposición
102 existe una correspondencia biuńıvoca entre las 1-células de Mnd(C) y las
de EM(C)tr. Si λ, λ′ : T // T′ y Ξ: λ /o _ // λ′, sea τΞ la aplicación que a cada
T′-álgebra (A,α) en EM(T′) le asigna el morfismo α ◦ ΞA. Por la conmutatividad
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del diagrama

T (A)

(1)

(TΞ)A //

λA

²²

TT ′(A)

(2)

(Tα)A //

(λ′T ′)A

²²

T (A)

λ′A

²²

T ′T ′(A)

(3)

(T ′α)A

&&MMMMMMMMMMMM

µ′A
²²

T ′(A)

(5)

(ΞT ′)A //

α

²²

T ′T ′(A)
µ′A //

(T ′α)A
&&NNNNNNNNNNNN
T ′(A)

(4) α

&&MMMMMMMMMMMMM
T ′(A)

α

²²
A

ΞA

// T ′(A) α
// A

en el que (1) conmuta porque Ξ es una deformación, (2) porque λ′ es natural, (3) y
(4) porque (A, α) es una T′-álgebra y (5) porque Ξ es natural, se tiene que (τΞ)(A,α)

es un morfismo de T-álgebras. Además, τΞ es una transformación natural de Hλ

en Hλ′ , puesto que, para cada morfismo de T′-álgebras f : (A,α) // (B, β), el
siguiente diagrama conmuta:

A
f //

ΞA
²²

B

ΞB
²²

T ′(A)
T ′(f)

//

α
²²

T ′(B)

β
²²

A
f

// B

Rećıprocamente, si H, H ′ : EM(T′) // EM(T) y τ : H +3 H ′, sea Ξτ la apli-
cación que a cada A ∈ C le asigna el morfismo τ(T ′(A),µ′A) ◦ η′A. Sea f : A // B

un morfismo en C. Entonces T ′(f) : (T ′(A), µ′A) // (T ′(B), µ′B) es un morfismo
de T′-álgebras, y por la naturalidad de τ y η′, el diagrama

A
η′A //

f

²²

T ′(A)
τ(T ′(A),µ′A) //

T ′(f)
²²

T ′(A)

T ′(f)
²²

B
η′B

// T ′(B) τ(T ′(B),µ′B)

// T ′(B)

conmuta, por lo que Ξτ es una transformación natural de 1C en T ′.
La transformación natural Ξτ es una deformación si y sólo si el diagrama

T
ΞτλH

//

λH′
Ξτ

²²

T ′T ′

µ′

²²
T ′T ′

µ′
// T ′
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conmuta. Considérese el diagrama

T (A)
λH

A //

(Tη′)A

##HHHHHHHHHHHH

(TΞτ )A

²²

GF

@A

(λH′
Ξτ )A

//

T ′(A)

(2)

η′T ′(A) //

id
!!DD

DD
DD

DD
DD

D T ′2(A)
τ(T ′2(A),µ′T ′A) //

µ′A
²²

T ′2(A)

(1)
µ′A

²²

TT ′(A)

(µ′A)H

<<xxxxxxxxxxxx

T (τ(T ′(A),µ′A))
zzvvvvvvvvvvvv

T ′(A)

τ(T ′(A),µ′A)

&&NNNNNNNNNNNNNN

TT ′(A)
(µ′A)H′

//

(Tη′T ′)A

$$HHHHHHHHHHHH

(λH′
T ′)A

²²

T ′(A)

TT ′T ′(A)
(T ′µ′)A

//

(µ′T ′T ′A)H′

zzvvvvvvvvvvvv
TT ′(A)

(3)

(µ′A)H′ 88pppppppppppppp

T ′T ′(A)
BC

µ′A

OO

en el que todo conmuta, excepto, quizás, (1), (2) y (3). Ahora bien, como µ′A : (T ′T ′(A), µ′T ′(A)) // (T ′(A), µ′A)
es un homomorfismo de T′-álgebras y H ′ es functor, (3) conmuta, y por ser τ nat-
ural, el diagrama

(T ′T ′(A), (µ′T ′(A))
H)

µ′A //

τ(T ′T ′(A),µ′
T ′(A)

)

²²

(T ′(A), (µ′A)H)

τ(T ′(A),µ′A)

²²
(T ′T ′(A), (µ′T ′(A))

H′
)

µ′A
// (T ′(A), (µ′A)H′

)

conmuta, y por tanto, también (1) conmuta. Por otra parte, como se cumple
que τ(T ′(A),µ′A) : (T ′(A), (µ′A)H) // (T ′(A), (µ′A)H′

) es un homomorfismo de T′-
álgebras, (2) conmuta.

Los procesos descritos son inversos, por la conmutatividad de los diagramas

A

GF ED
(ΞτΞ)A

²²
η′A //

ΞA $$HHHHHHHHHHHH

(1)

T ′(A)

GF ED
(τΞ)(T ′(A),µ′A)

²²
ΞT ′(A) // T ′T ′(A)

µ′A // T ′(A)

T ′(A)

T ′η′A
rrr

88rrr

id

44hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh
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A

GF ED
(τΞτ

)(A,α)

²²
GF ED

(Ξτ )A

²²(η′)A //

id
&&MMMMMMMMMMMMMMM T ′A

τ(T ′A,µ′A) //

α

²²
(2)

T ′A
α //

α

²²

A

A τ(A,α)

// A

id

88qqqqqqqqqqqqqqq

en donde (1) conmuta porque Ξ es natural y (2) porque α : (T ′A, µ′A) // (A, α) es
un homomorfismo de T′-álgebras y τ es natural.

Veamos la compatibilidad con las composiciones. En la situación del diagrama

T

λ

ÂÂ
λ′ //

λ′′

??T′
²OÂ
²² Ξ

²OÂ
²² Ξ

′

se cumple que, para cada (A,α) ∈ EM(T′), α : (T ′A, µ′A) // (A, α) es un homo-
morfismo de T′-álgebras, por lo que el diagrama

T ′(A) α //

(Ξ′)T ′(A)

²²

A

(Ξ′)A

²²
T ′T ′(A)

(µ′A)
²²

T ′(A)

α

²²
T ′(A) α

// A

conmuta. Se tiene entonces que

(τΞ′◦̃Ξ)(A,α) = α ◦ (Ξ′ ◦̃ Ξ)A

= α ◦ µ′A ◦ (Ξ′T ′)A ◦ ΞA

= α ◦ Ξ′A ◦ α ◦ ΞA

= (τΞ′ ◦ τΞ)(A,α)

Para la composición horizontal, tenemos que en la situación del diagrama

T

λ
((

λ′

66 T′
λ′′

((

λ′′′
66 T′′

²OÂ
²² Ξ

²OÂ
²² Ξ

′
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se cumple que

(τΞ′∗̃Ξ)(A,α) = α ◦ (Ξ′ ∗̃ Ξ)A

= α ◦ (µ′′ ◦ Ξ′T ′′ ◦ λ′′ ◦ Ξ)A

= (α ◦ µ′′A ◦ (Ξ′T ′′)A ◦ λ′′A) ◦ ΞA

= α ◦ (Ξ′)A ◦ α ◦ λ′′A ◦ ΞA

= Hλ′(α ◦ Ξ′A) ◦ (τΞ)(A,α◦λ′′A)

= (Hλ′Ξ′)(A,α) ◦ (τΞHλ′′)(A,α)

= (Hλ′τΞ′ ◦ τΞHλ′′)(A,α)

= (τΞ ∗ τΞ′)(A,α)

La compatibilidad con las identidades es inmediata, por lo que la construcción
anterior, junto a la desarrollada en la proposición 102, determina un 2-isomorfismo
de Mon(C) en EM(C)tr. ¤

4. Cuadrados adjuntos.

En esta sección recordamos la noción de cuadrado adjunto, mediante la cual se
definen gran parte de los conceptos posteriores.

Proposition 110. Sean (F,G, η, ε : C // D) y (F ′, G′, η′, ε′) : C′ // D′ dos ad-
junciones y J : C // C′, H : D // D′ dos functores.

C D

C′ D′

oo G

>
F

//

J

²²

H

²²oo G′

>
F ′

//

Entonces existe un cuadrado conmutativo de biyecciones

Nat(F ′J,HF ) ∼ //

o
²²

Nat(J,G′HF )

o
²²

Nat(F ′JG, H) ∼ // Nat(JG, G′H)

Proof. Es suficiente considerar los pares de aplicaciones inversas entre si definidas
por los siguientes diagramas.

F //

H

²²

J

²²
F ′

//

||||
9Aλ 7−→

ρ0,1

F //

J

²²

H

²²
F ′ //

1
²²

1
²²

G′
oo

||||
9Aλ

____ +3η′

F //

J

²²

H

²²
G′

oo

____ +3λ 7−→
ρ1,0

F //

J

²²

H

²²
F ′oo

1
²²

1
²²

F ′
//

____ +3λ

____ +3ε′



MONADS AND ADJOINTS 83

F //

H

²²

J

²²
F ′

//

||||
9Aλ 7−→

ρ0,2

Goo

F //

F ′
//

1
²²

1
²²

J

²²

H

²²

____ +3ε

||||
9Aλ

Goo

F ′
//

J

²²

H

²²

____ +3λ 7−→
ρ2,0

F //

Goo

F ′
//

1
²²

1
²²

J

²²

H

²²

____ +3η

____ +3λ

F //

F ′
//

J

²²

H

²²

||||
9Aλ 7−→

ρ0,3

Goo

F //

F ′ //

G′
oo

J

²²

H

²²

1
²²

1
²²

1
²²

1
²²

____ +3ε

||||
9Aλ

____ +3η′

Goo

G′
oo

J

²²

H

²²

BBBB À%
λ 7−→

ρ3,0

F //

Goo

G′oo

F ′
//

1
²²

1
²²

J

²²

H

²²

1
²²

1
²²

____ +3η

BBBB À%
λ

____ +3ε′

¤

Definition 49. Un cuadrado adjunto es un par




C D

C′ D′

oo G

>
F

//

J

²²

H

²²oo G′

>
F ′

//

,

(
λ0 λ1

λ2 λ3

)


en el que las componentes de la matriz λ =
(

λ0 λ1
λ2 λ3

)
son transformaciones naturales

F //

J

²²

H

²²
F ′

//

vvvv
7?λ0

F //

J

²²

H

²²
G′

oo

____ +3λ1

Goo

J

²²

H

²²
F ′

//

____ +3λ2

Goo

J

²²

H

²²
G′

oo

HHHH Â'
λ3
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tales que

λ0 = (λ1F )(F ′Jη) = (ε′HF )(F ′λ2) = (ε′HF )(F ′λ3F )(F ′Jη)

λ1 = (Hε)(λ0G) = (ε′Hε)(F ′λ2G) = (ε′H)(F ′λ3)

λ2 = (G′λ0)(η′J) = (G′λ1F )(η′Jη) = (λ3F )(Jη)

λ3 = (G′Hε)(G′λ0G)(η′JG) = (G′λ1)(η′JG) = (G′Hε)(λ2G)

where η : 1 +3 GF and ε : FG +3 1 are the unit and counit of F a G, and
η′ : 1 +3 G′F ′ and ε′ : F ′G′ +3 1 the unit and counit of F ′aG′.

We shall call the 2-cells of the matrix λ transposes of each other. The 2-cells
λ0 and λ3 are called conjugate. Esta última nomenclatura es usual cuando los
functores considerados son identidades.

We will denote the adjoint squares as

(F aG, (J, λ,H), F ′aG′),

o mediante diagramas de la forma

C D

C′ D′

oo G

>
F

//

J

²²

H

²²oo G′

>
F ′

//

λ

o, también mostrando expĺıcitamente los cuádruplos de transformaciones naturales
transpuestas, como

C D

C′ D′

oo G

>
F

//

J

²²

H

²²oo G′

>
F ′

//

λ

F //

J

²²

H

²²
F ′

//

||||
9Aλ0

F //

J

²²

H

²²
G′

oo

____ +3λ1

Goo

J

²²

H

²²
F ′

//

____ +3λ2

Goo

J

²²

H

²²
G′

oo

BBBB À%
λ3

Las transformaciones naturales de un cuadrado adjunto pueden, por tanto, obten-
erse unas a partir de las otras mediante las unidades y counidades de las adjunciones
involucradas. Representamos tal situación con la figura

λ0 λ1

λ2 λ3

η′
**

ε

­­

ε′
jj

ε

­­

η

JJ

η′
**

η

JJ

ε′
jj

a partir de la cual es inmediata la proposición que sigue.
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Proposition 111. Sea

C D

C′ D′

oo G

>
F

//

J

²²

H

²²oo G′

>
F ′

//

λ

un cuadrado adjunto. Entonces los 2-diagramas siguientes conmutan

C D C

C′ D′ C′

F // G //

F ′
//

G′
//

J

²²
H

²²
J

²²

1

ÃÃ

1

>>

yyyy
8@λ0 yyyyx¡

λ3

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

Â ÂÂ ÂKS η′

D C D

D′ C′ D′

G // F //

G′
//

F ′
//

H

²²
J

²²
H

²²

1

ÃÃ

1

>>

yyyyx¡
λ3

yyyy
8@λ0

Â ÂÂ ÂKS ε

ÂÂ ÂÂ
®¶ ε′

¤

La clase de los cuadrados adjuntos forma una categoŕıa doble, que es, a su vez,
la categoŕıa doble subyacente de una categoŕıa triple.

Proposition 112. Los cuadrados adjuntos determinan una categoŕıa doble, deno-
tada por AdFun.

Proof. En la categoŕıa doble AdFun los dos tipos de morfismos involucrados son
adjunciones y functores. Dado un cuadrado adjunto

C D

C′ D′

oo G

>
F

//

J

²²

H

²²oo G′

>
F ′

//

λ

su Ad-dominio y Ad-codominio son las adjunciones superior e inferior del mismo,
mientras que su Fun-dominio y Fun-codominio son los funtores izquierdo y derecho
del mismo.
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Las identidades en AdFun se denominan, respectivamente, Ad-identidades y
Fun-identidades, y son los cuadrados adjuntos de la forma

C C

C′ C′

oo 1
>
1

//

J

²²

J

²²oo 1
>
1

//

(
J J
J J

)

y C D

C D

oo G

>
F

//

1

²²

1

²²oo G

>
F

//

(
F η
ε G

)

La Ad-composición de dos cuadrados adjuntos

C D E

C′ D′ E′

oo G

>
F

//
oo R

>
L

//

J

²²

H

²²

M

²²oo G′

>
F ′

//
oo R′

>
L′

//

λ δ

es el cuadrado adjunto

C D

C′ D′

oo GR

>
LF

//

J

²²

H

²²oo G′R′

>
L′F ′

//

δ
ad◦ λ

F // L //

J

²²

H

²²

M

²²
F ′

//
L′

//

||||
9Aλ0

||||
9Aδ0

F // L //

J

²²

H

²²

M

²²
G′

oo
R′

oo

____ +3λ1 ____ +3δ1

Goo Roo

J

²²

H

²²

M

²²
F ′

//
L′

//

____ +3λ2 ____ +3δ2

Goo Roo

J

²²

H

²²

M

²²
G′

oo
R′

oo

BBBB À%
λ3 BBBB À%

δ3

La Fun-composición de dos cuadrados adjuntos

C D

C′ D′

C′′ D′′

oo G

>
F

//

J

²²

H

²²oo G′

>
F ′

//

J ′

²²

H ′

²²oo G′′

>
F ′′

//

λ

δ
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es el cuadrado adjunto

C D

C′′ D′′

oo G

>
F

//

J ′J

²²

H ′H

²²oo G′′

>
F ′′

//

δ
fn◦ λ

F //

F ′ //

F ′′
//

J

²²

H

²²

J ′

²²

H ′

²²

||||
9Aλ0

||||
9Aδ0

F //

G′oo

F ′ //

G′′
oo

J

²²

H

²²

1
²²

1
²²

J ′

²²

H ′

²²

____ +3λ1

____ +3εF ′aG′

____ +3δ1

Goo

F ′ //

G′oo

F ′′
//

J

²²

H

²²

1
²²

1
²²

J ′

²²

H ′

²²

____ +3λ2

____ +3ηF ′aG′

____ +3δ2

Goo

G′oo

G′′
oo

J

²²

H

²²

J ′

²²

H ′

²²

BBBB À%
λ3

BBBB À%
δ3

Es inmediato que las identidades son efectivamente cuadrados adjuntos, y que son
identidades para las composiciones respectivas.

Usando la notación anterior, no hay dificultad en comprobar que las Ad-composiciones
y Fun-composiciones de cuadrados adjuntos son cuadrados adjuntos. La asociativi-
dad de las composiciones y la ley de intercambio se deducen de las propiedades
correspondientes de los componentes de los cuadrados adjuntos. ¤

De cada categoŕıa doble se obtienen dos sub-2-categoŕıas. En AdFun, si tomamos
como adjunciones las identidades, se obtiene simplemente Cat. Si tomamos como
functores las identidades se obtiene la 2-categoŕıa Adj, con objetos categoŕıas, mor-
fismos de C en D adjunciones F a G y 2-células de F a G en F ′ a G′ cuadrados
adjuntos

C D

C D

oo G

>
F

//

1

²²

1

²²oo G′

>
F ′

//

λ

o, lo que es equivalente, pares conjugados (λ0, λ3), que representamos mediante
diagramas de la forma

C

F
""

F ′

<< D

G
""

G′

<< C
Â ÂÂ ÂKS λ0

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ3
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La 2-categoŕıa Adj es la 2-categoŕıa conjugada de la categoŕıa de categoŕıas, ad-
junciones y pares conjugados de [Mac71].

Dar una transformación natural σ : J +3 J ′, equivale a dar un cuadrado adjunto
en donde las adjunciones involucradas son identidades. En lo que sigue identificamos
las transformaciones naturales con tales cuadrados adjuntos.

Definition 50. Sean

C D

C′ D′

oo G

>
F

//

J

²²

H

²²oo G′

>
F ′

//

λ y

C D

C′ D′

oo G

>
F

//

J ′

²²

H ′

²²oo G′

>
F ′

//

λ′

dos cuadrados adjuntos y σ : J +3 J ′, τ : H +3 H ′ un par de transformaciones

naturales. Entonces el par (σ, τ) es compatible respecto de λ y λ′ si λ′
ad◦ σ = τ

ad◦ λ.
La existencia de pares compatibles entre cuadrados adjuntos se denota mediante

diagramas de la forma

C
G

pp

F 00J ′

¤¤

J

¾¾

D

H ′

¤¤

H

¾¾

C′
G′

oo

F ′ // D′

____ +3σ

____ +3τ
λ λ′

>

>

La condición de compatibilidad en la definición anterior equivale a que algún, y
por consiguiente todos, los 2-diagramas siguientes, que constituyen los componentes
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del cuadrado adjunto σ
ad◦ λ = λ′

ad◦ τ , conmuten.

C
F

))TTTTTTTTTTTTTTTTT

J ′

¤¤

J

¾¾

D

H ′

¤¤

H

¾¾

C′

F ′ ))SSSSSSSSSSSSSSSSS

D′

____ +3σ

____ +3τ
kkkk 19λ0 kkkk 19λ′0

C
F

))TTTTTTTTTTTTTTTTT

J ′

¤¤

J

¾¾

D

H ′

¤¤

H

¾¾

C′

G′

iiSSSSSSSSSSSSSSSSS
D′

____ +3σ

____ +3τ

TTTT %-λ1 TTTT %-
λ′1

C
G

iiTTTTTTTTTTTTTTTTT
J ′

¤¤

J

¾¾

D

H ′

¤¤

H

¾¾

C′

F ′ ))SSSSSSSSSSSSSSSSS

D′

____ +3σ

____ +3τ

TTTT %-λ2 TTTT %-
λ′2

C
G

iiTTTTTTTTTTTTTTTTT
J ′

¤¤

J

¾¾

D

H ′

¤¤

H

¾¾

C′

G′

iiSSSSSSSSSSSSSSSSS
D′

____ +3σ

____ +3τ

;;;; ¼!
λ3 ;;;; ¼!

λ′3

La estructura de categoŕıa triple de AdFun se obtiene considerando las siguientes
3-células.

Definition 51. Una 3-célula en AdFun está formada por

(1) Cuadrados adjuntos

C D

C′ D′

oo G

>
F

//

J

²²

H

²²oo G′

>
F ′

//

λ

C D

C′ D′

oo R

>
L

//

J ′

²²

H ′

²²oo R′

>
L′

//

δ

(2) Dos pares de transformaciones naturales, υ0 : L +3 F , υ2 : G +3 R conju-
gadas respecto de F aG y LaR, y υ′0 : L′ +3 F ′, υ′2 : G′ +3 R′ conjugadas
respecto de F ′aG′ y L′aR′.
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(3) Transformaciones naturales σ : J +3 J ′, τ : H +3 H ′, tales que σ y τ sean

compatibles con υ′
fn◦ λ y δ

fn◦ υ, i.e., tales que (δ
fn◦ υ)

ad◦ σ = τ
ad◦ (υ′

fn◦ λ)

C
oo R

>
L

//

J ′

²²

D

H ′

²²

C
oo G

>
F

//

J

²²

1
>>|||||||

D

H

²²

1
==|||||||

C′ oo R′
>
L′

// D′

C′ oo G′
>
F ′

//

1
>>}}}}}}

D′

1
>>||||||

uuuu
6>σ

uuuu
6>τ

υ

υ′

λ

δ

La condición en la definición anterior, expresada para los componentes de los
cuadrados adjuntos de la 3-célula, equivale a la conmutatividad de cualquiera, y
por consiguiente todos, los 2-diagramas

C
L

""F
00J ′

¤¤

J

¾¾

D

H ′

¤¤

H

¾¾

C′
L′

""F ′
00 D′

____ +3σ

____ +3τ
ffff /7λ0 ffff /7δ0

qqqqt|υ0

qqqqt|
υ′0

C
L

""F
00J ′

¤¤

J

¾¾

D

H ′

¤¤

H

¾¾

C′
R′

pp

G′

bb

D′

____ +3σ

____ +3τ

UUUU &.λ1 UUUU &.δ1

qqqqt|υ0

qqqq
4<υ′2

C
R

pp

G

bb

J ′

¤¤

J

¾¾

D

H ′

¤¤

H

¾¾

C′
L′

""F ′
00 D′

____ +3σ

____ +3τ

UUUU &.λ2 UUUU &.δ2

qqqqt|
υ′0

qqqq
4<υ2

C
R

pp

G

bb

J ′

¤¤

J

¾¾

D

H ′

¤¤

H

¾¾

C′
R′

pp

G′

bb

D′

____ +3σ

____ +3τ

<<<< ½"
λ3 <<<< ½"

δ3

qqqq
4<υ′2

qqqq
4<υ2
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o, de manera equivalente, a la conmutatividad de los diagramas

L′J
L′σ //

υ′0J
²²

L′J ′
δ0 // H ′L

H ′υ0

²²
F ′J

λ0

// HF
τF

// H ′F

J
σ //

λ1

²²

J ′
δ1 // R′H ′L

R′H ′υ0

²²
G′HF

υ′2HF
// R′HF

R′τF
// R′H ′F

L′JG
L′σG //

υ′0JG

²²

L′J ′G
L′J ′υ2 // L′J ′R

δ2

²²
F ′JG

λ2

// H τ
// H ′

JG
σG //

λ3

²²

J ′G
J ′υ2 // J ′R

δ3

²²
G′H

υ′2H
// R′H

R′τ
// R′H ′

5. Mónadas, morfismos y deformaciones.

En esta sección estudiamos los morfismos y las deformaciones de mónadas sobre
categoŕıas arbitrarias y su relación con las adjunciones.

Dado un par de mónadas sobre categoŕıas arbitrarias definimos dos tipos de
morfismos entre ellas, denominados, respectivamente, morfismos de Kleisli y de
Eilenberg-Moore, puesto que están en correspondencia biuńıvoca con ciertos func-
tores entre las categoŕıas de Kleisli y de Eilenberg-Moore asociados a las mónadas
repsectivas. Para cada tipo de morfismo entre mónadas se tiene una noción corre-
spondiente de deformación, que es más general que la noción habitual de 2-célula
entre morfismos de mónadas (v. e.g., [Str72]). Dadas un mónada T sobre C, una
mónada T′ sobre C′ y un functor J de C en C′, se tienen transformaciones natu-
rales λ entre los functores J ◦T y T ′ ◦J . Dependiendo del sentido que se elija para
la transformación natural, se obtienen dos nociones de morfismos de mónadas como
pares (J, λ) que cumplan una condición adicional de compatibilidad con las estruc-
turas de mónadas respectivas. Cada uno de los tipos de morfismos asi definidos
está en correspondencia biuńıvoca con ciertos pares de functores que relacionan
entre śı las categoŕıas subyacentes y, respectivamente, las categoŕıas de Kleisli y de
Eilenberg-Moore asociadas a las mónadas respectivas.

A partir de los conceptos anteriores, definiremos, en la siguiente sección, los
morfismos y deformaciones algebraicas entre mónadas, que serán, simultáneamente,
morfismos y deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore. Los morfismos de
Fujiwara y las deformaciones entre ellos son casos particulares de los morfismos y
deformaciones algebraicas entre las mónadas.

Para las adjunciones, existen conceptos correspondientes a los introducidos para
las mónadas. En particular, se tienen 2-categoŕıas de adjunciones con morfismos
y 2-células de Kleisli y de Eilenberg-Moore, y 2-functores de tales 2-categoŕıas
hasta las correspondientes de mónadas. Demostraremos que las construcciones de
Kleisli y de Eilenberg-Moore son, respectivamente, 2-adjuntos por la izquierda y
por la derecha de tales 2-functores. Mediante las nociones de cuadrado algebraico
y deformación entre cuadrados algebraicos es posible formalizar ciertas relaciones
entre adjunciones surgidas anteriormente y se da cuenta, a través del 2-functor
apropiado, de los morfismos y deformaciones algebraicas para las mónadas.

En lo que sigue, convenimos en denominar mónada a cualquier par (C,T) en
el que C es una categoŕıa y T una mónada sobre C. también se le podŕıa llamar
closure category, por analoǵıa con los closure spaces.
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5.1. Morfismos y deformaciones de Kleisli. Definimos, en primer lugar, la
noción de morfismo de Kleisli entre dos monadas.

Definition 52. Sean (C,T) y (C′,T′) dos mónadas. Un morfismo de Kleisli, o, sim-
plemente, un Kl-morfismo de (C,T) en (C′,T′) es un par (J, λ), con J : C // C′

un functor y λ : JT // T ′J una transformación natural

C
T //

J

²²

C

J

²²

xxxxx¡
λ

C′
T ′

// C′

tales que se cumplen las siguientes ecuaciones:

C

1

ÁÁ

T
//

J

²²

C

J

²²

xxxxx¡ λ

C′
T ′

// C′

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

=

C
1 //

J

²²

C

J

²²

xxxxx¡ id

C′ 1 //

T ′

@@C
′ÂÂ ÂÂ

®¶ η
′

C
T //

J

²²

C
T //

J

²²

xxxxx¡ λ

C

J

²²

xxxxx¡ λ

C′
T ′

//

T ′

@@C′
T ′

// C′
ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

=

C

TT

ÁÁ

T
//

J

²²

C

J

²²

xxxxx¡ λ

C′
T ′

// C′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ

Para cada mónada (C,T), la identidad en (C,T), id(C,T), es el morfismo (IdC, idT ).
Además, si (J, λ) : (C,T) // (C′,T′) y (J ′, λ′) : (C′,T′) // (C′′,T′′) son dos Kl-
morfismos, su composición es la definida como

(J ′, λ′) ◦ (J, λ) = (J ′ ◦ J, λ′J ◦ J ′λ).

Cada S-espacio de clausura heterogéneo (A, T ), en el que A es un S-sorted set y
T un operador clausura heterogéneo sobre A, determina una mónada (Sub(A),T)
en la que Sub(A) es la categoŕıa asociada al conjunto ordenado (Sub(A),⊆S) y
T la mónada sobre Sub(A) asociada al operador clausura heterogéneo T sobre A.
Además, cada morfismo de S-espacios de clausura heterogéneos j : (A, T ) // (A′, T ′)
induce un morfismo de Kleisli (J, λ) de la mónada (Sub(A),T) en la mónada(Sub(A′),T′)
en el que el functor J de Sub(A) en Sub(A′) es j[·], i.e., la formación de j-imágenes
directas y λ la transformación natural trivial del functor j[·]◦T en el functor T ′◦j[·],
que existe por ser j un morfismo de S-espacios de clausura heterogéneos.

Del mismo modo que a cada S-espacio de clausura se le asigna una mónada, dado
un espacio de clausura heterogéneo (S,A, T ), obtenemos, por olvido del conjunto de
sorts S, la mónada (Sub(A),T). Además, cada morfismo de espacios de clausura
heterogéneos (φ, j) de (S, A, T ) en (S′, A′, T ′), induce, por composición del morfismo
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de Kleisli (j[·], λ) de (Sub(A),T) en (Sub(A′φ),T′φ) y del morfismo de Kleisli (
⋃

φ, ι)
de (Sub(A′φ),T′φ) en (Sub(A′),T′), un morfismo de Kleisli (

⋃
φ ◦j[·], (ιλ)◦(

⋃
φ ◦λ))

de la mónada (Sub(A),T) en la mónada (Sub(A′),T′), tal como indica el siguiente
diagrama

Sub(A) T //

j[·]
²²

Sub(A)

j[·]
²²

rrrrt|λ

Sub(A′φ) T ′φ //

⋃
φ

²²

Sub(A′φ)

⋃
φ

²²

rrrrt|ι

Sub(A′)
T ′

// Sub(A′)

en el que debemos observar que la aplicación
⋃

φ no es la extensión a las partes de
ningún morfismo en HSet de (S, A′φ) en (S′, A′).

Proposition 113. Las mónadas y los Kl-morfismos entre ellas determinan una
categoŕıa denotada como MndKl.

Proposition 114. Sean (C,T) y (C′,T′) dos mónadas. Entonces existe una
biyección entre

(1) Los Kl-morfismos (J, λ) : (C,T) // (C′,T′).
(2) Los pares (J,H), en los que J : C // C′ y H : Kl(T) // Kl(T′), tales

que H ◦ FT = FT′ ◦J , i.e. para los que el siguiente diagrama conmuta

C
FT //

J

²²

Kl(T)

H

²²
C′

FT′
// Kl(T′)

Proof. A un Kl-morfismo (J, λ) : (C,T) // (C,T′) le asociamos el par (J,Hλ),
en el que Hλ : Kl(T) // Kl(T′) asocia a un C-morfismo P : Y // T (X) el C′-
morfismo λX ◦J(P ). Aśı definido, Hλ es, en efecto, un functor en virtud de las dos
condiciones definitorias de los morfismos de Kleisli.

Además, se cumple que Hλ ◦ FT = FT′ ◦J , puesto que, para cada f : Y // X
en C, tenemos que

Hλ ◦ FT(f) = (J,Hλ)(ηX ◦ f)

= λX ◦ J(ηX) ◦ J(f)

= η′J(X) ◦ J(f)

= FT′ ◦J(f)

Rećıprocamente, dado un par (J,H) que cumpla las condiciones en (2), sea κ la
transformación natural conjugada de la transformación natural identidad de FT′ ◦J
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en H ◦ FT, obtenida a partir del diagrama

C

1

²²

Kl(T)
GToo

1
²²

C
FT //

J

²²

Kl(T)

H

²²
C′ FT′ //

1

²²

vvvv
7?=

Kl(T′)

1
²²

C′ Kl(T′)
GT′

oo

____ +3
εT

____ks
ηT′

Componiendo FT con la transformación natural κ, se obtiene una transformación
natural

λH = κ FT : JT = J GT FT +3 GT′ H FT = GT′ FT′ J = T ′J.

Para cada Kl(T)-objeto X, (λH)X es H(idC
T (X)), puesto que se obtiene como el

morfismo

GT′ FT′ J GT FT(X)

J GT FT(X)

(ηTJ GT FT)X
kkkk

55kkkk

GT′ H FT(X)

GT′ H FTGT FT(X)

(GT′ HεT FT)X
kkkk

55kkkk

i.e., como el morfismo

T ′JT (X) T ′H(X) = T ′J(X)

JT (X)

(ηT
′
JT )X

qqq

88qqq

T ′T ′H(X)

(µT
′
H)X

kkkk

55kkkk

T ′HT (X)

T ′H(idC
T (X))

ooo

77ooo

que es igual a H(idC
T (X)).

Para demostrar que el par (J, λH) constituye un Kl-morfismo de (C,T) en
(C′,T′) es suficiente considerar los diagramas definitorios de los Kl-morfismos para
la transformación natural λH y las ecuaciones triangulares de las adjunciones in-
volucradas.

Veamos por último que los procesos descritos son inversos. En efecto, si (J, λ) : (C,T) // (C′,T′)
es un Kl-morfismo, entonces, dado un X, se cumple que (λ(Hλ))X = Hλ(idC

T (X)) =
λX ◦ J(idC

T (X)) = λX . Por otra parte, si el par (J,H) cumple las condiciones en
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(2), entonces, dado un P : Y // X, tenemos que H(λH)(P ) = (λH)X ◦ J(P ) =
H(P ). ¤

Definition 53. Sea Kl la categoŕıa en la que los objetos son los pares (C,T) tales
que T es una mónada sobre C, los morfismos de (C,T) en (C′,T′) los pares (J,H),
con J : C // C′ y H : Kl(T) // Kl(T′), tales que H ◦ FT = FT′ ◦J , y en donde
las identidades y la composición se definen a partir de las de sus componentes.

Proposition 115. Las categoŕıas MndKl y Kl son isomorfas.

Proof. Las biyecciones definidas en la proposición anterior son functoriales. En
efecto, si (J, λ) : (C,T) // (C′,T′) y (J ′, λ′) : (C′,T′) // (C′′,T′′) son Kl-morfismos
y P : Y // T (X) un morfismo en C, entonces se cumple que

(J ′,Hλ′) ◦ (J,Hλ)(P ) = (J ′,Hλ′)(λX ◦ J(P ))

= λ′JX ◦ J ′λX ◦ J ′J(P )

= (J ′J,H(λ′J◦J′λ))(P )

¤

Sea M = (M, ·, 1) un monoide, C una categoŕıa, T una mónada sobre C, (Fx)x∈M

un homomorfismo del monoide M en el monoide End(C) de los endofunctores de la
categoŕıa C y (λx)x∈M una familia de transformaciones naturales en la que, para
cada x ∈ M , λx : FxT +3 TFx. Decimos que la mónada T es (Fx)x∈M -estructural
relativa a (λx)x∈M si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) Para cada x ∈ M , (Fx, λx) es un endomorfismo de Kleisli de (C,T).
(2) λ1 = idT .
(3) Para cada x, y ∈ M , λyx = (λyFx) ◦ (Fyλx).

Por otra parte, decimos que la mónada T es (Fx)x∈M -estructural si hay una familia
de transformaciones naturales (λx)x∈M en la que, para cada x ∈ M , λx : FxT +3 TFx,
tal que la mónada T es (Fx)x∈M -estructural relativa a (λx)x∈M .

Para una mónada T sobre C que sea (Fx)x∈M -estructural relativa a (λx)x∈M , el
functor FT : C // Kl(T) se puede extender hasta un functor, denotado también
por FT, desde la categoŕıa con operadores (C, (Fx)x∈M ) hasta la categoŕıa con
operadores (Kl(T), (Tσx)x∈M ), en la que, para cada x ∈ M , σx = (Fx, λx) y Tσx

es el endofunctor de Kl(T) que a un morfismo f : A // T (B) le asigna Tσx(f) =
λx,B ◦ Fx(f), porque el functor FT es tal que, para cada x ∈ M , el diagrama

C
FT //

Fx

²²

Kl(T)

Tσx

²²
C

FT
// Kl(T)

conmuta.
Observemos que la categoŕıa Kl(T) no está cerrada bajo los oparadores Fx. The

expanded category (Kl(T), (Tσx)x∈M ) will provide more information about the
monad T than does the category Kl(T). De hecho, Kl(T) es el caso particular en
el que el monoide es trivial, i.e., final en la categoŕıa de monoides, F1 el functor
identidad de C y λ1 la transformación natural identidad de T .

Ahora, dado un monoide M = (M, ·, 1), dos categoŕıas C y C′, una mónada T
sobre C y otra T′ sobre C′, un homomorfismo (Fx)x∈M de M en End(C) y otro
(F ′x)x∈M de M en End(C′) y familias de transformaciones naturales (λx : FxT +3 TFx)x∈M

y (λ′x : F ′xT +3 TF ′x)x∈M , tales que la mónada T sea (Fx)x∈M -estructural relativa
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a (λx)x∈M y la mónada T′ sea (F ′x)x∈M -estructural relativa a (λ′x)x∈M , defini-
mos un morfismo de (C,T, (σx)x∈M ) en (C′,T′, (σ′x)x∈M ), con σx = (Fx, λx) y
σ′x = (F ′x, λ′x), como un triplo (J, λ, (ξx)x∈M )) que cumple las siguientes condi-
ciones

(1) (J, λ) es un morfismo de Kleisli de (C,T) en (C′,T′).
(2) Para cada x ∈ M , JFx = F ′xJ .
(3) Para cada x ∈ M , λFx ◦ Jλx = λ′xJ ◦ F ′xλ, i.e., se cumple la siguiente

ecuación

C
T //

Fx

²²

C

Fx

²²

xxxxx¡
λx

C T //

J

²²

C

J

²²

xxxxx¡
λ

C′
T ′

// C′

=

C
T //

J

²²

C

J

²²

xxxxx¡
λ

C′ T ′ //

F ′x
²²

C′

F ′x
²²

yyyyx¡
λ′x

C′
T ′

// C′

(4) Para cada x ∈ M , ξx : JTFx
+3 T ′F ′xJ .

(5) ξ1 = λ y, para cada x, y ∈ M , ξyx = ξyFx.
Además, definimos la composición de dos morfismos (J, λ, (ξx)x∈M )) de (C,T, (σx)x∈M )
en (C′,T′, (σ′x)x∈M ) y (J ′, λ′, (ξ′x)x∈M )) de (C′,T′, (σ′x)x∈M ) en (C′′,T′′, (σ′′x)x∈M ),
como

(J ′ ◦ J, λ′J ◦ J ′λ, (ξ′xJ ◦ J ′ξx)x∈M ).

Un ejemplo de los conceptos que acabamos de definir lo tenemos si consideramos
las mónadas con operadores (Sub(FrΣ(V )),Cnc, (f)f∈End(FrΣ(V ))), asociada a la
lógica sentencial clásica, y (Sub(EqΣ(V )),CnBool, (f × f)f∈End(FrΣ(V ))), asociada
al sistema de clausura estructural (EqΣ(V ), CnBool), en el que, para un conjunto
de ecuaciones Γ, CnBool(Γ) está definido como

CnBool(Γ) = { (φ, ψ) | Γ |=Bool (φ, ψ) },
junto al morfismo de la primera en la segunda determinado por la extensión canónica,
L, de la aplicación de FrΣ(V ) en Sub(EqΣ(V )) que a una fórmula φ le asigna
{ (φ,>) }, situación que resumimos con el siguiente diagrama

Sub(FrΣ(V )) Cnc
//

f [·]

²²

L
qqqqq

xxqqqqq

Sub(FrΣ(V ))

f [·]

²²

L
qqqqq

xxqqqqq

Sub(EqΣ(V )) CnBool
//

f [·]× f [·]

²²

Sub(EqΣ(V ))

f [·]× f [·]

²²

Sub(FrΣ(V )) Cnc
//

L
qqqqq

xxqqqqq

Sub(FrΣ(V ))

L
qqqqq

xxqqqqq

Sub(EqΣ(V )) CnBool
// Sub(EqΣ(V ))

Además, tenemos un morfismo de la segunda en la primera determinado por la
extensión canónica, R, de la aplicación de EqΣ(V ) en Sub(FrΣ(V )) que a una
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ecuación (φ, ψ) le asigna {φ → ψ, ψ → φ }, situación que resumimos con el siguiente
diagrama

Sub(EqΣ(V )) CnBool
//

f [·]× f [·]

²²

R
qqqqq

xxqqqqq

Sub(EqΣ(V ))

f [·]× f [·]

²²

R
qqqqq

xxqqqqq

Sub(FrΣ(V )) Cnc
//

f [·]

²²

Sub(FrΣ(V ))

f [·]

²²

Sub(EqΣ(V )) CnBool
//

R
qqqqq

xxqqqqq

Sub(EqΣ(V ))

R
qqqqq

xxqqqqq

Sub(FrΣ(V )) Cnc
// Sub(FrΣ(V ))

Los Kl-morfismos entre mónadas pueden ser comparados entre śı por medio de
ciertas deformaciones de Kleisli. Estas están en correspondencia biuńıvoca con
las transformaciones naturales entre los functores sobre las categoŕıas de Kleisli
asociados a los Kl-morfismos.

Definition 54. Sean (J, λ), (J ′, λ′) : (C,T) // (C′,T′) dos Kl-morfismos de mónadas.
Una deformación de Kleisli o, simplemente, una Kl-deformación, de (J, λ) en (J ′, λ′)
es una transformación natural Ξ: J ′ +3 T ′J tal que el diagrama

J ′T
ΞT //

λ′
²²

T ′JT
T ′λ // T ′T ′J

µ′J
²²

T ′J ′
T ′Ξ

// T ′T ′J
µ′J

// T ′J

conmuta, i.e., tal que

C C C

C′ C′ C′

T // 1 //

T ′
//

T ′
//

J
²²

J
²²

J ′
²²

@A BC
T ′

OO

uuuuv~λ uuuuv~Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

=

C C C

C′ C′ C′

1 // T //

T ′
//

T ′
//

J
²²

J ′
²²

J ′
²²

@A BC
T ′

OO

uuuuv~Ξ uuuuv~λ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

En ese caso, también usamos Ξk para la única transformación natural de J ′T en
T ′J en el diagrama anterior.
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El hecho de que Ξ sea una Kl-deformación de (J, λ) en (J ′, λ′) se denota como
Ξ: (J, λ) /o _ // (J ′, λ′), o también mediante el diagrama

C

C

C′

C′

TVVVVVVVVVV

**VVVVVVVVVV

T ′ **VVVVVVVVVVVVVVVVVVV

J

¾¾

J ′

¤¤
J

¾¾

J ′

¤¤

mmmmrz
λ

mmmmrz
λ′

.n ] ..Ξ

Para cada Kl-morfismo (J, λ) : (C,T) // (C′,T′), la Kl-identidad es la trans-
formación natural Jη′ : J +3 T ′J .

La composición vertical de Kl-deformaciones

(C,T)

(J, λ)

##
(J ′, λ′) //

(J ′′, λ′′)

;;
(C′,T′)

²OÂ
²² Ξ

²OÂ
²² Ξ

′

denotada como Ξ′ ◦̃ Ξ, es la transformación natural

J ′′
Ξ′ // T ′J ′

T ′Ξ // T ′T ′J
µ′J // T ′J

obtenida a partir de

C C C

C′ C′ C′

1 // 1 //

T ′
//

T ′
//

J
²²

J ′
²²

J ′′
²²

@A BC
T ′

OO

uuuuv~Ξ uuuuv~Ξ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

La composición horizontal de Kl-deformaciones

(C,T)

(J, λ)
**

(J ′, λ′)

44 (C
′,T′)

(J ′′, λ′′)
++

(J ′′′, λ′′′)
33 (C

′′,T′′)²OÂ
²² Ξ

²OÂ
²² Ξ

′

denotada como Ξ′ ∗̃ Ξ, es la transformación natural

J ′′′J ′
J ′′′Ξ // J ′′′T ′J

Ξ′kJ // T ′J ′′J
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obtenida a partir de

C C

C′ C′ C′

C′′ C′′ C′′

1 //

T ′ // 1 //

T ′′
//

T ′′
//

J
²²

J ′
²²

J ′′
²²

J ′′
²²

J ′′′
²²

@A BC
T ′

OO

jjjjpxΞ

uuuuv~λ′′ uuuuv~Ξ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

=

C C

C′ C′ C′

C′′ C′′ C′′

1 //

1 // T ′ //

T ′′
//

T ′′
//

J
²²

J ′
²²

J ′′
²²

J ′′′
²²

J ′′′
²²

@A BC
T ′

OO

jjjjpxΞ

uuuuv~Ξ′ uuuuv~λ′′′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

Si f, f ′ : G // G′ son dos homomorfismos de grupos conjugados, de manera que
hay un a′ ∈ G′ tal que, para cada x ∈ G, a′f(x) = f ′(x)a′ , entonces a′ determina
una transformación natural Ξa′ de IdSet en G′×−, que a un conjunto X le asigna
la aplicación Ξa′

X de X en G′ × X que a un x ∈ X le asocia (a′, x), y que es una
Kl-deformación del Kl-morfismo (IdSet, λ

f ) en el Kl-morfismo (IdSet, λ
f ′),

Set

Set

Set

Set

G×−VVVVVVVVV

**VVVVVVVVV

G′ ×− **VVVVVVVVVVVVVVVVVV

IdSet

¾¾

IdSet

¤¤
IdSet

¾¾

IdSet

¤¤

mmmmrz
λf

mmmmrz
λf ′

.n ] ..Ξa′

Si j, j′ : (A, T ) // (A′, T ′) son dos morfismos de S-espacios de clausura het-
erogéneos, existirá una deformación de Kleisli de (j[·], λ) en (j′[·], λ′) precisamente
si, para cada X ⊆S A, j′[X] ⊆S T ′(j[X]).

Por otra parte, si (φ, j) y (φ′, j′) son dos morfismos de espacios de clausura het-
erogéneos de (S,A, T ) en (S′, A′, T ′) y (

⋃
φ ◦j[·], (ιj[·])◦(

⋃
φ λ)) y (

⋃
φ′ ◦j′[·], (ι′j′[·])◦

(
⋃

φ′ λ
′)) los morfismos de Kleisli correspondientes de la mónada (Sub(A),T) en

la mónada (Sub(A′),T′), entonces tendremos una deformación de Kleisli Ξ del
primero en el segundo, precisamente si, para cada X ⊆S A, se cumple que

⋃
φ′(j

′[X]) ⊆S′

T ′(
⋃

φ(j[X])).

Sub(A)

Sub(A)

Sub(A′)

Sub(A′)

TYYYYYYYYYYYYY

,,YYYYYYYYYYYYY

T ′ ,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

⋃
φ j[·]

¾¾

⋃
φ′ j

′[·]

¤¤
⋃

φ j[·]

¾¾

⋃
φ′ j

′[·]

¤¤

qqqqt|
ιj[·] ◦⋃

φ λ

qqqqt|
ι′j′[·] ◦⋃

φ′ λ
′

0p a 00Ξ

Tanto en el caso de los S-espacios de clausura heterogéneos como en el de los
espacios de clausura heterogéneos, de un Kl-morfismo en otro hay a lo sumo una
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Kl-deformación. Ahora bien, si consideramos la 2-categoŕıa HALog, de las lógicas
abstractas heterogéneas, obtenida como el producto fibrado de las 2-categoŕıas
HClSp y Alg, en la que los objects son los triplos ((S,Σ), (A,F ), T ), where S
is a set of sorts, Σ an S-sorted signature, (A,F ) a Σ-algebra and T a heterogeneous
closure operator on the S-sorted set A, the morphisms from ((S, Σ), (A,F ), T ) into
((S′, Σ′), (A′, F ′), T ′) the pairs ((φ, d), f), where (φ, d) is a morphism of Fujiwara
from (S, Σ) into (S′, Σ′) and f a homomorphism of Σ-algebras from (A,F ) into
Algfuj(φ, d)(A′, F ′) = (A′φ, F ′(φ,d)) such that, for every X ⊆S A, we have that⋃

φ(f [T (X)]) ⊆S′ T ′(
⋃

φ(f [X])), and the 2-cells from ((φ, d), f) into ((φ′, d′), f ′),
where ((φ, d), f) and ((φ′, d′), f ′) are morphisms from ((S, Σ), (A,F ), T ) into ((S′, Σ′), (A′, F ′), T ′),
the 2-cells ξ : (S, Σ) /o _ // (S′, Σ′) in Sigfuj such that the following diagram commutes

(A′φ, F ′(φ,d))

ξ(A′,F ′)

²²

(A,F )

f
66llllllllllll

g ((RRRRRRRRRRRR

(A′φ′ , F
′(φ′,d′))

for every X ⊆S A′φ, we have that ξ(A′,F ′)[T ′φ(X)] ⊆S T ′φ′(ξ
(A′,F ′)[X]), and T ′(

⋃
φ′(ξ

(A′,F ′)[X])) ⊆S′

T ′(
⋃

φ(X)),

Sub(A)

Sub(A)

Sub(A′φ′)

Sub(A′φ′)

Sub(A′φ)

Sub(A′φ)

Sub(A′)

Sub(A′)

T[[[[[[[[[[[[

--[[[[[[[[[[[[

T ′ ,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

T ′φ′[[[[[[[

--[[[[[[[[[[[[[

T ′φ[[[[[[[[[[[[[[

--[[[[[[[

ξ(A′,F ′)[·]
uuuuu

::uuuuu

ξ(A′,F ′)[·]
uuuuu

::uuuuu

j[·]

´´

j′[·]

²²

⋃
φ

&&

⋃
φ′

__

j[·]

´´

j′[·]

²²

⋃
φ

%%

⋃
φ′

¢¢

rrrru}
ιj[·] ◦⋃

φ λ

ttttu}
ι′j′[·] ◦⋃

φ′ λ
′

entonces ξ(A′,F ′)[·] es una deformación de Kleisli del morfismo de Kleisli (
⋃

φ ◦f [·], (ιf [·])◦
(
⋃

φ λ)) en el morfismo de Kleisli (
⋃

φ′ ◦f ′[·], (ι′f ′[·]) ◦ (
⋃

φ′ λ
′)) desde la mónada

(Sub(A),T) hasta la mónada (Sub(A′),T′), ya que, por una parte, por cumplirse,
para cada X ⊆S A, que

⋃
φ′(f

′[T (X)]) ⊆S′ T ′(
⋃

φ′(f
′[X])) y que

⋃
φ′(f

′[X]) ⊆S′⋃
φ′(f

′[T (X)]), entonces
⋃

φ′(f
′[X]) ⊆S′ T ′(

⋃
φ′(f

′[X])), y, por otra, ya que, for
every X ⊆S A′φ, we have that T ′(

⋃
φ′(ξ

(A′,F ′)[X])) ⊆S′ T ′(
⋃

φ(X)), entonces
T ′(

⋃
φ′(ξ

(A′,F ′)[f [X]])) ⊆S′ T ′(
⋃

φ(f [X])), luego, por ser ξ(A′,F ′)[·] ◦ f [·] = f ′[·],
podemos afirmar que, for every X ⊆S A′φ,

⋃
φ′(f

′[X]) ⊆S′ T ′(
⋃

φ(f [X])). Si ξ(A′,F ′)

fuera tal que, for every X ⊆S A′φ, se cumpliera que
⋃

φ′(ξ
(A′,F ′)[X]) ⊆S′

⋃
φ(X),

entonces ξ(A′,F ′)[·] seŕıa una deformación de Street.
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Para el espacio de clasura (Z, SgZ), en el que Z es el grupo aditivo de los enteros
y SgZ el operador de formación del subgrupo aditivo de una parte de Z, y los
endomorfismos idZ y µ2 (multiplicación por 2) de Z, tenemos que, para cada parte
X de Z, se cumple que

µ2[X] ⊆ SgZ(idZ[X]) = SgZ(X),

por lo tanto hay una deformación de Kleisli de (idZ[·], λ) en (µ2[·], λ′), con λ y
λ′ triviales. Sin embargo, no hay ninguna deformación de Street de (idZ[·], λ) en
(µ2[·], λ′), ya que no se cumple que, para cada parte X de Z, µ2[X] ⊆ X.

Para la interpretación de Kolmogorov, ((d, P ), t), de la lógica proposicional
clásica en la intuicionista, definida como

tV (γ) =





¬¬vn, if γ = vn;
¬¬¬tV (φ), if γ = ¬φ;
¬¬(tV (φ) ∧ tV (ψ)), if γ = φ ∧ ψ;
¬¬(tV (φ) ∨ tV (ψ)), if γ = φ ∨ ψ;
¬¬(tV (φ) ∧ tV (ψ)), if γ = φ → ψ,

y la interpretación de Gentzen, ((d′, P ), t′), entre las mismas lógicas, definida como

t′V (γ) =





¬¬vn, if γ = vn;
¬t′V (φ), if γ = ¬φ;
t′V (φ) ∧ t′V (ψ), if γ = φ ∧ ψ;
¬(¬t′V (φ) ∧ ¬t′V (ψ)), if γ = φ ∨ ψ;
t′V (φ) → t′V (ψ), if γ = φ → ψ

se cumple, para cada conjunto de fórmulas Γ y cada fórmula φ, que

Γ `c φ iff tV [Γ] `i tV (φ) and Γ `c φ iff t′V [Γ] `i t′V (φ).

Además, para cada fórmula φ, tenemos que

`i tV (φ) ↔ t′V (φ),

por lo tanto, para cada conjunto de fórmulas Γ, se cumple que

t′V [Γ] ⊆ Cni(tV [Γ]) y tV [Γ] ⊆ Cni(t′V [Γ]).

De donde se deduce que tenemos dos deformaciones de Kleisli de (tV [·], λ) en
(t′V [·], λ′) y de (t′V [·], λ′) en (tV [·], λ), inversas una de otra, tal como muestra el
siguiente diagrama

Sub(FrΣ(V ))
Cnc //

t′V [·]
££

tV [·]
¿¿

Sub(FrΣ(V ))

t′V [·]
££

tV [·]
¿¿

Sub(FrΣ(V ))
Cni

// Sub(FrΣ(V ))

/o _ //o/_oo /o _ //o/_oo

Sin embargo, no hay ninguna deformación de Street de (tV [·], λ) en (t′V [·], λ′) ni
de (t′V [·], λ′) en (tV [·], λ), ya que no se cumple, para cada conjunto de fórmulas Γ,
ni que t′V [Γ] ⊆ tV [Γ] ni que tV [Γ] ⊆ t′V [Γ].

Además, también tenemos dos deformaciones de Kleisli de (tV [·] ◦ {·}, λ) en
(t′V [·] ◦ {·}, λ′) y de (t′V [·] ◦ {·}, λ′) en (tV [·] ◦ {·}, λ), inversas una de otra, tal como



102 CLIMENT AND SOLIVERES

muestra el siguiente diagrama

FrΣ(V ) id //

{·}
²²

FrΣ(V )

{·}
²²

Sub(FrΣ(V )) Cnc
//

t′V [·]
££

tV [·]
¿¿

Sub(FrΣ(V ))

t′V [·]
££

tV [·]
¿¿

Sub(FrΛ(V ))
Cni

// Sub(FrΛ(V ))

/o _ //o/_oo /o _ //o/_oo

en donde la fila superior del último diagrama, representa la mónada asociada al
conjunto FrΣ(V ), a través de la categoŕıa discreta determinada por tal conjunto.

Para la interpretación de McKinsey-Tarski, ((d, P ), t), de la lógica proposicional
intuicionista en la modal, S4, de Lewis, definida como

tV (γ) =





¤vn, if γ = vn;
¤¬tV (φ), if γ = ¬φ;
tV (φ) ∧ tV (ψ), if γ = φ ∧ ψ;
tV (φ) ∨ tV (ψ), if γ = φ ∨ ψ;
¤(tV (φ) → tV (ψ)), if γ = φ → ψ.

y la interpretación de Gödel, ((d′, P ′), t′), entre las mismas lógicas, definida como

t′V (γ) =





vn, if γ = vn;
¬¤t′V (φ), if γ = ¬φ;
t′V (φ) ∧ t′V (ψ), if γ = φ ∧ ψ;
¤t′V (φ) ∨¤t′V (ψ), if γ = φ ∨ ψ;
¤t′V (φ) → ¤t′V (ψ), if γ = φ → ψ.

se cumple, para cada fórmula φ, que

If `i φ, then `S4 tV (φ) and `S4 t′V (φ).

Además, para cada fórmula φ, tenemos que

`S4 ¤(tV (φ) ↔ ¤t′V (φ)),

luego, para cada fórmula φ, podemos afirmar que

`S4 tV (φ) → t′V (φ).

por lo tanto, para el conjunto vaćıo de fórmulas, se cumple que

t′V [Cni(∅)] ⊆ CnS4(tV [Cni(∅)]).

De donde se deduce que tenemos una deformación de Kleisli de (tV [·] ◦ κCni(∅), λ)
en (t′V [·] ◦ κCni(∅), λ

′). Sin embargo, no hay ninguna deformación de Street de
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(tV [·] ◦ κCni(∅), λ) en (t′V [·] ◦ κCni(∅), λ
′).

Sub(∅) id //

κCni(∅)

²²

Sub(∅)

κCni(∅)

²²
Sub(FrΣ(V )) Cni

//

t′V [·]
¦¦

tV [·]
¼¼

Sub(FrΣ(V ))

t′V [·]
¦¦

tV [·]
¼¼

Sub(FrΛ(V ))
CnS4

// Sub(FrΛ(V ))

/o _ // /o _ //

Obsérvese que el morfismo de espacios de clausura κCni(∅), no es la extensión a
las partes de ninguna aplicación del conjunto ∅ en FrΣ(V )

Proposition 116. Las mónadas, los Kl-morfismos y las Kl-deformaciones entre
ellas determinan una 2-categoŕıa, denotada como MndKl.

Proof. La demostración es análoga a la de la proposición 108. ¤

Para la demostración de ciertas proposiciones, conviene considerar una definición
alternativa, pero equivalente, de las Kl-deformaciones.

Proposition 117. Sean (J, λ), (J ′, λ′) : (C,T) // (C′,T′), dos Kl-morfismos.
Entonces existe una biyección entre las Kl-deformaciones de (J, λ) en (J ′, λ′) y
las transformaciones naturales Ξ de J ′T en T ′J tales que

C C C

C′ C′ C′

T // T //

J
²²

T ′
//

@A BC
T ′

OO

J
²²

T ′
//

J ′
²²

uuuuv~λ uuuuv~Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

=

C C C

C′ C′ C′

T // T //

J
²²

T ′
//

@A BC
T ′

OO

J ′
²²

T ′
//

J ′
²²

uuuuv~Ξ uuuuv~λ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

Proof. Si Ξ: (J, λ) /o _ // (J ′, λ′) es una Kl-deformación, entonces Ξk cumple la condición
de la proposición, puesto que

T // T // 1 //

T ′
//

T ′
//

T ′
//

J

²²
J

²²
J

²²
J ′

²²

@A BC
T ′

OO

@A BC
T ′

OO

zzzzy¢
λ zzzzy¢

λ zzzzy¢
Ξ

¿¿ ¿¿ ­µ µ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

=

T // 1 //

T ′
//

T ′
//

J

²²
J

²²
J ′

²²

@A BC
T ′

OO

GF ED
T 2

²²

zzzzy¢
λ zzzzy¢

Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
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=

1 // T //

T ′
//

T ′
//

J

²²
J ′

²²
J ′

²²

@A BC
T ′

OO

GF ED
T 2

²²

zzzzy¢
Ξ zzzzy¢

λ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ

=

1 // T // T //

T ′
//

T ′
//

T ′
//

J

²²
J ′

²²
J ′

²²
J ′

²²

@A BC
T ′

OO

@A BC
T ′

OO

zzzzy¢
Ξ zzzzy¢

λ′ zzzzy¢
λ′

"" ""
¯· µ
′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

Rećıprocamente, si Ξ cumple la condición de la proposición, entonces

T //

T ′
//

J

²²
J ′

²²

GF ED
1

²²

rrrrt|Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

es una Kl-deformación, puesto que se cumple que

T // T //

T ′
//

T ′
//

J

²²
J

²²
J ′

²²

@A BC
T ′

OO

GF ED
1

²²

zzzzy¢
λ zzzzy¢

Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

=

T // T //

T ′
//

T ′
//

J

²²
J ′

²²
J ′

²²

@A BC
T ′

OO

GF ED
1

²²

zzzzy¢
Ξ zzzzy¢

λ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

¤

Con la caracterización anterior de las Kl-deformaciones, tenemos una descripción
alternativa de las composiciones verticales y horizontales. En particular, la com-
posición horizontal adopta, con la notación de los párrafos precedentes, la forma
más simple siguiente

T //

T ′ //

T ′′
//

J

²²
J ′

²²

J ′′

²²
J ′′′

²²

GF ED
1

²²

rrrrt|Ξ

rrrrt|Ξ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

Las 2-células entre morfismos de mónadas consideradas por Street en [Str72] son
un caso particular de las deformaciones consideradas aqúı. Las deformaciones de
Street se caracterizan como aquellas deformaciones de Kleisli que pueden factor-
izarse a través de una cierta transformación natural entre los functores subyacentes
de los Kl-morfismos.
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Definition 55. Sean (J, λ), (J ′, λ′) : (C,T) // (C′,T′) dos Kl-morfismos. Una
deformación de Street de (J, λ) en (J ′, λ′) es una transformación natural σ : J ′ +3 J
tal que λ ◦ σT = T ′σ ◦ λ′, i.e., tal que el diagrama

C
T

**UUUUUUUUUUUUUUU

J ′

££

J

¿¿

C

J ′

££

J

¿¿

C′

T ′ **TTTTTTTTTTTTTTT

C′

____ks σ

____ks σ
kkkkqy λ kkkkqy λ

′

conmuta.

Cada deformación de Street induce una deformación de Kleisli a través de la
transformación natural de su diagrama conmutativo.

Proposition 118. Sea σ una deformación de Street de (J, λ) en (J ′, λ′). Entonces
la transformación natural η′J ◦ σ = λση = T ′σ ◦ λ′(J ′η) es una deformación de
Kleisli.

C 1
))RRRRRRRRRR

J

ÁÁ
C

J ′

¢¢
C′

1
RRRR

((RRRR

T ′

;; C
′

llllrzσ

µµµµ¦° η′

=

C

1

¸¸T
UUUUUUU

**UUUUUUU

J ′

££

J

¿¿

C

J ′

££

J

¿¿

C′

T ′
TTTTTT

**TTTTTT

C′

¸¸̧̧§± η

____ks σ

____ks σ
kkkkqy λ kkkkqy λ

′

¤

En lo que sigue, se dice que una Kl-deformación Ξ: (J, λ) /o _ // (J ′, λ′) es una
deformación de Kleisli-Street o, simplemente, una Kl-St-deformación, si Ξ se obtiene
a partir de una deformación de Street σ : J ′ +3 J de la manera indicada en la
proposición anterior. No toda deformación de Kleisli puede obtenerse a partir de
una deformación de Street. Para un ejemplo relevante véase la sección posterior
sobre la relación entre teoŕıas algebraicas heterogéneas y mónadas.

El conjunto de las Kl-St-deformaciones está cerrado bajo composición, por lo que
estas determinan una sub-2-categoŕıa de MndKl que denotamos como MndKl,St

Definition 56. Sea Kl la 2-categoŕıa con 0-células los pares (C,T) con T ∈
Mnd(C), 1-células de (C,T) en (C′,T′) los pares de functores (J,H) tales que
J : C // C′, H : Kl(T) // Kl(T′) y H ◦ FT = FT′ ◦J , 2-células de (J,H) en
(J ′,H ′) las transformaciones naturales de H en H ′ e identidades y composiciones
definidas a partir de las de las componentes.

Proposition 119. Las 2-categoŕıas MndKl y Klcn son isomorfas.

Proof. Por la proposición 114 existe una correspondencia biuńıvoca entre las 1-
células de MndKl y las de Klcn. Sean (J, λ), (J ′, λ′) : (C,T) // (C′,T′) dos
Kl-morfismos y Ξ: (J, λ) /o _ // (J ′, λ′) una Kl-deformación. Entonces Ξ determina
una transformación natural τΞ para la que se cumplen las relaciones de incidencia
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indicadas en los diagramas

(C,T)

(J, λ)
**

(J ′, λ′)

44 (C
′,T′)²OÂ

²² Ξ Kl(T)

(J,Hλ)

44

(J ′,Hλ′)
**
Kl(T′)²OÂ

²² τ
Ξ

En efecto, sea τΞ la aplicación que a cada X ∈ C le asigna el morfismo en
Kl(T′) que corresponde al morfismo ΞX : J ′(X) // T ′(J(X)) en C. Entonces
τΞ : (J ′, Hλ′) +3 (J,Hλ) es una 2-célula de Klcn, debido a que τΞ : Hλ′ +3 Hλ

es una transformación natural, ya que si f : Y // X es un morfismo en Kl(T), el
diagrama en Kl(T′)

J ′(Y )

τΞ
Y

²²

Hλ′(f)
// J ′(X)

τΞ
X

²²
J(Y )

Hλ(f)
// J(X)

conmuta, en virtud de la conmutatividad del diagrama en C

J ′(Y )

ΞY

²²

J ′(f)
//

GF ED
Hλ′(f)

²²
J ′T (X)

ΞT (X)

²²

λ′X // T ′J ′(X)
T ′ΞX // T ′T ′J(X)

µ′J(X)

²²
T ′J(Y )
@A BC

T ′Hλ(f)

OOT ′J(f)
// T ′JT (X)

T ′λX

// T ′T ′J(X)
µ′J(X)

// T ′J(X)

en el que el rectángulo izquierdo conmuta porque Ξ: J ′ +3 T ′J es natural, el
derecho porque Ξ es una deformación y el resto por definición.

Rećıprocamente, si (J,H), (J ′,H ′) : Kl(T) // Kl(T′) son 1-células en Klcn y
ϑ : (J ′,H ′) +3 (J,H), es una 2-célula en Kl, sea Ξϑ la aplicación que a cada X ∈ C
le asigna el morfismo en C′ que corresponde a ϑX en Kl(T′).

Puesto que ϑX = ϑFT(X) : H ′ FT(X) = J ′(X) // H FT(X) = J(X), se cumple
que Ξϑ

X : J ′(X) // T ′J(X). Si f : Y // X es un morfismo en C, entonces, por
ser ϑ natural, el diagrama en Kl(T′)

J ′(Y )
FT′ J ′(f)

//

ϑY

²²

J ′(X)

ϑX

²²
J(Y )

FT′ J ′(f)
// J(X)
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conmuta. Luego el diagrama en C′

J ′(Y )
J ′(f)

//

Ξϑ
Y

²²

J ′(X)
η′J′(X) //

Ξϑ
X

²²

T ′J ′(X)

T ′Ξϑ
X

²²
T ′J(X)

T ′J(f)
//

T ′J(f)
²²

T ′J(X) T ′T ′J(X)
µ′J(X)

oo

T ′J(X)
T ′η′J(X)

// T ′T ′J(X)

µ′JX

OO

conmuta y Ξϑ : J ′ +3 T ′J es una transformación natural.
Veamos que Ξϑ es una deformación de λH en λH′ . Por ser ϑ natural, el diagrama

en Kl(T′)

H ′T (X)
H ′(idC

T (X)) //

Ξϑ
T (X)

²²

H ′(X)

ϑX

²²
HT (X)

H(idC
T (X))

// H(X)

conmuta, y, por consiguiente, el diagrama en C

J ′T (X)

ϑT (X)

²²

H ′(idT (X)) // T ′J ′(X)
T ′(Ξϑ

X)
// T ′T ′J(X)

µ′J(X)

²²
T ′JT (X)

T ′(H(idT (X)))
// T ′T ′J(X)

µ′J(X)

// T ′J(X)

también conmuta. Pero entonces, el diagrama

J ′T

ΞϑT

²²

λH′ // T ′J ′
T ′Ξϑ

// T ′T ′J

µ′J
²²

T ′JT
T ′λH

// T ′T ′J
µ′J

// T ′J

conmuta y Ξϑ es una deformación.
Los dos procesos descritos son inversos entre śı.
Para acabar de demostrar que las 2-categoŕıas MndKl y Klcn son isomorfas, sólo

falta comprobar la compatibilidad con la composición y las identidades.
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Para la composición vertical de Kl-deformaciones

(C,T)

(J, λ)

##
(J ′, λ′) //

(J ′′, λ′′)

;;
(C′,T′)

²OÂ
²² Ξ

²OÂ
²² Ξ

′

se cumple, para cada X ∈ C, que

τΞ′◦̃Ξ
X = (µ′J ◦ T ′Ξ ◦ Ξ′)X

= ΞX ¦ Ξ′X

= τΞ
X ◦ τΞ′

X

Para la composición horizontal de Kl-deformaciones

(C,T)

(J, λ)
**

(J ′, λ′)

44 (C
′,T′)

(J ′′, λ′′)
++

(J ′′′, λ′′′)
33 (C

′′,T′′)²OÂ
²² Ξ

²OÂ
²² Ξ

′

se cumple, para cada X ∈ C, que

τΞ′∗̃Ξ
X = (µ′′ ◦ T ′′Ξ′J ◦ λ′′′J ◦ J ′′′Ξ)X

= (Ξ′J)X ¦ (λ′′′J ◦ J ′′′Ξ)X

= (Ξ′(J,Hλ)X ¦Hλ′′′τ
Ξ

= τΞ′
X ∗ τΞ

X

La compatibilidad con las identidades es inmediata, por lo que la construcción
anterior, junto a la desarrollada en la proposición 114, determina un 2-isomorfismo
de MndKl en Klcn. ¤

La imagen del isomorfismo anterior sobre MndKl,St determina la sub-2-categoŕıa
de Kl siguiente.

Definition 57. Sea KlSt la 2-categoŕıa en la que las 0-células son los pares (C,T)
con T una mónada sobre Mnd(C), las 1-células de (C,T) en (C′,T′) los pares de
functores (J,H), con J : C // C′ y H : Kl(T) // Kl(T′), tales que H ◦ FT =
FT′ ◦J , las 2-células de (J,H) en (J ′,H ′) los pares de transformaciones naturales
(σ, τ), con σ : J +3 J ′ y τ : H +3 H ′, tales que τ FT = FT′ σ, i.e., tales que el
diagrama

C
FT //

J

¾¾

J ′

¤¤

Kl(T)

H

¾¾

H ′

¤¤
C′

FT′
// Kl(T′)

____ +3σ ____ +3τ

conmuta y con identidades y composiciones las definidas a partir de las de sus
componentes.

La 2-categoŕıa KlSt es una sub-2-categoŕıa de MndKl, mediante el functor que
olvida la primera componente de las 2-células.

Proposition 120. Las 2-categoŕıas MndKl,St y KlcnSt son isomorfas. ¤
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5.2. Morfismos y deformaciones de Eilenberg-Moore. Si invertimos el sen-
tido de la transformación natural en los Kl-morfismos se obtiene otra noción de
morfismo de mónadas. Puesto que el sentido del functor permanece invariante,
los conceptos no son duales. Por su relación con los morfismos algebraicos en-
tre mónadas introducidos posteriormente, es conveniente definir los morfismos de
Eilenberg-Moore entre mónadas invirtiendo el sentido del functor en lugar del de
la transformación natural.

Definition 58. Sean (C,T) y (C′,T′) dos mónadas. Un morfismo de Eilenberg-
Moore, o, simplemente, un EM-morfismo de (C,T) en (C′,T′) es un par (K, λ), en
el que K : C′ // C es un functor y λ : TK +3 KT ′ una transformación natural

C
T //

λFFFF Á&

C

C′

K

OO

T ′
// C′

K

OO

tales que

C

1

¼¼

T
//

IIII Ã( λ

C

C′

K

OO

T ′
// C′

K

OO

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

=

C
1 //

IIII Ã(id

C

C′

K

OO

1 //

T ′

AAC
′

K

OO

ÂÂ ÂÂ
®¶ η
′

C
T //

IIII Ã( λ

C
T //

IIII Ã( λ

C

C′

K

OO

T ′
// C′

K

OO

T ′
// C′

K

OO

T

>>ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

=

C

TT

ÀÀ

IIII Ã( λ
T

// C

C′

K

OO

T ′
// C′

K

OO

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ

Para cada mónada T sobre C, la identidad en (C,T), id(C,T), es el morfismo
(IdC, idT ). Si (K, λ) : (C,T) // (C′T′) y (K ′, λ′) : T′ //T′′ son dos EM-morfismos,
su composición, (K ′, λ′) ◦ (K, λ) es el par (K ′ ◦K,Kλ′ ◦ λK ′).

Proposition 121. Las mónadas y los EM-morfismos entre ellas determinan una
categoŕıa, denotada como MndEM.

Proposition 122. Sea T una mónada sobre C y T′ una sobre C′. Entonces existe
una biyección entre

(1) Los EM-morfismos (K,λ) : (C,T) // (C′,T′).
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(2) Los pares (K, H), en los que K : C′ // C y H : EM(T′) // EM(T), tales
que GT ◦H = K ◦GT

′
, i.e. tales que el siguiente diagrama conmuta

EM(T)
GT // C

EM(T′)
GT′

//

H

OO

C′

K

OO

Proof. A cada EM-morfismo (K, λ) : (C,T) // (C′,T′) le asignamos el par (K,Hλ),
en el que Hλ : EM(T′) // EM(T) es el functor que a una T′-álgebra (A, α) le
hace corresponder la T-álgebra (K(A),K(α) ◦ λA) y a un EM(T′)-morfismo f el
EM(T)-morfismo K(f).

Comprobemos que Hλ está bien definido. Si (A,α) es una T′-álgebra, entonces
(A,K(α) ◦ λA) es una T-álgebra, puesto que se cumplen las ecuaciones

(K(α) ◦ λA) ◦ ηK(A) = K(α) ◦K(η′A)

= K(α ◦ η′A)
= idK(A) ,

(K(α) ◦ λA) ◦ µK(A) = K(α) ◦K(µ′A) ◦ λT ′(A) ◦ T (λ)A

= K(α ◦ µ′A) ◦ λT ′(A) ◦ T (λ)A

= K(α ◦ T ′(α)) ◦ λT ′(A) ◦ T (λA)

= K(α) ◦K(T ′(α)) ◦ λT ′(A) ◦ T (λA)

= K(α) ◦ λA ◦ TK(α) ◦ T (λA)

= (K(α) ◦ λA) ◦ T (K(α) ◦ λA)

Si f : (A,α) // (B, β) es un morfismo de T′-álgebras, entonces Hλ(f) es un ho-
momorfismo de T-álgebras porque

K(f) ◦K(α) ◦ λA = K(β) ◦KT ′(f) ◦ λA = K(β) ◦ λB ◦ TK(f)

La preservación de composiciones e identidades es inmediata, aśı como que
GT ◦H = K ◦GT

′
.

Rećıprocamente, a un par (K,H) que cumpla las condiciones en (2), le asoci-
amos el EM-morfismo (K,λH), en donde λH se define como sigue. Puesto que
H : EM(T′) // EM(T) es tal que GT ◦H = K ◦GT

′
, H asigna a cada T′-álgebra

(A,α), la T-álgebra H(A,α), cuyo objeto subyacente es, necesariamente, K(A),
y cuya estructura denotamos mediante αH . En particular, para cada objeto A,
(T ′(A), µ′A) es una T′-álgebra, a la que el functor H asigna la T-álgebra (KT ′(A), (µ′A)H).

La aplicación A 7→ (µ′A)H es una transformación natural (µ′(·))
H de TKT ′ en

KT ′, puesto que, para cada f : A // B, como µ′ es una transformación natural y
H es functor, los diagramas

T ′T ′(A)
T ′T ′(f)

//

µ′A
²²

T ′T ′(B)

µ′B
²²

T ′(A)
T ′(f)

// T ′(B)

TKT ′(A)
TKT ′(f)

//

(µ′A)H

²²

TKT ′(B)

(µ′B)H

²²
KT ′(A)

KT ′(f)
// KT ′(B)

conmutan.
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Sea λH : TK +3 KT ′ la transformación natural obtenida mediante la com-
posición de TKη′ con (µ′(·))

H , y que a cada A ∈ C le asigna el morfismo

TK(A)
(TKη′)A // TKT ′(A)

(µ′A)H

// KT ′(A)

La transformación natural λH también se puede obtener como sigue. Sea κ la
transformación natural conjugada de la transformación natural identidad de K◦GT′
en GT ◦H, obtenida a partir del diagrama

EM(T) C
FToo

EM(T)

1

OO

GT // C

1

OO

EM(T′)

H

OO

GT
′

// C′

K

OO

OOOOck =

EM(T′)

1

OO

C′

1

OO

FT
′

oo

____ksε
T

____ks
ηT

′

Componiendo con FT, se obtiene la transformación natural

λH = GT κ : TK = GT FTK +3 GTH FT
′
= K GT

′
FT

′
= KT ′

Se cumple que λH ◦ ηK = Kη′, puesto que, para cada A, el diagrama

KA
(ηK)A //

(Kη′)A

²²

TK(A) ED

BC

λH
A

oo

(TKη′)A

²²
KT ′(A)

(ηKT ′)A//

id
&&LLLLLLLLLLLLLL

TKT ′(A)

(µ′A)H

²²
KT ′(A)

conmuta.
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La condición λH ◦ µK = Kµ′ ◦ λHT ′ ◦ TλH se deduce de la conmutatividad del
diagrama

TTK(A)

TλH
A

))

µKA //

TTKη′A
²²

TK(A)

λH
A

yy

TKη′A
²²

TTKT ′(A)
µKT ′A //

T (µ′A)H

²²

TKT ′(A)

(µ′A)H

²²
TKT ′(A)

λH
T ′(A)

))

(µ′A)H

//

idTKT ′(A)

''NNNNNNNNNNNNNNN

TKη′T ′A
²²

KT ′(A)

idKT ′(A)

ww

TKT ′T ′(A)
TKµ′A

//

(µ′T ′(A))
H

²²

TKT ′(A)

(µ′A)H

²²
KT ′T ′(A)

µ′A
// KT ′(A)

donde el cuadrado inferior conmuta porque el functor H preserva homomorfismos.
Los dos procesos son inversos entre śı. Si (K, λ) : (C,T) // (C′,T′) es un EM-

morfismo de mónadas, entonces λ(Hλ) = λ, puesto que, para cada A, el diagrama

TK(A)
λA //

TKη′A
²²

KT ′(A)

KT ′η′A
²²

idKT ′(A)

&&MMMMMMMMMMMMMM

TKT ′(A)
λT ′(A)

//

@A BC

µ′A
Hλ

OO
KT ′T ′(A)

Kµ′A
// KT ′(A)

conmuta.
Por último, si el functor H : EM(T′) // EM(T) es tal que GT ◦H = K ◦ GT

′
,

entonces HλH

= H, porque, para cada T′-álgebra (A,α), el T′-homomorfismo
α : (T ′(A), µ′A) // (A,α) es preservado por H, y por tanto el diagrama

TK(A)
TKη′A //

idTK(A)
&&LLLLLLLLLLLLLL

TKT ′(A)
(µ′A)H

//

TK(α)
²²

KT ′(A)

K(α)
²²

TK(A)
K(α)

// K(A)

conmuta. ¤

Definition 59. Sea EM la categoŕıa en la que los objetos son las mónadas (C,T)
y los morfismos de (C,T) en (C′,T′) los pares de functores (K, H) tales que
K : C′ // C, H : EM(T′) // EM(T) y GT ◦H = K ◦GT′ .
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Proposition 123. Las categoŕıas MndEM y EMop son isomorfas. ¤

Para los EM-morfismos entre mónadas se tiene asimismo una noción de defor-
mación. Las deformaciones de Eilenberg-Moore están en correspondencia biuńıvoca
con las transformaciones naturales entre los functores sobre las categoŕıas de Eilenberg-
Moore asociados a los EM-morfismos.

Definition 60. Sean (K,λ), (K ′, λ′) : (C,T) // (C′,T′) dos EM-morfismos de
mónadas. Entonces una deformación de Eilenberg-Moore o, simplemente, una EM-
deformación de (K,λ) en (K ′, λ′) es una transformación natural Ξ: K +3 K ′T ′

tal que el diagrama

TK
λ //

TΞ
²²

KT ′
ΞT ′ // K ′T ′T ′

K ′µ′

²²
TK ′T ′

λ′T ′
// K ′T ′T ′

K ′µ′
// K ′T ′

conmuta, i.e., tal que

C C C

C′ C′ C′

T // 1 //

K

OO

T ′
//

@A BC
T ′

OO

K

OO

T ′
//

K ′

OO
IIII Ã(λ

IIII Ã(Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

=

C C C

C′ C′ C′

1 // T //

K

OO

T ′
//

@A BC
T ′

OO

K ′

OO

T ′
//

K ′

OO
IIII Ã(Ξ

IIII Ã(λ
′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

En ese caso, convenimos que Ξe es la única transformación natural de TK en
K ′T ′ en el diagrama anterior.

El hecho de que Ξ sea una EM-deformación de (K, λ) en (K ′, λ′) se denota como
Ξ: (K, λ) /o _ // (K ′, λ′), o tambien mediante el diagrama

C

C

C′

C′

TUUUUUUUUU

**UUUUUUUUU

T ′ **UUUUUUUUUUUUUUUUU

K

CC

K ′

[[

K

CC

K ′

[[
GGGG Â'

λ
GGGG Â'
λ′

/o _ //Ξ

Para cada EM-morfismo (K,λ) : (C,T) // (C′,T′) la EM-identidad es la trans-
formación natural Kη′ : K +3 KT ′.

La composición vertical de deformaciones

(C,T)

(K,λ)

##
(K ′, λ′) //

(K ′′, λ′′)

;;
(C′,T′)

²OÂ
²² Ξ

²OÂ
²² Ξ

′
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denotada como Ξ′ ◦̃ Ξ, es la transformación natural

K
Ξ // K ′T ′

Ξ′T ′ // K ′′T ′T ′
K ′′µ′ // K ′′T ′

obtenida a partir del diagrama

C C C

C′ C′ C′

1 // 1 //

K

OO

T ′
//

@A BC
T ′

OO

K ′

OO

T ′
//

K ′′

OO
IIII Ã(Ξ

IIII Ã(Ξ
′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

La composición horizontal de deformaciones

(C,T)

(K, λ)
**

(K ′, λ′)

44 (C
′,T′)

(K ′′, λ′′)
++

(K ′′′, λ′′′)
33 (C

′′,T′′)²OÂ
²² Ξ

²OÂ
²² Ξ

′

denotada como Ξ′ ∗̃ Ξ, es la transformación natural

KK ′′ ΞK ′′
// K ′T ′K ′′ K ′Ξ′e // K ′K ′′′T ′′

obtenida a partir de

C C

C′ C′ C′

C′′ C′′ C′′

1 //

K

OO

K ′

OO

T ′ // 1 //

K ′′

OO

T ′′
//

K ′′

OO

T ′′
//

K ′′′

OO

@A BC
T ′′

OO

TTTT &.Ξ

IIII Ã(λ
′′ IIII Ã(Ξ

′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′′

=

C C

C′ C′ C′

C′′ C′′ C′′

1 //

K

OO

K ′

OO

1 // T ′ //

K ′′

OO

T ′′
//

K ′′

OO

T ′′
//

K ′′′

OO

@A BC
T ′′

OO

TTTT &.Ξ

IIII Ã(Ξ
′ IIII Ã(λ

′′′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′′

Proposition 124. Las mónadas, los EM-morfismos y las EM-deformaciones de-
terminan una 2-categoŕıa, denotada como MndEM.

Proof. La demostración es análoga a la de la proposición 108. ¤

Las deformaciones entre morfismos de mónadas sobre una misma categoŕıa C
son simultáneamente deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore.

Se puede dar una definición alternativa, pero equivalente, de las deformaciones
que resulta, ocasionalmente, más adecuada para la demostración de algunas proposi-
ciones. La relación entre ellas es, esencialmente, la que existe entre las aplicaciones
desde los conjuntos de variables y sus extensiones a las álgebras libres.

Proposition 125. Sean (K,λ), (K ′, λ′) : (C,T) // (C′,T′) EM-morfismos. En-
tonces existe una biyección entre las EM-deformaciones de (K, λ) en (K ′, λ′) y las
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transformaciones naturales de KT en K ′T ′ tales que

C C C

C′ C′ C′

T // T //

K

OO

T ′
//

@A BC
T ′

OO

K

OO

T ′
//

K ′

OO
IIII Ã(λ

IIII Ã(Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

=

C C C

C′ C′ C′

T // T //

K

OO

T ′
//

@A BC
T ′

OO

K

OO

T ′
//

K ′

OO
IIII Ã(Ξ

IIII Ã(λ
′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

Proof. Si Ξ: (K, λ) /o _ // (K ′, λ′) es una EM-deformación, entonces Ξe cumple la
condición de la proposición, puesto que

T // T // 1 //

T ′
//

T ′
//

T ′
//

K

OO

K

OO

K

OO

K ′

OO

@A BC
T ′

OO

@A BC
T ′

OO

DDDD À%
λ DDDD À%

λ DDDD À%
Ξ

¿¿ ¿¿ ­µ µ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

=

T // 1 //

T ′
//

T ′
//

K

OO

K

OO

K ′

OO

@A BC
T ′

OO

GF ED
T 2

²²

DDDD À%
λ DDDD À%

Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ

=

1 // T //

T ′
//

T ′
//

K

OO

K

OO

K ′

OO

@A BC
T ′

OO

GF ED
T 2

²²

DDDD À%
Ξ DDDD À%

λ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ

=

1 // T // T //

T ′
//

T ′
//

T ′
//

K

OO

K ′

OO

K ′

OO

K ′

OO

@A BC
T ′

OO

@A BC
T ′

OO

DDDD À%
Ξ DDDD À%

λ′ DDDD À%
λ′

"" ""
¯· µ
′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

Rećıprocamente, si Ξ cumple la condición de la proposición entonces

T //

T ′
//

K

OO

K ′

OO

GF ED
1

²²

LLLL "*Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

es una EM-deformación, puesto que se cumple que

T // T //

T ′
//

T ′
//

K

OO

K

OO

K ′

OO

@A BC
T ′

OO

GF ED
1

²²

DDDD À%
λ DDDD À%

Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

=

T // T //

T ′
//

T ′
//

K

OO

K ′

OO

K ′

OO

@A BC
T ′

OO

GF ED
1

²²

DDDD À%
Ξ DDDD À%

λ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

ÂÂ ÂÂ
®¶ η
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¤

Con la caracterización anterior de las EM-deformaciones, tenemos una descripción
alternativa tanto de la composición vertical como de la horizontal. En particular, la
composición horizontal adopta, haciendo uso de la notación de los párrafos prece-
dentes, la forma más simple siguiente:

T //

T ′ //

T ′′
//

K

OO

K ′

OO

K ′′

OO

K ′′′

OO

GF ED
1

²²

LLLL "*Ξ

LLLL "*Ξ
′

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

Lo mismo que para las deformaciones de Kleisli, existen EM-deformaciones que
tienen la propiedad adicional de factorizar a través de una transformación natural
entre los functores subyacentes de los EM-morfismos.

Definition 61. Sean (K, λ) y (K ′, λ′) EM-morfismos de (C,T) en (C′,T′). Una de-
formación de Street de (K, λ) en (K ′, λ′) es una transformación natural σ : K +3 K ′

tal que σT ′ ◦ λ = λ′ ◦ Tσ, i.e., tal que el diagrama

C
T

**UUUUUUUUUUUUUUU

K

BB

K ′

\\

C

K

BB

K ′

\\

C′

T ′ **TTTTTTTTTTTTTTT

C′

____ +3σ

____ +3σ

EEEE Á&
λ EEEE Á&

λ′

conmuta.

Cada deformación de Street determina una deformación de Eilenberg-Moore, tal
como demostramos en la siguiente proposición.

Proposition 126. Sea σ una deformación de Street de (K, λ) en (K ′, λ′). Entonces
la transformación natural K ′η′ ◦ σ = σT ′ ◦ λ ◦ ηK = λ′ ◦ η ◦ σ es una deformación
de Eilenberg-Moore.

C 1
))RRRRRRRRRR

K

AA

C

K ′

^^

C′
1

RRRR

((RRRR

T ′

;; C
′

llll 2:σ

µµµµ¦° η′

=

C

1

¸¸T
UUUUUUU

**UUUUUUU

K

BB

K ′

\\

C

K

BB

K ′

\\

C′

T ′
TTTTTT

**TTTTTT

C′

¸¸̧̧§± η

____ +3σ

____ +3σ

EEEE Á&
λ EEEE Á&

λ′

¤
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Decimos que una EM-deformación Ξ: (K,λ) /o _ // (K ′, λ′) es una deformación de
Eilenberg-Moore-Street o, simplemente, una EM-St-deformación, si Ξ se obtiene
a partir de una deformación de Street σ : K +3 K ′ de la manera indicada en la
proposición anterior. Lo mismo que para las Kl-St-deformaciones, no toda defor-
mación de Eilenberg-Moore puede obtenerse a partir de una deformación de Street.

El conjunto de las EM-St-deformaciones está cerrado bajo la composición, por
lo que estas determinan una sub-2-categoŕıa de MndEM, a la que denotamos como
MndEM,St.

Definition 62. Sea EM la 2-categoŕıa en la que las 0-células son los pares (C,T),
con T una mónada sobre C, las 1-células de (C,T) en (C′,T′) los pares de functores
(K,H), en los que K : C′ // C, H : EM(T′) // EM(T) y para los que GT ◦H =
K ◦ GT

′
, las 2-células de (K, H) en (K ′,H ′) las transformaciones naturales de

H en H ′ y con identidades y composiciones las definidas a partir de las de sus
componentes.

Proposition 127. Las 2-categoŕıas MndEM y EMtr son isomorfas.

Proof. Por la proposición 122 hay una correspondencia biuńıvoca entre las 1-células
de Mnd(C) y las de EM(C)tr. Cada EM-deformación Ξ determina una transfor-
mación natural τΞ para la que se cumplen las relaciones de incidencia indicadas en
los diagramas

(C,T)

(K, λ)
**

(K ′, λ′)

44 (C
′,T′)²OÂ

²² Ξ EM(T) EM(T′)

(K, Hλ)
tt

(K ′,Hλ′)

jj
²OÂ
²² τΞ

En efecto, sea τΞ la aplicación que a cada T′-álgebra (A,α) en EM(T′) le asigna
el morfismo K ′(α) ◦ ΞA. Entonces, por la conmutatividad del diagrama

TK(A)

(1)

(TΞ)A //

(λ)A

²²

TK ′T ′(A)

(2)

(TK ′α)A //

(λ′T ′)A

²²

TK ′(A)

(λ′)A

²²

K ′T ′T ′(A)

(3)

(K ′T ′α)A

''OOOOOOOOOOOOO

K ′µ′A
²²

KT ′(A)

(5)

(ΞT ′)A //

K(α)
²²

K ′T ′T ′(A)
K ′µ′A //

(T ′α)A
''PPPPPPPPPPPPPP
K ′T ′(A)

(4) K ′α

''OOOOOOOOOOOOO
T ′(A)

K ′α
²²

K(A)
ΞA

// K ′T ′(A)
K ′(α)

// K ′(A)

en el que (1) conmuta porque Ξ es una deformación, (2) porque λ′ es natural, (3) y
(4) porque (A, α) es una T′-álgebra y (5) porque Ξ es natural, se tiene que (τΞ)(A,α)

es un morfismo de T-álgebras. Además, τΞ es una transformación natural, puesto
que, para cada morfismo de T′-álgebras f : (A,α) // (B, β), el siguiente diagrama
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conmuta:

K(A)
K(f)

//

ΞA
²²

K(B)

ΞB
²²

K ′T ′(A)
K ′T ′(f)

//

K ′(α)
²²

K ′T ′(B)

K ′(β)
²²

K ′(A)
K ′(f)

// K ′(B)

Rećıprocamente, cada 2-célula ζ en EM determina una EM-deformación Ξζ con
las relaciones de incidencia indicadas en los diagramas

EM(T) EM(T′)

(K, H)
tt

(K ′,H ′)

jj
²OÂ
²² ζ (C,T)

(K,λH)
**

(K ′, λH′
)

44 (C
′,T′)²OÂ

²² Ξζ

Sea Ξζ la aplicación que a cada A ∈ C le asigna ζ(T ′(A),µ′A) ◦ K(η′A). Si
f : A // B es un morfismo en C, entonces se cumple que T ′(f) : (T ′(A), µ′A) // (T ′(B), µ′B)
es un morfismo de T′-álgebras, y por la naturalidad de ζ y η′, el diagrama

K(A)
K(η′A)

//

K(f)
²²

KT ′(A)
ζ(T ′(A),µ′A) //

KT ′(f)
²²

K ′T ′(A)

T ′(f)
²²

K(B)
K(η′B)

// KT ′(B)
ζ(T ′(B),µ′B)

// K ′T ′(B)

conmuta, por lo que Ξζ es una transformación natural de K en K ′T ′.
La transformación natural Ξζ es una deformación precisamente si el diagrama

TK
λH

//

TΞζ

²²

KT ′
ΞζT

′
// K ′T ′T ′

K ′µ′

²²
TK ′T ′

λH′
// K ′T ′T ′

K ′µ′
// K ′T ′
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conmuta. Considérese el diagrama

TK(A)
(λH)A //

(TKη′)A

$$IIIIIIIIIIIII

(TΞζ)A

²²

KT ′(A)

(2)

Kη′T ′(A)//

id
##GGGGGGGGGGGG KT ′2(A)

ζT ′2(A),µ′T ′A)//

Kµ′A
²²

K ′T ′2(A)

(1)
K ′µ′A

²²

TKT ′(A)

(µ′A)H

;;wwwwwwwwwwww

T (ζ(T ′(A),µ′A))
zzuuuuuuuuuuuu

KT ′(A)

ζ(T ′(A),µ′A)

''OOOOOOOOOOOOOOO

TK ′T ′(A)
(µ′A)H′

//

(TK ′η′T ′)A

$$IIIIIIIIIIII

(λH′
)A

²²

K ′T ′(A)

TK ′T ′2(A)
(T ′K ′µ′)A

//

(µ′T ′T ′A)H′

zzuuuuuuuuuuuu
TK ′T ′(A)

(3)

(µ′A)H′
77ppppppppppppppp

K ′T ′2(A)
BC

K ′µ′A

OO

en el que todo conmuta, excepto, quizás, (1), (2) y (3). Ahora bien, como µ′A : (T ′T ′(A), µ′T ′(A)) // (T ′(A), µ′A)
es un homomorfismo de T′-álgebras y H ′ es functor, (3) conmuta, y por ser ζ nat-
ural, el diagrama

(T ′T ′(A), (µ′T ′(A))
H)

µ′A //

ζ(T ′T ′(A),µ′
T ′(A)

)

²²

(T ′(A), (µ′A)H)

ζ(T ′(A),µ′A)

²²
(T ′T ′(A), (µ′T ′(A))

H′
)

µ′A
// (T ′(A), (µ′A)H′

)

conmuta, y por tanto, también (1) conmuta. Por otra parte, puesto que se cumple
que ζ(T ′(A),µ′A) : (KT ′(A), (µ′A)H) // (K ′T ′(A), (µ′A)H′

) es un homomorfismo de
T′-álgebras, (2) conmuta.

Los procesos descritos son inversos, por la conmutatividad de los diagramas

K(A)

GF ED
(ΞτΞ)A

²²
(Kη′)A //

ΞA
%%KKKKKKKKKKKKK

(1)

KT ′(A)

GF ED
(τΞ)(T ′(A),µ′A)

²²
ΞT ′(A) // K ′T ′T ′(A)

(K ′µ′)A // K ′T ′(A)

K ′T ′(A)

(K ′T ′η′)A
qqqq

88qqqq

id

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh
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K(A)

GF ED
(ζΞζ

)(A,α)

²²
GF ED

(Ξζ)A

²²(Kη′)A //

id
%%JJJJJJJJJJJJJ

KT ′(A)
ζ(T ′A,µ′A) //

K(α)
²²

(2)

K ′T ′(A)
K ′(α)

//

K ′(α)
²²

K ′(A)

K(A)
ζ(A,α)

// K ′(A)

id

99ssssssssssssss

en donde (1) conmuta porque Ξ es natural y (2) porque α : (T ′A, µ′A) // (A, α) es
un homomorfismo de T′-álgebras y ζ es natural.

Veamos la compatibilidad con las composiciones. Dada la situación

(C,T)

(K,λ)

##
(K ′, λ′) //

(K ′′, λ′′)

;;
(C′,T′)

²OÂ
²² Ξ

²OÂ
²² Ξ

′

se cumple que, para cada (A,α) ∈ EM(T′), α : (T ′A, µ′A) // (A, α) es un homo-
morfismo de T′-álgebras por lo que el diagrama

K ′T ′(A)
K ′(α)

//

(Ξ′)T ′(A)

²²

K ′(A)

(Ξ′)A

²²
K ′′T ′T ′(A)

K ′′(µ′A)
²²

K ′′T ′(A)

K ′′(α)
²²

K ′′T ′(A)
K ′′(α)

// K ′′(A)

conmuta. Pero entonces tenemos que

(τΞ′◦̃Ξ)(A,α) = K ′′(α) ◦ (Ξ′ ◦̃ Ξ)A

= K ′′(α) ◦ (K ′′µ′)A ◦ (Ξ′T ′)A ◦ (Ξ)A

= K ′′(α) ◦ (Ξ′)A ◦K ′(α) ◦ (Ξ)A

= (τΞ′)(A,α) ◦ (τΞ)(A,α)

Para la composición horizontal, dada la situación

(C,T)

(K, λ)
**

(K ′, λ′)

44 (C
′,T′)

(K ′′, λ′′)
++

(K ′′′, λ′′′)
33 (C

′′,T′′)²OÂ
²² Ξ

²OÂ
²² Ξ

′
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se cumple que:

(τΞ′∗̃Ξ)(A,α) = K ′K ′′′(α) ◦ (Ξ′ ∗̃ Ξ)A

= K ′K ′′′(α) ◦ (K ′K ′′′µ′′ ◦K ′Ξ′T ′′ ◦K ′λ′′ ◦ ΞK ′′)A

= K ′(K ′′′(α) ◦ (K ′′′µ′′)A ◦ (Ξ′T ′′)A ◦ (λ′′)A) ◦ (ΞK ′′)A

= K ′(K ′′′(α) ◦ (Ξ′)A ◦K ′′(α) ◦ (λ′′)A) ◦ (ΞK ′′)A

= K ′K ′′′(α) ◦ (K ′Ξ′)A ◦K ′K ′′(α) ◦ (K ′λ′′)A ◦ (ΞK ′′)A

= K ′K ′′′(α) ◦ (K ′Ξ′)A ◦K ′(K ′′(α) ◦ λ′′)A ◦ (ΞK ′′)A

= Hλ′(K ′′′(α) ◦ (Ξ′)A) ◦ (τΞ)(K′′(A),K′′(α)◦(λ′′)A)

= (Hλ′Ξ′)(A,α) ◦ (τΞHλ′′)(A,α)

= (Hλ′τΞ′ ◦ τΞHλ′′
(A,α)

= (τΞ′ ∗ τΞ)(A,α)

La compatibilidad con las identidades es inmediata, por lo que la construcción
anterior, junto a la desarrollada en la proposición 122, determina un 2-isomorfismo
de MonEM en EMtr. ¤

Una consecuencia inmediata de la anterior proposición es que las 2-categoŕıas
Kl y EM son simétricas. Si se considera que las construcciones de Kleisli y de
Eilenberg-Moore representan las versiones formales de los aspectos sintáctico y
semántico de las mónadas, y, por tanto, del álgebra desde un punto de vista cat-
egorial, entonces la proposición anterior expresa una de las formas de la dualidad
entre sintaxis y semántica.

La imagen del isomorfismo anterior sobre MndEM,St determina la sub-2-categoŕıa
de EM siguiente.

Definition 63. Sea EMSt la 2-categoŕıa en la que las 0-células son los pares (C,T)
con con T una mónada sobre C, las 1-células de (C,T) en (C′,T′) los pares de
functores (K,H), en los que K : C′ // C, H : EM(T′) // EM(T) y para los que
GT ◦H = K ◦GT

′
, las 2-células de (K,H) en (K ′,H ′) los pares de transformaciones

naturales (σ, τ), con σ : K +3 K ′ y τ : H +3 H ′, tales que GT σ = τ GT
′
, i.e.,

tales que el diagrama

EM(T) GT //

K

DD

K ′

ZZ C

H

BB

H ′

\\

EM(T′)
GT

′
// C′

____ +3τ ____ +3σ

conmuta, y con identidades y composiciones las definidas a partir de las de sus
componentes.

La 2-categoŕıa EMSt es una sub-2-categoŕıa de MndEM mediante el functor que
olvida la primera componente de las 2-células.

Proposition 128. Las 2-categoŕıas MndEM,St y EMtr
St son isomorfas. ¤

Las álgebras para una mónada pueden ser consideradas como EM-morfismos
entre mónadas. Los homomorfismos entre álgebras corresponden entonces a las
EM-deformaciones entre EM-morfismos de mónadas. Las EM-deformaciones entre
álgebras son siempre deformaciones de Street.
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Proposition 129. Sea T una mónada sobre C. Las categoŕıas EM(T) y MndEM((C,T)(1, 1))
son isomorfas.

Proof. Las T-álgebras (A, α) están en correspondencia biuńıvoca con los EM-morfismos
de mónadas

C
T //

αEEEE Á&

C

1

A

OO

1
// 1

A

OO

Además, si f : (A,α) // (B, β) es un T-homomorfismo, entonces es evidente
que la conmutatividad de cualquiera de los dos diagramas siguientes implica la del
otro

C
T

))TTTTTTTTTTTTTT

B

££

A

¿¿

C

B

££

A

¿¿

1

1 ))TTTTTTTTTTTTTTT

1

____ +3f

____ +3f

;;;; ¼!
α ;;;; ¼!

β

T (A)
T (f)

//

α

²²

T (B)

β

²²
A

f
// B

¤

5.3. Morfismos y deformaciones algebraicas. En esta sección presentamos una
2-categoŕıa de mónadas, morfismos algebraicos y deformaciones algebraicas. Los
morfismos y deformaciones algebraicas se definen como cuadrados adjuntos que
contienen, simultáneamente, morfismos y deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-
Moore. La 2-categoŕıa aśı obtenida es isomorfa a la sub-2-categoŕıa plena para las
2-células de MndKl, tales que los functores subyacentes de las 1-células tienen un
adjunto por la derecha, aśı como a la sub-2-categoŕıa plena para las 2-células de
MndEM tales que los functores subyacentes de las 1-células tienen un adjunto por
la izquierda.

Proposition 130. Sean (C,T) y (C′,T′) dos mónadas y (J,K, η, ε) : C // C′

una adjunción . Entonces se tiene el diagrama

C C

C′ C′

T //

T ′
//

OO

KaJ

²²

OO

KaJ

²²

para el que existe, por la proposición 110, un cuadrado conmutativo de biyecciones
Entonces las siguientes condiciones sobre las transformaciones naturales, son com-
patibles con las biyecciones anteriores:
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(1) Las transformaciones naturales λ0 : JT +3 T ′J tales que

1

··
T //

J

²²
J

²²

||||z£ λ

T ′
//

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

=

1 //

J

²²
J

²²
1 //

T ′

JJ

||||z£ J

ÂÂ ÂÂ
®¶ η
′

T //

J

²²

T //

J

²²

||||z£ λ J

²²

||||z£ λ

T ′ //

T ′

IIT ′ //
ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

=

TT

··
T //

J

²²
J

²²

||||z£ λ

T ′
//

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ

(2) Las transformaciones naturales λ1 : T +3 KT ′J tales que

1

··
T //

J

²²
T ′

//

K

OO

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ =

1 //

J

²²
1 //

T ′

JJ

K

OO
ÂÂ ÂÂ
®¶ η

ÂÂ ÂÂ
®¶ η
′

T //

J

²²

1 // T //

J

²²
T ′

//

T ′

JJ

K

OO

1
//

T ′
//

K

OO
ÂÂ ÂÂ
®¶ λ

ÂÂ ÂÂ
®¶ ε

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

=

TT

··
T //

J

²²
T ′

//

K

OO

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ

(3) Las transformaciones naturales λ2 : JTK +3 T ′ tales que

1

··
T //

J

²²
T ′

//

K

OO

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ =

1 //

J

²²
K

OO

1 //

T ′

JJ

ÂÂ ÂÂ
®¶ ε

ÂÂ ÂÂ
®¶ η
′

T // 1 //

J

²²

T //

J

²²
K

OO

T ′
//

T ′

JJ
1

//

K

OO

T ′
//

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

=

TT

··
T //

J

²²
K

OO

T ′
//

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ

(4) Las transformaciones naturales λ3 : TK +3 KT ′ tales que

1

··
T //

BBBB ¿$ λK

OO

T ′
//

K

OO

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

=

1 //

K

OO

1 //

T ′

JJ

K

OO
BBBB ¿$K

ÂÂ ÂÂ
®¶ η
′

T //

BBBB ¿$ λ

T //

BBBB ¿$ λK

OO

T ′
//

T ′

II

K

OO

T ′
//

K

OO

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

=

TT

··

BBBB ¿$ λ

T //

K

OO

T ′
//

K

OO

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ

Definition 64. Sean (C,T) y (C′,T′) dos mónadas. Un morfismo algebraico de
mónadas, o, simplemente, un alg-morfismo de (C,T) en (C′,T′) es un cuadrado
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adjunto

C C

C′ C′

T //

T ′
//

OO

KaJ

²²

OO

KaJ

²²

λ

tal que sus componentes sean compatibles con las condiciones de la proposición
anterior. Las identidades y composiciones de alg-morfismos se definen como las
Ad-identidades y las Ad-composiciones de sus cuadrados adjuntos subyacentes.

A partir de la definición anterior, es inmediato que si (J a K,λ) es un alg-
morfismo entonces (J, λ0) es un Kl-morfismo de (C,T) en (C′,T′) y (K, λ3) es un
EM-morfismo de (C,T) en (C′,T′)

C C

C′ C′

T //

T ′
//

J
²²

J
²²

vvvvwÄ
λ0

C C

C′ C′

T //

T ′
//

OO

K

OO

K
HHHH Â'
λ3

Rećıprocamente, si (J, λ) es un Kl-morfismo de (C,T) en (C′,T′) y el functor J
tiene un adjunto por la derecha K, entonces λ da lugar a un alg-morfismo de (C,T)
en (C′,T′). Del mismo modo, si (K, λ) es un EM-morfismo de (C,T) en (C′,T′) y
K tiene un adjunto por la izquierda J , entonces λ da lugar a un alg-morfismo de
(C,T) en (C′,T′).

Definition 65. Sean

C C

C′ C′

T //

T ′
//

OO

KaJ

²²

OO

KaJ

²²

λ y

C C

C′ C′

T //

T ′
//

OO

K ′aJ ′

²²

OO

K ′aJ ′

²²

λ′

un par de alg-morfismos de (C,T) en (C′,T′). Una deformación algebraica de
(J aK,λ) en (J ′aK ′, λ′) es un cuadrado adjunto

C C

C′ C′

1 //

T ′
//

OO

KaJ

²²

OO

K ′aJ ′

²²

Ξ
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tal que

C C C

C′ C′ C′

C′ C′

T // 1 //

T ′ // T ′ //

T ′
//

J

²²

a

OO

K J

²²

a

OO

K J ′

²²

a

OO

K ′

1

²²

a

OO

1 1

²²

a

OO

1

λ Ξ

µ′

=

C C C

C′ C′ C′

C′ C′

1 // T //

T ′ // T ′ //

T ′
//

J

²²

a

OO

K J ′

²²

a

OO

K ′ J ′

²²

a

OO

K ′

1

²²

a

OO

1 1

²²

a

OO

1

Ξ λ′

µ′

i.e., tal que µ′
ad◦ (Ξ

fn◦ λ) = µ′
ad◦ (λ′

fn◦ Ξ).
Para cada alg-morfismo (J aK, λ) : (C,T) // (C′,T′), la identidad es el cuadrado

adjunto determinado por la matriz
(

Jη′ Kη′J ◦ ηJ,K

η′ ◦ ε η′K

)

La composición vertical de deformaciones algebraicas

(C,T)

(J aK,λ)

%%
(J ′aK ′, λ′) //

(J ′′aK ′′, λ′′)

99
(C′,T′)

²OÂ
²² Ξ

²OÂ
²² Ξ

′

denotada como Ξ′ ◦̃ Ξ, es el cuadrado adjunto µ′
ad◦ (Ξ′

fn◦ Ξ).
La composición horizontal de deformaciones algebraicas

(C,T)

(J aK,λ)
**

(J ′aK ′, λ′)

44 (C
′,T′)

(J ′′aK ′′, λ′′)
**

(J ′′′aK ′′′, λ′′′)

44
(C′′,T′′)²OÂ

²² Ξ
²OÂ
²² Ξ

′

denotada como Ξ′ ∗̃ Ξ, es el cuadrado adjunto

µ′
ad◦ (λ′′

fn◦ Ξ′)
ad◦ Ξ = µ′

ad◦ (Ξ′
fn◦ λ′′′)

ad◦ Ξ.

Lo mismo que para los alg-morfismos, Ξ: (J a K, λ) /o _ // (J ′ a K ′, λ′) es una
deformación algebraica exactamente si Ξ0 es una deformación de Kleisli, o Ξ3 es
una deformación de Eilenberg-Moore.

Se tiene también aqúı una caracterización alternativa de las deformaciones al
estilo de las de Kleisli o de Eilenberg-Moore, reemplazando en la definición anterior
las identidades en C por el functor T .

Definition 66. Sean (J a K,λ) y (J ′ a K ′, λ′) dos alg-morfismos de (C,T) en
(C′,T′). Una deformación de Street de (J aK,λ) en (J ′ aK ′, λ′) es un cuadrado
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adjunto

C C

C′ C′

1 //

1
//

OO

KaJ

²²

OO

K ′aJ ′

²²

Ξ

tal que

C C C

C′ C′ C′

T // 1 //

T ′
//

1
//

J

²²

a

OO

K J

²²

a

OO

K J ′

²²

a

OO

K ′λ Ξ =

C C C

C′ C′ C′

1 // T //

1
//

T ′
//

J

²²

a

OO

K J ′

²²

a

OO

K ′ J ′

²²

a

OO

K ′Ξ λ′

Dar una deformación de Street equivale a dar un par de transformaciones natu-
rales (σ, τ), con σ : J ′ +3 J y τ : K +3 K ′, tales que σ sea un Kl-St-deformación
y τ una EM-St-deformación. Es inmediato que cada deformación de Street deter-
mina una deformación algebraica, aunque no toda deformación algebraica puede
obtenerse a partir de una deformación de Street.

Las deformaciones de Street son transformaciones naturales entre los functores
subyacentes de los alg-morfismos correspondientes que tienen la propiedad adicional
de ser compatibles con las estructuras de las mónadas involucradas, pero que, a
diferencia de las deformaciones algebraicas, no hacen un uso esencial de la estructura
de mónada de la que está dotado el codominio.

Proposition 131. Las mónadas, los alg-morfismos y las alg-deformaciones de-
terminan un 2-categoŕıa, denotada como Mndalg. Las deformaciones de Street
entre alg-morfismos determinan una sub-2-categoŕıa de Mndalg denotada como
Mndalg,St. ¤

C

D

C′

D′

TWWWWWWWWWWW

++WWWWWWWWWWW

T ′ ++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

JaK

¾¾

J ′aK ′

¤¤
JaK

¾¾

J ′aK ′

¤¤

λ λ′/o _ //Ξ

5.4. La fibración de las mónadas. Si nos olvidamos de las 2-células, el functor de
olvido de la categoŕıa Mndalg en la categoŕıa de categoŕıas y adjunciones, constituye
una fibración, obtenida a través de la construcción de Ehresmann-Grothendieck
para un cierto functor de Adj en Cat.

Proposition 132. Cualquier adjunción (J,K, η, ε) : C // C′ determina un 2-functor
(J,K, η, ε)∗ : Mnd(C′) // Mnd(C), que a cada mónada T = (T, η, µ) le asigna
la mónada (KTJ,KηJ,KµJ ◦KTεTJ), a cada morfismo de mónadas λ : T //T′
el morfismo de mónadas KλJ , y a cada deformación Ξ: λ /o _ // λ′ la deformación
GΞF ◦ η.
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Proof. Veamos que (J,K, η, ε)∗(T) es una mónada sobre C. Para ello, sea (F, G, η, ε) : C′ // E
una adjunción que de lugar a la mónada T, e.g., la adjunción canónica entre C′

y la categoŕıa de álgebras de Kleisli (o de Eilenberg-Moore) sobre T. Entonces
componiendo las adjunciones del diagrama

C
J

//> C′
Koo

F
//> E

Goo

se obtiene la adjunción (FJ,KG,KηJ◦η, ε◦FεG) : C // E, cuya mónada asociada
es (KGFJ,KηJ ◦ η, KG(ε ◦FεG)FJ) que es (J,K, η, ε)∗(T), puesto que se cumple

KG(ε ◦ FεG)FJ = K(GεF ◦GFεGF )J

= K(µ ◦GFεGF )J
= KµJ ◦KGFεGFJ

= KµJ ◦KTεTJ

Alternativamente, podemos verificar directamente que (J,K, η, ε)∗(T) = (T̂ , η̂, µ̂)
es una mónada en virtud de la conmutatividad de los diagramas

KTJ

GF ED
T̂ η̂

²²KTJη //

id
$$JJJJJJJJJJJJJJ KTJKJ

KTJKηJ//

KTεJ

²²

(KTJ)2

KTεTJ

²²

KJKTJ
KηJKTJoo

KεTJ

²²

KTJ

EDGF
η̂T̂

²² ηKTJoo

id
zztttttttttttttt

KTJ
KTηJ

//

id
&&LLLLLLLLLLLLLL KT 2J

KµJ

²²

KTJ
KTηJ

oo

id
xxrrrrrrrrrrrrrr

KTJ

(KTJ)3
GF EDT̂ µ̂

²²

GF

@A

µ̂T̂

//

KTJKTεTJ //

KTεTJKTJ

²²

KTJKTTJ
KTJKµJ //

KTεTTJ

²²

(KTJ)2 ED

BC

µ̂

oo

KTεTJ

²²
KTTJKTJ

KTTεTJ
//

KµJKTJ

²²

KTTTJ
KTµJ

//

KµTJ

²²

KTTJ

KµJ

²²
(KTJ)2
@A BC

µ̂

OOKTεTJ
// KTTJ

KµJ
// KTJ
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Si λ : T //T′ es un morfismo de mónadas, entonces (J,K, η, ε)∗(λ) = λ̂ es un
morfismo de mónadas, por la conmutatividad de los diagramas

Id

Kη′J

%%JJJJJJJJJJJJJJ

KηJ

²²
KTJ

KλJ
// KT ′J

(KTJ)2
GF ED

λ̂λ̂

²²

GF

@A

µ̂

//

KTJKλJ //

KTεTJ

²²

KTJKT ′J
KλJKT ′J //

KTεT ′J

²²

(KT ′J)2 ED

BC

µ̂′

oo

KT ′εT ′J

²²
KTTJ

KTλJ
//

KµJ

²²

KTT ′J
KλT ′J

// KT ′T ′J

Kµ′J

²²
KTJ
@A BC

λ̂

OOKλJ
// KT ′J

Si Ξ: λ /o _ // λ′ : T //T′, es una deformación en Mnd(C′), entonces se cumple
que Mnd(F)(Ξ) = GΞF ◦ η es una deformación puesto que

C
F // C′

T !!

T ′
==

@A BC
T ′

OOC′ G //

1

@@C

1

ÂÂF // C′
1 !!

T ′
==C
′ G // C

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ ÂÂ ÂÂ

®¶ ε

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

ÂÂ ÂÂ
®¶ Ξ

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

= C
F // C′

1 !!

T ′
==

@A BC
T ′

OOC′ G //

1

@@C

1

ÂÂF // C′
T !!

T ′
==C
′ G // C

ÂÂ ÂÂ
®¶ Ξ ÂÂ ÂÂ

®¶ ε

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ′

ÂÂ ÂÂ
®¶ µ
′

La compatibilidad con las composiciones y las identidades se demuestra de man-
era similar. ¤
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La construcción anterior se puede extender hasta un functor desde la categoŕıa
de adjunciones Adj hasta la categoŕıa de 2-categoŕıas y 2-functores 2−Cat.

Proposition 133. De Adj en 2−Cat existe un functor contravariante Mnd, que
a cada categoŕıa C le asigna Mnd(C) y a cada adjunción (J,K, η, ε) de C en C′

le asocia el 2-functor (J,K, η, ε)∗ : Mnd(C′) // Mnd(C).

Proof. La preservación de las identidades es inmediata. Por lo que respecta a la
composición de adjunciones, se cumple que si J = (J,K, η, ε) : C // C′ y J′ =
(J ′,K ′, η′, ε′) : C′ // C′′ son dos adjunciones y T = (T, η, µ) una mónada sobre
C′′, entonces Mnd(J′) ◦ Mnd(J)(T) coincide con Mnd(J′ ◦ J)(T). En particular,
para la multiplicación, se cumple que

µMnd(J′)◦Mnd(J)(T) = K(K ′µJ ′ ◦K ′Tε′TJ ′)J ◦KK ′TJ ′εK ′TJ ′J

= KK ′µJ ′J ◦KK ′Tε′TJ ′J ◦KK ′TJ ′εK ′TJ ′J

= KK ′µJ ′J ◦KK ′T (ε′ ◦ J ′εK ′)TJ ′J

= µMnd(J′◦J)(T)

¤

La construcción de Ehresmann-Grothendieck aplicada a la composición del func-
tor contravariante Mnd con el functor de olvido de las 2-células U : 2−Cat // Cat,
determina la categoŕıa

∫ Adj
U ◦ Mnd, que tiene como objetos los pares (C,T), en

los que T una mónada sobre C, y como morfismos de (C, T ) en (C′, T ′) los pares
(J, λ) para los que se cumple que J = (J,K, η, ε) : C // C′ es una adjunción y
λ : T // Mnd(J)(T′) un morfismo de mónadas en Mnd(C).

Proposition 134. La categoŕıa
∫ Adj

U ◦Mnd es isomorfa a la categoŕıa Mndalg

de mónadas y morfismos algebraicos.

Proof. Ambas categoŕıas tienen los mismos objetos. Además, los morfismos (J a
K, λ) : (C,T) // (C,T′) en la categoŕıa

∫ Adj
U ◦Mnd determinan cuadrados adjun-

tos mediante los transpuestos de λ. Por la proposición 130, los pares conjugados de
tales cuadrados adjuntos son, respectivamente, morfismos de Kleisli y de Eilenberg-
Moore, y por tanto, el cuadrado adjunto es un morfismo algebraico.

Rećıprocamente, dado un morfismo en Mndalg, su adjunción subyacente, junto
con la componente 1-ésima de su cuadrado adjunto subyacente, determinan un
morfismo en

∫ Adj
U ◦Mnd. ¤

Por la proposición anterior, el functor de olvido de la categoŕıa Mndalg en Adj
que asigna a cada par (C,T) su categoŕıa subyacente C y a cada alg-morfismo de
mónadas (J aK, λ) su adjunción subyacente, es una fibración.

No parece haber, sin embargo, ninguna estructura de 2-categoŕıa sobre Adj de
tal manera que la construcción de Ehresmann-Grothendieck para los 2-functores en
2−Cat, dé lugar a la 2-categoŕıa de mónadas, alg-morfismos y alg-deformaciones
(o, en particular, deformaciones de Street). Si como 2-células en Adj tomamos los
pares conjugados, entonces no existe, en general, una manera obvia de asociarles
transformaciones 2-naturales, puesto que una de las dos componentes del par con-
jugado parece ir en el sentido erróneo. Pero si invertimos el sentido de una de las
dos componentes, y les imponemos ciertas condiciones, de modo que nos permitan
asociarles transformaciones 2-naturales, entonces las adjunciones consideradas son
necesariamente isomorfas.
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6. Adjunciones y mónadas.

En esta sección definimos ciertas 2-categoŕıas de adjunciones, que nos permiten
extender hasta un 2-functor la asociación clásica que a adjunciones les asigna
mónadas. A los morfismos y deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore en-
tre mónadas los caracterizamos, respectivamente, como la imagen de morfismos y
deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore entre las adjunciones. Las construc-
ciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore son, respectivamente, 2-adjuntos a izquierda
y derecha de tales 2-functores.

6.1. Adjunciones. Las adjunciones pueden ser consideradas como los objetos de
una categoŕıa, cuyos morfismos son los cuadrados adjuntos. En ese caso, denotamos
mediante (J, δ,H) : F aG // F ′aG′ la existencia de un cuadrado adjunto

C D

C′ D′

oo G
>
F

//

J

²²

H

²²oo G′

>
F ′

//

δ

considerado como un morfismo de adjunciones de F aG en F ′aG′.

Proposition 135. Las adjunciones y los cuadrados adjuntos determinan una cat-
egoŕıa, denotada como Ad.

Proof. Es suficiente definir las identidades y composición en Ad como las Fun-
identidades y la Fun-composición de cuadrados adjuntos. ¤

La categoŕıa Ad tiene una estructura adicional de 2-categoŕıa, tal como recoge
la siguiente definición.

Definition 67. Sean (J, δ,H) y (J ′, δ′,H ′) dos cuadrados adjuntos de F aG en
F ′aG′. Una deformación del primero en el segundo es una transformación natural
τ de H en H ′.

Proposition 136. Las adjunciones, los cuadrados adjuntos y las deformaciones
constituyen una 2-categoŕıa, denotada como Ad.

Proof. Para las deformaciones de cuadrados adjuntos existen identidades, composi-
ciones horizontales y composiciones verticales, definidas como las de sus transfor-
maciones naturales subyacentes. ¤

Definition 68. Sean (J, δ,H) y (J ′, δ′,H ′) dos cuadrados adjuntos de F aG en
F ′aG′. Una deformación del primero en el segundo es de Street, si existe una trans-
formación natural σ : J +3 J ′ tal que el par (σ, τ) es compatible con los cuadrados
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adjuntos respectivos, i.e., si alguno, y por consiguiente, todos, los diagramas sigu-
ientes conmutan

C
F

**UUUUUUUUUUUUUUU

J ′

££

J

¿¿

D

H ′

££

H

¿¿

C′

F ′ **TTTTTTTTTTTTTTT

D′

____ +3σ

____ +3τ
kkkk 19δ0 kkkk 19δ′0

C
F

**UUUUUUUUUUUUUUU

J ′

££

J

¿¿

D

H ′

££

H

¿¿

C′

G′

jjTTTTTTTTTTTTTTT
D′

____ +3σ

____ +3τ

TTTT &.δ1 TTTT &.
δ′1

C
G

jjUUUUUUUUUUUUUUU
J ′

££

J

¿¿

D

H ′

££

H

¿¿

C′

F ′ **TTTTTTTTTTTTTTT

D′

____ +3σ

____ +3τ

TTTT &.δ2 TTTT &.
δ′2

C
G

jjUUUUUUUUUUUUUUU
J ′

££

J

¿¿

D

H ′

££

H

¿¿

C′

G′

jjTTTTTTTTTTTTTTT
D′

____ +3σ

____ +3τ

;;;; ¼!
δ3 ;;;; ¼!

δ′3

La composición de deformaciones de Street es una deformación de Street. La
sub-2-categoŕıa de Ad determinada por las deformaciones de Street se denota como
AdSt. Esta se puede obtener a partir de la categoŕıa triple AdFun, tomando
como 0-células las Fun-identidades, como 1-células los cuadrados adjuntos y como
2-células las 3-células en AdFun tales que sus transformaciones conjugadas son
identidades.

6.2. Cuadrados adjuntos de Kleisli. No todo cuadrado adjunto, considerado
como un morfismo de adjunciones, da lugar un morfismo entre las mónadas aso-
ciadas a las adjunciones correspondientes. Sin embargo, para una cierta clase de
cuadrados adjuntos esta asociación śı es posible.

Definition 69. Un cuadrado adjunto de Kleisli es un cuadrado adjunto

C D

C′ D′

oo G

>
F

//

J

²²

H

²²oo G′

>
F ′

//

δ

tal que su componente 0-ésima, δ0, es un isomorfismo natural.

Puesto que la composición de dos cuadrados adjuntos de Kleisli es un cuadrado
adjunto de Kleisli, estos determinan una sub-2-categoŕıa de Ad.

Definition 70. Denotamos mediante AdKl la sub-2-categoŕıa plena para las 2-
células de Ad determinada por los cuadrados adjuntos de Kleisli. Las 1-células en
AdKl se denominan, abreviadamente, Kl-cuadrados.
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Lemma 9. Sea (J, δ,H) : F aG // F ′aG′ un Kl-cuadrado. Entonces se cumplen
las siguientes ecuaciones

1

ÀÀ
F // G //

F ′
//

G′
//

J

²²

H

²²

J

²²

yyyyx¡δ−1
0

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

yyyyx¡
δ3 =

1 //

1 //

F ′ (( G′

KK

J

²²

J

²²

yyyyx¡
J

ÂÂ ÂÂ
®¶ η
′

G // F //

G′ // F ′ //

1

AA

H

²²

J

²²

H

²²

yyyyx¡
δ3

ÂÂ ÂÂ
®¶ ε′

yyyyx¡δ−1
0 =

1 //

1
//

G
66

F

¶¶

H

²²

H

²²

yyyyx¡
H

ÂÂ ÂÂ
®¶ ε

Proof. Es suficiente observar que

1

¿¿
F // G //

F ′
//

G′
//

J

²²

H

²²

J

²²

||||y¢
δ−1
0

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

||||y¢
δ3 =

1

¿¿
F // G //

Foo

F ′oo

F ′
//

G′
//

J

²²

1
²²

1
²²

H

²²

J

²²

1
²²

1
²²

¶¶¶¶¦°δ−1
0

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

BBBB]e
δ0

____ks ε

____ks
η′

=

1 //

1 //

F ′
''

G′

LL

J

²²

J

²²

||||y¢
J

ÂÂ ÂÂ
®¶ η
′

La demostración para la segunda ecuación es formalmente idéntica. ¤

De la 2-categoŕıa AdKl en la 2-categoŕıa conjugada de MndKl existe un 2-functor
que asigna a cada adjunción su mónada correspondiente, a cada cuadrado adjunto
de Kleisli un Kl-morfismo de mónadas y a cada deformación de Kl-cuadrados una
Kl-deformación. Este 2-functor tiene un 2-adjunto por la izquierda, y que se obtiene,
esencialmente, componiendo el 2-isomorfismo de Mndcn

Kl en Kl con el 2-functor de
inclusión que asocia a cada objeto de Kl su adjunción de Kleisli correspondiente,
a cada 1-célula el Kl-cuadrado obtenido mediante las transformaciones naturales
transpuestas de la identidad del cuadrado conmutativo correspondiente a la 1-célula,
y que es la identidad en las 2-células. De esto se sigue que la sub-2-categoŕıa plena de
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AdKl determinada por las adjunciones de Kleisli es una subcategoŕıa correflectiva
de AdKl.

Proposition 137. De la 2-categoŕıa AdKl en la 2-categoŕıa Mndcn
Kl existe un 2-

functor MdKl, que a cada adjunción (F aG, η, ε) le hace corresponder la mónada
(G◦F, η,GεF ), a cada Kl-cuadrado (J, δ,H), el Kl-morfismo (J, λδ) en donde λδ =
Gδ−1

0 ◦ δ3F , y a cada deformación τ : (J ′, δ′, H ′) // (J, δ,H) la Kl-deformación
Ξτ = G′δ−1

0 ◦G′τF ◦ δ′3F ◦ J ′η.

C

D

C

C

C′

D′

C′

C′

nn
G

>
F ..

AdKl

nn
G′

>
F ′ ..

J

¾¾

J ′

¤¤
H

¾¾

H ′

¤¤

δ δ′

____ks τ

G ◦ FUUUUUUUUU

**UUUUUUUUU

G′ ◦ F ′ **UUUUUUUUUUUUUUUUU

MndKl

J

¾¾

J ′

¤¤
J

¾¾

J ′

¤¤

MdKl //

llllrz
λδ

llllrz
λδ′

.n ] ..Ξτ7−→

donde Ξτ se obtiene a partir del diagrama

C

D

C

C′

D′

C′

1

¿¿

F
++WWWWWWWWWW

G
++WWWWWWWWWW

F ′ ++WWWWWWWWW

G′ ++WWWWWWWWW

J

¾¾ H

¾¾

H ′

¤¤ J ′

¤¤

kkkkqy
δ−1
0

kkkkqy
δ′3____ks τ

ÀÀ ÀÀ ­µ η

Proof. Sea (J, δ,H) : F aG // F ′aG′ un Kl-cuadrado. A partir del lema anterior
es inmediato comprobar que la transformación natural

C D C

C′ D′ C′

F // G //

F ′
//

G′
//

J
²²

H
²²

J
²²

yyyyx¡
δ−1
0 yyyyx¡

δ3

es un Kl-morfismo de mónadas.
La compatibilidad con la identidad y las composiciones es inmediata.
Por el lema, Ξτ es una deformación, puesto que

F
**VVVVV

G
**VVVVV

F
**VVVVV

G
**VVVVV

F ′
**VVVVV

G′
**VVVVV

F ′
**VVVVV

G′
**VVVVV

1

<<

J

!!
H

!!
J

!!
H

!!

H ′

}}
J ′

}}

~~~~{¤
δ−1
0

~~~~{¤
δ3

~~~~{¤
δ−1
0

____ks τ
~~~~{¤

δ′3

³³³³¥¯ ε′

=

F
**VVVVV
G //

F

¹¹1
VVVVV

**VVVVV
G

**VVVVV

F ′
**VVVVV

1 **VVVVVVVVVVVV

G′
**VVVVV

J

!!
H

!! H

!!

H ′

}}
J ′

}}

~~~~{¤
δ−1
0

~~~~{¤
H

____ks τ
~~~~{¤

δ′3

%% %%
±¹ ε
′
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=

F
**UUUUU
G //

F

¸¸1
UUUUU

**UUUUU G
**UUUUU

F ′
**UUUUU

1 **UUUUUUUUUUU

G′
**UUUUU

J

!!
H

!!

H ′

}} H ′

}}
J ′

}}

||||z£
δ−1
0

____ks τ
||||z£

H ′

||||z£
δ′3

%% %%
±¹ ε
′

=

F
++WWWWWW

G
++WWWWWW

F
++WWWWWW

G
++WWWWWW

F ′
++WWWWWW

G′
++WWWWWW

F ′
++WWWWWW

G′
++WWWWWW

1

;;

J

!!
H

!!

H ′

}}
J

}}
H ′

}}
J ′

}}

¡¡¡¡|¥
δ−1
0

____ks τ
¡¡¡¡|¥

δ′3
¡¡¡¡|¥

δ′0
−1

¡¡¡¡|¥
δ′3

´́́´¥¯ ε′

La compatibilidad con las 2-identidades es inmediata. También lo es la com-
patibilidad con la composición horizontal, haciendo uso de la definición alternativa
de la composición horizontal de Kl-deformaciones. Para la composición vertical, se
cumple que

F
**VVVVVV

G
**VVVVVV

F
**VVVVVV

G
**VVVVVV

F ′
**VVVVVV

G′
**VVVVVV

F ′
**VVVVVV

G′
**VVVVVV

1

::

J

%%
H

%%

H ′

²²
J ′

²²
H ′

²²

H ′′

yy
J ′′

yy

~~~~{¤
δ−1
0

____ks τ ||||z£
δ′3

||||z£
δ′0
−1

____ksτ
′

||||z£
δ′′3

³³³³¥¯ ε′

=

F
**VVVVVV

G
**VVVVVV

F ′
**VVVVVV

G′
**VVVVVV

J

%%
H

%%

H ′

²²

H ′′

yy
J

yy

~~~~{¤
δ−1
0

____ks τ____ks τ ||||z£
δ′′3

¤

Las deformaciones de Street entre Kl-cuadrados se transforman en Kl-deformaciones
a través del 2-functor MdKl. Denotamos mediante MdKl,St la birrestricción de MdKl

a AdKl,St y a MndKl,St. La acción de MdKl,St sobre una deformación de Street
(σ, τ) es la aplicación

C

D

C

C′

D′

C′

F
++VVVVVVVVVVV

G
++VVVVVVVVVVV

F ′ **VVVVVVVVVVV

G′ **VVVVVVVVVVV

J ′

¥¥

J

½½ H ′

¥¥

H

½½ J ′

¥¥

J

½½

mmmmrz
δ′0
−1

mmmmrz
δ−1
0

mmmmrz
δ′3

mmmmrz
δ3

____ks σ

____ks τ

____ks σ
7−→

C

C

C′

C′

G ◦ F
,,YYYYYYYYYYYYYYYYY

G′ ◦ F ′ ,,YYYYYYYYYYYYYYYYY

J ′

¥¥

J

½½ J ′

¥¥

J

½½

qqqqt|
λδ

qqqqt|
λδ′____ks σ

____ks σ

El 2-functor MdKl resulta de la composición del 2-functor de AdKl en Kl que
olvida todas las componentes de los cuadrados adjuntos de Kleisli excepto la primera,
y del 2-isomorfismo existente entre Kl y Mndcn

Kl.

Proposition 138. De Mndcn
Kl en AdKl existe un 2-functor Kl, que a un par (C,T)

le asigna la adjunción canónica (FT, GT), a un Kl-morfismo (J, λ), el Kl-cuadrado
(J, δλ,Hλ), en el que Hλ es el functor asociado a λ por la biyección de la proposición
114 y δλ el cuadrado adjunto determinado por el cuadrado conmutativo correspon-
diente, y a una Kl-deformación τ : (J, λ) // (J ′, λ′) la deformación τΞ asociada a
Ξ por la biyección de la proposición 119 ¤

Las deformaciones de Street entre Kl-morfismos de mónadas se transforman en
deformaciones de Street entre Kl-cuadrados a través del 2-functor Kl. La bir-
restricción de Kl a MndKl,St y a AdKl,St se denota como KlSt.
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Proposition 139. El 2-functor Kl es 2-adjunto por la izquierda del 2-functor
MdKl.

AdKl

MdKl //
> Mndcn

Kl

Kl
oo

Proof. Nos proponemos demostrar que para cada adjunción existe un morfismo
universal desde el 2-functor Kl hasta ella, i.e., que si F aG es una adjunción con
mónada asociada T, entonces se cumple que existe un Kl-cuadrado εFaG : FT a
GT // F a G tal que, para cada par (A,M), con M una mónada sobre A y
cada Kl-cuadrado (J, δ,H) : FM a GM // F a G, el Kl-morfismo de mónadas
(J, λδ) : (A,M) // (C,T) es, salvo isomorfismo, el único para el que existe una
deformación inversible θδ : (J, δ,H) +3 εFaG ◦Kl(J, λδ)

FMaGM

(J, δ,H)

&&NNNNNNNNNNNNNNNNNN

Kl(J, λδ)

²²
FTaGT εFaG

// F aG

qqqqt|
θδ

(A,M)

(J, λδ)

²²
(C,T)

y que, para cada deformación τ : (J ′, δ′,H ′) // (J, δ,H), la Kl-deformación Ξτ : (J, λδ) // (J ′, λδ′)
es la única que hace conmutativo el triángulo izquierdo del diagrama

FMaGM

FTaGT

F aG

(J, δ,H)

»»

(J ′, δ′,H ′)

³³

Kl(J, λδ)

¾¾

Kl(J ′, λδ′)

¤¤

εFaG **VVVVVVVVVVVVVVVVV

ggggowτ

____ks
Kl(Ξτ )

oooos{
θδ kkkkqyθδ′

(A,M)

(C,T)

(J, λδ)

ºº

(J ′, λδ′)

¨¨

____ +3Ξτ

Sea F aG : C // D una adjunción y T su mónada asociada. A partir del functor
de comparación de Kleisli L : Kl(T) // D se obtiene un Kl-cuadrado, (1, δL, L) de
FTaGT en F aG, por la conmutatividad del diagrama

C
FT //

1
²²

Kl(T)
GT //

L

²²

C

1
²²

C
F

// D
G

// C

y el hecho de que las transformaciones naturales identidad en los cuadrados del
diagrama anterior son conjugadas entre si. El Kl-cuadrado (1, δL, L) es el valor de
la counidad de la 2-adjunción buscada sobre F aG. Sea M una mónada sobre A y
(J, δ,H) un Kl-cuadrado de FM aGM en F aG. Entonces MdKl(J, δ,H) = (J, λδ)
es un Kl-morfismo de mónadas.
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Sea (J, δλδ
,Hλδ

) su imagen bajo el functor Kl. Entonces se tiene la situación
descrita por el diagrama

A Kl(M) A

C Kl(T) C

C D C

FM // GM //

FT // GT //

F
//

G
//

J

²²

Hλδ

²²

J

²²
J

¹¹,
,,

,,
,,

,,
,,

,,
,,

,,
,,

H

¹¹,
,,

,,
,,

,,
,,

,,
,,

,,
,

J

¸+̧
++

++
++

++
++

++
++

++
+

1
ÂÂ>

>>
>>

>>
>

L
ÂÂ>

>>
>>

>>
>

1
ÀÀ;

;;
;;

;;
;

µµµµ¥¯δ3

uuuuv~
(δλδ

)3

=
δL
3

A A

C C

M //

T
//

J

¹¹.
..

..
..

..
..

..
..

..
.

J

¹¹.
..

..
..

..
..

..
..

..
.

¹¹¹¹§±

λδ

Sea θδ la aplicación que a un a en Kl(M) le asigna el D-morfismo

(δ−1
0 )a : H FM(a) // FJ(a).

Entonces θδ es un isomorfismo natural de L ◦ Hλδ
en H. Veamos que es una

deformación inversible en la 2-categoŕıa AdKl. Para comprobarlo, sea f : a // a′

un Kl(M)-morfismo. El functor Hλδ
asigna a f el Kl(T)-morfismo que corresponde

al C-morfismo

J(a)
J(f)

// J GM FM(a′)
(λδ)a′ // GFJ(a′)

y el functor de comparación L asigna a cada Kl(T)-morfismo g : c // c′, el mor-
fismo L(g) en D

F (c)
F (g)

// FGF (c′)
εF (c′) // F (c′)

por lo que L ◦ Hλδ
(f) es el D-morfismo de FJ(a) en FJ(a′) en el diagrama con-

mutativo

FJ(a)
FJ(f)

// FJ GM FM(a′)
(Fλδ)a′ //

(Fδ3 FM)a′ ((QQQQQQQQQQQQQQQQ
FGFJ(a′)

εFJa′ // FJ(a′)

FGH FM(a′)

(FGδ−1
0 )a′

OO

(εH FM)a′
// H FM(a′)

(δ−1
0 )a′

OO

Se cumple que εH ◦ Fδ3 = HεM ◦ δ0 GM

GM //

H

¾¾
66

66
66

66
6

J

¾¾
66

66
66

66
6

G // F //

1

==

®®®®¢ª
δ3

ÂÂ ÂÂ
®¶ ε

=

1

""GM // FM //

F
//

J

¾¾
66

66
66

66
6

H

¾¾
66

66
66

66
6

Â ÂÂ ÂKS εM

®®®®¢ª
δ0
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luego L ◦Hλδ
(f) es

FJ GM FM(a′)

(δ0 GM FM)a′

²²

FJ(a)

FJ(f) 44hhhhhhhhhhhhh
H FM(a′)

H FMGM FM(a′)
(HεM FM)a′

33hhhhhhhhhhhhh

Por otra parte, se cumple que

FM(f) = (ηM)M(a′) ◦ f

= FM((ηM)a′) ¦ f

y, por consiguiente, también

(HεM FM)a′ ◦H FM(f) = (HεM FM)a′ ◦H FM((ηM)a′) ◦H(f)

= idH FM(a′) ◦H(f)

= idH(a′) ◦H(f)

= H(f)

Como consecuencia, y tomando TM = GM FM, el diagrama

FJ(a)

GF ED
L ◦Hλδ

(f)

²²FJ(f)
// FJ TM(a′)

(δ0 TM)a′
// H FM TM(a′)

(HεM FM)a′
// H FM(a′)

(δ−1
0 )a′

// FJ(a′)

H(a)

(δ−1
0 )a

OO

H FM(f)

//

@A BC
H(f)

OO
H FM TM(a′)

(δ−1
0 TM)a′

OO

1

<<yyyyyyyyyyyyyyyy

(HεM FM)a′
// H(a′)

1

]]<<<<<<<<<<<<<<

(δ−1
0 )a′

OO

conmuta y θδ es una deformación inversible de (J, δ,H) en (1, δL, L)◦ (H, δλδ
,Hλδ

).
Si (J ′, λ′) : (A,M) // (C,T) es un Kl-morfismo y θ′ : H +3 L ◦ Hλ′ es una

deformación inversible de (1, δL, L) ◦ (H, δλ′ ,Hλ′) en (J, δ,H), entonces se cumple
que MdKl(θ′◦θ−1

δ ) es una Kl-deformación inversible en MndKl de (J, λδ) en (J ′, λ′)
puesto que

(J, λδ) = (J, λHλδ
) = MdKl((1, δL, L) ◦ (J, δλδ

,Hλδ
))

MdKl(θ−1
δ )²²

MdKl(J, δ,H)
MdKl(θ′)²²

MdKl((1, δL, L) ◦ (J, δλ′ ,Hλ′)) = (J, λ′) = (J, λHλ′ )
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Sea τ : (J ′, δ′,H ′) // (J, δ,H) una deformación. Entonces MdKl(τ) es, precisa-
mente, la Kl-deformación Ξτ = Gδ−1

0 ◦Gτ FM ◦δ3 FM ◦J ′ηM.

C

D

C

C

C′

D′

1

¿¿

F
++WWWWWWWWWW

G
++WWWWWWWWWW

F ′ ++WWWWWWWWWW

G′ ++WWWWWWWWW

J

¾¾ H

¾¾

H ′

¤¤ J ′

¤¤

kkkkqy
δ−1
0

kkkkqy
δ′3____ks τ

ÀÀ ÀÀ ­µ η

Sea τΞτ

= Kl(MdKl(τ)). Veamos que θδ ◦ τ = εFaGτΞτ ◦ θδ′ . Para ello es suficiente
comprobar que τ ◦ θδ = LτΞτ ◦ θδ′ .

Kl(M)

Kl(T)

D

H

ºº

H ′

³³

Hλδ

»»

Hλδ′

§§

L **UUUUUUUUUUUUUUUUUU

eeeenvτ
^̂̂̂jrτ
Ξτ

mmmmrz
θδ iiiipxθδ′

Para cada a en Kl(M), τΞτ

a , es el Kl(T )-morfismo que corresponde al C-morfismo
Ξτ

a, luego LτΞτ

(a) = L(Ξτ
a) = L(Gδ−1

0 ◦Gτ FM ◦δ′3 FM ◦J ′ηM)a, i.e., la acción en a
de la transformación natural del diagrama

1

ÃÃFM // GM //

F
//

G
//

F
//

1

>>

J

((
H

((

H ′

··

J ′

··

ÂÂ ÂÂ
®¶ ηM

uuuuv~
δ′3

aaaaltτyyyyx¡
δ−1
0

ÂÂ ÂÂ
®¶ ε

y que, por tanto, es igual a

FJ ′GM FM

Fδ′3 FM

²²

FGH FM

FGδ−1
0

²²

FJ ′

FJ ′ηM 44jjjjjjjjjjjj
FJ

FGH ′ FM

FGτ FM
rrrrrr

88rrrrrr

FGFJ
εFJ

55jjjjjjjjjjjj
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Pero δ′3 FM ◦J ′ηM = Gδ0 ◦ ηJ ′, porque

1

ÃÃFM // GM //

G
//

H ′

··

J ′

··

uuuuv~
δ′3

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

=

FM //

F
//

G
//

1

>>

J ′

··

H ′

··

uuuuv~
δ′0

Â ÂÂ ÂKS η

luego la transformación natural considerada es

FJ ′
FηJ ′ // FGFJ ′

FGδ0 // FGH ′ FM

FGτ FM
²²

FGH FM
FGδ−1

0 // FGFJ
εFJ // FJ

i.e., la transformación natural del diagrama

FM //

F // G // F //

J ′

,,

H ′

,,

H

¶¶

1

##

1

;;

uuuu
6>

δ′0 rrrr
5=τ

Â ÂÂ ÂKS ε

Â ÂÂ ÂKS ηM

J ++

F

ªª

oooo
3;δ−1

0

que coincide con δ−1
0 ◦ τ FM ◦δ′0.

Entonces se cumple que

(θδ ◦ τ)a = (δ−1
0 )a ◦ τa

= (δ−1
0 )a ◦ (τ FM)a

= (δ−1
0 ◦ τ FM ◦δ′0 ◦ δ′−1

0 )a

= (LτΞτ ◦ θδ′)a

Veamos por último que se cumple la unicidad. Si Ξ: (J, λδ) // (J ′, λδ′) es una
deformación tal que θδ ◦ τ = LτΞ ◦ θδ′ entonces

MdKl(τΞτ

) ◦MdKl(θδ′) = MdKl(1L ◦ τΞτ ◦ θδ′)

= MdKl(1L ◦ τΞ ◦ θδ′)

= MdKl(τΞ) ◦MdKl(θδ′)

pero MdKl(θδ′) es un isomorfismo y, por tanto,

Ξτ = MdKl(τΞτ

) = MdKl(τΞ) = Ξ
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¤

6.3. Cuadrados adjuntos de Eilenberg-Moore. Estudiamos a continuación la
contrapartida de los Kl-cuadrados para la construcción de Eilenberg-Moore.

Definition 71. Un cuadrado adjunto de Eilenberg-Moore es un cuadrado adjunto

C D

C′ D′

oo G

>
F

//OO

K

OO

H

oo G′

>
F ′

//

δ

tal que su componente 3-ésima, δ3, es un isomorfismo natural.

Definition 72. Denotamos mediante AdEM la sub-2-categoŕıa plena para las 2-
células de Ad determinada por los EM-cuadrados. Las 1-células en AdEM se de-
nominan, abreviadamente, EM-cuadrados.

Lemma 10. Sea (K, δ,H) : F ′ a G′ // F a G un EM-cuadrado. Entonces se
cumplen las siguientes ecuaciones

1

ÀÀ
F // G //

F ′
//

G′
//

K

OO

H

OO

K

OO
EEEE Á&
δ0

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

EEEE Á&
δ−1
3 =

1 //

1 //

F ′ (( G′

KK

K

OO

K

OO
EEEE Á&
K

ÂÂ ÂÂ
®¶ η
′

G // F //

G′ // F ′ //

1

AA

H

OO

K

OO

H

OO
EEEE Á&
δ−1
3

ÂÂ ÂÂ
®¶ ε′

EEEE Á&
δ0 =

1 //

1
//

G
66

F

¶¶

H

OO

H

OO
EEEE Á&
H

ÂÂ ÂÂ
®¶ ε
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Proof. Es suficiente observar que

1

¿¿
F // G //

F ′
//

G′
//

K

OO

H

OO

K

OO
BBBB À%
δ0

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

BBBB À%
δ−1
3 =

1

¿¿
F // G //

Goo

G′oo

F ′
//

G′
//

1

OO

1

OO

K

OO

H

OO

1

OO

1

OO

K

OO

++ ++
´¼ δ
−1
3

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

||||
9Aδ3

____ +3ε

____ +3η′

=

1 //

1 //

F ′
''

G′

LL

K

OO

K

OO
BBBB À%
K

ÂÂ ÂÂ
®¶ η
′

La demostración para la segunda ecuación es formalmente idéntica. ¤

De la 2-categoŕıa AdEM en la 2-categoŕıa transpuesta de MndEM existe un
2-functor que asigna a cada adjunción su mónada asociada, a cada EM-cuadrado
un EM-morfismo de mónadas y a cada deformación de EM-cuadrados una EM-
deformación. Este 2-functor tiene un 2-adjunto por la derecha EM, y que se obtiene,
esencialmente, componiendo el 2-isomorfismo de Mndtr

EM en EM con el 2-functor de
inclusión que asocia a cada objeto de EM su adjunción de Eilenberg-Moore corre-
spondiente, a cada 1-célula el EM-cuadrado obtenido mediante las transformaciones
naturales transpuestas de la identidad del cuadrado conmutativo correspondiente
a la 1-célula, y que es la identidad en las 2-células. De esto se sigue que la sub-2-
categoŕıa plena de AdEM determinada por las adjunciones de Eilenberg-Moore es
una subcategoŕıa reflectiva de AdEM.

Proposition 140. De la 2-categoŕıa AdEM en la 2-categoŕıa Mndtr
EM existe un

2-functor MdEM, que a cada adjunción (F aG, η, ε) le hace corresponder la mónada
(G◦F, η, GεF ), a cada EM-cuadrado (K, δ,H), el EM-morfismo de mónadas (K, λδ)
en donde λδ = δ−1

3 F ′ ◦ Gδ0 y a cada EM-deformación τ : (J, δ,H) // (J ′, δ′,H ′)
la EM-deformación Ξτ = δ′3

−1
F ′ ◦GτF ′ ◦Gδ0 ◦ ηK

C

D

C

C

C′

D′

C′

C′

nn
G

>
F ..

AdEM

nn
G′

>
F ′ ..

K

CC

K ′

[[

H

CC

H ′

[[

δ δ′
____ +3τ

G ◦ FUUUUUUUUU

**UUUUUUUUU

G′ ◦ F ′ **UUUUUUUUUUUUUUUUU

MndEM

K

CC

K ′

[[

K

CC

K ′

[[

MdEM //

GGGG Â'
λδ

GGGG Â'
λδ′

/o _ //Ξτ7−→
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donde Ξτ se obtiene a partir del diagrama

C

D

C

C′

D′

C′

1

¿¿

F
++WWWWWWWWWW

G
++WWWWWWWWWW

F ′ ++WWWWWWWWW

G′ ++WWWWWWWWW

K

CC

H

CC

H ′

[[

K ′

[[
EEEE Á&
δ0

EEEE Á&
δ′3
−1____ +3τ

ÀÀ ÀÀ ­µ η

Proof. La demostración es formalmente idéntica al caso de Kleisli. ¤

Las deformaciones de Street entre EM-cuadrados se transforman en EM-deformaciones
de mónadas a través del 2-functor MdEM. Denotamos mediante MdEM,St la bir-
restricción de MdEM a AdEM,St y a MndEM,St.

El 2-functor MdEM resulta de la composición del 2-functor de AdEM en EM
que olvida todas las componentes de los cuadrados adjuntos de Eilenberg-Moore
excepto la primera, y del 2-isomorfismo existente entre MdEM y Mndtr

EM.

Proposition 141. De Mndtr
EM en AdEM existe un 2-functor EM, que a un par

(C,T) le asigna la adjunción canónica (FT, GT), a cada EM-morfismo de mónadas
(K,λ), el EM-cuadrado (K, δλ,Hλ), en el que Hλ es el functor asociado a λ por
la biyección de la proposición 122 y δλ el cuadrado adjunto determinado por el
cuadrado conmutativo correspondiente, y a cada EM-deformación τ : (K,λ) // (K ′, λ′)
la deformación τΞ asociada a Ξ por la biyección de la proposición 127 ¤

Las deformaciones de Street entre EM-morfismos de mónadas se transforman
en deformaciones de Street entre EM-cuadrados a través del 2-functor EM. La
birrestricción de EM a MndEM,St y a AdEM,St se denota como EMSt.

Proposition 142. El 2-functor EM es 2-adjunto por la derecha del 2-functor
MdEM

AdEM

MdEM

//> Mndtr
EM

EMoo

Proof. La demostración es análoga al caso de Kleisli, considerando morfismos uni-
versales desde cada adjunción hasta el 2-functor EM. Concretamente, se cumple
que, para cada adjunción F aG, con mónada asociada T, existe un EM-cuadrado
ηFaG : F aG // FTaGT, obtenido a partir del functor de comparación de Eilenberg-
Moore, tal que, para cada par (A,M), con M una mónada sobre A, y cada EM-
cuadrado (K, δ,H) : F aG // FMaGM, el EM-morfismo de mónadas (K,λδ) : (C,T) // (A,M)
es, salvo isomorfismo, el único para el que existe una deformación inversible θδ : (K, δ,H) +3 EM(K,λδ)◦
ηFaG

F aG
ηFaG //

(K, δ,H)
%%LLLLLLLLLLLLLLLL FTaGT

EM(K, λδ)

²²
FMaGM

rrrr
5=θδ

(A,M)

(K,λδ)

OO

(C,T)

y que, para cada deformación τ : (K, δ,H) // (K ′, δ′,H ′), la EM-deformación
Ξτ : (K, λδ) // (K ′, λδ′) es la única que hace conmutativo el triángulo izquierdo
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del diagrama

F aG

FTaGT

FMaGM

ηFaG

**UUUUUUUUUUUUUUU

(K, δ,H)

--

(K ′, δ′,H ′)

&&

EM(K, λδ)

!!

EM(K ′, λδ′)

}}

`̀̀̀ +3τ

____ +3
EM(Ξτ )nnnn 2:θδ

aaaa ,4θδ′

(A,M)

(C,T)

(K, λδ)

GG

(K ′, λδ′)

WW

____ +3
Ξτ

¤

Demostracion antigua con igualdades

Proof. Demostramos que, para cada adjunción F aG, existe un morfismo universal
de F a G hasta el 2-functor EM. Sea pues F a G : C // D una adjunción y
T su mónada asociada. A partir del functor de comparación de Eilenberg-Moore
E : D // EM(T) se obtiene un EM-morfismo de mónadas, (1, ς, E) de (FT aGT)
en (F aG), por la conmutatividad del diagrama

C
FT // EM(T) GT // C

C

1

OO

F
// D

E

OO

G
// C

1

OO

y el hecho de que las transformaciones naturales identidad en los cuadrados del
diagrama anterior son conjugadas entre si, ya que la unidad de ambas adjunciones
coincide. El EM-cuadrado (1, ς, E) es el valor de la unidad de la adjunción bus-
cada sobre F a G. Sea M una mónada sobre A y (K, δ,H) un EM-cuadrado de
adjunciones de F a G en FMa GM. Entonces MdEM(K, δ,H) = (K, GMδ0) es un
EM-morfismo de mónadas. Sea (K, γ, HGMδ0) su imagen bajo el functor EM. El
functor HGMδ0 asigna a cada T-álgebra (C, ξ) la M-álgebra (K(C),K(ξ) ◦GMδ0C)
y a cada T-morfismo de álgebras f : (C, ξ) // (C ′, ξ′) el morfismo de M-álgebras
K(f). Veamos que (K, γ, HGMδ0) ◦ (1, ς, E) es identico a (K, δ,H).

C D C

C EM(T) C

A EM(M) A

F // G //

FT // GT //

FM
//

GM
//

1

##GGGGGGGGGG
E

##GGGGGGGGG
1

""EE
EE

EE
EE

E

K

ºº/
//

//
//

//
//

//
//

//
//

//

H

//
//

//

ºº/
//

//
//

//
//

/

K

..
..

..

¹¹.
..

..
..

..
..

..

K

²²

HGMδ0

²²

K

²²

²²²²
CK
ς0

||||
:B

γ0

¼ ¼¼ ¼
HP
δ0

C C

A A

T //

M
//

K

ºº/
//

//
//

//
//

//
//

//
//

//

K

ºº/
//

//
//

//
//

//
//

//
//

//

¼ ¼¼ ¼
HPGMδ0

Para ello es suficiente comprobar que HGMδ0 ◦ E = H. Sea d un objeto de D. El
functor de comparación E asigna a d la T-álgebra (G(d), G(εd)), con ε la counidad
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de la adjunción F aG, y, por consiguiente,

HGMδ0 ◦ E(d) = (KG(d),K(Gεd) ◦GMδ0G(d))

= (KG(d), (KGε)d ◦ (GMδ0G)d)

= (KG(d), (GMHε ◦GMδ0G)d)

= (KG(d), (GM(Hε ◦ δ0G))d)

Se cumple que

1

""
G // F //

FM
//

K

¾¾
66

66
66

66
6

H

¾¾
66

66
66

66
6

Â ÂÂ ÂKS ε

®®®®
AIδ0 =

G //

H

¾¾
66

66
66

66
6

K

¾¾
66

66
66

66
6

GM // FM //

1

==

=

ÂÂ ÂÂ
®¶ εM

luego HGMδ0 ◦E(d) = (KG(d), (GM εMH)d). Si H(d) = (A, α) entonces A = KG(d),
puesto que GM ◦H = KG, y α = GM εMH(d). Si f : d // d′ es un morfismo en D,s
entonces E(f) = G(f) y HGMδ0(G(f)) = KG(f) = GMH(f) = H(f), por lo que
ambos functores coinciden.

Veamos la unicidad. Si (K ′, λ′) : (C,T) // (C′,T′) es un EM-morfismo de
mónadas tal que la composición de su imagen bajo EM, (K, γ′,Hλ′), con (1, ς, E)
es (K, δ,H) entonces K ′ = K y

MdEM(K, γ′,Hλ′) = MdEM(K, γ′,Hλ′) ◦ (1, ς, E)

= MdEM(K, δ,H)

= MdEM(K, γ, HGMδ0)

por lo que Hλ′ es igual a HGMδ0 y λ′ = GMδ0.
Supongamos que τ : (K, δ,H) // (K ′, δ′,H ′) es una deformación de EM-cuadrados.

Entonces Ξτ = MdEM(τ) es la deformación de EM-morfismos GMτF ◦ GMδ0 ◦ ηM.
Sea τ̂ = EM(MdEM(τ))). Para cada T-álgebra τ̂(C,ξ), es el A-morfismo

K(C)
ηMKC // GMFMK(C)

GMδ0C // GMHF (C)

GMτF

²²
GMH ′F (C) = K ′GF (C)

K ′(ξ)
// K ′(C)

Veamos que τ̂ ◦E = τ . Sea d un objeto de D. Entonces τ̂ ◦E(d) = τ̂(G(d), G(εd))
que es igual a la acción en d de la transformación natural

KG
ηMKG // GMFMKG

GMδ0G // GMHFG

GMτFG

²²
GMH ′FG = K ′GFG

K ′Gε // K ′G
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del diagrama

1

ÃÃG // F // G //

FM
//

GM
//

1

>>
K

((
H

((

H ′

··

K ′

··

Â ÂÂ ÂKS ε

´́́ ´
DLδ0 ||||

:Bτ =

Â ÂÂ ÂKS ηM

y que por tanto, es igual a

KG
ηMKG // GMFMKG

GMδ0G// GMHFG
GMHε // GMH

GMτ // GMH ′ = K ′G

Como Hε ◦ δ0G = εMH, la transformación natural considerada es igual a

KG = GMH
ηMKG // GMFMKG = GMFMGMH

GMεMH
²²

GMH
GMτ // GMH ′ = K ′G

i.e., a la transformación natural del diagrama

1 //

1 // GM //

H

..

H

..

H ′

µµ

GM ++
FM

II

1

GG

=
tttt

6>τ

Â ÂÂ ÂKS εM ' '' 'OW ηM

que es igual a GMτ , lo que implica que τ̂E = τ . La unicidad es inmediata, porque
si Ξ es una deformación tal que EM(Ξ)E = τ entonces

Ξ = MdEM(EM(Ξ))

= MdEM(EM(Ξ)E)

= MdEM(τ)

= MdEM(τ̂)
= Ξτ

¤

6.4. Adjunciones y morfismos algebraicos. La existencia simultánea de cuadra-
dos adjuntos de Kleisli y Eilenberg-Moore entre dos adjunciones puede ser consid-
erado desde, al menos, dos puntos de vista.
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En primer lugar, obsérvese que un cuadrado adjunto

C D

C′ D′

oo G

>
F

//

J

²²

H

²²oo G′

>
F ′

//

λ

puede ser simultáneamente un Kl-cuadrado y un EM-cuadrado. En ese caso, se
tiene que el diagrama

C
F //

J

²²

D
G //

H

²²

C

J

²²
C′

F ′
// D′

G′
// C′

conmuta y el par (J,H) es una transformación de adjunciones en el sentido de
MacLane ([Mac71]). Las adjunciones, las transformaciones y las deformaciones de-
terminan una 2-categoŕıa, denotada como Adtn, y que es la sub-2-categoŕıa común
de AdKl y AdEM.

Para las mónadas se tiene asimismo una noción de transformación. Una trans-
formación de (C,T) en (C′,T′), es un funtor J : C // C′ tal que el cuadrado

C
T //

J

²²

C

J

²²
C′

T ′
// C′

conmuta y que cumple que Jη = η′J y µ′J = Jµ. Una transformación tal es un
Kl-morfismo de (C,T) en (C′,T′), aśı como un EM-morfismo de (C′,T′) en (C,T).
Las transformaciones dan lugar a una 2-categoŕıa, denotada como Mndtn y que es
la sub-2-categoŕıa común a Mndcn

Kl y Mndtr
EM.

De Adtn en Mndtn existe un 2-functor Mdtn, por birrestricción de Adtn y
Mndtn. Asimismo, es fácil comprobar que el morfismo de adjunciones de Kleisli
(resp. de Eilenberg-Moore) determinado por una transformación de mónadas es
una transformación de adjunciones, por lo que los functores Kl y EM pueden bir-
restringirse, respectivamente, a functores Kltn y EMtn de Mndtn en Adtn, y que,
por consiguiente, son adjuntos a izquierda y derecha del functor Mdtn.
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Resumimos la situación con el diagrama siguiente.

AdEM Mndtr
EM

∼= EM

Adtn Mndtn

AdKl Mndcn
Kl
∼= Kl

qq
EM
>

MdEM

11

tt

EMtn

>
Mdtn

//
>

jj

Kltn

MdKl
-->mm

Kl

88

&&

66

((

La existencia de transformaciones, en el sentido de MacLane, entre adjunciones
no es, sin embargo, la situación más usual en contextos algebraicos. En muchas
ocasiones se tienen pares de adjunciones tales que sus categoŕıas subyacentes están,
a su vez, relacionadas entre si también mediante adjunciones. Las siguientes situa-
ciones son equivalentes:

• Existe un Kl-cuadrado de F aG en F ′aG′ y un EM-cuadrado de F ′aG′ en
F aG, de manera tal que los functores subyacentes son, dos a dos, adjuntos
entre si.

• Existe un Kl-cuadrado de F aG en F ′aG′ tal que los functores subyacentes
tienen adjuntos por la derecha.

• Existe un EM-cuadrado de F ′ aG′ en F aG tal que los functores subya-
centes tienen adjuntos por la izquierda.

La situación anterior admite una descripción más concisa, y es equivalente, a la
existencia de un isomorfismo natural en un cuadrado de adjunciones.

Definition 73. Un cuadrado algebraico es un diagrama de categoŕıas y adjunciones

C D

C′ D′

oo G

>
F

//OO

KaJ

²²

OO

IaH

²²oo G′

>
F ′

//

junto con un par conjugado de isomorfismos naturales (α, β) de H ◦ F aG ◦ I en
F ′ ◦ J aK ◦G′.

C D′ C

H ◦ F
&&

F ′ ◦ J

88

G ◦ I
&&

K ◦G′
88Â ÂÂ ÂKS α

ÂÂ ÂÂ
®¶ β
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Representamos los cuadrados algebraicos mediante diagramas de la forma

C D

C′ D′

oo G

>
F

//OO

KaJ

²²

OO

IaH

²²oo G′

>
F ′

//

(α, β)

El par (α, β) en la definición anterior es equivalente a un cuadrado adjunto

C D′

C D′

oo GI
>

HF
//

1

²²

1

²²oo KG′

>
F ′J

//

δ

en los que δ0 = α y δ3 = β son isomorfismos naturales.
Los isomorfismos naturales α y β de la definición anterior son conjugados si se

cumple cualquiera de las dos ecuaciones siguientes.

HF
##

F ′J

;;Â ÂÂ ÂKS α =

1

´´HF //
GI

##

KG′
;;

1

MM
F ′J //

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

ÂÂ ÂÂ
®¶ β

ÂÂ ÂÂ
®¶ ε

1

´´GI //
HF

##

F ′J

;;

1

MM
KG′ //

Â ÂÂ ÂKS ε

Â ÂÂ ÂKS α

Â ÂÂ ÂKS η

=
GI

##

KG′
;;

ÂÂ ÂÂ
®¶ β

en las que η y ε son las unidades y counidades de las adjunciones compuestas
correspondientes.

Obsérvese que si se tiene un diagrama de categoŕıas y adjunciones como en la
definición anterior y α es un isomorfismo natural de F ′ ◦ J en H ◦ F , entonces su
conjugado β es, necesariamente, un isomorfismo natural. Además, los inversos de
ambos isomorfismos α−1 y β−1 forman a su vez un par conjugado de F ′ ◦J aK ◦G′

en H ◦ F aG ◦ I.

Proposition 143. Dado un cuadrado algebraico como en 73, cada uno de los
isomorfismos naturales α : F ′J +3 HF , β−1 : KG′ +3 GI, α−1 : HF +3 F ′J y
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β : GI +3 KG′ determinan cuadrados adjuntos

C D

C′ D′

oo G

>
F

//

J

²²

H

²²oo G′

>
F ′

//

λα

F //

J

²²

H

²²
F ′

//

||||
9Aα

F //

J

²²

H

²²
G′

oo

____ +3
λα

1

Goo

J

²²

H

²²
F ′

//

____ +3
λα

2

Goo

J

²²

H

²²
G′

oo

BBBB À%
λα

3

C D

C′ D′

oo G

>
F

//OO

K

OO

I

oo G′

>
F ′

//

λβ−1

F //

K

OO

I

OO

F ′
//

EEEE Á&λβ−1

0

Goo

K

OO

I

OO

F ′
//

____ +3
λβ−1

1

F //

K

OO

I

OO

G′
oo

____ +3
λβ−1

2

Goo

K

OO

I

OO

G′
oo

yyyy
8@β−1

C D

C′ D′

F //
OO

KaJ

²²

OO

IaH

²²

F ′
//

λα−1

F //

J

²²

H

²²
F ′

//

vvvvwÄα−1

F //

J

²²

I

OO

F ′
//

ÂÂ ÂÂ
®¶λα−1

1

F //

K

OO

H

²²
F ′

//

ÂÂ ÂÂ
®¶ λα−1

2

F //

K

OO

I

OO

F ′
//

HHHH Â'λα−1

3

C D

C′ D′

oo G
OO

KaJ

²²

OO

IaH

²²
oo

G′

λβ

Goo

H

²²

J

²²
G′

oo

BBBB À%
λβ

0

Goo

H

²²

K

OO

G′
oo

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ

β
1

Goo

I

OO

J

²²
G′

oo

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ

β
2

Goo

K

OO

I

OO

G′
oo

||||y¢
β

Además, cada una de las transformaciones naturales de los diagramas anteriores
determina a todas las demás uńıvocamente.
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Proof. Puesto que en cualquier cuadrado adjunto los cuádruplos de transforma-
ciones naturales se determinan mutuamente, es suficiente encontrar, para cada par
de cuadrados adjuntos, un par de transformaciones naturales interdefinibles. En
particular se cumple que λα

3 = λβ
0 y λα−1

3 = λβ−1

0 .

λα
3 =

G // J $$ F ′ **

F
))

H

GG G′ //

1
!!

1 55

## ##
°¸ η

ÂÂ ÂÂ
®¶ α

»»»»̈² ε

=

G // F // H // I "" G **

G′
((

K

II J // F ′ // G′ //

1

³³
1

½½

1

¿¿

1

BB

1

NN

1

JJ

!! !!
¯· η

¿¿ ¿¿ ª´ η

ÂÂ ÂÂ
®¶ β

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

ÂÂ ÂÂ
®¶ ε '' ''

²º ε

¨̈̈̈Ä¨ ε

=

H // I $$ G ** J //

G′
))

K

GG

1

¿¿

1

II
¿¿ ¿¿ ª´ η

ÂÂ ÂÂ
®¶ β

'' ''
²º ε = λβ

0

λα−1

3 =

K // F $$ H **

J
))

F ′

GG I //

1
!!

1 55

## ##
°¸ η

ÂÂ ÂÂ
®¶ α

»»»»̈² ε

=

K // J // F ′ // G′ "" K **

I
((

G

II F // H // I //

1

³³
1

½½

1

¿¿

1

BB

1

NN

1

JJ

!! !!
¯· η

¿¿ ¿¿ ª´ η

ÂÂ ÂÂ
®¶ β

ÂÂ ÂÂ
®¶ η

ÂÂ ÂÂ
®¶ ε '' ''

²º ε

¨̈̈̈Ä¨ ε

=

F ′ // G′ $$ K ** F //

I
))

G

GG

1

¿¿

1

II
¿¿ ¿¿ ª´ η

ÂÂ ÂÂ
®¶ β

'' ''
²º ε = λβ−1

0

¤
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Los cuadrados algebraicos son una caso especial de lax-cuadrados en la 2-categoŕıa
Adj.

Definition 74. Sea C una 2-categoŕıa. Un lax-cuadrado en C es un diagrama de
objetos, morfismos y 2-células

c
f //

j

²²

d

h

²²
c′

f ′
// d′

vvvvwÄα

Un pseudo-cuadrado en C es un lax-cuadrado tal que su 2-célula es un isomorfismo.

Proposition 144. Sea C una 2-categoŕıa. Los lax-cuadrados en C determinan
una categoŕıa doble, denotada como LSq(C). Además, los pseudo-cuadrados en C
forman una sub-categoŕıa doble denotada como PSq(C).

Proof. Las composiciones vertical y horizontal de los lax-cuadrados se definen ha-
ciendo uso de las composiciones en C de 1-células y 2-células,

c
f //

j

²²

d

h

²²
c′ f ′ //

j′

²²

d′

h′

²²
c′′

f ′′
// d′′

uuuuv~α

vvvvv~α′

c
f //

j

²²

d
l //

h

²²

e

i

²²
c′

f ′
// d′

l′
// e′

vvvvwÄα vvvvwÄα′

Las identidades para las composiciones vertical y horizontal son, respectiva-
mente,

c
f //

1

²²

d

1

²²
c′

f
// d′

vvvvwÄ
f

y

c
1 //

j

²²

c

j

²²
c′ 1

// c′

vvvvv~
j

Es inmediato que las composiciones de pseudo-cuadrados son pseudo-cuadrados.
¤

La categoŕıa doble de lax-cuadrados sobre Adj tiene como objetos categoŕıas,
como morfismos de C en D adjunciones F aG y como 2-células cuadrados

C
F aG //

J aK

²²

D

H aI

²²
C′

F ′aG′
// D′

uuuuv~
(α, β)
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en los que (α, β) es un par conjugado de transformaciones naturales

C D′ C

H ◦ F
&&

F ′ ◦ J

88

G ◦ I
&&

K ◦G′
88Â ÂÂ ÂKS α

ÂÂ ÂÂ
®¶ β

Los cuadrados algebraicos son, por tanto, las 2-células de PSq(Adj).
Si en la categoŕıa doble PSq(Adj) nos olvidamos de la composición horizontal y

tomamos las identidades para la composición vertical como objetos y las 2-células
como morfismos, obtenemos la categoŕıa Adalg de adjunciones y cuadrados alge-
braicos. En este caso, denotamos mediante (J aK, (α, β),H aI) : (F aG) // (F ′a
G′) la existencia de un cuadrado algebraico como en 73, considerado como un mor-
fismo de adjunciones. Esta categoŕıa se puede completar hasta una 2-categoŕıa.

Definition 75. Sean

C

(α, β)

F
//>

J

²²

a

D
Goo

H

²²

a

C′

F ′
//>

K

OO

D′
G′oo

I

OO

y

C

(α′, β′)

F
//>

J ′

²²

a

D
Goo

H ′

²²

a

C′

F ′
//>

K ′

OO

D′
G′oo

I ′

OO

dos cuadrados algebraicos. Una deformación algebraica del primero en el segundo
es un par conjugado τ = (τ0 : H ′ +3 H, τ1 : I +3 I ′) de H aI en H ′aI ′.

Representamos la existencia de deformaciones algebraicas entre cuadrados alge-
braicos mediante diagramas de la forma

C
F aG

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

J aK

¾¾

J ′aK ′

¤¤

D

H aI

¾¾

H ′aI ′

¤¤

C′

F ′aG′ ++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

D′

τ

(α, β) (α′, β′)

Las deformaciones algebraicas son un caso especial de lax-cuadrados. Formal-
mente, se tiene una biyección entre las deformaciones algebraicas y los lax-cuadrados
en LSq(Adj) de la forma

D D

D′ D′

oo 1
>
1

//OO

I ′aH ′

²²

OO

IaH

²²oo 1
>
1

//

(τ0, τ1)

Proposition 145. Las adjunciones, los cuadrados algebraicos y las deformaciones
algebraicas determinan una 2-categoŕıa, denotada como Adalg.
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Proof. Las identidades, y composiciones de deformaciones se definen como las de
sus pares conjugados o, equivalentemente, mediante las composiciones de sus lax-
cuadrados asociados. ¤

Definition 76. Considérense cuadrados algebraicos como en 75. Una deformación
de Street del primero en el segundo es un par (σ, τ), en el que σ = (σ0, σ1) es un
par conjugado de J aK en J ′ aK ′ y τ = (τ0, τ1) un par conjugado de H a I en
H ′aI ′, compatible con los cuadrados algebraicos, i.e., tal que

C C D

C′ C′ D′

1a1 // F aG //

1a1
//

F ′aG′
//

J ′aK ′

²²

J aK

²²

H aI

²²

vvvvv~ vvvvv~
(σ0, σ1) (α, β)

=

C C D

C′ C′ D′

F aG // 1a1 //

F ′aG′
//

1a1
//

J ′aK ′

²²

H ′aI ′

²²

H aI

²²

vvvvv~ vvvvv~
(α, β) (τ0, τ1)

Representamos la existencia de deformaciones de Street entre cuadrados alge-
braicos mediante diagramas de la forma

C
F aG

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

J aK

¾¾

J ′aK ′

¤¤

D

H aI

¾¾

H ′aI ′

¤¤

C′

F ′aG′ ++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

D′

σ

τ

(α, β) (α′, β′)

Las identidades y composiciones de deformaciones de Street se definen mediante
las de sus pares conjugados o, equivalentemente, las de sus lax-cuadrados asociados.

A partir de la definición anterior, es inmediato que de toda deformación de Street
se obtiene una deformación algebraica olvidando su primera componente. La sub-
2-categoŕıa de Adalg determinada por las deformaciones de Street se denota como
Adalg,St.

De cada cuadrado algebraico se obtienen un cuadrado adjunto de Kleisli y un
cuadrado adjunto de Eilenberg-Moore. Además, cada deformación entre cuadrados
algebraicos determina un par de deformaciones entre los cuadrados de Kleisli y de
Eilenberg-Moore respectivos. Se cumple también que cada Kl-cuadrado tal que
sus functores subyacentes tienen adjuntos por la derecha, determina un cuadrado
algebraico. Si entre dos de tales cuadrados se tiene una deformación, ésta determina,
a su vez, una deformación entre los cuadrados algebraicos asociados. La situación
para los cuadrados de Eilenberg-Moore es idéntica cuando los functores subyacentes
tienen adjuntos por la izquierda.
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Proposition 146. De la 2-categoŕıa Adalg en la 2-categoŕıa Adcn
Kl existe un 2-

functor

C

D

C

D

C′

D′

C′

D′

F aGUUUUUUUUU

**UUUUUUUUU

Adalg

F ′aG′ **UUUUUUUUUUUUUUUUU

J aK

¾¾

J ′aK ′

¤¤
H aI

¾¾

H ′aI ′

¤¤

(α, β) (α′, β′)
τ

F aGUUUUUUUUU

**UUUUUUUUU

F ′aG′ **UUUUUUUUUUUUUUUUU

Adcn
Kl

J

¾¾

J ′

¤¤
H

¾¾

H ′

¤¤

IKl //

λα λα′

____ks
τ0

7−→

en el que λα y λα′ son, respectivamente, los cuadrados adjuntos determinados por α
y α′. El 2-functor IKl es inyectivo en los objetos, pseudo-inyectivo en los morfismos,
i.e., para cada Kl-cuadrado su fibra consta de cuadrados algebraicos isomorfos, fiel
y pleno en las 2-células.

Proof. El 2-functor IKl es pseudo-inyectivo en los morfismos puesto que si J aK y
J aK ′ son adjunciones, entonces K ∼= K ′ y por consiguiente, J aK y J aK ′ son
isomorfos en Adalg. Es fiel para las 2-células puesto que los pares conjugados son
únicos. Es pleno para la 2-células puesto que cada deformación entre morfismos
algebraicos determina un par conjugado correspondiente. ¤

Proposition 147. De la 2-categoŕıa Adalg en la 2-categoŕıa Adtr
EM existe un func-

tor

C

D

C

D

C′

D′

C′

D′

F aGUUUUUUUUU

**UUUUUUUUU

Adalg

F ′aG′ **UUUUUUUUUUUUUUUUU

J aK

¾¾

J ′aK ′

¤¤
H aI

¾¾

H ′aI ′

¤¤

(α, β) (α′, β′)
τ

F aGUUUUUUUUU

**UUUUUUUUU

F ′aG′
UUUUUUUUU

**UUUUUUUUU

Adcn
Kl

K

CC

K ′

[[

I

CC

I ′

[[

IEM //

λβ−1
λβ′−1

____ +3τ1

7−→

en el que λβ−1
y λβ′−1

son, respectivamente, los cuadrados adjuntos determinados
por β−1 y β′−1. El 2-functor IEM es inyectivo en los objetos, pseudo-inyectivo en
los morfismos, fiel y pleno en las 2-células. ¤

Finalmente, tenemos la siguiente proposición.
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Proposition 148. De la 2-categoŕıa Adalg en la 2-categoŕıa Mndalg existe un
functor

C

D

C

C

C′

D′

C′

C′

F aGVVVVVVVVVV

**VVVVVVVVV

Adalg

F ′aG′ **VVVVVVVVVVVVVVVVVV

J aK

¾¾

J ′aK ′

¤¤
H aI

¾¾

H ′aI ′

¤¤

(α, β) (α′, β′)

τ

G ◦ FVVVVVVVVVV

**VVVVVVVVVV

G′ ◦ F ′ **VVVVVVVVVVVVVVVVVV

Mndalg

J aK

¾¾

J ′aK ′

¤¤
J aK

¾¾

J ′aK ′

¤¤

Mndalg //

λ(α,β) λ(α′,β′)0p ` 00Ξτ7−→

en el que λ(α,β) es el cuadrado adjunto

C C

C′ C′

T //

T ′
//

OO

KaJ

²²

OO

KaJ

²²

F // G //

J

²²

H

²²

J

²²
F ′

//
G′

//

yyyyx¡
α−1

yyyyx¡
λα

3

F // G //

J

²²

H

²²

K

OO

F ′
//

G′
//

yyyyx¡
α−1 ÂÂ ÂÂ

®¶ λ
β
1

F // G //

K

OO

H

²²

J

²²
F ′

//
G′

//

ÂÂ ÂÂ
®¶ λ

α−1

2
yyyyx¡λβ

0

F // G //

K

OO

I

OO

K

OO

F ′
//

G′
//

EEEE Á&λβ−1

0
EEEE Á&
β

λ(α′,β′) es el cuadrado adjunto correspondiente y Ξτ la deformación (λβ′ fn◦ τ
fn◦

λα−1
)

ad◦ η

C C

C D D C

C′ D′ D′ C′

1 //

F // 1 // G //

F ′
//

1
//

G′
//

OO

1a1

²²
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1a1
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IaH
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(
η η
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)
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representada como

C

D

C

C′

D′

C′

1

ÂÂ

F
,,XXXXXXXXXXXX

G
,,XXXXXXXXXXXX

F ′ ,,XXXXXXXXXXX

G′ ,,XXXXXXXXXXX

J aK

¾¾ H aI

¾¾

H ′aI ′

¤¤ J ′aK ′

¤¤

λα−1

λβ′
τ

η

Proof. Por la proposición 143, las transformaciones naturales en la imagen de un
cuadrado algebraico son transpuestas entre si y forman, por tanto, un morfismo

algebraico de mónadas. Alternativamente, se puede verificar que λ(α,β) = λβad◦ λα−1
.

La demostración de que Ξτ es, efectivamente, una deformación algebraica es
formalmente idéntica a las demostraciones de que Ξτ0 y Ξτ3 son, respectivamente,
deformaciones de mónadas de Kleisli y de Eilenberg-Moore.

La preservación de identidades y composiciones se sigue asimismo de las de sus
componentes. ¤

Resumimos la situación anterior con el diagrama

Adtr
EM MndEM

∼= EMtr

Adalg Mndalg

Adcn
Kl MndKl

∼= Klcn

qq
Mdtr

EM

>
EMtr

11

Mdalg //

Mdcn
Kl

-->mm

Klcn

IEM

99

IKl &&

JEM

66

JKl

((

El functor Mdalg no tiene en general un adjunto por la izquierda. Para algunas
subcategoŕıas de Mndalg este adjunto por la izquierda existe, como, por ejemplo,
para la sub-2-categoŕıa plena de Mndalg determinada por las categoŕıas de la forma
SetS .

Podemos ahora describir la relación entre ciertas adjunciones surgidas anterior-
mente. Si se tiene un par de functores equivalentes H ≡ I y un par de cuadrados
iso-conmutativos

C D

C′ D′

oo G

>
F

//OO

KaJ

²²

OO

IaH

²²oo G′

>
F ′

//

C′ D′

C D

oo G′

>
F ′

//OO

LaK

²²

OO

HaI

²²oo G

>
F

//
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entonces las adjunciones F a G y F ′ a G′ son equivalentes en la 2-categoŕıa de
adjunciones, morfismos algebraicos de adjunciones y deformaciones. Esto es aśı
porque los cuadrados iso-conmutativos pueden completarse hasta cuadrados alge-
braicos y, por ser las categoŕıas D y D′ equivalentes, las identidades para ellas son,
respectivamente, naturalmente isomorfas a los functores I◦H y H ◦I. Tales isomor-
fismos naturales dan lugar a sendas deformaciones inversibles entre los cuadrados
algebraicos, por lo que las adjunciones F aG y F ′ aG′ son equivalentes en la 2-
categoŕıa Adalg. Puesto que todo 2-functor preserva equivalencias, las mónadas
asociadas son también equivalentes en la 2-categoŕıa Mndalg.

La situación descrita es la que encontramos al estudiar la relación entre las
adjunciones relativas a las álgebras de Hall y las álgebras de Bénabou. Sin embargo,
tales adjunciones no son equivalentes en la sub-2-categoŕıa determinada por las
deformaciones de Street.

Otro ejemplo de adjunciones equivalentes en Adalg, es el de las adjunciones
ModT aThT y M̃odT a T̃hT ligadas por los morfismos algebraicos de la proposición
63. Para demostrar que las adjunciones son equivalentes, hay que comprobar que
las composiciones de ambos cuadrados algebraicos son isomorfas a las identidades
respectivas, pero esto es inmediato porque las deformaciones inversibles necesarias
son, simplemente, las 2-identidades para la adjunción identidad en Sub(EM(T))op.
Ambas adjunciones no son, sin embargo, equivalentes en la sub-2-categoŕıa deter-
minada por las deformaciones de Street, lo que muestra que, aún siendo en este
caso triviales las 2-células consideradas, su existencia es relevante para formalizar
la relación entre ambas adjunciones.

6.5. F-morfismos y deformaciones. Lo anteriormente expuesto se puede aplicar,
en particular, a las álgebras heterogéneas. Concretamente, cada signatura alge-
braica heterogénea (S, Σ) tiene asociada, canónicamente, una adjunción entre la
categoŕıa de (S,Σ)-álgebras y la de SetS-conjuntos, aśı como una mónada sobre
SetS . Además, los morfismos de Fujiwara de signaturas algebraicas heterogéneas
determinan cuadrados algebraicos entre las adjunciones correspondientes, aśı como
morfismos algebraicos entre las mónadas asociadas. Por otra parte, las deforma-
ciones entre F-morfismos de signaturas algebraicas heterogéneas inducen deforma-
ciones entre cuadrados algebraicos y deformaciones algebraicas entre morfismos
algebraicos. Para comprobarlo, es suficiente tener en cuenta que cada deformación
tiene asociada una transformación natural entre los functores correspondientes para
las categoŕıas de álgebras, que dan lugar a su vez a las 2-células correspondientes
en Adalg y Mndalg.

Se tienen por tanto 2-functores de inclusión, no plenos, de la 2-categoŕıa Sigfuj

en las 2-categoŕıas Adalg y Mndalg. Además, todo lo anterior es igualmente válido
si en lugar de la 2-categoŕıa Sigfuj se consideran las 2-categoŕıas Thpfuj.

La teoŕıa desarrollada en este trabajo puede ser de utilidad tanto para demostrar
ciertas proposiciones relativas a las álgebras heterogéneas, como para eventuales
generalizaciones de los conceptos de morfismo entre signaturas o entre presenta-
ciones de teoŕıas.

6.6. Espacios de Clausura. Mostramos, por último, una aplicación de los resul-
tados anteriores al caso de los espacios de clausura heterogéneos. Para ello, con-
sideramos los espacios de clausura heterogéneos como mónadas sobre las categoŕıas
asociadas al conjunto ordenado de las partes del conjunto heterogéneo subyacente
del espacio de clausura en cuestión. A pesar de que la teoŕıa general desarrollada
se simplifica en gran medida al ser las categoŕıas consideradas las asociadas a con-
juntos ordenados, de la adopción de este punto de vista se sigue que los espacios de
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clausura heterogéneos pueden comparase de manera más general que la habitual, y
que resulta esencial para dar cuenta de la equivalencia entre algunos de ellos.

Si A es un S-conjunto y C un operador clausura sobre A, entonces C determina
una mónada sobre Sub(A), puesto que C es functor por ser isótona, y la unidad y
la multiplicación se definen uńıvocamente por la extensividad y la idempotencia de
C. Su categoŕıa de Eilenberg-Moore es la determinada por el sistema de clausura
C asociado a C, i.e., el conjunto ordenado de los puntos fijos de C, y su categoŕıa
de Kleisli consta de las partes del conjunto ordenadas respecto a C, de manera tal
que X ⊆ Y exactamente si X ⊆ C(Y ).

Los morfismos entre espacios de clausura heterogéneos son un caso de alg-morfis-
mos entre las mónadas asociadas a tales espacios. Las distintas caracterizaciones de
la continuidad de un morfismo se corresponden con las transformaciones naturales
transpuestas de los alg-morfismos.

Si C es un operador clausura sobre un S-conjunto A y D un operador clausura
sobre un T -conjunto B, un alg-morfismo de la mónada (Sub(A),C) en la mónada
(Sub(B),D) es un cuadrado adjunto

Sub(A) Sub(A)

Sub(B) Sub(B)

C //

D
//

OO

RaL

²²

OO

RaL

²²

C //

D
//

L
²²

L
²²

²ff

C //

D
//

L
²²

R

OO
.³³

C //

D
//

R

OO

L
²²

.³³

C //

D
//

R

OO

R

OO
X//

lo que equivale a que LaR : Sub(A) // Sub(B) sea una adjunción y se cumpla
cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:

0. Para cada X ⊆ A, L(C(X)) ⊆ D(L(X)).
1. Para cada X ⊆ A, C(X) ⊆ R(D(L(X))).
2. Para cada Y ⊆ B, L(C(R(Y ))) ⊆ D(Y ).
3. Para cada Y ⊆ B, C(R(Y )) ⊆ R(D(Y )).

En la situación descrita, decimos que el par (L,R) es un alg-morfismo de (Sub(A),C)
en (Sub(B),D).

A un alg-morfismo tal le corresponde un functor de EM(D) = D en EM(C) = C
que conmuta con los functores de olvido GC y GD, que, en este caso, son simple-
mente las inclusiones respectivas de C en Sub(A) y de D en Sub(B). La existencia
de tal functor equivale a la condición de que, para cada Y ∈ D, R(Y ) ∈ C, puesto
que si H es un functor de D en C tal que GC ◦H = R ◦GD, H ha de ser, necesari-
amente, R¹D,C , la birrestricción de R a D y C.

Para las categoŕıas de Kleisli, la existencia de un functor de Kl(C) en Kl(D)
que conmute con los functores FC y FD, equivale a la condición de que, para cada
X, Y ⊆ A, si X ⊆ C(Y ) entonces L(X) ⊆ D(L(Y )). A partir de lo anterior
se sigue que los morfismos continuos entre espacios de clausura son un caso de
alg-morfismos. Si (φ, j) : (S, A, C) // (T, B, D) es un morfismo de espacios de
clausura heterogéneos, entonces la adjunción ∪φ ◦ j[·] a j−1[·] ◦ ∆φ determina un
alg-morfismo entre las mónadas correspondientes. Por consiguiente, la categoŕıa
HClSp de espacios de clausura heterogéneos se puede identificar a una subcategoŕıa
de la 2-categoŕıa Mndalg.

No todos los alg-morfismos entre espacios de clausura son, sin embargo, de la
forma ∪φ ◦ j[·]a j−1[·] ◦∆φ. Por ejemplo, para los operadores de consecuencia de
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Hall y de Bénabou, se tiene, por la proposición 50, que existen cuadrados adjuntos

Sub(EqHS
(Σ)) Sub(EqHS

(Σ))

Sub(EqBS
(Σ)) Sub(EqBS

(Σ))

CgPolHS
(Σ)

//

CgPolBS
(Σ)

//

OO

HaI

²²

OO

HaI

²²

Sub(EqBS
(Σ)) Sub(EqBS

(Σ))

Sub(EqHS
(Σ)) Sub(EqHS

(Σ))

CgPolBS
(Σ)

//

CgPolHS
(Σ)

//

OO

BaD

²²

OO

BaD

²²

que son, por tanto, alg-morfismos entre las mónadas correspondientes. Las aplica-
ciones subyacentes de las adjunciones I aH y DaB no pueden definirse a partir de
ninguna aplicación entre los conjuntos heterogéneos de las ecuaciones, sino que se
definen, necesariamente, entre las partes de ellas.

Puesto que Mndalg es una 2-categoŕıa, se tiene, en particular, la noción de
deformación entre alg-morfismos de espacios de clausura. Por ser las categoŕıas
involucradas ret́ıculos completos, sin embargo, existe a lo sumo una deformación
entre dos alg-morfismos, lo que determinan un preorden en el conjunto de los alg-
morfismos entre dos espacios de clausuras.

Una deformación entre alg-morfismos de espacios de clausura es, simplemente,
un cuadrado adjunto

Sub(A) Sub(A)

Sub(B) Sub(B)

1 //

D
//

OO

RaL

²²

OO

R′aL′

²²

1 //

D
//

L
²²

L′
²²

²ff

1 //

D
//

L
²²

R′
OO

.³³

1 //

D
//

R

OO

L′
²²

.³³

1 //

D
//

R

OO

R′
OO

X//

puesto que las condiciones adicionales de conmutación de las deformaciones se
cumplen inmediatamente, por ser las categoŕıas involucradas ret́ıculos completos.
Por consiguiente, de (L,R) en (L′, R′) existe una deformación, lo que denotamos
mediante (L,R) 4 (L′, R′), si se cumplen cualquiera de las condiciones equivalentes
siguientes:

0. Para cada X ⊆ A, L′(X) ⊆ D(L(X)).
1. Para cada X ⊆ A, X ⊆ R′(D(L(X))).
2. Para cada Y ⊆ B, L′(R(Y )) ⊆ D(Y ).
3. Para cada Y ⊆ B, R(Y ) ⊆ R′(D(Y )).
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La condición 3 es, además, equivalente a que para cada cerrado Y ⊆ D, R(Y ) ⊆
R′(Y ), que es la condición de que exista una transformación natural de R¹D,C en
R′¹D,C .

Proposition 149. Sean (S, A, C) y (T, B, D) dos espacios de clausura heterogéneos,
y (L,R), (L′, R′) un par de alg-morfismos de (Sub(A),C) en (Sub(B),D). En-
tonces (L,R) y (L′, R′) son isomorfos, (L, R) ≈ (L′, R′), si y sólo si R¹D,C y
R′¹D,C son idénticos.

Proof. Si (L,R) y (L′, R′) son isomorfos, existen un par de deformaciones inversibles
entre ellos y por tanto R¹D,C y R′¹D,C son idénticos. Rećıprocamente si R¹D,C y
R′¹D,C son idénticos, la transformación natural identidad determina deformaciones
inversibles entre (L,R) y (L′, R′). ¤

En particular, de la proposición 149 y la proposición 51, se sigue que los espacios
de clausura heterogéneos asociados a los operadores de consecuencia de Hall y de
Bénabou, son equivalentes en la 2-categoŕıa Mndalg.
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