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ABSTRACT. Once defined the morphisms of Kleisli and Eilenberg-Moore from
a monad to another, we extend the monad functor transformations between
monad functors of Street to the deformations between the morphisms of Kleisli
and Eilenberg-Moore, respectively, all in such a way that, e.g., the deforma-
tions between two interpretations from a logic to another, will be particular
cases of such deformations. Following this, we define the algebraic morhisms
from a monad to another as well as the algebraic deformations between al-
gebraic morphisms, in such a way that, e.g., the morhisms of Fujiwara from
a heterogeneous algebraic signature to another and the deformations between
morhisms of Fujiwara, will be particular cases of such concepts. Moreover,
we investigate for the adjoint situations los conceptos introducidos para las
moénadas, obteniendo diversas 2-categorias de adjunciones con morfismos y 2-
células de Kleisli y Eilenberg-Moore, respectively, asi como 2-functores hasta
las 2-categorias correspondientes de ménadas, morfismos y deformaciones de
Kleisli y Eilenberg-Moore, all in such a way that the classical constructions
of Kleisli and Eilenberg-Moore are, respectively, 2-adjuntos por la izquierda
y por la derecha de tales 2-functores. Finally, we show that the algebraic
morphisms and algebraic deformations of the monads corresponden to alge-
braic squares of adjunciones and deformations entre tales cuadrados. Ademads,
demostramos que diversas adjunciones, e.g., las asociadas a las &lgebras de
Hall y Bénabou y las que hay entre teorias y modelos, son equivalentes en la
2-categoria apropiada.
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1. INTRODUCTION.

En este trabajo estudiamos varias 2-categorias de moénadas en las que las 2-
células, denominadas deformaciones, generalizan las correspondientes entre morfis-
mos de moénadas definidas por Street, y reflejan alguna de las propiedades de las
deformaciones entre morfismos de signaturas algebraicas heterogéneas.

Consideramos, en primer lugar, los morfismos de Kleisli y de Eilenberg-Moore
entre ménadas, que, como demostraremos, estan en correspondencia biunivoca con
ciertos functores entre las categorias de Kleisli y de Eilenberg-Moore asociadas
a las moénadas respectivas, y las deformaciones entre morfismos de Kleisli y de
Eilenberg-Moore. A partir de lo anterior, definimos los morfismos algebraicos y las
deformaciones algebraicos entre ménadas que son, simultdneamente, morfismos y
deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore, de los que, e.g., los morfismos y
deformaciones de Fujiwara seran casos particulares. A continuacion, estudiamos
para las adjunciones los conceptos introducidos para las ménadas y obtenemos 2-
categorias de adjunciones con morfismos y 2-células de Kleisli y Eilenberg-Moore
y 2-functores hasta las 2-categorias correspondientes de ménadas, morfismos y de-
formaciones de Kleisli y Eilenberg-Moore, todo ello de manera que las construc-
ciones clasicas de Kleisli y Eilenberg-Moore son, respectivamente, 2-adjuntos por
la izquierda y por la derecha de tales 2-functores.

Por tltimo, demostramos que los morfismos y deformaciones algebraicos de las
monadas corresponden a cuadrados algebraicos de adjunciones y deformaciones en-
tre tales cuadrados. Ademds, demostramos que diversas adjunciones, e.g., las aso-
ciadas a las algebras de Hall y Bénabou y las que hay entre teorias y modelos, son
equivalentes en la 2-categoria apropiada y que, dado que, cada signatura algebraica
heterogénea (.5, X)) tiene asociada, canénicamente, una adjuncién entre la categoria
de (S, X)-dlgebras y la de Sets—conjuntos7 asf como una ménada sobre Set”, es
inmediato que los morfismos de signaturas heterogéneas inducen cuadrados alge-
braicos entre las adjunciones correspondientes, asi como morfismos algebraicos entre
las ménadas asociadas. Esto es asi también para los derivors o los morfismos de
Fujiwara entre las signaturas. En particular, de las propiedades demostradas para
los functores asociados a los F-morfismos de signaturas, tanto entre las categorias
de términos, como entre las categorias de algebras, se sigue que los F-morfismos
determinan cuadrados algebraicos entre las adjunciones y morfismos algebraicos
entre las moénadas asociadas. Es mas, las deformaciones entre F-morfismos de sig-
naturas algebraicas inducen asimismo deformaciones entre cuadrados algebraicos y
deformaciones algebraicas entre morfismos algebraicos. Para comprobarlo, es su-
ficiente tener en cuenta que cada deformacién induce una transformaciéon natural
entre los functores correspondientes para las categorias de algebras y de términos,
que dan lugar a su vez a las 2-células correspondientes en Ad,; y Mnd,;. Se
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tienen por tanto 2-functores de inclusién de las diversas categorias de signaturas en
las 2-categorias Adas ¥ Mnd,is. Ademds, todo lo anterior es igualmente valido si
en lugar de las 2-categorias de signaturas se consideran las 2-categorias de teorias.

Los functores de inclusion mencionados no son, obviamente, plenos, Las cate-
gorias de signaturas algebraicas discutidas pueden ser consideradas como descrip-
ciones sintacticas de morfismos algebraicos entre las ménadas asociadas a las sig-
naturas. La teoria desarrollada puede ser de utilidad tanto a la hora de demostrar
ciertas proposiciones relativas a las algebras heterogéneas, como de marco para
posibles generalizaciones de los conceptos de morfismo entre signaturas o entre
presentaciones de teorias.

2. SOME EXAMPLES OF MORPHISMS AND DEFORMATIONS.

2.1. Espacios de clausura heterogéneos. In this section we generalize to the
heterogeneous sets the classical, and equivalent, notions of closure system and clo-
sure operator on a set.

To begin with we define, for a set of sorts, the concept of sorted set, delta of
Kronecker, the relation of inclusion between sorted sets, product, coproduct and
union of a family of sorted sets, intersection of a nonempty family of sorted sets
and sorted mapping between sorted sets.

Definition 1. Let S be a set of sorts.

(1) A word on S is a mapping w: n—= 5, for some n € N. We denote by
S* the set of all words on S, i.e., |J,cnS". Moreover, we call the unique
mapping \: & —> S, the empty word on S. The length of w, |w|, is the
domain of the mapping w.

(2) An S-sorted set is a mapping A = (As)ses from S into U. If A and B
are S-sorted sets, then A C B if, for every s € S, A; C B,. Moreover,
given a set I and an I-indexed family (A%);c; of S-sorted sets, we denote
by [L;er A’ the S-sorted set such that, for every s € S,

(HieIAi)s = HieIAév

by ]_[ieIAi the S-sorted set such that, for every s € .S,
(HielAi)S = HieIAi7

by Uier A? the S-sorted set such that, for every s € S,
(Uie]Ai)s = UiEIAéa

and if I is nonempty, by (¢, A’ the S-sorted set such that, for every s € S,
(nieIAi)s = nieIAi~

(3) If w € S* and A is an S-sorted set, then Ay is [, ¢, Aw,-

(4) Given a sort t € S we call delta of Kronecker in ¢, the S-sorted set §' =
(0!)ses defined, for every s € S, as:

st b if s =t
s .
&, otherwise.

For t € S and a set A, we denote by §/(A) the S-sorted set defined, for

every s € S, as:
5§(A):{A’ if s =t;

@, otherwise.
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(5) If A and B are S-sorted sets, an S-sorted mapping from A to B is a family
of component mappings fs: A; — B, for each s in S. We denote by B4
the set of all S-sorted mapping from A to B.

Now we define the concept of heterogeneous closure system on an S-sorted set.

Definition 2. Let A be an S-sorted set. A heterogeneous closure system, abbre-
viated to h-closure system, on A is a subset C of Sub(A) that satisfies the following
conditions

(1) AecC.

(2) For every D CC, if D # (), then (D €C.
We denote by Cls(A) the set of the h-closure systems on A.

Proposition 1. Let A be an S-sorted set and C a h-closure system on A. Then
C = (C,CQ) is a complete lattice.

Proposition 2. The ordered set Cls(A) = (Cls(A), Cg) is a complete lattice.

Definition 3. A heterogeneous closure operator, abreviated to h-closure operator,
on an S-sorted set A is an operator J on Sub(A) such that, for every X,Y C A,
satisfies:

(1) X CJ(X), i.e., J is extensive.

(2) If X CY, then J(X) C J(Y), i.e., J is isotone.

(3) J(J(X)) = J(X), i.e., J is idempotent.
We denote by Clop(A) the set of the h-closure operators on A and by Clop(A) the
same set but ordered by the relation <, where, for J and K in Clop(A), we have
that J < K if, for every X Cg A, J(X) Cg K(X). Moreover, we call the fixed
points of a h-closure operator JJ on A, J-closed sets.

Proposition 3. The ordered set Clop(A) is a complete lattice.

Proposition 4. Let A be an S-sorted set. Then there exists an anti-isomorphism
Fix from the ordered set Clop(A), of the h-closure operators on A, into the ordered
set Cls(A), of the h-closure systems on A.

Para cada conjunto de tipos S, existe una categoria de S-espacios de clausura,
cuyos objetos estan formados por un S-conjunto y, alternativa pero equivalente-
mente, un sistema de clausura heterogéneo o un operador clausura heterogéneo,
y cuyos morfismos son las S-aplicaciones compatibles con los espacios de clausura
respectivos.

Proposition 5. Sea S un conjunto de tipos. Entonces CISp(S), es la categoria
cuyos objetos son pares (A,C), en los que A un S-conjunto y C € Cls(A4), y cuyos
morfismos de (A,C) en (B, D) son los triplos ((A,C), f,(B,D)), denotados como
f: (A,C)—=(B,D), en los que f es una S-aplicacion de A en B tal que, para
cada D € D, f~1[D] € C, y con composicién e identidades definidas a partir de las
de sus S-aplicaciones subyacentes.

De CISp(S) en Set® se tiene un Junctor de olvido, Gcisp(s), definido como:

G
CISp(§) — P gops
(4,C) A
/ — f
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que es obviamente fiel, por lo que CISp(S) es una categoria concreta sobre Set”.

Proposition 6. Sea S un conjunto de tipos. Entonces Clop(S), es la categoria
cuyos objetos son pares (A,J), en los que A un S-conjunto y J € Clop(A), y cuyos
morfismos de (A,J) en (B,K) son los triplos ((A,J), f,(B,K), denotados como
f: (A, J)—=(B,K), en los que f es una S-aplicacion de A en B tal que, para
todo X C A, f[J(X)] Cs K(f[X]), y con composicion e identidades definidas a
partir de las de sus S-aplicaciones subyacentes.

De Clop(S) en Set® se tiene un functor de olvido G'ciop(s), definido similar-
mente a Gcisp(s), por lo que Clop(S) es también una categoria concreta sobre

Set”.

Proposition 7. Las categorias CISp(S) y Clop(S) son concretamente isomorfas,
a través del functor definido como:

Clop(S) —— CISp(S)

(4,7) (A, Fix(J))
f — f
(B,K) (B, Fix(K))

Este resultado justifica que, en lo que sigue, se use aquella de las dos categorias,
Clop(S), o CISp(S), que se considere mas oportuna para abordar la situacién
de que se trate. Convenimos que por la categoria de S-espacios de clausura,
CISp(S), nos referimos indistintamente a cualquiera de las dos categorfas Clop(.9),
o CISp(S).

Cada espacio de clausura ordinario se identifica con un S-espacio de clausura
heterogéneo, tomando como conjunto de tipos S cualquier conjunto final. Por
otra parte, del mismo modo que a cada espacio de clausura ordinario se le asigna
una moénada, see e.g.[Mac71], dado un S-espacio de clausura heterogéneo (A, T),
obtenemos la ménada (Sub(A), T), en la que Sub(A) es la categoria determinada
por el conjunto ordenado (Sub(A),Cg) y T la ménada sobre Sub(A) obtenida a
partir del operador clausura heterogéneo T on the S-sorted set A. La categoria de
Eilenberg-Moore de la ménada T sobre Sub(A4), EM(T), es Fix(T') la categoria
asociada al conjunto ordenado (Fix(T'), Cg) de los puntos fijos del operador clausura
T, y la categorfa de Kleisli de la misma, KI1(T), es la asociada al conjunto ordenado
(Sub(A), <g), en el, para dos partes XY Cg A, X <g Y iff X Cg T(Y).

Ademids, como veremos mas adelante, cada morfismo de S-espacios de clausura
j de (A, T) en (A,T"), inducird un morfismo de Kleisli (j[-],\) de la ménada
(Sub(A),T) en la ménada (Sub(A’),T’), y por tener el functor j[-] de Sub(A)
en Sub(A4’) de formacién de imdgenes directas, un adjunto por la derecha, entonces
A dard lugar a un morfismo algebraico de la ménada (Sub(A4),T) en la ménada
(Sub(A’),T’). Por dltimo, si j y j’ son dos morfismos de (A,T) en (A", T') y se
cumple que, para cada X Cg A, j/[X] Cs T'(j[X]), entonces obtendremos una
deformacién de Kleisli de (5[], ) en (4'[-], \'), que inducird una deformacién alge-
braica entre los correspondientes morfismos algebraicos.

Podemos inducir un sistema de clausura heterogéneo, de manera optimal, sobre
el dominio comin de una familia de S-aplicaciones cuando los codominios de las
mismas estan dotados de sistemas de clausura heterogéneos, y, dualmente, podemos
inducir un sistema de clausura heterogéneo, de manera co-optimal, sobre el codo-
minio comin de una familia de S-aplicaciones cuando los dominios de las mismas
estan dotados de sistemas de clausura heterogéneos.
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Lemma 1. Sea A un S-conjunto, (A*,C%);c; una familia de S-espacios de clausura
y [ = (f")ier una familia de S-aplicaciones, en la que, para cadai € I, f*: A—= A*.
Entonces hay un inico sistema de clausura heterogéneo C sobre A, al que denota-
mos por Lf'(Ai,Ci)iel, y denominamos el levantamiento optimal de (A*,C);cr a
través de f°, tal que:

(1) Para cada i€ I, fi: (A, LY (A", CY)ier) — (A%, CY).

(2) Dado un S-espacio de clausura (B,B) y g: B——= A, si, para cada i € I,

fiog: (B,B)—=(A%,CY), entonces g: (B, B) — (A, L’ (A%,C")ier).
Ademds, se cumple que:
(1) Para cada sistema de clausura heterogéneo C sobre A:

['4(A,¢) =C.
(2) Si, para cada i € I, (AY™ C*"™)em, es una familia de S-espacios de
clausura, g = (¢"™)mem, una familia de S-aplicaciones, en la que, para

cada m € My, gh™: Al — Ab™ 4 CF = [97 (Ab™ CH™), cnr,, entonces

L(g ’.of‘)iEI(Ai’m7ci’m)(i,m)€]_[iel M, = Lf' (Aivci)iel'

Proof. Es suficiente que tomemos como LY (A%, C');c; el sistema de clausura het-
erogéneo sobre A generado por |J,c, { (f*)7'[C] | C eC'}. O

Obsérvese que, para cada S-conjunto A, el levantamiento optimal de (A%, C%);cp
a través de f = (f");cp es {A}.

Definition 4. Sea f: (4,C) — (B, D) un morfismo de S-espacios de clausura.
Decimos que f es un morfismo optimal si, para cada S-espacio de clausura (C, &) y
cada aplicacién g: C—— A, si fog: (C,€) —= (B, D), entonces g: (C,£) —(A,C).

Proposition 8. Sea f: (A,C)—= (B, D) un morfismo de S-espacios de clausura.
Una condicion necesaria y suficiente para que f sea un morfismo optimal es que

c=1L/(B,D).

Proposition 9. Si f: (A,C)—(B,D) yg: (B,D)—=(C, &) son morfismos op-
timales, entonces go f: (A,C)—=(C,&) es un morfismo optimal. Ademds, si g o
f:(A,C)—=(C, &) es un morfismo optimal, entonces se cumple que f: (A,C)— (B, D)
es optimal.

Lemma 2. Sea A un S-conjunto, (A%, C%);cr una familia de S-espacios de clausura
heterogéneos y [0 = (f);er una familia de S-aplicaciones, en la que, para cada
i1 €I, f*: A*——= A. FEntonces hay un tnico sistema de clausura heterogéneo C
sobre A, al que denotamos por L (A',C")icr, y denominamos el levantamiento
co-optimal de (A*,C");er a través de f°, tal que:

(1) Para cada i € I, f*: (A",C")—= (A, Ly-(A*,C")icr).

(2) Dado un S-espacio de clausura (B,D) y g: A— B, si, para cada i € I,

go fi: (A',CY)—= (B, D), entonces g: (A, L-(A",C");ecr) —= (B, D).
Ademds, se cumple que:
(1) Para cada sistema de clausura heterogéneo C en A:

Lia, (A,C) =C.
(2) Si, para cada i € I, (AY™ Co™)em, es una familia de S-espacios de
clausura, g*° = ("™ )mem, una familia de S-aplicaciones, en la que, para

cadam € M;, g"™: A" —= A" y C' = Lyi (A", C"™) e, , entonces

L ogivyicr (Ai’m’ Ciﬂm)(i’m)eﬂiez M, = Ly (Aia Ci)iEI-
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Proof. Es suficiente que tomemos como Ly (A%, C%);e; el subconjunto de Sub(A)
definido como:

Ly (AL Cier = {C C A|Vie I((f)M[C] e C)).
O

Para cada S-conjunto A, el levantamiento co-optimal de (A%,C%);cp a través de
fm=(f")ico es Sub(A).

Definition 5. Sea f: (4,C) — (B, D) un morfismo de S-espacios de clausura.
Decimos que f es un morfismo co-optimal si, para cada S-espacio de clausura (C, )
y cada aplicacién g: B——=C,sigof: (A,C)—(C,&), entonces g: (B, D)—(C,E).

Proposition 10. Sea f: (A,C) — (B, D) un morfismo de S-espacios de clausura.
Una condicion necesaria y suficiente para que f sea un morfismo co-optimal es que
D = Ly (A,C).

Proposition 11. Si f: (A,C)—(B,D) y g: (B,D)—=(C,&) son morfismos
co-optimales, entonces go f: (A,C)—=(C,E) es un morfismo co-optimal. Ademds,
sigof: (A,C)—=(C,E&) es un morfismo co-optimal, entonces g: (B,D)—=(C, &)
es co-optimal.

Los morfismos entre conjuntos de tipos dan lugar a functores entre las categorias
de espacios de clausura correspondientes. Esta construccién se extiende hasta un
functor que, mediante la construcciéon de Ehresmann-Grothendieck, permite obtener
una categoria de espacios de clausura heterogéneos, donde se considera la variacién
en el conjunto de tipos.

Now we define the concepts of heterogeneous set and mapping.

Definition 6.

(1) A heterogeneous set is a pair (S, A), where S € U and A is an S-sorted set.
To abbreviate we will call the heterogeneous sets, simply, h-sets.
(2) Let (S, A) and (T, B) be two h-sets. An h-relation (®, D) from (S, A) into
(T, B) is a sub-h-set of (S, A) x (T, B) and Rel((S, A), (T, B)) denotes the
set of all h-relations from (5, A) into (T, B). The diagonal of (S, 4), A(g, 4),
is the h-relation (Ag, (Aa,)ses).
Let (@, D) be an h-relation from (S, A) into (7, B) and (¥, E) one from
(T, B) into (U, C). We define the composition (¥, E)o (P, D) of (®, D) and

(U, E) as the h-set:
(s,t) € ® and
(\IJ o @, (U{Et,u oD, |3teT ((t, W v )})(w)e%@)

(3) Let (S, A) and (T, B) be two h-sets. An h-relation (@, F') from (5, A) into
(T, B) is an h-function if ® is a function from S into T and, for every s € S,
Fy is a function from Ay into By

We denote by Fnc((S, A), (T, B)) the set of all h-functions from (S, A)

into (T, B). The composition of two h-functions is their composition as
h-relations and is an h-function.

(4) Let (S, A) and (T, B) be two h-sets. An h-mapping from (S, A) into (T, B)
is a triple ((S, A4),(®, F), (T, B)), denoted by (¢, f) or diagrammatically by

(¢, f): (5,A) — (T, B)

where (®, F) is an h-function from (5, A) into (T,B). We denote by
(T, B)(s,4) the set of all h-mappings from (5, A) into (T, B).
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Let (¢, d) be an h-mapping from (S, A) into (T, B) and (%, e) one from
(T, B) into (U,C). We define the composition (1, e) o (¢,d) of (¢,d) and
($c) as

((5,4), (¥, E) o (@, D), (U, C)).

Moreover, for an h-set (S, A), we define the identity h-mapping, of (S, A),
denoted by id(g 4y, as ((S, 4), As,a), (S, A4))

Proposition 12. The h-sets in U together with the h-mappings, the composition
and the identities, determine a category, denoted by HSet. Moreover, HSet is a
bicomplete category.

Proposition 13. Let ¢: S——=T be a mapping. Then for the functors

(1) Ag = (- ¢(s))ses: Set” —=Set® that to a T-sorted set A assigns the S-
sorted set Ay = (Agps))ses and to a T-sorted mapping f: A—=B the
S-sorted mapping fy = (fg(s))ses, and

(2) Iy = Usep-17 - s)ter: Set® —=Set” that to an S-sorted set A assigns
the T-sorted set [[,A = (sep-1( Ashier and to an S-sorted mapping
[+ A——B the T-sorted mapping [[,f = (Isep-1py fs)ter, we have that
[I; 1A

For a T-sorted set A and a subset C of Sub(A), convenimos que A4[C] denota
el subconjunto {Cy | C' € C} de Sub(Ay) y que [[,[C] denota el subconjunto
{I,C | C eC} de Sub([],A).

Proposition 14. Sea ¢: S——=T una aplicacién. Entonces de CISp(T") en C1Sp(.S)
existe un functor, ClSpA((b), definido como

CISp(T) _ OspR(0) CISp(S)
(B,D) (Bg, Ag[D])
f — fe
(B',D') (B, Ag[D])

Proof. Si D es un sistema de clausura sobre B, entonces Ay[D] es un sistema de
clausura sobre By, porque, para cada familia (Y*);c; de T-conjuntos, se cumple
que

Atﬁ(ﬂielyi) = ﬂie]A¢(Yi)
Ademds, si f: (B,D)—(B',D’) es continuo y Y; € Ay[D'], entonces Y’ € D’

y [7HY'] € D, luego Au(f7HY']) € Ay[D]. Pero Ag(f~'[Y’]) es idéntico a
A¢(f)’1(Y¢’,) y, por consiguiente, f, es continuo. O
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Proposition 15. Sea ¢: S——=T una aplicacién. Entonces de CISp(S) en CISp(T)
existe un functor, C1Sp™ (o), definido como

I
c1sp(s) —P 9 cisp(r)
(4,C) (I, A, 11,[C)
/ — H¢ f
(A%, C") (I, A%, L4[C'])

Proof. Si C es un sistema de clausura sobre A, entonces [[,[C] es un sistema de
clausura sobre || o A, porque, para cada familia (X?);c; de S-conjuntos, se cumple
que

H¢ ﬂie[ X' = miel HaﬁXi
Ademds, si f: (4,C) —=(A',C’) es continuo y [[, X" € [],[C'], entonces X' estd
enC'y fHX'T € C, luego [ 1, f~'[X'] € [14[C]. Puesto que [T, f~'[X"] es idéntico
a ([, f)*l[]_[(zb X'], se cumple que [], f es continuo. O

Proposition 16. Sea ¢: S —=T una aplicacion. Entonces se cumple que ClSpH (¢)
CISp™ (¢).

Proof. El isomorfismo natural #® de la adjuncién [] s 1A¢ es también un isomor-
fismo natural

CISp(5)((4,C), (By, A [D])) = CISP(T)((I1,A), I14[CD), (B, D))
para cada (A,C) en CISp(S) y cada (B, D) en CISp(T).

Sea f un morfismo continuo de (A,C) en (By,Ay[D]), e Y € D. Puesto que
Yy € Ag[D] y f es continuo, se cumple que f~'[Yy] € Cy [, f~'[Yy] € I[,[C].
Pero [, f~*[Ys] coincide con ((6%)7'(f))~'[Y], puesto que

(@)Y = ((a.s) € [T(A)e | a € A, ¢(s) =t, fi(a) € Yi}lrer
= ({(a,5) € [I4(A)e [ a € fFH[¥o]s, b(s) = t}her
= (Hse(ﬁ*l[t]f_l[Y(ﬁ]S)tET
=1 f 1 [¥e]

y, por consiguiente, (#?)~1(f) es continuo.
Reciprocamente, supongamos que g es un morfismo continuo de ([[4A, [1,[C])

n (B, D). Sea Yy € Ay[D]. Entonces Y € Dy g~ '[Y] € [[,[C]. Pero tenemos que
97 Y] = ({(a,5) € [1,(A: | ge(a,8) € Yi})rer
= (Hse¢—1[t]{a € As | gg(s)(a,8) € Yy(s) }ter
=[1,(({a € As | gg(s)(a; 8) € V() })ses)
y, ademas,
({a € A | go(s)(a,5) € Yoo Pses = ({a € As | 0%(g)s(a) € Yy(s)})ses
= (67(9)) "' [Yy]

luego g~ 1[Y] = H¢(9¢(g))’1[Y¢], por lo que (6%(g))~[Yy] € C y 69(g) es continuo.
U
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Los functores ClSpA(gZ)) y CISp™ (¢) pueden definirse alternativamente para op-
eradores clausura. En particular, la definicién apropiada para el functor C1Sp™ (¢)
es inmediata teniendo en cuenta la siguiente proposicién.

Proposition 17. Sea ¢: S——=T una aplicacion y A un S-conjunto. Entonces se
cumple que Sub(A) = Sub([ [, A) = [],[Sub(4)].

Se tiene, por tanto, que si Z € Sub(][4 A) entonces Z es de la forma [], X
con X C A. Si J es un operador clausura sobre A, podemos definir entonces un
operador clausura Jg sobre H¢A que asigna a cada H¢X, con X C A, el T-
conjunto ]_[¢ J(X). La definicién es correcta porque para cada S-conjunto A, el
diagrama

Clop(A) % Clop([1,4)

Fixl lFiX

Cls([1, 4)

¢
conmuta.

La definicién correspondiente para el functor ClSpA(qS) es menos inmediata,
puesto que, en general, si B es un T-conjunto, entonces A,[Sub(B)] estd estric-
tamente incluido en Sub(By). No obstante, debido a que tenemos una aplicacién
Uy, 5+ 0 simplemente (J;, de Sub(Bg) en Sub(B) definida como:

Sub(Bs) — Sub(B)
U¢ { Y — (Us€¢—1[t] }/s)tET

que, ademds, es isétona y tiene una adjunta por la derecha, precisamente la apli-
cacién Ay g, o simplemente Ay, de Sub(B) en Sub(B,) definida como:

Sub(B) — Sub(B,)
A¢{ X — X4

si K es un operador clausura sobre B, entonces podemos definir un operador
clausura Ky sobre By como

Ky

Sub(B¢) Sub(B¢)

o

Sub(B) % Sub(B)

que a un Y Cr By le asocia K({J,(Y))s. La definicién es correcta porque si B es
un T-conjunto, el diagrama

Clop(B) N Clop(By)

Fixl lFiX

Cls(B) ————— Cls(By)
Apl]
conmuta.
Las construcciones anteriores se extienden, respectivamente, hasta un functor
y un pseudo-functor, de Set en Cat. En particular, podemos obtener una cate-
goria de espacios de clausura heterogéneos mediante la construcciéon de Ehresmann-
Grothendieck aplicada al siguiente functor.



MONADS AND ADJOINTS 11

Proposition 18. De Set en Cat existe un functor contravariante CISp~, definido
como

Clsp2
Set Cat
S CISp(5)
¢ — C1Sp™(¢)
T CISp(T)

O

Definition 7. Denotamos por HCISp la categoria fset ClSpA, obtenida mediante
la construcciéon de Ehresmann-Grothendieck para functores contravariantes apli-
cada al functor ClSpA.

La categorfa HCISp tiene como objetos los triplos (S, A,C), en los que S es
un conjunto y (4,C) un S-espacio de clausura, denominados espacios de clausura
heterogéneos, y como morfismos de (S,A,C) en (T,B,D) los pares (¢, f), con
¢: S—=T una aplicacién y f: (A,C) —(By, Ay[D]) un morfismo continuo de
S-espacios de clausura de (A4,C) en (By, Ay[D]).

Podemos inducir un sistema de clausura heterogéneo, de manera optimal, sobre
el dominio comiin de una familia de h-aplicaciones cuando los codominios de las
mismas estan dotados de sistemas de clausura heterogéneos, y, dualmente, podemos
inducir un sistema de clausura heterogéneo, de manera co-optimal, sobre el codo-
minio comin de una familia de h-aplicaciones cuando los dominios de las mismas
estan dotados de sistemas de clausura heterogéneos.

Lemma 3. Sea (S, A) un h-conjunto, (S;, A*,C");c; una familia de espacios de
clausura heterogéneos y (¢, f) = (¢i, fV)ier una familia de h-aplicaciones, en la
que, para cada i € I, (¢;, f1): (S, A) —=(S;, A?). Entonces hay un inico sistema
de clausura heterogéneo C sobre A, al que denotamos por L(¢"f.)(Si,Ai,Ci)i€1, Y
denominamos el levantamiento optimal de (S;, A,C")icr a través de (9., f), tal
que:
(1) Para cadai € I, (¢4, f1): (S, A, L) (S, AT, CP)icr) —= (Si, AL, CY).
(2) Dado un espacio de clausura heterogéneo (T, B, D) y (v, 9): (T, B) —= (S, A),
si, para cada i € I, (¢s, f') o (¢,9): (T, B,D) —(S;, A*,C*), entonces
(1.9): (T, B, D) —= (8, 4, LI* T (8, A", Cier).
Ademds, se cumple que:
(1) Para cada sistema de clausura heterogéneo C sobre A:
rldsiida)(g 4 ¢) = C.
(2) Si, para cada i € I, (Sim,A"™,C"™)em, es una familia de espacios

de clausura heterogéneos, (¢i.,g"") = (Pim,» "™ )mem, una familia de h-
aplicaciones, en la que, para cadam € My, (¢im,g"™): (Si, AY) —=(S;m, A®™)

yCt = L(%vgi")(s,,m, Abm My oL, entonces
[(@eg o0 e (g, APTLCEM) Gyl ey My = LT (8, AT, C e

Proof. Es suficiente que tomemos como L(¢"f.)(Si, Al CY);e; el sistema de clausura
heterogéneo sobre A generado por ;e { (f*)*[C] | C € Ay, [C] }. O

Obsérvese que, para cada S-conjunto A, el levantamiento optimal de (S;, A%, C%);c o

a través de (., [7) = (¢i, [')ico es {A}.
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Definition 8. Sea (¢, f): (S, A,C) — (T, B, D) un morfismo de espacios de clausura
heterogéneos. Decimos que (¢, f) es un morfismo optimal si, para cada espacio
de clausura heterogéneo (U, C,€E) y cada h-aplicacién (v, g): (U,C)—=(S, A), si
(¢>, f) o (1/}» g) : (Uv C? 5) e (Tv 37 D)v entonces (d}a g) : (U7 Ca 5) - (Sv Aa C)

Proposition 19. Sea (¢, f): (S, A,C)—(T, B, D) un morfismo de espacios de
clausura heterogéneos. Una condicidn necesaria y suficiente para que (¢, ) sea un
morfismo optimal es que C = L)) (T, B,D).

Proposition 20. Si (¢, f): (S,A4,C)—=(T,B,D) y (v, 9): (T, B,D)— (U, C,€)
son morfismos optimales, entonces (1, g)o(¢, f): (S, A,C)—=(U,C,E) es un mor-
fismo optimal. Ademds, si (¥,g) o (¢, f): (S, A,C)—=(U,C,E) es un morfismo
optimal, entonces (¢, f): (S, A,C)— (T, B, D) es optimal.

Lemma 4. Sea (S,A) un h-conjunto, (S;, A*,C")icr una familia de espacios de
clausura heterogéneos y (¢., f) = (¢i, fV)ier una familia de h-aplicaciones, en la
que, para cada i € I, (¢;, f1): (S;, AY) —= (S, A). Entonces hay un tinico sistema
de clausura heterogéneo C sobre A, al que denotamos por L((z,.’f-)(Si,Ai,Ci)iel, Yy
denominamos el levantamiento co-optimal de (S;, A*,C')icr a través de (¢., f), tal
que:

(1) Para cada i€ I, (¢i, f'): (Si, A',C") —=(S, A, Ly, 51(Sis A", C)icr).

(2) Dado un espacio de clausura heterogéneo (T, B, D) y ( ,9): ( A)—(T,B),

si, para cada i € I, (1,g) o (¢, f1): (S, A',C?) —= (T, B, B), entonces
W, g) : (Sv A7 L(d),,f')(sia Al7cl)i61) - (Ta Ba D)
Ademds, se cumple que:

(1) Para cada sistema de clausura heterogéneo C en A:
Liag ia.) (S, A,C) =C.

(2) Si, para cada i € I, (Sim,A"™,C"™)em, es una familia de espacios
de clausura heterogéneos, (¢i.,g"") = (Pim,» "™ )mem,; una familia de h-

aplicaciones, en la que, para cadam € My, (¢im, g"™): (Sim, AD™) —=(S;, A?)

yCt = L(%dgi,.)(Si’m,Ai’m,Ci’m)meMi, entonces
Li6..1)o(be...g)ier (Siims A CO™) imyell e, My = Lo,y (Sis A, Chier.
Proof. We must show that (¢;, f): (S;, A) —= (S, A) has a co-optimal lift. Let A

be the set of all heterogeneous closure systems £ on A such that (¢;, f1): (S;, A%, C) —

is admissible for all ¢ € I. A is nonempty since the empty optimal lift is in A. Let C
be the optimal lift of the A-indexed family (idg,id4): (S, A)—= (S, A4, L). Suppose
given (¢, g): (S, A)—= (T, B) such that, for alli € I, (¢, g)o(¢s, f): (S;, A?,C?) —
Let £ be the optimal lift of (¢, g): (S,A)— (T, B,D). As L is optimal, £ be-
longs to A and (¢, g): (S, A,C)— (T, B, D) is admissible being the composition
of (idg,id4) and (v, g).

(Si,Ai,Ci)M (S,4,C)

WM

W.g)o @)\ 9 (5.4.)

(¥, 9)
(T, B,D)

(S,A,L)

(T, B, B).
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O

Corollary 1. El functor de olvido de la categoria HCISp en la categoria HSet
has left and right adjoints.

Corollary 2. FEl functor de olvido de la categoria HCISp en la categoria HSet
constucts limits and colimits.

Definition 9. Sea (¢, f): (S, A,C) — (T, B, D) un morfismo de espacios de clausura
heterogéneos. Decimos que (¢, f) es un morfismo co-optimal si, para cada espacio
de clausura heterogéneo (U, C,E) y cada h-aplicacién (v, g): (T, B)— (U, C), si
(1/)7 g) o (CI)a f) : (Sa A,C) - (Ua Ca 8), entonces (’l/)a g) : (Tv Bv D) - (U, Ca g)

Proposition 21. Sea (¢, f): (S, A,C)— (T, B, D) un morfismo de espacios de
clausura heterogéneos. Una condicidn necesaria y suficiente para que (¢, ) sea un
morfismo co-optimal es que D = Ly £)(S, A,C).

Proposition 22. Si (¢, f): (S,A,C)— (T, B,D) y (¢,g): (T, B,D)—(U,C, &)
son morfismos co-optimales, entonces (1, g) o (¢, f): (S,A,C)—=(U,C,E) es un
morfismo co-optimal. Ademds, si (¢, g)o (¢, f): (S,A,C)—=(U,C,E) es un mor-
fismo co-optimal, entonces (¢,g): (T,B,D)—=(U,C,E) es co-optimal.

Del mismo modo que a cada S-espacio de clausura se le asigna una ménada, dado
un espacio de clausura heterogéneo (S, A, T'), obtenemos la ménada (Sub(A), T), en
la que Sub(A) es la categoria determinada por el conjunto ordenado (Sub(4), Cg)
y T la ménada sobre Sub(A) obtenida a partir del operador clausura heterogéneo T
on the heterogeneous set A. Ademads, como veremos mas adelante, cada morfismo
de espacios de clausura heterogéneos (¢,j) de (S, A,T) en (S, A’,T'), inducird
un morfismo de Kleisli (U, 05[], (¢j[]) o (U, A)) de la ménada (Sub(A),T) en la
moénada (Sub(A4’), T'), tal como indica el siguiente diagrama

Sub(4) —L~ Sub(A)

il ¥ il
Sub(A},) — T}, — Sub(4))

U¢ z U¢>

Sub(A’) — > Sub(4')
T/

en el que debemos observar que la aplicacién |J » 1O €8 la extension a las partes de
ningin morfismo en HSet de (S, Ay) en (S', A’). Ademds, por tener los functores
j['] de Sub(A) en Sub(A}) de formacién de imdgenes directas, y [J, de Sub(Aj) en
Sub(A4’), adjuntos por la derecha, entonces A dara lugar a un morfismo algebraico
de la ménada (Sub(A),T) en la ménada (Sub(A4’), T'), de modo que la categoria
HCISp se podra identificar con una subcategoria de la categoria subyacente de
la 2-categoria Mnd,),. Por otra parte, al disponer en la 2-categoria Mnd,j; de
la nocién de deformacion entre dos morfismos algebraicos, tendremos, de manera
derivada, la nocién de deformacién entre dos morfismos de espacios de clausura
heterogéneos, pero por ser las categorias involucradas reticulos completos, existira
a lo sumo una deformacién entre dos morfismos algebraicos desde las méonadas aso-
ciadas a los espacios de clausura heterogéneos, lo que determinarad un preorden en el
conjunto de los morfismos algebraicos entre dos espacios de clausura heterogéneos.
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De hecho, si (¢, j) v (¢, 4") son dos morfismos de (S, A, T) en (S’, A, T"), tendremos
una deformacién de (U, oj[-], (¢i[-]) o (U, A)) en (Uy 0[], (Z'3"[]) 0 (Ug X)), pre-
cisamente si, para cada X Cg A, se cumple que ([, (j'[X]) Cs T'(U,(4[X])). De
todo ello, y de ejemplos posteriores referidos, en particular, a los operadores de
consecuencia de Hall y Bénabou, se infiere la conveniencia de considerar maneras
mas generales que la ordinaria, de comparar los espacios de clausura entre si, pro-
poniéndose que un morfismo continuo de la ménada (Sub(A), T), inducida por el
espacio de clausura heterogéneo (S, A,T), en la ménada (Sub(A’),T’), inducida
por el espacio de clausura heterogéneo (S’, A’, T"), sea un cuadrado adjunto

T —_— — >
Sub(A) Sub(A4) Ll Z lL LJ{ N TR
T T
L|H|R LIH|R
T T
—_— —_—
Sub(4') — > Sub(A) RT 7 lL RT v TR
T/ T/

y que una deformacién entre morfismos continuos de espacios de clausura sea un
cuadrado adjunto

1 1
Sub(A) —1> Sub(A) Ll = \LL/ Ll IA TR/

T’ T’
L|+4|R L'|4| R

1 1
Sub(4’) ————— Sub(4') RT N J,LI RT \} TR’

T . .
T T’

2.2. Relacién entre la légica proposicional clasica e intuicionista. We show
that the inclusion functor from the category of intuitionistic sentential pretheories
and homotopy classes of morphisms, to that of classical sentential pretheories and
homotopy classes of morphisms, has a left and a right adjoint and that from the
left to the right adjoint there is a natural transformation. On the other hand,
we show that the Lindenbaum-Tarski operators can be extended to equivalences
from the category of classical, resp. intuitionistic, sentential pretheories and ho-
motopy classes of morphisms to the category Bool, resp. Heyt. Finally, using
another pair of adjoint situations between Bool and Heyt, induced by the functor
of regularization from Heyt to Bool, we show that there are two pairs of adjoint
natural transformations which, together with the functors of Lindenbaum-Tarski,
determine two adjoint squares from the pairs of adjoints between classical and in-
tuitionistic sentential pretheories to the pairs of adjoints from Boolean algebras to
Heyting algebras.

As is well known, sentential logics, as any other logics, can be investigated at least
from two points of view, the syntactical or proof theoretical and the semantical or
model theoretical, being both, usually, strongly related through the Lindenbaum-
Tarski operators, which assign to every theory in a sentential logic an algebraic
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construct, and this in such a way that the outcome is a representation of the
algebraic constructs into the logical ones.

On the other hand, sometimes, it happens that for a given couple of logical
systems it can be showed that there are adjoint situations, both, between the syn-
tactical parts and the semantical, as, e.g., when there are natural interpretations
between the sets of formulae of the logical systems involved, as well as transfor-
mations naturally defined between the algebraic categories canonically associated
to the logical systems. Moreover, for those pairs of adjoints, when considered to-
gether with the operators of Lindenbaum-Tarski, it is possible to obtain adjoint
squares, i.e., non-commutative squares consisting of functors and adjunctions, for
which there is a pair of adjoint natural transformations.

Our objective will be to confirm the above by investigating a particular case,
concretely that of classical and intuitionistic sentential logic. In the first section,
once defined the categories of classical and intuitionistic sentential pretheories, de-
noted respectively by Pth. and Pth;, and showed the existence of full and dense
functors It. from Pth. to Bool, the category of Boolean algebras, and lt; from Pth;
to Heyt, that of Heyting algebras, we define two congruences, =. on Pth. and =;
on Pth;, and from them we obtain the functors of Lindenbaum-Tarski LT, from
CSL = Pth./ =. to Bool and LT; from ISL = Pth;/ =; to Heyt. In this way
the well known operators of Lindenbaum-Tarski have been functorized, i.e., they
not only take as arguments pretheories, of some type, and give as values algebraic
constructs, but they also operate on morphisms between pretheories, assigning as
values morphisms between the associated algebraic constructs. Moreover, it hap-
pens that both functors of Lindenbaum-Tarski are indeed equivalences.

In the second section, from a full subcategory of the category, defined by Brown
and Suszko in [BS73], of abstract logics and logical morphisms, and considering
the work by Prawitz and Méalmnés in [PM66] and that of Wjcicki in [W6j88], we
define, categorially, the concept of an interpretation from classical to intuitionistic
sentential logic, which will be used in the last section to prove that there are two
adjoint situations

K +4JA4G: CSL—1ISL,

with K and G full embeddings from CSL to ISL, and J injective on objects from
ISL to CSL, together with a pointwise monomorphic natural transformation £ from
K to G. Finally, also in the last section, we show that the above couple of adjoints
between the categories CSL and ISL is related to another couple of adjoints for the
semantical categories Bool and Heyt, through the functors of Lindenbaum-Tarski
and two pairs of adjoint natural transformations, in such a way that determine two
adjoint squares.

We agree that the signatures of classical and intuitionistic sentential logic are
identical and denote them by ¥X. Moreover, for a set X, Fry,(X) is the free X-
algebra on X. Finally, for 1 € {c,i}, Cny x is the consequence operator for the
classical, resp. intuitionistic, sentential logic relative to the set of variables X,
and if ® C Fry(X), = is the congruence on Fry(X) defined as a =10 0 iff
Cnx(®U{a}) = Cn,x (® U{B}).

Definition 10. We denote by Pth. the category which has as objects the classi-
cal sentential pretheories, i.e., the pairs (X, ®) with X a non-empty set and & a
subset of Fry.(X), and as morphisms from (X, ®) to (Y, A) those homomorphisms
[ Fry(X) —=Fry (V) such that f[Cne x(®)] C Cn.,y(A). The category Pth;, of
intuitionistic sentential pretheories, is defined the same way.

We remark that, for 1 € {c,i}, in the category Pth; any pretheory (X, ®) is
isomorphic to the theory (X, Cne x (®)). Indeed we have that the category Pthy is
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equivalent to the full subcategory determined by the theories, i.e., the pretheories of
the form (X, Cny x(®)). However, we maintain the distinction between pretheories
and theories, because the concept of pretheory allows to make finer distinctions,
that are important for proof-theoretical and computational purposes.

The main properties of the concept of morphism we will needed are collected in
the following proposition.

Proposition 23. Let (X, ®) and (Y, A) be two sentential pretheories and f an ho-
momorphism from Fry.(X) to Fr,(Y). Then, forl € {c,i}, the following conditions
are equivalent: B B
(1) The homomorphism f is a morphism from (X, ®) to (Y, A).
(2) The homomorphism f is such that f[®] C Cnjy (A).
(3) For every a, 8 € Fry(X), if « < B € Cn x(®), then f(a) < f(B) €
Cn17y(A).

Next we prove that there are full and dense, but not necessarily faithful, functors
from Pth, to Bool and from Pth; to Heyt, rendering categorical the well known
representations of Lindenbaum-Tarski of some algebraic constructs through logical
systems.

Proposition 24. There are full and dense functors 1t. from Pth, to Bool, and
It; from Pth, to Heyt.

As we have said above neither 1t nor 1t; is necessarily faithful, however we can
obtain equivalences from them if we define convenient congruences =. and =; on
Pth. and Pth;, respectively.

Definition 11. We denote, forl € {¢,i}, by = the relation on the set of morphisms
of Pthy defined, for f,g: (X,®)— (Y, A), as follows:

f =19 iff prE],A © f = prEl,A ©g.
If f and g are in the relation =), we say they are homotopical.

Proposition 25. The relation =), for 1 € {c,1}, is a congruence on the category
Pth;.

Corollary 3. The category CSL = Pth./ =. is equivalent to Bool and ISL =
Pth;/ =; is equivalent to Heyt.

We point out that, because the operators of Lindenbaum-Tarski are really equiv-
alences, the quotient categories of the type Pth/ = can be investigated through the
algebraic categories canonically associated to them. In this way, e.g., being Bool
and Heyt bicomplete categories, we can assert that CSL and ISL also are, and
being Bool and Heyt also Mal’cev varieties, we have cohomology theories for CSL
and ISL, as in [Smi76]. Therefore the extensions of one pretheory by another, as
well as the obstructions to such extensions, can be cohomologically studied.

Definition 12. We denote by ALog(X) the category which has as objects those
abstract logics (A4,Cn) where A is a Y-algebra and Cn an structural algebraic
closure operator on A, and as morphisms from (A,Cn) to (A’,Cn’) the logical
morphisms, i.e., the homomorphisms f: A——= A’ such that, for every ® C A,
fICn(®)] C Cn'(f[®]). Moreover, for 1 € {c,i}, we denote by F the functor from
Set to ALog(X) that to a set X associates the abstract logic (Fry(X),Cny x), and
to a mapping f: X —=Y, the canonical extension, Fry(f), from (Fry(X),Cn x)
to (&Z (Y), CnLy). N

The category ALog(X) is a full subcategory of the category of abstract logics
and logical morphisms defined in [BS73], and we work in such a subcategory in this
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section because as is well known classical and intuitionistic sentential logics have
structural and algebraic consequence operators.

Now, to define below the concept of interpretation from a sentential logic into
another, we choose, once and for all, a denumerable set of variables V', and observe
that if d is a mapping from ¥ to Fry/(V), such that, for every formal operation
o € X, the arity of ¢ is equal to the number of variables of the formal polynomial
d(c), then the mapping d determines a functor, also denoted by d, from the category
Alg(X') into the category Alg(X), that assigns to a X'-algebra A the Y-algebra
d(A) whose underlying set is that of A and whose structural operations are the poly-
nomial operations of the X'-algebra A, associated to the formal polynomials d(o),
for every o € ¥. Moreover, if P € Fryy({vo}) is a formal polynomial in the variable
vg, then P induces a natural transformation PZ from Gsy o Fry, into Gy o Fryy,
that to a set X assigns the polynomial operation PZ X : Fry (X ) — Fry/ (X).

We agree that a sentential logic is an algebraic signature X together with a
functor F' from Set into ALog(X) such that F'(X) = (Fry(X),Cnx), i.e., the un-
derlying algebra of the abstract logic F/(X) is Fry,(X), and the category Pthy/ =g
is equivalent to a variety Alg(X, &) through a functor LT from Pthp/ =p into
Alg (X, £) such that the following diagram

Pr=,
Pthp Pthr/ =r

LT
It r

Alg(%,€)

commutes, where It assigns to (X, ®) the quotient Fry,(X)/ =p(x),¢, With @ =p(x),¢
B iff Cnx(®U{a}) =Cnx(®U{38})

Definition 13. An interpretation from a sentential logic (X, F': Set —= ALog(X))
into another (X', F’: Set —= ALog(X')) is a pair ((d, P),t) where d is a mapping
from ¥ to Fry/(V), such that, for every formal operation o € X, the arity of o is
equal to the number of variables of the formal polynomial d(¢), P € Fry/ ({vo})
a formal polynomial in the variable vy, and t a natural transformation from F
to D o F', where D is the functor from ALog(X') into ALog(X) that to an ab-
stract logic (A,7T) in ALog(X') assigns the abstract logic (d(A),T), such that
(GsUst) on® = P o
We summarize the above as:

GZ/ o ﬂz/

’

ALog(X) —— Alg(X)
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We remark that Gy o Fry, = Gz oUg o F and Gy o Fryy = GgoUgo Do F'

Observemos que tomando como objetos las 16gicas sentenciales y como morfismos
las interpretaciones de una en otra, obtenemos una categoria LSen. Ademas, tal
categoria se puede obtener, mediante la construccién de Ehresmann-Grothendieck,
como la categoria f Sig LSen, aplicada al functor contravariante LSen de Sig°® en
Cat que a una signatura ¥ le asocia la subcategoria adecuada LSen(X) de la
categoria functorial ALog(X)S¢t, y a un morfismo (d, P) de una signatura ¥ en otra
%', el functor LSen(y py de LSen(X’) en LSen(X) que a F’: Set — ALog(¥') le
hace corresponder D o F’: Set —> ALog(X) y a una transformacién natural o de
F’" en ', le asocia la transformacién natural D*a de Do F’ en Do G’. De manera
que, desde este punto de vista, las légicas sentenciales constituyen una fibracién
sobre la categoria de signaturas Sig.

Proposition 26. The interpretations ((d, P),t) and ((d', P),t') from classical to
intuitionistic sentential logic of Kolmogorov[Kol25] and Gentzen|Gent33|, defined,
for every set X, as

T Un, if ¥ = vn;
~—tx (), if vy =¢;
tx(v) = " (tx () Atx (@), ifv=0oNY;
~(tx (@) Vix (), ify=oVi;
(tx (@) Ntx (W), ifv=0¢— .
and
Ty, if v = vn;
—tx (9), if v =—¢;
t () = § th () At (), ify=0¢ANY;
(-t (@) At (V) fy=0 VY
t(¢) — tx (¥), fy=9¢—19.

respectively, are such that, para cada conjunto de formulas T' y cada férmula ¢,

Phe ¢ iff tx[T] Fitx(¢) and Tk ¢ iff ' [T] F ths(9).

Ademds, para cada formula ¢, tenemos que

i tx(¢) < t(e),
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por lo tanto, para cada conjunto de formulas I, se cumple que
tx[I] € Cui(tx[I]) y tx([I] C Cny(t'x[I]).

As is well known, the interpretations from classical to intuitionistic sentential
logic of Kolmogorov, ((d,P),t), and Gentzen, ((d',P),t'), are intuitionistically
equivalent, i.e., for every set X and ¢ € Fry(X), it is true that - x tx(¢) < t’s (¥).
This means, categorically, that the natural endotransformation € = (Cnj x ) x con(set)
of the functor Sub o Fry is a weak coequalizer of the natural transformations
6 = (Sub(tx) o {-}rru(x))xcon(set) and ¢’ = (Sub(ty) o {-}rry(x)) xcob(Set) de-
fined from Fry: Set —=Set to Sub o Fry: Set — Set, where, for every set X,
{}rrg(x) is the mapping from Fry(X) to Sub(Frg (X)) that to a ¢ € Fry(X) asso-
ciates {1}.

En particular, para un conjunto de variables infinito numerable, arbitrario pero
fijo V, tenemos dos deformaciones de Kleisli de (ty[]o{-},A) en (¢, []o{-}, ) y de
(ty[]o{ -}, N)en (tv[]o{},N), inversas una de otra, tal como muestra el siguiente
diagrama
id Frs.

(V)
l{'}
=(V))

Sub(Fry(V)) — Cn. — Sub(Frg(V

tv[] e~ 1y [] tv[] s~ ty [

Sub(Fra(V))
Cl’li -
en donde la fila superior del ultimo diagrama, representa la moénada asociada al
conjunto Fry(V), a través de la categoria discreta determinada por tal conjunto.

Proposition 27. There are two adjoint situations
KA4J4G: CSL ISL,

with K and G full embeddings from CSL to ISL, and J injective on objects from
ISL to CSL, together with a pointwise monomorphic natural transformation £ from
K to G.

Since the functors G and K from CSL to ISL are full embeddings and both
have the same functor J as a left and a right adjoint, respectively, we could say
that, from the syntactical point of view, the intellectual reflexion of Kolmogorov,
Gentzen, Godel, and others, on the relationship between the classical and intu-
itionistic sentential logics, becomes categorically reflected by the fact that CSL
can be identified with a full reflective and coreflective subcategory of ISL. More-
over, the category ISL is subordinated to CSL by the existence of a pointwise
natural transformation £ from K to G.

On the semantic side, the regularization functor R: Heyt —= Bool, which is
a left adjoint to the canonical inclusion I: Bool——= Heyt, has, in his turn, a
left adjoint T'. Indeed, since every Boolean algebra B is isomorphic to a Boolean
algebra of the form Fry(X)/ = &, for some set X and classical sentential prethe-
ory ®, T is the functor which assigns, up to isomorphism, the Heyting algebra
Fry(X)/ =iy (@) to B. Moreover, there is a natural transformation ¢ from T to
I which is pointwise monomorphic. Because the functors I and T from Bool to
Heyt are full embeddings and both have the same functor R as a left and a right
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adjoint, respectively, we could say that, from the semantical point of view, Bool
can be identified with a full reflective and coreflective subcategory of Heyt. More-
over, the category Heyt is subordinated to Bool by the existence of a pointwise
natural transformation ¢ from T to I.

Corollary 4. The, non-commutative, diagrams:

CSL Bool and CSL Bool
J| |G R| |I K| |J T |R
Heyt Heyt

ISL L—T1> ey ISL L—T1> eyt,

are adjoint squares, i.e., there are natural transformations
A RoLTj=1LT.0J, p: LTjoG=1Io0oLT, andv: LTjo K=T o LT,

such that A 4 pu and A 4 v. Moreover, the following diagram commutes

/\\

Bool

\/ SR
\\/

Heyt
i.e., ((*LT.)ov =po (LT;*E).

2.3. Hall and Bénabou algebras. The Hall algebras or the Bénabou algebras are
models of the essential properties of the clones of heterogeneous operations. In this
section we will show that the categories of Hall and Bénabou algebras are equivalent
and also that there exists a biunivocal correspondence between the Bénabou alge-
bras and the Bénabou theories, that are a generalization of the algebraic theories
of Lawvere. Moreover, these algebras will be used, among other things, to define,
later on, the composition of the derivors and the F-morphisms from an h-signature
into another, and also to exemplify an equivalence in a 2-category of pretheories,
F-morphisms and deformations.

We begin by defining the equational class of the Hall algebras, that are a equa-
tional presentation of the essential properties of the clones of operations.

Definition 14. Let S be a set of sorts. A Hall algebra for S is a heterogeneous
(xHs, gMs)_algebra, where X115 = (§* x S, ©Hs), with ©Hs the heterogeneous S* x
S-sorted signature, i.e., the (S* x S)* x (S* x S)-sorted set, defined as
(1) For every w € S* and i € |w|,
T A — (w,w;)

(2) For every u, w € S* and s € S,
Eu,w,s: ((U), S)a (ua IU()), ) (U, w|w|71>) —)(u’ 8)

and £5 C Eqy (319) has the following equations



MONADS AND ADJOINTS 21

H1. Projection. For every u, w € S* and ¢ € |w]|, the equation of type
((u7 w0)7 R (u, w\w|—1))ﬂ (u7 wl)

w o, UWo UyWlw| -1y __
fu,w,wi(ﬂiuvo’ 7"'7'U|w‘71 )—’Ul

H2. Identity. For every u € S* and j € |ul, the equation of type ((u, u;)), (v, u;)

Sy (05T  Tul—1) = v
H3. Associativity. For every u, v, w € S* and s € S, the equation of type
((w, 8), (v,wo), - -+, (U, W =1) (W, v0), - - - (U, V] ~1)), (u, 5)

w,s  U,Wo VyW|w|—1 u,V0 U V|p|—1y _
Euw.s(&ow,s(vy " 07", .. V) ), V102 V| o] ) =

u,vo uﬂ-’mfl)
)

w,s v, wWo
gu,w,s(vo ’ 7€u,v,wo (rUl7 7U|w‘+1a e 7U|w‘+|v‘ LR

é— (vvaw|w|—1 Uu,vo Uuav\u\—l))
w1 Wl Y410+ Yol

where, for n € N and (u,s) € S* x S, v is UT(Lu’S), i.e., the n-th variable of type

(u, s).
Let us remark that in H3, for w = A we have that the constant mappings are
invariant:

The constants are invariant. For every u, w € S* and s € S, the equation
of type (()‘7 S), (U, w0)7 veey (U, w|w|71>)a ()‘7 S)

Su,w’s(ﬁw,,\,s(v{)\’s), UllL’wC)’ s 7“;2;1\““”‘_1) = gu,)\,S(US\’S)

We call the constants 7" the projections, and to the formal heterogeneous op-
erations &, w,s the operators of substitution.

For every S-sorted set A, the S* x S-sorted set

OpHS (A) = (Set(AwﬂAS))(w,s)GS*XS

is endowed with a structure of Hall algebra, if we realize the projections as the
true projections and the operators of substitution as the generalized composition
of mappings. The closed sets of this h-algebra are the clones of operations and
were investigated originally, for operations on ordinary sets, by Philip Hall (see
e.g.,[Coh81]).

Proposition 28. Let A be an S-sorted set and %Hs (A) the heterogeneous %Hs -
algebra with underlying h-set Opy(A) and h-algebraic structure F' defined as
(1) For every w € S* and i € |wl|, Frw = pr;
(2) For every u,w € S* and s € S, Fy, ., , is defined, for every f € A2w and
g€ AL, as Fe, , .(f.90,-- -, glui—1) = [ 0 (9i)ielul
Then @Hs (A) is a Hall algebra.

Proof. The equations of Hall assert that the following diagrams commute

Projection Identity
A, Ay
gi " f
(9i)ie|w| \ (pr} >ie|ut \
Ay, —— Awi A, — A,

w
pr;
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Associativity Constants are invariant

Ay A, Ay Ay
gioh k Ay ——> A, 1y Ay ——> Ay
pry ‘ pry

ij w Aw Au} w A'LU] A}\ A/\

pr; pr;
f f f f
A A, Ag Asg

where g = (g;) jejw|, h = (hi)iejw| and k = (g; o (hi)iejo|) jejuw-
Let us remark that, as a particular case of substitution, we also have &, x s, that
converts constants of type KY,s Into constants of type &, .. O

For every h-signature X, the S* x S-sorted set
POle (E) = (Frg(lw)S)(w,s)ES* xS

is also endowed with a structure of Hall algebra that formalizes the concept of
substitution.
Proposition 29. Let X be an h-signature and Poly (X) the heterogeneous »Hs_
algebra with underlying h-set Poly, (X) and h-algebraic structure F defined as
(1) For every w € S* and i € |w|, Frv is the image under k" of the variable
v
(2) For every u,w € S* and s € S, Fy, , , is the mapping
Fep o 1 Frs(lw)s X Fre(lw)w, x -+ X Frg(Ju)w,,,, — Fre(lu)s
that to (P,Qo, ..., Qw|—1) assigns the formal h-polynomial
Po <Q0a SERE) Q\w|71>

defined as (Qo, - - - , Q|w‘,1)§(P), where (Qo, - . -, Q‘w‘,l)n is the unique ho-
momorphism from Frg(lw) into Fry(lu) such that the following diagram

commutes
lw
lw ————Frg(lw)
e Qi — #
(QO""vQ|w\—1) (QO7 Q| | 1)
Fry(lu)

Then Poly (%) is a Hall algebra.

We denote by Alg(Hg) the category of Hall algebras for S and homomorphisms
between Hall algebras. The forgetful functor Gy, from Alg(Hg) into Set® *“ has
a left adjoint Fry

Gu,
Alg(Hs) T Set %S
Fry,

that to an S* x S-sorted set assigns the corresponding free Hall algebra.
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Now we show that, for every S* x S-sorted set X, Fry (X), the free Hall algebra
on X, is isomorphic to Poly_(X).

Definition 15. Let A be a Hall algebra and ¥ = (¥u,5)(w,s)es x5 an S-sorted

signature. Then, for every f: ¥ —>A and u € S*, A" is the heterogeneous Y-
algebra with A, = (A, s)ses as underlying S-sorted set and with heterogeneous
algebraic structure F7-*, defined, for every (w,s) € S* x S, as

Ew,s — Opw(Au s
(Au)w I (Au)s

Fl {
) o — A
(a07"'7a\w|71) — f’“jwﬁ(f(o-))aO)"'aa|w|71)

where Op,, (4,) = 4" and Op,,(Au). = (4,)5"".

Let p*: | u—s A, be the S-sorted mapping defined as p¥(v{) = (W;”L)A. Then,
by the universal property of Fry(|u), there exists a unique homomorphism (p*)*
from Fry(Ju) into A% such that the following diagram commutes

lu
lu T . Fry(lu)
> Ik

Let us remark that for a ¥-algebra B = (B,G), G: ¥—=Opy(B), and B
(@HS(B))G’A. Moreover, for every u € S* we have that Op (B) = BB~

(Opy,. (B))O.

[l

Lemma 5. Let A be a Hall algebra, ¥ an S-sorted signature, f: ¥ —= A, and
u € S*. Then, for every P € Fry(lw)s and a € (Ay)w, we have that

fiu w
PA (ao, N 7CL‘w|_1) = €uA,w,s((p )E(P), AQy e v ey a|w|_1)

Proof. By algebraic induction on the complexity of P. If P is a variable v, with
i € |w]|, then

AT
Q}is* (ao,...,a|w\,1) :a/?uz(v’f)

= ué,w,s((ﬂ-;ﬂ)éa aOa"'aa|w\71) (Hl)

= ud,w,s((pw)g(vis)a aog, - - -, a|w\71)
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Let us assume that P = o(Qo,...,Q|z|—1), With 0: 2 —=5 and that, for every
J € lz], Q; € Fre(lw),; fulfills the induction hypothesis. Then we have that

;U

(0(Q0s- -, Qaj—1)2" " (a0, -, @) 1)
= 02" (@0 (a0, A1), Q1 (G0s - ap—1))
= ué,w,s(f(a),QoAM(ao,-~-,a|w|71)7~-~,Q@Tul(ao7~-~,a\w|71))
= &, J(f(0)&8 20 (D)5, (Q0) a0, - - - A1) - - -
w1 ()5 (Qay-1), a0, apy 1)) (Ind. hyp.)
= uém),s(g%,a:“s(f(o-)’(pw)io(QO)v"'7(pw)gv‘ﬂ_l(Q\ﬂfl)))aUa-~-aa|w|71)(H3)
= s (@2 (05, (Q0)s -+ ()5 (Qla) 1)) @0s -+ 5 Ao 1)
s (0)2(0,Qo, -, Qluj=1), A0, - - -, A1)
s ()

u,w,s pw) (P) aOa"'7a|w\71)

YW,

S

O

Proposition 30. Let ¥ be an h-signature. Then Fry_(¥) and Poly (X) are iso-
morphic.

Proof. Tt is enough to show that Poly;_ (¥) has the universal property of the free Hall
algebra on ¥. Let h be the S* x S-sorted mapping defined, for every (w, s) € S*x S,
as

th

)

Suws — Fra(lw)s
o (V5 V)

Let A be a Hall algebra and f: ¥ ——= A an S* x S-sorted mapping. Then, for
every u € S*, we have the S-sorted mapping (p*)* from Frs(|u) into Al the
canonical extension of p*: | u—=A,. Let f: Poly, (¥) —= A be the S* x S-
sorted mapping defined, for every (w, s) € S* x S, as ]?w’s = (p“)%. Let us see that

]/C\iS a homomorphism of Hall algebras. Let w € S* and i € |w| be. Then we have
that

fw wl( )PO] *) = J?w,wi (Uf)

Let P € Fry(lw)s and @ € Frg(lu),, be. Then we have that

fus( uws( )(PaQOw'-vQ\w\—l))

= (P)H(QA(P))

= (P 0 Q)}(P)

= PA™" (05 (Q0)s- - (0" Q1)

=&, ((P)EP). (0 Q). (), Qi) (by Lemma 5)

o~

gu w, s(fw,S(P)v f(u,wg)(QO)a vy j\(u,w‘w‘,l)(Q|w\—1))
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Therefore the S* x S-sorted mapping fis a homomorphism. Moreover, the following
diagram commutes

5 Poly, (D)
7 f
A

because, for every w € S*, s € §, and 0: w——>s, we have that

Fs(hu,s(0)) = (0*)E(0 (05 Vy1-1))
(

= flo) (H2)
It is obvious that fis the unique homomorphism satisfying the preceding property.
Henceforth Poly (X)) is isomorphic to Fry(%). O

Proposition 31. Let A be an heterogeneous X -algebra. Then the S* x S-sorted
mapping Pdﬁs Jrom Polu, (¥) into Opy,(A) defined as

A A
Pdﬁs = (Pda,s)(w,s)es*xs
where, for every w € S*, Pd% = (Pdﬁs)ses is the unique homomorphism from

Fry(lw) into Op, (A) such that the following diagram commutes

lw
lw 77_) Fry (lw)
pPd2
A w
Pw
Op,,(4)

where pi is the S-sorted mapping defined, for every s € S and v € |ws, as
iy o (V) = priy ., is a homomorphism of Hall algebras.

Proof. For every w € S*, we have that
P, (miz) = Pdg o (v3) = prip = (mi") 22>

Moreover, for every u,w € S*, s € S, P € Fry(lw), and Q € Fry(lu),, we have
that

Pd%é (fu,w,s(Pa QOa SERE) Q\w|—1))
Op, (4)
= oo (Pad (P), P, (@) PAL, Qi)

by algebraic induction on the complexity of P. O

From the adjunction Fry - Gpg it follows that, for every S-sorted set A and
h-signature X, the sets

Set®"*5(S, Opy, (4)) and Alg(Hs)(Poly, (2), Op,, (A))
are isomorphic. The isomorphism assigns to every h-structure F' on A the homomor-
phism of Hall algebras Pdg;’F) and the inverse mapping assigns to h: Poly (¥) — %Hs (A),
the h-algebraic structure Ggg(h) o n™ on A.
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La teorfa de una X-dlgebra A respecto de las ecuaciones en Eqy (), Thy 1, (4),

es, por definicién, (Ker(PdS)s)(wﬁs)es* <5, que es exactamente el niicleo de Pd%s Y,
por consiguiente, una congruencia en Poly,(X). Lo anterior es extensible a clases
de X-algebras, y en particular, a los modelos de una familia £ de X-ecuaciones
finitarias. Como consecuencia, el operador congruencia generada en Poly (X) es
correcto respecto del operador consecuencia seméntica Cnyx mg, la restricciéon de
Cny g a las ecuaciones en Eqy (2).

Proposition 32. Sea K una clase de X-dlgebras. Entonces Thy g (K) es una
congruencia sobre Poly  (X).

Proof. Puesto que Thy is(K) es (N 4ex Ker(Pdﬁs) € Cgr(Poly, (¥)). O

Corollary 5 (Teorema de correccién). Sea ¥ una signatura algebraica. Entonces
se cumple que CgPOIH ) < Cns ng- O
— 9S8

Sea A = (A, F) una X-algebra y Polgy(A4) = (Pol(A4)w,s)(w,s)es*xs- Entonces
Polu,(4) = Pdﬁs [Poliy (X)]. Ademds Poly,(A) es la subdlgebra de @Hs (4)
generada por las operaciones estructurales F'[X] de A.
Proposition 33. Sea A = (A, F) una X-dlgebra. FEntonces Pd%s es el unico
homomorfismo de dlgebras de Hall que extiende a F, la estructura algebraica de A.

by
S Fry,(S) —=> Poly, (%)

Ft

’ Pa,

OPHS (A)

O
Proof. Es suficiente comprobar que F = Pd%s on”, lo cual es inmediato puesto
que, para cada 0: w—>s, F, = F2o (Dri s - - > PTi w|—1)" O
Cada familia de ecuaciones finitarias & sobre X es una S* x S-relacién sobre
Poli,(X) y como tal, genera una congruencia & = Cgpoly, (2) (). Sea A una X-
dlgebra y £ C Eqy,(X). Entonces A = £ siy sélo si £ C Ker(Pd%S), o lo que

es equivalente, Pd%s factoriza a través de la proyeccién canénica de Poly (X) en
Poly; (2)/€.

Pds;,
Poly (%)

Op,,_(4)

pI‘
Poly, (%)/€

La congruencia generada en el dlgebra de Hall de los 3-términos finitarios por
una familia de ecuaciones finitarias £ se puede caracterizar de la manera siguiente.
Proposition 34. Sea £ C Eqy(X). Entonces Cgpal,, ) (€) es el menor sub-S* x

— as

S-conjunto € de Poluy (%) que contiene a € y satisface las condiciones siguientes,
para cada u,w € S* y cada s € S:

(1) Reflexividad. Para cada P € Fry(lw)s, (P, P) € Ey.s.
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(2) Simetria. Para cada P, Q € Frs(lw)s, si (P,Q) € Ews, (Q,P) € Ew.s.

(3) Transitividad. Para cada P, Q, R € Frg(lw)s, si (P,Q), (Q,R) € Eu.s,
(P,R) €&y

(4) Substitucién. Para cada (P,Q) € Eu,s, y cada P',Q" € Frs(lu), tal que,
para cada i € |w|, (P}, Q%) € Eyw,,

(gu,w,s(Pa P(;a cee 7P|Iw|_1)7£u,w,s(Qa Qé]a ceey in\—l)) € Eu,s
O

Obsérvese que en la proposicion anterior, la condicién de substitucion para w = A
exige que si (P, Q) € €, s entonces, para cada u € S*, (P,Q) € &, 5.

Proposition 35. Sea £ C Eqy,(X). Si (P;,Q;) € E(w)wi) Yy o w—>8, entonces

(O'(Po, vy P\w|—1)ﬂ U(QO» ceey Q|w|—1)) S 5w,s-

Proof. Por reflexividad (o(vo, ..., Vjw|=1), (V0 - -, Vjw|-1)) € Ew,s- Pero entonces,

por substitucion, (o(Po, ..., Pw-1),0(Qo;- -+, Qjuw|-1)) € Ew,s O

Proposition 36. Sea £ C Eqy_(X). Si (P,Q) € Eu,s y [ es un endomorfismo de
&§<lw) entonces (f(P)a f(Q)) S Ew,s-

Proof. Para cada i € |w, la ecuacion (fu, (v:), fu, (v;)) estd en &y 4,). Por substi-
tucién, se cumple que

(gw,w,s(P7 fwo (UO)a R fwhv\—l (U|w‘*1)>7 gw,w,s(Qa wa (UO)’ Tt fw\ﬂl\—l (U|w|71)))
pertenece a Eq,s, luego (f(P), f(Q)) € Ew,s. =

Proposition 37. Sea £ C Eqy,(X). Entonces Ey = (Ew,s))ses €s una congruen-
cia totalmente invariante sobre Fry,(lw).

Proof. Por definicién, &€, es una equivalencia sobre Fry(|w). Por la proposicién 35
es compatible con las operaciones en Y y por la proposicién 36 estd cerrada bajo
endomorfismos. O

La congruencia &, incluye a Cgﬁﬁz( lw)(é'w), la congruencia totalmente invari-
ante generada por &, = (Ey,s)ses- En general, la inclusién es estricta, puesto que
ngz( 1wy (Ew) contiene dnicamente a las consecuencias de la subfamilia de & for-

mada por las ecuaciones en £ con variables en |w, mientras que £, contiene a las
ecuaciones con variables en |w que son consecuencia de todas las ecuaciones en .

Proposition 38. Sea & C Eqy,(X). Entonces Fry,(lw)/Ey = E.

Proof. Claramente, &,, es una congruencia. Sea (P,Q) € &, y R una valoracién
R: | u—s Frg(lw)/E,. Entonces

RY(P) = [P(Ro, ..., Rjyj-1)] = [Q(Ro, .., Rjuj-1)] = R¥(Q)

O

Proposition 39 (Teorema de adecuacién). Sea ¥ una signatura algebraica. En-
tonces se cumple que Cny g < Cgpyy, (x)-
- s
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Proof. Sea & C Eqy,(X). Si (P,Q) € Cng ug(€)w,s entonces, puesto que Fry (Jw) /€y
es un modelo de &, PPellw)/&w — Frs(lw)/Eu T yegq
[P] = [gwﬂU,S(Pv LIRS ’ﬂ-\quj\—l)]
= [P&(lw)(vo, o Ul —1)]

= Pﬂﬁ(lw)/zw ([’Uo], ey [’U\w|—l])

_ Qﬂ;(l“f)/fw ([vo], - - ., [U\w\—l])

= [Q&(lw)(’vo, - ,’U‘w‘,l)]

= [gw,w,s(Qv Wéua v 77'(-\17[1;\—1)]

=[Q]
y (P,Q) € Cg@Hs(z)(f;)w,s- O
Corollary 6 (Teorema de completud). Sea ¥ una signatura algebraica. Entonces
CgmHS(E) = CHE,HS . D

Proposition 40. Sea £ C Eqy(X). Entonces Fry(lw)/Ey, = Fry ¢(lw)

Proof. Puesto que &, = Cnyx 1y (E)w :Ef . 0

w

El teorema de completud proporciona un célculo de ecuaciones heterogéneas
sobre conjuntos de variables de la forma |w con w € S*. Las condiciones de la
proposicién 34 pueden ser traducidas para determinar un célculo de ecuaciones
heterogéneas finitarias relativas a los sub-S-conjuntos finitos del conjunto V*° de
variables.

Para la descripcién de las reglas del cédlculo, convenimos que (P, Q) : (X, s)
significa que la X-ecuacién (P, Q) es de tipo (X,s) y que si P € Fry(X), y P’ €
Frg(Y'), entonces la expresién P(z/P;, ,)ses,zcx, denota el término P*(P).

Proposition 41 (Reglas de deduccién). Las reglas siguientes determinan un op-
erador clausura sobre Sub(Eqy s (X)) que es idéntico al operador Cny, ys.

R1 Reflexividad.

PP (X [P
R2 Simetria.
(P.Q): (X,5)
(Q;P) : (X,S)

R3 Transitividad.

(PQ): (X,s) (QR):(X,s)
(P,R): (X,s)

R4 Substitucién generalizada.

(Pa Q) : (Xﬂ S) ((P; s le,s) : (Y7 5))S€S,I€Xs
(P(x/P; )ses,vex,, Q@) Q) s)ses,zex.) (Y, 5)

donde X, Y € Sub(V¥), s € S.

Proof. Las reglas dadas son la traduccién de las condiciones de la proposicion 34
para S-conjuntos finitos. O

La regla de substitucion generalizada es equivalente a una regla de substitucién
para ocurrencias particulares de las variables.

Proposition 42. La regla Rj es equivalente (asumiendo R1) a la siguiente regla



MONADS AND ADJOINTS 29

R4’ Substitucién.
(P.Q):(X,s) (P,Q): (Y1)
(P(z/P"),Qx/Q")) : (X = 0%(x) UY, )
Proof. Veamos que R4 implica R4’. Si (P,Q) : (X,s) y (P',Q") : (Y,t) son de-
ducibles y © € X, entonces también son deducibles las ecuaciones en la familia
(P, QL) ¢ (X = () UY,8))cs scx,. donde P, = P', QLy = @', y en
cualquier otro caso P/, = @y ; =y (por reflexividad). Entonces, por substitucién
generalizada, (P(z/P’),Q(z/Q’")) : (X — §°(x) UY,s) es deducible, puesto que
P(z/P') = (P(z/ P} )ses,aex, ¥ Q(x/Q") = Q(z/ Py ,)ses, zex. -
Reciprocamente, R4’ implica R4, mediante card(] ] X) aplicaciones de R4’. O

.TeXt

En algunas presentaciones del calculo de ecuaciones heterogéneas finitarias, e.g.,
en [GMS85], se introducen dos reglas adicionales que permiten la adicién y supresién
de variables.

Definition 16 (Reglas de abstraccién y concrecién).

R5 Abstraccion. ( " )
PQ): (X,s
Q) (XUs(),s "X

R6 Concrecion.

(P,Q) : (X, s)
(P,Q): (X —0"(x),s)

donde ¢ no vacio significa que Fry (), # 0, i.e., que ¢ € supp(Fry(0)).

x € Xy, x & var(P,Q), t no vacio

Proposition 43. Las reglas de abstraccion y concrecion son reglas derivadas.

Proof. La regla de abstraccion es derivada. Sea y # x y tal que y € X;. Entonces
la ecuacion (y,y) : (6°(y)Ud*(z), s) es deducible por reflexividad. Por substitucidn,
se tiene que la ecuacién

(y(y/P),y(y/Q)) : (((6°(y) Ud"(x)) — 6°(y)) U X, s)

que es igual a (P,Q) : (X Ud%(y), s), es deducible. Como caso particular se tiene
que si (P,Q) : (0, s) es deducible entonces (P, Q) : (6*(y), s) es deducible.

La regla de concrecién es derivada. Si t no es vacio, existe un R € Fry(0),
y la ecuacién (R,R) : (0,t) es deducible. Aplicando la regla de substitucidn,
(P(z/R),Q(z/R)) : (X — &'(x) UO0,s) es deducible y, puesto que z ¢ var(P,Q),
(P,Q): (X —6%(x), s) es deducible. O

Definition 17 (Regla de reemplazo).
R7 Reemplazo.
(P, Q") : (X,w;)
(U(POa SERE) P\w|—1)a U(QO) R Q|w\—1)) : (X7 S)

Proposition 44. La regla de reemplazo es una regla derivada.

<IN

Proof. Por reflexividad, (o(vo, ..., Vjw-1),0(V0, - -, Vjw/—1)) : (Jw,s) es deducible.
Mediante |w| aplicaciones de la regla de substitucién se obtiene la ecuacién deseada.
O

El calculo presentado es independiente del tipo de S-conjuntos de variables finitos
que se consideren. De hecho, si X C l/{fs es iso-equivalente a Ll‘f57 , entonces las
reglas dadas son completas respecto del operador Cny, » de consecuencia seméntica
relativo a X. Es posible definir dlgebras de Hall relativas a cualquier X C Z/lfs y
obtener directamente el cdlculo de los parrafos anteriores.
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Por otra parte, lo expuesto en esta secciéon puede ser desarrollado para el caso
de las ecuaciones heterogéneas sobre S-conjuntos de variables arbitrarios, aunque
para ello es necesario considerar dlgebras de Hall infinitarias. Puesto que cada clase
ecuacional es una clase ecuacional localmente finitaria, es suficiente considerar S-
conjuntos de variables localmente finitarios, e.g., Sublf(VS ). Las dlgebras de Hall
para Suby¢ (V) x S-conjuntos requieren de operaciones que son localmente finitarias.
En general, la ariedad de las operaciones que se han de considerar en las algebras de
Hall estd acotada por el cardinal de los S-conjuntos de variables que se consideren.

El célculo resultante de considerar el operador de congruencia generada en las
algebras de Hall para Suby¢ (V) x S-conjuntos consta de las mismas reglas R1-R4
que en el caso finitario, pero generalizado para S-conjuntos de variables arbitrarios,
o si se prefiere, sin pérdida de generalidad, para S-conjuntos de variables localmente
finitos. Sin embargo, la regla de substitucién, que sigue siendo una regla derivada,
ya no es equivalente a la de substitucién generalizada, puesto que siendo el S-
conjunto de las variables que ocurren en los términos posiblemente infinito, no es
posible reemplazar todas las ocurrencias de variables en ellos por un numero finito
de substituciones individuales. Por tultimo, las reglas de abstraccién y concrecién
tienen también versiones generalizadas.

Definition 18.

R5" Abstraccion generalizada.

(P,Q): (X,5)
(P,Q): (XUY,s)

R6’ Concrecién generalizada.

(P,Q): (X,5)
(P,Q): (X =Y,s)

En el caso finitario las reglas de abstraccién y concrecién generalizada son también
vélidas (para S-conjuntos de variables finitos) y se deducen de sus versiones nor-
males.

The Bénabou algebras, to be defined below, are equivalent to the Hall algebras,
but have an intrinsic value because they are conceptually related to the algebraic
theories of Lawvere and Bénabou, and are convenient to treat some complex types
of morphisms between h-signatures. Moreover, later on, once we have defined the
concept of deformation between F-morphism of theories, that will allow us to define
a 2-category Thpy,; of presentations of theories, F-morphisms and deformations be-
tween F-morphisms, we will show that the presentations of the theories of Hall and
Bénabou are equivalent. Now we show the equivalence for the respective categories
of algebras.

Y Nvar(P, Q) = 0, supp(Y) C supp(Frs (1))

Definition 19. Let S be set of sorts. A Bénabou algebra for S is an heterogeneous
(xPBs, £Bs)-algebra, where 55 = (§* x §* ¥Bs) with ¥Bs the heterogeneous
(S*)2-sorted signature, i.e., the (S* x S*)* x (S* x S*)-sorted set, defined as

(1) For every w € S* and i € |w|,

T A= (w, (w;))
(2) For every u, w € S*,
Qs ((us (wo)), - -+, (U, (W) -1))) — (u, w)
(3) For every u, z, w € S*,
upw: ((u,7), (2, w)) — (u, w)

and £8s C Eqy (X59) has the following equations
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B1. For every u, w € S* and i € |w|, the equation of type
((u7 (’LUO)), sy (ua (wlw\—l)))v (U, (w7))

w u,(wo) Uy (W) —1) oy (ws)
T Ou,w,(w;) <v0 P 7v|w|,1 >u,w =,

B2. For every u and w € S*, the equation of type ((u,w)), (u,w)
06" Ouuw (TG - - =1 uu = v

B3. For every u and w € S*, the equation of type ((u,w)), (u,w)

w U, W

w u, w _ o uw
(0" Ouw,wp Vo e Mgy —1 Cu,w,wi -1 Vo uw = Vg

B4. For every w € S*, the equation of type ((w, (wp))), (w, (wg))

(M6 ), (wo) = 70
B5. For every u, x, w, y € S*, the equation of type
(w,y), (z,w), (u,x)), (u,y)

w,y T, w UT\ w,y T, w u,T
V9 Y Ouwy (V17 Cuaw V2™) = (Vg Y Oz w,y V17 Ouz,y Vo

where v is the n-th variable of type (u,w), P oy zw Q 1S 0y 4 w(P, @), and

(Poy- s Poc1)uw 18 (Yuw(FPo, ..., Poo1). We will write o instead of oy 4, and
(...) instead of (...)y w, if there is not risk of misunderstanding.

We denote by Alg(Bg) the category of Bénabou algebras and homomorphisms
between them. The forgetful functor Gg, from Alg(Bg) into Set® %" has a left
adjoint Frp

Gpg
Alg(Bs) T Set¥ "
Fip,,

that to an S* x S*-sorted set assigns the corresponding free Bénabou algebra.
For every h-signature X, the S* x S*-sorted set

Polg, (Z) = (Frz(lw)u)(w,u)es* x S*

is endowed with a structure of Bénabou algebra. In fact, the projections ="
are interpreted as the variables v;"", an operation (), . as the isomorphism that
transforms S-sorted mappings from |w to Fry(lu) into w-families of formal X-
polynomials on |u, and an operator oy, ,, ; as the substitution for families of formal
polynomials, that to families P € Fry(lw), and Q € Frs(lu),,, assigns the family
associated to the S-sorted mapping Q* o P € Frg(lu),,

Lz
P
fw—" ()
Q o
Fry,(lu)

Now we state the equivalence between the categories of Hall algebras and Bénabou
algebras.

Proposition 45. The categories Alg(Hg) and Alg(Bg) are equivalent.
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Proof. We define a pair of quasi-inverse functors between the categories of Hall
algebras and Bénabou algebras.

Let B: Alg(Hg) — Alg(Bgs) be the functor that to a Hall algebra A, assigns
the Bénabou algebra B(A) with B(A) = ((Aw)u) (w,u)e(s+)2 as underlying S* x S*-
sorted set, where A,, = (Ay s)ses, and algebraic structure defined as

(mi) B = ((m)4)

((@0), -+ (@) =1)) 2 = (€20 (78, G0 -+ Qo) 1), - -
{?w R 1(7r|w| 1,005+ 5 Auy|~1))

oBA) (a,b) = (2,4, (D0, a0, - -, Ag|—1), - - -

€2 o (bo,a0, . a[|-1))

and to a morphism f: A——= B of Hall algebras, assigns the morphism B(f) =
((fw)u) (w,uye(s+)z, defined for (ag, ..., ay—1) in (Ay)y as

(a07 ce aa|u|—1) — (fw,uo(a0)7 ) fwwu\ufl\ (a’\u|—1)))

in (By)u-

Reciprocally, let H: Alg(Bg) — Alg(Hg) be the functor that assigns to a
Bénabou algebra A, the Hall algebra H(A) with H(A) = (A (s))(w,s)esrxs as
underlying S* x S-sorted set, and algebraic structure defined as

(r)HD = ()

f%%l(ao,al, ey a|w|) = Q0 Oy,w,s <a1, ceey a|w\>u,w

and to a morphism f: A——= B of Bénabou algebras, assigns the morphism B(f),
i.e., the bi-restriction of f to B(A) and B(B).

Let A be a Bénabou algebra. We show that A and BH(A) are isomorphic. Let
f: A—=BH(A) be the S* x S*-sorted mapping defined, for (u,w) € S* x S*, as

a— (¢ oaq,..., (Wffv‘_l)éo a)

The definition is sound because, for a € A, ), (7%*)20a € H(A), , hence, ((7¥)20

a,..., (Wﬁ’u‘_l)é oa) € BH(A)yw-

Reciprocally, let g: BH(A) —= A be the S* x S*-sorted mapping defined, for
(u,w) € S* x S*, as

b <b07 EERE} b\w|—1>A

The definition is sound because, for b € BH(A), b = (bo, ..., bjy|—1), Where b; €
H(A)uw,, hence b; € A, (,,) therefore, (b, ..., b‘w|,1>é € Ay -

The mappings f and g are inverse homomorphisms. We have that go f = id4,
because, for every a € A, ., ()2 0a, o (T = )2 0a) = a by B3. We also have
that f og = idgya) because, for every b € BH(A), fuw © Gu,w(b) is the mapping

b (bo, ... b\wl 1>§w
() BED 0 (b, . bju =1 s -+ () BEA 0 (o, - bu—1)a,)
= (7)) 0 (boy -+ bju|—1 )i - (T )2 0 (b, -+ bju—1 V)
= (b, s bjw—1)a,

where the last step is justified by the axiom B1.
Finally, for a Hall algebra B we have that B and HB(B) are identical, because
a€ Ay iff a € B(A)y (s iff a € HB(A)w,s- O
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From this last proposition and for the functor [, from Set® % into Set® *5”
determined by the mapping 1x (g from S* x S into S* x S* that to a pair (w, s)
assigns (w, (s)), follows that

EBS oHleS gBO&HS and AIXQS OGBS = GHS OH

for the situation represented by the diagram

Grg

Set" %5 T Alg(Hs)
Fry

H1XQS = Alx{}s Bi=|H
Gg,

- s

Set® <5 T Alg(Bs)

Fry

Therefore Polg (¥) is isomorphic to Frg (HIXQS 3).

El functor B: Set® % — = Set® %" definido en la proposicién anterior también
tiene un adjunto por la izquierda, D, definido, para cada S* x S*-conjunto X y cada
(w,s) € 8* x S, como:

D(X)UJ,S = U ueS* & Xw,u X {u} X u_l[s]'

u[s]£D

Proposition 46. FEl functorD: Set® S — > Set® 5" esun adjunto por la izquierda
del functor B: Set® *% —=Set® %",

Proposition 47. Para el diagrama

Ggg
- —°s
Set *5" T Alg(Bs)
Frp
D|H|B Hi=|B
Gu,
- us
Set® x5 T Alg(Hs)
Fryy,

Se cumple que Fry, oD = HoFrg  y BoGyg = Gpg oB

De lo anterior anterior se sigue que, en la 2-categoria de categorias, adjunciones
y pares conjugados (v., e.g., [Mac71]), se tienen los isomorfismos siguientes

(Fry AGug oB-H) = (IHH o Frg 4Ggy)
(Frg ,4Gpsy cHAB) = (DB o Frg -1Ggy)

En una seccion posterior se introduce una cierta 2-categoria de adjunciones,
morfismos de adjunciones y deformaciones entre tales morfismos y los resultados
anteriores implican que, en tal 2-categoria, las adjunciones Fry S—( Gug y Frp S—! Ggg
son equivalentes, caracterizando asi categorialmente la equivalencia entre ambas
construcciones.

Para el estudio de la relacién entre las ecuaciones y las congruencias en el algebra
de Bénabou de los términos finitarios para una signatura Y, es natural considerar
a las ecuaciones como pares de tuplas de términos, pues esta es la forma de los
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elementos en las congruencias sobre Polg (X). Sin embargo, ambas nociones de
ecuacién tienen el mismo poder expresivo y son, por tanto, equivalentes, como se
puede comprobar atendiendo a las reglas que definen el operador de congruencia
generada en Polp (¥).

Proposition 48. Sea ¥ una signatura algebraica y Eqg,(X) = Polg, (X)%. En-
tonces, para cada € C Eqp,(X), Cgpy, (x)(E) es el menor sub-(S*)?-conjunto
— - P°Ss
& de Polpy(X) que contiene a € y satisface las condiciones siguientes, para cada
u,w,r € S*:
(1) Reflexividad. Para cada P € Frs(lw)y, (P, P) € Ew .
(2) Simetria. Para cada P, Q € Frg(lw)y, si (P,Q) € Ewu, (Q,P) € Ep -
(3) Transitividad. Para cada P, Q, R € Frs(lw)., si (P,Q), (Q,R) € Eyu,
entonces (P, R) € E, 5.
(4) Compatibilidad con productos. Para cada P, Q € Frg(lw),, si, para cada
i€ |u‘7 (Pza Q’L) € gw,u“ (<P07 ceey ]D\’w|—1>a <Q03 ceey Q|w\—1>) € gu,w
(5) Substitucién. Para cada P,Q € Fry(lw), y cada P, Q' € Fry(la)y, si
(P,Q) € Epu y (P,Q) € Ex, entonces (PoP',QoQ") €&y
O

Proposition 49. Sea ¥ una signatura algebraica. Considérense las aplicaciones
H,D: Sub(Eqg (%)) —= Sub(Eqy (X)) definidas, para cada € € Sub(Eqp (%))
and (w,s) € S* x S, como

H(E)w,s = {(P,Q) € Frs(lw)? | (P,Q) € Eu (s}
Ju € S*, (P, Q") € Ewu, }

D =3 (P 13 2
e (L Py

Junto con las aplicaciones I, B: Sub(Eqy, (X)) — Sub(Eqg (X)) definidas, para
cada D € Sub(Eqy (X)) and (w,u) € S* x S*, como

I(D)uw,u = {(P,Q) € Frg(lw)} | Is € S, u = (s) y (P,Q) € Du,s}
B(D)uw.u = {(P,Q) € Frg(lw);, | Vi € |ul, (P, Qi) € Du,u, }

Los operadores H, D, I, B preservan el orden. Para cada & C Eqy (X) y cada
D C Eqg, (%), se cumple que:

D(E) C D siy solo si EC B(D)
I(D) C & siysdlo siDC H(E)

Ademds, HoI=Dol=HoB=DoB = idsuyrq,,x)-

Proof. La preservacion del orden es inmediata a partir de las definiciones.

D) C D = & C B(D). Supongamos que (P,Q) € &,.,. Entonces, para
cada i € [w], (P, Q1) € D()uny € Do ¥ (P,Q) € B(D) .

€ C B(D) = D(€) C D. Supongamos que (P,Q) € D(£),,s. Entonces existe
un S-conjunto w, un ¢ € |w| y un par (P,Q’') € &, tal que P/ = Py Q) = Q.
Por tanto, (P, Q") € B(D)yw v (P,Q) € Dy, -

I(D)C& = DCH(E). Si(P,Q) € Dy, entonces (P, Q) € I(D),, (s, pero
I(D)u,(s) € Eu,(s), ¥ POr consiguiente, (P, Q) € H(E)y,s.

DCHE) = I(D)CE&. Si(P,Q) € I(D)yuw, entonces w = (s), para algin
s € S. Pero entonces (P,Q) € Dy,s € H(E)us ¥ (P, Q) € Eus)- O
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Proposition 50. Sea ¥ una signatura algebraica. Se cumple que,

Cepol,, () Cepol,, () Cepol, () Cepal, ()

| L A | L A
/I % I I = H D = D D = B
v vy | v Voo |
Cepol, () Cepo, () Cepal, () Cepol,, ()

Cepol,, () Cepol,, () Cepol, () Cepo, ()

A A A ) A
H ~ I H S H B = D B = B
| Voo | | Voo |
Cepol,_ () Cepoy,_ () Cepol, () Cepol,, ()

Proposition 51. Sea X una signatura algebraica. Entonces los reticulos Cgr(Poly (X))
y Cgr(Polg (X)) son isomorfos.

Proof. Es suficiente considerar la birrestriccién de los operadores By H a Cgr(Poly (%))
y Cgr(Polg, (X)).
Si € € Cgr(Poly, (X)) entonces

CngBs(z)(B(g)) = B(CngHS(Z)(S)) C B(¢)

y B(€) € Cer(kalg, (%)).
Reciprocamente, si £ € Cgr(Polg, (X)), entonces

Cg@Hs(z)(H(f;)) c H(Cg@BS(z)(f:)) C H(E)

y H(E) € Cgr(Poly,(X)). Puesto que H o B = Id, solo resta comprobar que para
cada & € Cgr(Polg (X)), B(H(E)) = €. Si (P,Q) € B(H(E))u,w, entonces, para
cada i € |w|, (P, Q) € H(E)uuw,, luego (P, Qi) € Ey(w,) ¥ (P,Q) € Euw. Si
(P,Q) € &uw, entonces, para cada i € |w|, (P;,Q;) € &, (w,), luego se tiene que
(P, Qi) € H(E)uw, v (P,Q) € B(H(E))u,w- U

Por la proposicién anterior, cualquiera de las dlgebras de términos consideradas
es adecuada para la obtencién de un célculo de ecuaciones finitarias heterogéneas.

En particular, de la proposicion 149 y la proposicién 51, se sigue que los espacios
de clausura heterogéneos asociados a los operadores de consecuencia de Hall y de
Bénabou, son equivalentes en la 2-categoria Mnd,,.

2.4. The heterogeneous completeness theorem. The celebrated completeness
theorem of Birkhoff, see [Bir35], for the classical equational logic asserts that the
semantical consequence relation between a given set of equations and an equation,
derived from the validity relation between algebras and equations, coincides with
the proof theoretic notion of an equation being syntactically deducible from the
given equations by the axioms and rules of inference of the equational logic. How-
ever the naive generalization of the axioms and rules of inference from the ordinary
universal algebra to the heterogeneous universal algebra is problematical and leads
to an unsound system. Goguen and Meseguer in [GM85] showed the complete-
ness of the heterogeneous equational logic providing a, somewhat redundant, set
of sound and complete rules of inference. In this paper, once defined the concepts
of equational class and equational theory for a monad in a category, derived from
the validitation of an equation in an algebra for the monad, and the concept of
congruence compatible with the projective limits, we show that the lattice of the
congruences compatible with the products on the category of polynomials for a
monad in a category of sorted sets is isomorphic to the lattice of the equational
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theories for the monad, in this way we obtain a version of the completeness theo-
rem for the heterogeneous equational logic, that is independent of the syntactical
representations of the relevant concepts.

In this section we define, for a monad in a category, the concepts of polynomial
and equation and the relation of validation of an equation in an algebra for the
monad. From this, as in the classical case, we also obtain a contravariant Ga-
lois connection between the equational theories and the equational classes for the
monad.

Definition 20. Let T = (7,7, 1) be a monad in a category C and X, Y € C.
(1) A T-polynomial of type (X,Y) is a morphism P: Y —=T(X) in C. We
identify the T-polynomials with the morphisms in K1(T)°P, the dual of the
Kleisli category of T, hence P: X —=Y is P: Y —T'(X).
(2) A T-equation of type (X,Y) is a pair (P, Q) of T-polynomials of type (X,Y).
We identify the T-equations with the pairs of morphisms in K1(T)°P.

We agree that Pol(T) denotes the category KI1(T)°P and call it the category of
T-polynomials. On the other hand, Eq(T) denotes the Ob(C)2-sorted set of the
T-equations. Moreover, we call the sub-Ob(C)?-sorted sets of Eq(T), that are the
relations on the morphisms of K1(T), families of T-equations.

To avoid misunderstandings we denote by ¢ the composition in KI(T) and
Pol(T), preserving the standard notation for the composition in the category C.

Now we define for a monad on a category, on the one hand, the realization of
the polynomials relative to the monad in the algebras for the monad and, on the
other, the concept of validation of an equations for the monad in an algebra for the
monad.

Definition 21. Let T be a monad in C and (A, «) a T-algebra. Then every T-
polynomial P: X —=Y determines a mapping P“® from C(X, A) to C(Y, A),
the realization of P in (A4, «), that to a morphism f: X —= A associates the mor-
phism aoT(f)o P: Y — A.

From now on, we agree that to say that a diagram of the form

foo 9k

a——>) + c——(
_—
h
commutes, means that the diagram

foob—L ek

" / \ d
T

commutes. We extend the above agreement to similar diagrams, when there is no
danger of misunderstanding.

Definition 22. Let (A, «) be a T-algebra and (P, Q) a T-equation of type (X,Y).
We say that (P,Q) is valid in (A4, «), in symbols (4, a) %Y (P,Q), if for every
f: X—A aoT(a)o P =aoT(a)oQ, ie., if the following diagram commutes

r T

Y T T(X) ) T(A) —%— 4

Q
or, equivalently, if P(4®) = Q4 Tf K C EM(T), where EM(T) is the Eilenberg-
Moore category of T, then we agree that K }:}T(’Y (P, Q) means that, for every

(A,Oz) € ICv (Ava) ’:gf,Y (P7 Q)
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As for general algebra, from the concept of validation we also obtain a contravari-
ant Galois connection.
Definition 23. Let T be a monad in C.

(1) If £ € EM(T), then the T-equational theory determined by K, Thr(kC),
has as elements the T-equations (P, Q): X —Y such that K E% - (P, Q),

ie.,

Thy(K) = {PQEE T)xy | ot }
(=P Q RO gk e e

(2) If £ C Eq(T), then the T-equational class determined by &£, Modr(€), has
as elements the T-algebras (A, «) that validate each equation of £ i.e.,
VXaY S C7 V(P7 Q) € 8X,Ya }
(A,Oé) ’:g‘(,Y (Pv Q)
Proposition 52. Let T be a monad in C, £, £ two families of T-equations and
K, K' two classes of T-algebras. Then the following holds:
(1) If € C &', then Modr(E') C Modr(E).
(2) If K C K', then Thr(K’) C Thr(K).

Therefore the pair of mappings Thr and Modr is a contravariant Galois connection.

Modr(€) = {(A,a) € EM(T) ‘

The categories associated to the lattices of classes of T-algebras and families of
T-equations are related through the adjunction

Thy
_—
Sub(EM(T))°P T Sub(Eq(T))
MOdT

where, for every class IC of T-algebras and every family £ of T-equations, the fol-
lowing holds:

K C Modrp(€) iff € C Thr(K).

Definition 24.

(1) We denote by Cnr the closure operator Tht o Modr on Eq(T) and we call
the Cnr-closed sets T-equational theories. If £ is a family of T-equations
and E a T-equation, then we say that F is a semantical consequence of &,
EIF E, if Modr(€) C Modr(E), i.e., if E € Cnr(£).

(2) We denote by Ecr the closure operator Modt o Thy on EM(T) and we call
the Ecp-closed classes T-equational classes. If IC is a class of T-algebras and
(A4, «) a T-algebra, then (A, «) is in the T-equational class determined by
K, K E A, if Thy(K) C Thy(A4), ie., if A € Ecyp(K).

In this section we define, for a monad in a category, the abstract notions of
subalgebra and quotient algebra of an algebra in the Eilenberg-Moore category of
the monad, because we need them to show the completeness theorem for a monad
in a category of sorted sets. Moreover, we characterize the quotient algebras in
the Eilenberg-Moore category of a monad in a category of sorted sets through the
notion congruence.

Definition 25. Let T be a monad in C and (A, «) a T-algebra. A subalgebra
of (A,«) is a monomorphism i: B——= A in C such that for some C-morphism
B: T(B)—= B we have that io § = a0 T'().
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If there exists a C-morphism 3: T(B) — B such that i o § = a o T'(i), then
it is unique and (B, () is a T-algebra. Moreover, because the forgetful functor
GT: EM(T) —— C is faithful and has a left adjoint, the subalgebras are precisely
the EM(T)-monomorphisms.

Definition 26. Let p: (4,a) — (B, ) be a T-homomorphism. We say that p or,
simply, (B, 3), is a quotient algebra of (A, a) if p: A——= B is an epimorphism.

If the functor T" preserves the epimorphisms, then the quotients of a T-algebra
(A, «) are the epimorphisms p: A——= B such that po a = o T(p) for some C-
morphism §: T'(B) — B.

Proposition 53. Let T be a monad in Set®. Then T preserves epimorphisms.

Definition 27. Let T be a monad in Sets, (A, @) a T-algebra and ® an equivalence
on A. We say that ® is a congruence on (A, «) if for every a,b: ¥ —— A such that
pr® o a = pr® o b, it follows that the following diagram commutes:

T'(a) L)

TY) & T4 —% s e

Proposition 54. Let T be a monad in SetS, (A, @) a T-algebra and ® an equiva-
lence on A. Then ® is a congruence on (A, «) iff the following diagram commutes:

T(PO) pr®
(@) + T4 —< A A)D

where p° and p' are the restrictions to ® of the projections from A2 onto A.

Proposition 55. Let T be a monad in Set® and (A,a) a T-algebra. If ® is a
congruence on (A, ), then there exists a unique T-algebra structure a/® on A/P
such that the following diagram commutes

T(A) ﬂ T(A/®)
o a/d
A o A/D

In this last section once defined, for a congruence on a category, the concept
of congruence compatible with the projective limits, we show the completeness
theorem for a monad in a category of sorted sets, in the version that says that
the lattice of the congruences compatible with the products on the category of
polynomials for a monad in a category of sorted sets is isomorphic to the lattice of
the equational theories for the monad.

Definition 28. Let C be a category, £ a congruence on C, D: I—— C and (b, ),
(b,08") two projective cones from b to D. We say that § and §' are £-congruents,
denoted by 8 =¢ 0, if, for every i € I, we have that (5;, 8}) € & p,. Moreover, we
say that the congruence £ is compatible with the projective limits of D if, for every
projective limit (a,«) of D and every pair of projective cones (b, 3), (b, ") from
an object b of C to D, if 8 =¢ (', then the unique morphisms (3), (8') : b—=a
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such that, for every i € I, a; o (8) = (; and «; o (3') = 3., are E-congruents, i.e.,
((B) . (B) € Epa-
b
B
(BY|=](8) 2
ﬁ/
a o D

Proposition 56. Let C be a category, D,D': I—=C, £ a congruence on C
compatible with the projective limits of D and D' and o,7: D=—=>D' two natural
transformations from D to D'. Then, for every projective limits (a,«) of D and
(a/,a') of D', the unique morphisms (o o &) ,{T 0 &) : a—>a’ such that, for every
i€l a,o{ooa)=0;0a; and & o (T oa) = 7; 0 v, are E-congruents.
Proposition 57. Let C be a category with products. Then the ordered set Cgrg =
(Cgr%,g) of the congruences on C that are compatible with the products, is a
complete lattice.

Definition 29. Let C be a category with products. We denote by Cg'(C) the
closure operator on the set of relations on C, that to a relation £ assigns the least
congruence on C that is compatible with the products.

Proposition 58. Let T be a monad in C. If C has coproducts, then KI(T) has
coproducts.

Corollary 7. Let T be a monad in C. If C has coproducts, then Pol(T) has
products. Therefore, for every set S and every monad T in Set”, Pol(T) has
products.

Next we show that the congruences compatible with the products on the category
of polynomials for a monad in a category of sorted sets, are determined by the pairs
of morphisms in the congruence with codomains deltas of Kronecker.

Definition 30. Let S be a set and t € S. We call delta of Kronecker in ¢, the
S-sorted set 6 = (6¢)ses defined, for every s € S, as:

. 1, ifs=t;
65 = .
&, otherwise.
Proposition 59. Let T be a monad in Set® and £ a congruence on Pol(T) com-

patible with the productcs. Then (P,Q) € Exy iff, for every s € S and every
(y): 0°—Y in Set?, (Po(y),Qo(y)) € Ex.s:-

Now we show the soundness theorem, i.e., that every equational theory is a
congruence compatible with the products.

Theorem 1 (Soundness Theorem). Let S be a set and T be a monad in Set®. Then
every T-equational theory is a congruence on Pol(T) compatible with the products.

We remark that the Soundness Theorem is equivalent to Cnr, Cg%ol(m < Cnr.

Definition 31. Let T be a monad in Set®, £ a family of T-equations and X an
S-sorted set. Then we denote by Ex the equivalence on T(X) defined as follows

({(P.Q) e T(X)Z | ((P),(Q)) € Ex.6})ses-

Lemma 6. Let T a monad in Set®, £ a congruence on Pol(T) compatible with
the products and X an S-sorted set. Then, for every S-sorted set Y and every
(P,Q) € Eq(T)x,y, the following conditions are equivalents:
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(1) (P,Q)€éxy-
(2) The diagram
P

-+ .
Q

préx
T(X)——T(X)/Ex

Y

commutes.

Proposition 60. Let T be a monad in Set® and £ a congruence on Pol(T) com-
patible with the products. Then, for every S-sorted set X, Ex is a congruence on

(T(X), px)-

Proposition 61. Let T be a monad in Sets, & a congruence on Pol(T) compatible
with the products, X, Y two S-sorted sets and (P,Q) € Ex,y. Then, for every S-

sorted set Z; (T(Z)/€Z7 ,UZ/(S‘Z) ’g(,Y (P7 Q)

Theorem 2 (Adecuacy Theorem). Let S be a set and T a monad in Set®. Then
every congruence on Pol(T) compatible with the productos is a T-equational theory.

Corollary 8 (Completeness Theorem). Let S be a set and T a monad in Set®.
Then, the lattice of congruences on Pol(T) compatibles with the products and the
lattice of the T-equational theories are isomorphic.

For a set S and a monad T in Set”, the category Pol(T) of T-polynomials is a
category with products and is such that the deltas of Kronecker 6°, s € S, is a set of
cogenerators. From this follows that a T-equation (P, Q) € Eq(T)x,y is valid in a T-
algebra (A, o) iff every equation in Eq(T) x s obtained from (P, Q) by composition
with a morphism R: Y ——§° in Pol(T), is valid in (A, ). This fact allows us to
restrict, for the monads in categories of sorted sets, without lost of generality, to
consider exclusively equations with codomain 6%, for some s € S. Moreover, for this
type of equations, we have a consequence operator directly definible and equivalent
to the operator Cg%.

Definition 32. Let T be a monad in Set” and ]5(11(’]1‘) the family
(Pol(T)(X, 58)2)(X,s)€u5 xS*
Then 1\//I?o/dqr and ﬁl’]r are the operators defined as follows:

Sub(Eq(T)) —> Sub(EM(T))

Mod i
o fam mn| g 55
Sub(EM(T)) —> Sub(Eq(T))
Thy

K ({(P, Q) € Ba(T)x.,

(A,a) € K,
(4.0) Fks (P, Q)}) oyt s
The pairNof mappings ﬁlqy and h//Fc;lT is a contravariant Galois connection. We
denote by Cnt and Ecr the derived closure operators.
Proposition 62. Let T be a monad in Set®. Then the operators
H,D: Sub(Eq(T)) —= Sub(Eq(T)),
defined, for every €& € Sub(Eq(T)) and (X,s) € U° xS, as
H(E)xs={(P.Q) €Eq(T)x | (P,Q) € Ex:}
D(€)xs={(Po(y).Qo(y) €Eq(T)x. | (P.Q) € Exy, y €V}
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together with the operators

I,D: Sub(Eq(T)) — Sub(Eq(T)),
defined, for every D € Sub(ﬁl(ﬂ‘)) and (X,Y) € (U°)?, as

I(D)X,Y = {(Pa Q) S Eq(T)X,Y ’ ds € Sa Y = 55? (PaQ) € DX,S}

o ={ir B | 3505 ) <)

are order preserving. Moreover, Hol = Dol = HoB=DoB =1d
for every £ C Eq(T) and every D C ]’Ea(']I‘), we have that:

Sub(Bq(T)) 214
D(&) C D iff £ € B(D);
I(D)C & iff DC H(E),

hence DB and [ H1H.

From this last Proposition we can conclude that the unit of the adjunction I 4 H
and the counit of the adjunction D - B are identities. Moreover, the adjunction
DoI-H o B is the identity adjunction, hence the category Sub(Eq(T)) is a retract
of Sub(Eq(T) in the category Adj of categories and adjunctions.

Proposition 63. Let T be a monad in Set®. Then the following diagrams commute

Th']r ﬁl’ﬂ‘
Sub(Eq(T) Sub(EM(T))° Sub(Eq(T)) T _ Sub(EM(T))°P
Modqy Mody

D|4|B I|+|H
Th']r ThT
sib(]:]a(jr)) Sub(EM(T))°"  Sub(Eq(T) —><T Sub(EM(T))°P
MOdT MOd’]I‘

O

This fact implies, as we will see later on, that the adjunctions Modt 4 Tht and

1\?&1? B ﬁm are equivalent in a convenient 2-category of adjunctions, algebraic
morphisms of adjunctions and deformations between algebraic morphisms.

For the equations in Eq('}l‘) we can define a closure system CNT such that the
associated closure operator CT is equivalent to CgT

Proposition 64. Let T be a monad in Set® and Cp the of all £ de E&(T) that
satisfy the following conditions:

(1) For every (X,s) € U° xS, Ex.s is an equivalence.
(2) For every (P,Q) € Ey,s and every (P' Q') € Pol(T)(X,Y), if, for every

s €8 and every (y): 6° —=Y, (P o (y),Q o (y)) € Ex.« then it follows
that (PoP',Qo Q') € Ex 5.

Then Cr is a closure operator on E,I](T) We denote by Cr the closure operador
determined by Cr.

Proposition 65. Let T be a monad in Set® Then we have that the lattices (Cr, C)
and @H(POI(T)) are isomorphic.
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2.5. Morphisms and deformations of Fujiwara. In this section we generalize
the preceding morphisms between h-signatures in such a way that a morphism from
an h-signature into another will consists of two suitably related mappings: On the
one hand, the mapping that relates the sets of sorts of the h-signatures will not
be, as above, a mapping from the set of sorts of one to the set of sorts of the
other, but a mapping that assigns to each sort in the first, a derived sort in the
second, and, on the other hand, a mapping that assigns to formal operations in the
first, families of formal h-polynomials in the second, all in such a way that both
transformations are compatible. This type of transformation between h-signatures
will allow us to generalize, concordantly, the morphisms between heterogeneous
algebras. We recall that Fujiwara in [Fuj59] defined transformations between h-
signatures, but only for the homogeneous case. Moreover, we will endow to the h-
signatures, morphisms between them, that we will call F-morphisms to honor Prof.
Fujiwara, and deformations from one F-morphism into another, of a structure of 2-
category, that was not considered by Fujiwara. We will also show that the category
Sigy,; of h-signatures and F-morphisms can be obtained as the Kleisli category for
a monad on Sig, however the procedure to obtain this monad is more intricate
than that for the derivors. This is due, essentially, to the fact that, for an h-
signature (S, X)), the pair (S* x S*,Polg, (X)) is not an h-signature. Moreover, the
contravariant functor Alg: Sig—— Cat will be lifted to a contravariant pseudo-
functor Algy,;: Sigg,; — Cat. Then, by applying the construction of Ehresmann-
Grothendieck, we will obtain a new category Algy,; of h-algebras and morphisms
between h-algebras that have the F-morphisms as a component.

Every F-morphism between h-signatures has associated a functor between the
respectives categories of formal heterogeneous polynomials, defined in a similar way
to the case of the morphisms of h-signatures, that we will lift to a pseudo-functor
Poly,;: Sigp,j — Cat. Moreover, for the F-morphisms are valid the replicas of
the propositions on morphisms between h-signatures that were enunciated in the
section on formal heterogeneous polynomials. In particular, the realization of formal
heterogeneous polynomial in the algebras will be invariant relative to the functors
Algg,; and Polgyj, for which we have a proposition analogous to the Prop. ?7.

Before we define the F-morphisms, we agree that FMon = (x, (), A) is the monad
for the formation of the free monoid, where, for every set S, (jg: S——=S* is the
canonical inclusion from S into S* and Ag: S** ——=S* is the concatenation of
words. To simplify the notation, we write S* instead of %(S) and (s) instead of
(s (s). Moreover, if ¢: S—=T*, then ¢*: S* —=T* is the extension of ¢ to the
free monoid S* on S.

Definition 33. Let X and A be h-signatures. A morphism of Fujiwara or, sim-
ply, an F-morphism, from X into A is a pair d = (¢,d), with ¢: S——=T* and
d: ¥ —= Ayt (Polp, (A)), ie., an §* x S-sorted mapping from X into Polp,. (A) 4z » -

Once defined the F-morphisms, we point out that every derivor d: ¥ ——=A
determines an F-morphism ({7 o¢, d), because

d: B —>Age g (Polu, (A) = Agrog)sxp(Pole, (A)),

therefore the theory of derivors falls under that of the F-morphisms.
If d: ¥ ——= A is an F-morphism, then d is an S* x S-sorted mapping such that,
for every (w,s) € S* x S,

dw,s . 2w,s HPO]BT (A)¢ﬁ(w),¢(s) = FrA(lqsﬂ (w))¢(s)
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and because Agiyy = A1xgy © Agixgs and the functor [T, 5, is left adjoint for the
functor Ay, d is, essentially, an S* x S*-sorted mapping

61505 (d): 11, g, & —> Aot (Polp (A).

From now on, for every F-morphism d, we identify d and 6'*%s(d).

For every h-signature A, Polg,.(A) is the underlying h-set of the Bénabou al-
gebra for T, Polg, (A). Because Polg, (A) is isomorphic to Frg, ([I; ., A), the
F-morphisms can also be defined as pairs (¢, d) with ¢: S——=T* and d an S* x S-
sorted mapping from ¥ into Frg,,. (HleT M)z 5 OT, equivalently, an S* x S*-sorted
mapping from J[;, ;¥ into Fre, (I p, A)gsxer-

On the other hand, as we will show next, every mapping ¢: S —=T* induces
a functor from the category Alg(Br) into the category Alg(Bg), but, unlike the
case of the Hall algebras, it does not arises from a morphism of algebraic presenta-
tions, but from a derivor between the corresponding algebraic presentations. Hence,
Polp,. (A) 4z x ¢ Will be endowed with a structure of Bénabou algebra for S, that will
allow us, among other things, to define the composition of the F-morphisms.

Proposition 66. Let ¢ be a mapping from S into T*. Then there exists an (S* x
S*)* x (8* x §*%)-sorted mapping
b¢: EBS 4>P01HT (ZBT)(qanw)*X(quxw)
defined as
(1) For every w € S* and i € |w|, b®(x*) is the BT -polynomial

¢ (w)
R Wsi+1_1>¢ﬁ(w),¢(wi)

of type A\— (¢#(w), (¢(w:)))
(2) For every u, w € S*, b?((Vuuw) is the ZBT -polynomial

()

d(w #F (u),p(w B(w & (w),p(w
<7T0< o)w(() (u),8( 0))’---77T\¢>(<Jo)>\_1°“3 (u),¢( 0)),...,

pw;)  (¢F(u),d(w;)) é(wi) (¢ (u),(w;))

7r0w o, “ ,...,ﬂ‘¢&i)‘_lovi “ RN

¢(w\w\—1) (d)u(u)#d)(w\w\fl)) ¢(w\w\71) (‘bu(u)’d)(w\w\—l))
o © Vpy| 1 s Mgyl —1 © V|1 )

of type ((¢*(u), (wo))s - - -, ($*(w), p(wyw|-1))) — (¢ (u), *(w))
(3) For every u, x, w € S*, b¢(ou_’z7w) is the L7 -polynomial

LN ,d)u x LI S (w
R U RN ORI

of type ((¢%(u), ¢ (x)), (¢ (), F (w))) —= (¢ (u), ¢ (w))

Moreover, (¢F x ¢t b¢) : (S*x §*, xBs €Bs) — (T*xT*, 287 BT is a morphism
of algebraic presentations.

Because every derivor between algebraic presentations induces a functor, in the
opposite direction, between the associated categories of algebras, every mapping
¢: S—>=T*, determines a functor Alg,. (¢! x ¢f, b?) from Alg(By) into Alg(Bg).
The action of the functor on the free Bénabou algebra on a T-signature A is a
Bénabou algebra for S, with Polp,. (A):«¢: as underlying S* x S*-sorted set.

Let us remark that for an F-morphism d: ¥ —= A, we can extend the S* x S-
sorted mapping d: ¥ —=Polp,.(A) 4z« 4¢ to a homomorphism of Bénabou algebras
d*: Polg (%) —= Polg, (A)ptx ¢t , whose underlying S* x S*-mapping determines a
translation of X-polynomials into A-polynomials. In particular, for every (w,s) €
S* xS, di,(s) is the translation of formal h-polynomials in Fry(Jw), into formal
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h-polynomials in Fra (lqz&ﬁ(w))(b(s), that assigns to every variable v7 in |w the tuple

: o' (w)s, M (w)s; 11
of variables (vs, "™,...,vg 1 ).

Definition 34. Let d: ¥ ——=A and e: A——Q be F-morphisms. Then the com-

position of d and e, denoted by e o d, is the morphism (4% o ¢, eiﬂxw o d), where
Yfop: S—=U* and eiﬁxw od is obtained from

Br p
A" Pols,(A) Polg, (A)gix gt <———— %
e ef s ezsﬁxw
POIBU (Q)wﬁxwﬁ POIBU (Q)deﬂuwuan

and, for every h-signature ¥, the F-identity is the F-morphism ({s,75°).

The preceding definition allows us to obtain a category of h-signatures and mor-
phisms of Fujiwara.

Proposition 67. The h-signatures together with the morphisms of Fujiwara deter-
mine a category, that we denote by Sigg,;.

The category Sigy,; can be obtained as the Kleisli category for a monad on Sig,
however the procedure to obtain this monad is more involved than that for the
case of the derivors. This is due to the fact that, for an h-signature X, the pair
(8* x S*,Polp, (X)) is not an h-signature, because Polg,(2) is an S* x S*-sorted
set, but not an (S* x S*)* x (8* x §*)-sorted set. To obtain such an h-signature,
let us remark that the functor

A oxi: Set® ™ > 8et <

assigns to S* x S*-sorted sets S*-signatures, therefore, for every S-signature X, we
have that A,  x1(Polgs (X)) is a S*-signature. On the other hand, for every set of
sorts S, the adjunction Frg_ 4 Gpg, determines a monad on Set® *5" denoted as
Frp, = (Frg,, n®s, uBs). From this we can obtain the monad that is associated to
the F-morphisms as follows.

Proposition 68. There exists a monad fuj = (fuj, n™, uf) on Sig such that the
categories Sigyg,; and Kl(fuj) are isomorphic.

Now we will lift the contravariant functor Alg: Sig—— Cat to a contravari-
ant pseudo-functor Alg,;: Sigg,;—Cat, and by applying the construction of
Ehresmann-Grothendieck, we will obtain a new category of heterogeneous algebras
Algy,;. But before that we define some auxiliary functors and natural transforma-
tions.

For every set of sorts S, there exists a functor (-)* from Set” into Set®" defined
as (1) = (-u)ues+. If f: A—> B is an S-sorted mapping, then we say that A%S
and f15 are the extensions of A and f to the words on S. Sometimes, to simplify
the notation we will write A% instead of A%s and f% instead of fs.

The functors (-)% are the components of a natural transformation.
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Proposition 69. From Set into Set o FMon°®? there exists a natural transformation
()"

FMon°P
Set°P on Set°P

(-)"
=
Set Set

Cat

that to a set S assigns the functor ().

Proposition 70. Let S be a set of sorts. Then from the functor (-)¥s* o (-)8s into
the functor A, , o (-)%s there exists a natural isomorphism Lg
()8s* o (-)Es
Set® Y s Set®"”
Aygo (')hs

such that, for every S-sorted set A, (1s)a: Ahh%Ai is the S**-isomorphism
defined, for every W = (w;)icjw| € S*, as

(pr-_ Opr‘>ie|ﬁ\ j € |w; |
hb N 15 [3 yJE W4 - h
AE - Hie\mnje\wi\Awu Hie\m,je\wi\Awu - AAE

where pr;: Ag— Ay, and pr; : A, —> Ay, are the canonical projections. To

simplify the notation we will write 1 instead of (1) 4.

The natural isomorphisms ¢g, in his turn, are the components of an iso-modification,
i.e., of an invertible isomorphism between 2-natural transformations ([Bor94]).

Proposition 71. From ((-)? * FMon®?) o (-)! into (Set *A°P) o ()8 there exists an
iso-modification ¢ = (Ls)gegetsor -

FMon®P FMon°? FMon®P FMon°?
Set?p - Set°p SetOP Set?p —_ = OPop Set°p
\ / \\ FMon°P //

/

Se> \\\<Set 7 Set = Set \\ ;///Set

Cat Cat

: l B4 . \\ 0

Corollary 9. Let ¢: S——=T* be a mapping. Then, for every T-sorted set B, we
have that By = By« and By: are isomorphic S*-sorted sets.

Corollary 10. Let ¢: S——=T* and ¢: T——=U* be mappings. Then, for every
U-sorted set C, we have that C’w¢ and Cyzo4 are isomorphic S-sorted sets.

Corollary 11. let ¢: S——=T* be a mapping. Then, for every T-sorted set B, we
have that Opg,.(B) g« and Opg,(Bg) are isomorphic. We denote the isomor-
phism by /@g: Opg,, (B)gix gt — Opp,.(By).

In the preceding Proposition, for every mapping ¢: S——=T* and T-sorted set
B, the isomorphisms Hf are the components of a natural isomorphism x4, defined
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as

Opgp
Setis;o - hs SetS* X S*

Ko
Ay = Ayt x gt

Set!, ————— Set?" *7"
iso OpBT Set

with Setf, the category of S-sorted sets and isomorphisms.
Next we show that the F-morphisms between h-signatures determine functors in
the opposite direction, between the associated categories of h-algebras.

Proposition 72. Let d: ¥ ——=A be a morphism in Sigy,;. Then Algy,;(d) is the
functor defined as

Atg(n) B )
(B,G) (By, G9)
f L — lﬁﬁ
(B',G") (B, G"?)

where, for every A-algebra (B,G), G< is /ff o Giﬁxw od, obtained from

U d
A—2 > Polg, (A) Polp, (A)gtxgt <3
Gﬁ
as ot x
G G*

OPBT (B)qsﬁ X¢b T OPBS (B¢)
Opg,,.(B) K

If d: ¥——= A is an F-morphism, B = (B,G) a A-algebra, o0: w——=s a formal
operation in ¥ and

W= (80, Sm—1)
#(s0) = (t0,05---»tono—1)

(b(smfl) = (tmfl,Oa ce 7tm71,nm,171)
o(s) = (to, ..., tp—1)

then ¢f (w) is the word
(t0,05 -+ st0,m0—15 - - s tm—1,05 - -+ s tm—1,mpn 1 —1)
and d(o): ¢*(w) —=¢(s) i.e., d(o) is a family of formal h-polynomials P = (P, ...

such that, for every i € p, P;: ¢*(w) —=t;. The realization of d(c) in B, Giﬁxqﬁ” (P)

prl)

is the polynomical operation P2 = (POQ7 . ,PPE_ 1) of type

Bto,o X X BtO.nofl X X Btmfl,o XX Btmfl,nm,_l—l Bto X X Btp71
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that by composition with the canonical isomorphism from By, into By, gives
rise to the operacion G%(o)

(BtO,OX"'XBto,nofl)X"'X(Bt X - X By

m—1,0 mfl,nm,lfl)

LB
(6(50)s- ¢ (sm—1))

Bto,o XX BtO,nofl XX Btmfl,O XX Bt

o

X...thp71

m—1,m,, _1—1

B,

0

this justifies that we denote G4(o) as
Biyy - Bigos
G () : : : :

H(Bto v Btp—l)'

B, B,

m—1,0 m—1,n,, _1-1

Proposition 73. Let d: X ——=A be an F-morphism of h-signatures. Then the
following diagram commutes

Gy
Alg(X) Set®
Algfuj (d) Ais
Alg(A) A Set”

The functor Alg: Sig ——= Cat can be lifted to a contravariant pseudo-functor
Algy,;: Sigg,; — Cat, and, by applying to this contravariant pseudo-functor the
construction of Ehresmann-Grothendieck, we obtain the category Algg,;.

Proposition 74. From Sigy,; into Cat there exists a contravariant pseudo-functor,
denoted by Algg,;, defined as

Sigy; L Cat
= Alg(X)
d — TAlgfuj @
A Alg(A)

(1) For given h-signatures X, A, Q, the natural isomorphism ys A o s, for ev-
eryd: X—=A and e: A——=9, the natural isomorphism from Algfuj (e) o
Algy,i(d) into Algy,;(eod) that, for every Q-algebra (C, H), is the isomor-
phism Li*o(b. To simplify, we write vq. instead of (YsA.Q)d.e-

(2) For an h-signature ¥, the natural isomorphism v(g sy from Idaigs) into
Algy,i(0s, %) is, for every X-algebra (A, F), the isomorphism 65 A—s (A(s))ses-

Definition 35. By applying the Ehresmann-Grothendieck construction to the con-
travariant pseudo-functor Algy,; we obtain the category Algy,; i.e.,

Sigfuj
Algfuj = / Algfuj .
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The category Algy,; has the pairs ((5,X), (A, F))) as objects, with S a set of
sorts, ¥ a heterogeneous S-signature and (A, F) a Y-algebra, and as morphisms
from ((S,%), (A, F)) into ((T,A),(B,G)), the pairs ((¢,d),h), with (¢,d) an F-
morphism from (5, ¥) into (T, A) and h a homomorphism of ¥-algebras from (A, F')
into Algg,;(¢,d)(B,G) = (By, G*D).

Now we define some auxiliary functors and natural transformations that we will
use later on to show the existence of a pseudo-functor from the category Sigy,; into
the category Cat.

For every set of sorts S, the functor (-)# from Set® into Set®”, has a left adjoint.

Proposition 75. Let S be a set of sorts. From Set®" into Set® there ezists a
functor (-)s defined, for every S*-sorted set C and s € S, as follows

Cls =Jwes & Cuw x {w} x w™'[s]
w”[s]£2
and, for every S*-mapping f: C —=C"', s € S and (c,w,i) in CIs, as follows
e, w,i) = (fule)w, ).
Moreover, the functor (-)'s is a left adjoint for the functor (-)s.
(.)hs
N X
Set® T Set®
(.)Ts
The functors (-)'s are also the components of a natural transformation.
Proposition 76. From the functor Set o FMon®® into the functor Set there exists
a natural transformation (-)1

Set®? FMon™ Set®P

AT
oL
Set Set

Cat

that to every set S assigns the functor (-)Ts.

From the Prop. 75, follows the existence of an adjunction (-)T ()%, i.e., the nat-
ural transformations ()7 and (-) are adjoint 2-cells in a 3-category of 2-categories,
2-natural transformations and modifications.

Proposition 77. Let S be a set of sorts. From the functor (-)'s o (-)Ts* into the
functor (-)s o [1, . there exists a natural isomorphism (s

(.)Ts ° (.)Ts*
Set® I ¢s Set®"”
(')TS o HAS

If there is no risk of misunderstanding we will write (¢ instead of (Cs)c-

For every S**-sorted set C, ¢¢: CTt — CI is the S-isomorphism that, for s € .S,
assigns to ((¢,T,),y,4) in CIT the element ((c,Z), AZ, k) in C, where T is of the
form
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The natural isomorphisms (g are the components of an iso-modification.

Proposition 78. From ((-)' * FMon®?) o () into ()T o (Set x A°P) there exists an
iso-modification ¢ = (Cs) gesetsor -

FMon°P FMon°? FMon°? FMon°P
Set’i’p T GetoP — 7 Set Set® T > opopf_') Set°?
\ | / \\\ FMon®? /
N A N

Set <Set 7/ Set = Set \\ L/ Set

Cat Cat

If ¢: S——=T* is a mapping, then we can compose the adjunctions H¢ 4Ag4 and
()T 4(-)¥ to obtain a adjunction from Set® into Set”, that we denote by ]_[jb —1Ai.

Set®

el
qu s

The functor HL assigns, to an S-sorted set A, the T-sorted set

({(a,s,i) | s € S, a € Ay, i € |p(s)], p(s); = t})ter
and the functor Ai assigns, to a T-sorted set B the S-sorted set (Bg(s))ses. The
natural isomorphism of the adjunction ]_LJ; —|Al, denoted by 9“‘, assigns, to every
f: HL(A) —> B, the S-sorted mapping that, for s € S, is defined as
A, —= B
615 1), { s o)
oD q (fo(5):(a,5,7))ieig(s)]
and, to every g: A%AZ(B), the T-sorted mapping that, for ¢ € T, is defined as
f(4), — B
1) (g), { Lol — B
(a,s,i) — gs(a);

From this follows that every F-morphism of h-signatures induces a functor be-
tween the associated categories of formal h-polynomials.

Proposition 79. Every F-morphism d: ¥ — A induces a functor Polg;(d) de-
fined as

Pol(Y) M Pol(A)
X 11 x
P — | (kg o)

Y 111
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where (tﬁ)yl(nﬁlx))ti arises from

b
X Ix Fry (X)
(n})x %h(”ﬁlx) (%“(nﬁf X))ﬁ
~ |
ALTTL X A% (Fra (1T}, X))

with ny the unit of the adjunction HL—!AZ).

Let us remark that, in the preceding Proposition, (ny) x assigns, to x € X, the
family ((x,s,0),...,(x,s,|¢(s)] — 1)). We can say, informally, that to a variable
x € Xy corresponds in HL X a family of variables of the form (z, s,4), with sorts
¢(s);, and that, for a morphism P: X —Y in Pol(X) and (y,s,i) € (HZ) YY),
Polgy;(d)(P)g(s): (¥, 5,7) is the formal h-polynomial for A obtained by replacing,
recursively, in Py(y) the formal operations o: w——=s by the families of oper-
ations d(0): ¢*(w) —=@(s) and the variables x € X, by families of variables
(€, 5, 1) jelo(s)]-

The above construction can be lifted to a pseudo-functor from the category of
h-signatures and F-morphisms into the category Cat.

Proposition 80. From Sigyg,; into Cat there exists a pseudo-functor Poly; defined
as

. Polgy;

Sigyy; Cat
b Pol(X)

dl o lPolfuj (d)
A Pol(A)

(1) Given h-signatures 3, A and Q, the natural isomorphism vys A o is, for every
d: X—A and e: A——=Q, the natural isomorphism from e, od, into (eo
d)o that assigns to every S-sorted set X , the morphism 7%’2: ]_[1;} HL X— ]_[Lﬁw X
in Pol(§2) that corresponds to the U-sorted mapping

Q
pPX UULH;X

o X [T 115 x Fro(IT1, 115 X)
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where p is the isomorphism obtained from the following diagram

Set” ™~

1 ~
N
Set” 9 Set?”

\

11 I,
I i = § 1 [ Hysos

Ao Mo+

Set? SetV” Set!”" = Hwﬁ

U*y—1
o e

J %

SetV”

and ~ the isomorphism associated to the pseudo-functor Set™. To simplify
the notation we write ¥¢ instead of (Ys.A.0)d.c-

(2) For an h-signature 3, the natural isomorphism v= from Idpoy(x) into Poley;(Qs
,ngs) is, for an S-sorted set X, the morphism, in the category Pol(X),

1/)%: X— ]_[id;X that corresponds to the S-sorted mapping

T TS 77%
[, X X Fro(X)

with 7° the isomorphism in the diagram

Set®
Id Ly
Sets TSK
Set® Set®”

()t

defined, for every S-sorted set A, as the S-sorted mapping that, for s € S,
assigns to ((a, s),(s),0), a.

We can give an alternative description of the pseudo-functors Algy,; and Polgy;
because, for an h-signature X, there exists an F-morphism idgy; @) = (idg, idgy; @))
from fuj(X) into X, with idgs: S* —=S* the identity in S* and

idgj(z) : Fres (Hlxgsz)Asxl — Polg; (Hlx(}sz))\SX1

the canonical isomorphism.

The value of the functor Algg,; in the F-morphism ﬁfuj(;) determines a func-
tor from Alg(X) into Alg(fuj(X)), that assigns to every X-algebra (B,G) the
fuj(X)-algebra (B, G’isxl), whose algebraic structure associates to every formal
h-polynomial P: w——swu for fuj(X), the realization of the formal h-polynomial
P: A w——su for Polg, (%) in (B, G).
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If d: ¥ —= A is an F-morphism of h-signatures, then the composition of Algg,; (ﬁfuj ( A))

and Alg(¢,d), where (¢,d) is the morphism of h-signatures associated to the F-
morphism d, by the Prop. 68, is identical to Algy,;(d).

Proposition 81. Let d: X ——=A be an F-morphism of h-signatures. Then the
following diagram commutes

Alg(%)

Alg(o,d
Algg;(d) 8(9.4)

Alg(d) — Alg(fuj(A)
Algfuj (ldT* ) 1dfuj (A))

The functors Algy,; (ﬁfuj@)) are the components of a natural transformation,
from which we obtain the functor Algg,;.

Proposition 82. From Alg into Alg o fuj°? there exists a natural transformation
o = (Algp,;(ids-, idgj(z)) ) zesig

jr

fu
Sig°P SigP
=
Alg Alg
Cat

The value of the functor Polg,; in the F-morphism ﬁfuj@) is the functor that to

a morphism P: X —=Y in Pol(fuj(X)) assigns the morphism in Pol(X)

077 ((05%)2 o) o P)
Xt vi

If d: ¥ —— A is an F-morphism of h-signatures, then the composition of Pol(¢, d)

and Polgy(idgy;)) is Polsy(d).

Proposition 83. Let d: ¥ ——=A be an F-morphism. Then for the corresponding

morphism of h-signatures (¢,d): ¥ — fuj(A) we have that the following diagram
commutes

Pol(z)

Polsy;(d) Pol(¢, d)

Pol(A) — Pol(fuj(A))
Polygy; (idp+, idgy; (A))

The functors Polgy; (ﬁfuj (x)) are, also, the components of a natural transforma-
tion.
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Proposition 84. From the functor Pol o fuj into the functor Pol there exists a
natural transformation 8 = (Polg;(ids~, idp(x)))sesig-

. fuj .
Sig Sig

g
&=
Pol Pol
Cat

Lemma 7. For every h-signature 3 the following diagram iso-commutes

ay, X 1d
Alg(X) x Pol(fuj(X)) — Alg(fuj(X)) x Pol(fuj(X))
Id x Bs P
Alg(X) x Pol(X) S Set
Pd=

Proposition 85. From the category Sig?ﬁ} X Sigg,; into Cat we have a pseudo-
functor defined as

Alggy;(+) x Polgu;(-)

Sigp,; x Sigy; Cat
(Z,A) Alg(X) x Pol(A)
(d,e) — Algg,;(d) x Polgyj(d)
(', A) Alg(2') x Pol(A)

as well as the functor Kget constantly Set. Then Pd = (PdE)ZESig, together
with the family 6 = (Hi)deMor(Sigfuj), where Qix = 9;514, 18 a pseudo-extranatural
transformation from the pseudo-functor Algg:(+) x Polgj(-) into the functor Kset.

From this last proposition we can assert that the realization of the formal h-
polynomials is invariant relative to the F-morphisms of h-signatures, i.e., that, for
every F-morphism of h-signatures d: ¥ ——=A, if (P, Q) is a Y-equation of type
(X,Y) and B a A-algebra, then

Algr(d)(B) E= (P, Q) iff B =% Poli;(d)(P, Q)
where Pol?uj (d)(P, Q) is the A-equation (Polg,i(d)(P), Polyj(d)(Q)) of type (]_[L X, HL Y).

Corollary 12. The quadruple (Sigy,;, Algg,;, Polsuj, (Pd,0)) is an institution on
Set, the institution of Fujiwara.

In the preceding section we obtained a category of h-signatures in which the
morphisms of Fujiwara were the transformations between the h-signatures. In this
section we will obtain a structure of 2-category on the category of h-signatures
and F-morphisms, through the concept of deformation between F-morphisms. The
deformations that we consider are a generalization of the concept of equivalence
between F-morphisms, defined by Fujiwara in [Fuj60]. The deformations between
F-morphisms, in his turn, determine natural transformations between the func-
tors associated to the F-morphisms, that will allow us to lift the pseudo-functors
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Algg,; and Polg; to 2-functors, and hence to obtain, by applying a construction of
Ehresmann-Grothendieck to Algy,;, a 2-category Algy,;.

As we will see, the deformations are, also, compatible with the realization of
the formal h-polynomials in the h-algebras and this will be characterized through
the concept of pseudo-extranatural transformation between pseudo-functors on 2-
categories. From this we will obtain that the relation between formal h-polynomials
and h-algebras is an example of 2-institution, that generalizes the usual concept of
institution. Following this, we define a 2-category of heterogeneous pretheories,
Thpyg,;, with objects the heterogeneous pretheories, morphisms the F-morphisms
between h-signatures that are compatible with the equations, and 2-cells the defor-
mations between F-morphisms of pretheories. In such a 2-category we will show the
equivalence of the pretheories of Hall and Bénabou, equivalence that was showed,
for the categories of corresponding algebras, in the section on Hall and Bénabou
algebras.

To study the deformations we need to consider some derived operations in the
h-algebras of formal h-polynomials for the different h-signatures.

Definition 36. Let S be set of sorts.

(1) For every w € S** and i € [w|, let i be the derived operation of type
A — (AW, w;) defined as

<7":w7 7":::1 _1) AW, W;
where w is of the form
w;
—~
() U (P Yooy (yeenyt))

, .
S5 Ssi41—1

and, for every i € [w], n; = [W;| and s5; = ) ., Na-
(2) For every u € S* and w € S**, let (), w be the derived operation of type
((u,wo), ..., (u, Wyp|—1)) — (u, Aw) defined as

w w
(Po, .., Pag|—1)umw = (M5 0 Po,...,m2° obPy,...,

‘Eo‘fl
77(1)1)@71 © P|E|717 e ’ﬁ%@:ﬂ—l © Bﬁ|71>u,)kﬁ
(3) For every n € N, and w, w € S*", let Az be the derived operation of type
((@o,@Wo), - - -y (Wn—1,Wn—1)) —> (AT, AW) defined as

AE,E(P(), . 7Pn—1) = <P0 [¢] 7_‘,057 e 7Pn—1 [e] WZ_1>AH7E

From now on, to simplify the notation, we will omit some indexes in the expres-
sions. Moreover, for the operations of the form Ay w we adopt the infix notation,
and we will write Py A --- A P,_1 instead of Agw(FPo, ..., Po_1), the type, in his
turn, will be g A -+ A Up_1—>Wo A -+ A Wp_1.

For the algebras of formal h-polynomials Polp,(X), the operations Az are,
essentially, the result of gather in a family the corresponding formal h-polynomials,
relabeling adequately the variables.

Definition 37. Let d and e be F-morphisms from ¥ into A. A deformation from
d into e is a choice function £ for the S-sorted set (Polp, (A)g(s),p(s))ses, such
that, for every formal operation o: w——=s, we have that the following diagram
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commutes

FTA (1o())p(s) X Fra(lof(w

x

Fra (19 (w))y(s)

/

Fra (19 (w) )y(s) X Fra(1o#(w)) g )

or, to simplify, that the following equation holds

§sod(o) = e(o) 0w

where &, is the formal h-polynomial &g A« -+ A&y, _,
We agree that £: d ~= e denotes the deformation £ from d into e.

The deformations are families of formal h-polynomials £ = (&,)secs such that, for
every s € S, & € Fra(lé(s))y(s), iy s 18 ((§s)os- -+, (€s)w(s)|—1) such that, for
every i € |¢( )|, (&s); is a formal h- polynomlal for A of type 9(s);, with variables
those associated to the word ¢(s). The commutativity condition we represent by
the commutativity of the following diagram

d(o
) —A )
T
Hw) ————— (s
) )

were &,, arises as

¢(U10) gw lwl ! ¢(w|w|71)

Ewo Y(Wjaw|-1) Euwju 1

/\

The commutativity condition in the above definition can be extended to the
formal h-polynomials.

w|w|—1)

Proposition 86. Let d and e¢ be F-morphisms from X into A and £: d~>¢ a
deformation. Then, for every formal h-polynomial P: w—sw in Polg,(X), the
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following diagram commutes

d*(P
#) — 0 )
«| -
u : w
Vi) g VW)

The deformations can be both horizontally and vertically composed, and from
this we will obtain a structure of 2-category on the h-signatures.

Definition 38. Given the configuration

the vertical composition of £ and y, denoted by x 0 &, is (xs © &s)ses-
Proposition 87. The vertical composition of deformations is a deformation.

Definition 39. Given the configuration

the horizontal composition of £ and x, denoted by x * &, is the S-family such that,
for every s € S, (x *§)s is the diagonal in the following diagram

R (&,
7 (d(s)) M Y (¥(s))

\

o =~ |,
NSRS

Xo(s) Xy(s)
vH(¢(s)) e vH(y(s))

The definition of the horizontal composition is sound because, for every s € S,
§s is a formal h-polynomial in Polg,. (A)g(s),s(s) and, because x is a deformation,
the above diagram commutes.

Proposition 88. The horizontal composition of deformations is a deformation.

Once defined the horizontal composition of deformations, we state, in the follow-
ing proposition, that the horizontal and vertical composition of deformations fulfill
the interchange law of Godement.

Proposition 89. Given the configuration

/5\/\
\ﬁ/\/

we have that (X" * x) o (§' *&) = (X' 0 &) x (x 0 &).
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Definition 40. For every F-morphism d: ¥ — A, we denote by id4 the S-family
&(s) $(s)

(<7T0 ) e --’7T|¢(s)‘_1>¢>(s),¢(s))ses-

Proposition 90. For every F-morphism d: ¥ ——A, idq is the identity deforma-

tion for d.

Proposition 91. Given the configuration

-dd\A/ id\*ﬂ
d ~

-8

1

,/

we have that id. * idg s the identity for e o d.

s
BT

ST S

| =~ |

Corollary 13. The h-signatures together with the F-morphisms and the deforma-
tions between the F-morphisms determine a 2-category, denoted as Sigyg,;.

The deformations between F-morphisms from an h-signature into another, deter-
mine natural transformations among the functors between the categories of algebras
for the h-signatures.

Proposition 92. Let d and e be F-morphisms from X into A and £: d~>¢€ a
deformation in Sigg,;. Moreover, for every A-algebra (B,G), let ¢(BG) be the

S-sorted mapping (§£B’G))Ses. Then, ¢B%): By——= B, is a homomorphism of
X-algebras from Algg,:(d)(B, G) into Algg,;(e)(B,G).

Proposition 93. Let §: d~>e¢ be a deformation in Sigg,;, with d and e F-
morphisms from X into A. Then the family (fg)geAlg(A), denoted by Algy,; (&),
is a natural transformation from the functor Algg,:(d) into the functor Algg,(e).

The pseudo-functor Algg,;: Sigs,; —Cat can be lifted to the 2-cells in the
2-category Sigg,;-

Proposition 94. From the 2-category Sigg,; into the 2-category Cat there e-
ists a pseudo-functor, contravariant in the morphisms and covariant in the 2-cells,
denoted as Algg,;, and defined as

. Algfu'
Sigy; - Cat

4

Alg(%)

af —  Algg(d) / Algﬁ’:%(g)\ Alggy;(e)

(

Alg(A)
together with the natural isomorphisms vs a0 and vy defined in the Prop. 74.

From this we can lift the category Alg to the 2-category

Sigfuj
Algfuj = // Algfuj7

with objects (0-cells) pairs ((S,X), (A, F')), where S is a set of sorts, ¥ an S-
sorted signature and (A, F') a ¥-algebra, morphisms (1-cells) from ((S, %), (4, F))
into ((T,A), (B, G)) the pairs ((¢,d), f), where (¢,d) is a morphism of Fujiwara
from (S,%) into (T,A) and f a homomorphism of Y-algebras from (A4, F) into

Algfuj (¢a d)(B’ G) = (B¢7 Gg)ﬁxg{;ﬁ © d)? and 2-cells from ((¢7 d)a f) into ((1/}5 6), g)a
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where ((¢,d), f) and ((¢, €), ) are morphisms from ((5, X), (4, F)) into (T, A), (B, G)),
the 2-cells £: (S, ¥) ~> (T, A) in Sigy,; such that the following diagram commutes

AlngJ( )(B G)
f

(A’ F) §(B7G)

T

AlngJ ( ) (B G)

We only remark that for the following cofiguration of 2-cells

(£, 4) @5 (A,B) (X (2.0)
) — T ()

we have the commutative diagram

Algg,;(hod)(C)

[

/Algfuj (d)(p) g
Algy,;(d)(B) Algg,;(d) (X&)

~
Algfuj (d) (Q
! Algy,;(iod)(C) 7185, (1)(C)

[+S
"
|

é‘Algfuj (1)(C)

g
et
Algg,i(e)(B) Algg,;(e)(x9)
Alggy(e)(q)
Algg,;(i0e)(C)

Algpi(hoe)(C)

The deformations between F-morphisms from an h-signature into another, also
determine natural transformations among the functors between the categories of
formal h-polynomials for the h-signatures.

Definition 41. Let d and e be F-morphisms from ¥ into A and &: d ~> e a de-

formation in Sigy,;. For an S-sorted set X let {x: ]_[L X— FYA(HL X) be the
T-sorted mapping defined, for ¢t € T, as the mapping

(2,5,1) r— (€)i (0] /(2,5,0),.. ooy ) (.5, |é(s)] — 1))

This definition is sound because, for every j € |¢(s)|, we have that (z,s,j) €
(H; X)g(s); and (&§s)i: @(s )—>w(s)i, hence (£x)¢(z, s,1) is a formal h-polynomial
for (T, A) of type ¥(s); =

The mappings Ex, for every S-sorted set X, are, in the category Pol(A), mor-
phisms from ]_[L X into HL X, and are the components of a natural transformation.
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Proposition 95. Let {: d ~> ¢ be a deformation in Sigy,;, with d, e F-morphisms
from ¥ into A. Then ({x)xepol(x), denoted by Polsyj(§), is a natural transforma-
tion from Polp,j(d) into Polp;(e).

The preceding Proposition is analogous to the Prop. 86 for formal operations
with variables in arbitrary heterogeneous sets.

The pseudo-functor Polg,;: Sigg,; —Cat can be lifted to the 2-cells of the
2-category Sigg,;-

Proposition 96. From the 2-category Sigy,; into Cat there exists a pseudo-functor,
covariant in the morphisms and the 2-cells, denoted as Polyj,and defined as

Sigy,; Poln Cat
z Pol(X)
al S —— Polgy(d) <P01f“=£(§)\3 Poln(e)
A Pol(A)/

together with the natural isomorphisms ys a0 and vy defined in the Prop. 80.

Now we show that the realization of the formal h-polynomials in the respective
algebras is consistent with the additional structure derived from the deformations.

Lemma 8. Let {: d ~> e be a deformation in Sigy,; from the F-morphism d into
the F-morphism e, both from ¥ into A. Then, for every A-algebra B = (B, G), and
S-sorted set X, the following diagram commutes

Bl x X By x
05 x.5 01 x5
(ALB)x o (A]B)x

The following proposition, in which we will state the existence of a pseudo-
functor from the 2-category Sig?fj x Sigy,; into Cat, will be the basis to obtain a
2-institution on Set.

Proposition 97. From the 2-category Sigg; x Sigg,; into the 2-category Cat there
ezists a pseudo-functor defined as

Alggy; (-) x Polgy(-)

Sigjy; x Siggy; Cat
(%,0) Alg(X) x Pol(A)
(de) — Algy,j(d) x Polgy(d)

(XA Alg(X') x Pol(A)
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as well as the functor Kget, constantly Set. Then Pd = (Pd;)zeSigf.,j; together
with the family 0 = (ai)geMor(Sigfuj); with Gix = 9;?,,47 is a pseudo-extranatural
transformation from Algg,;(-) X Polg;(+) into Kset-

Corollary 14. The quadruple (Sigg,;, Algg,;, Polw, (Pd,0)) is a 2-institution on
Set, the 2-institution of Fujiwara.

Our final objective is to define the 2-category of heterogeneous pretheories and to
show that the pretheories of Hall and Bénabou are equivalent in such a 2-category.
The translation of equations determined by the functors Polg,;(d) allows us to
define the concept of F-morphism of pretheories from (X,€) into (A,H) as an
F-morphism of h-signatures d: ¥ —= A such that Polg,j(d)*[€] € Cnp(H). The
pretheories together with the F-morphisms between them determine, also by the

Prop. 85, a category denoted as Thpy,;. Moreover, we have a contravariant pseudo-

functor Algﬁﬂj from Thpyg,; into Cat, as well as a covariant pseudo-functor Pol™

from Thpy,; into Cat that extend to Algg,; and Polg;j, respectively.

From the deformations between F-morphisms we obtain a structure of 2-category
on the categories Thp, Thpy,, or Thpg,;. However, the condition of commuta-
tivity of the deformations is, for the pretheories, too much strict, because, for a
deformation, it requires that the translation of a formal operation realized by the
source F-morphism can be transformed, by the deformation, in exactly the same
polynomial assigned by the target F-morphism. Under the presence of equations,
the transformation of formal operations can be fulfilled, generally, only modulo
the equivalence generated by the equations in the target pretheory. For the F-
morphisms of pretheories, the following notion of deformation seems to be more
adequate.

Definition 42. Let (¢,d) and (¢, e): (S,3,8) — (T, A, H) be F-morphisms of
pretheories. A deformation from (¢, d) into (¢, e) is choice function ¢ for the S-
sorted set (Polp,.(A)g(s),4(s))ses, such that, for every formal operation o: w —s,
we have that

&od(o) =57e(0) o0&y

i.e., such that the following diagram commutes

For the above definition of deformation between F-morphisms of pretheories,
we can obtain results similar to those obtained for the deformations between F-
morphisms of h-signatures, from which we can define a 2-category Thpyg,; of prethe-
ories, F-morphisms and deformations between F-morphisms. In such a 2-category
we can show, for example, the equivalence of the pretheories of Hall and Bénabou,
equivalence that was showed, for the categories of corresponding algebras, in the
Prop. 45.

To show that the pretheories (ZB s EBs) and (ZHS ,EMs) are equivalent in the
2-category Thpy,; we need to define two F-morphisms between them.
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Definition 43. Let S be a set of sorts. From the h-signature ZBS into the h-
signature X5 we have the F-morphism (¢, d), with ¢ the mapping
S* x §* —= (§* x 9)*
(u,v) > ((u,v0), ..., (U V)y|-1))
and d: £B5 —=Polg,, (E%) 4., defined as
(1) For every w € S*, and ¢ € |w],

d(m;’) = (i)
(2) For every u, w € S*,
A((uw) = (5™ v 1)
(3) For every u, v, w € S*,
d(ouvw) = (Euv,we (vﬁ)"wo, vy, ,Uﬁ)’f_‘”l‘fl), e
s Eussi 2 (O 42100 50 1)

Let us show that the above definition is sound.

For the formal operations 7}’ € E?s(w (wi))> We have that

d(m) € POlBs*XS(ZHS)d)ﬁ(A),(ﬁ(w,(wi))
= Polp,. o ("), ((w,(wi))
= FI'EHS (l)‘)((’w,(wz)))

because d(7}") is a word of length 1 that has a formal operation of coarity (w, (w;)).

For the formal operations ()., € E](S(i,(wg)),... (s () - 1))) () W€ have that

d({Yuw) € Polpgr, o (B™) s (uwo), o at, (w0 1)), (00)
= Polg,, . (3"9)
= Fryus (L((w, wo), - -, (u, w|w|—1)))((u,wo),...7(u,w|w|_1))

((U’WO)""7(u)w\w\—1))!((u7w0)7“')(u7w\w\—1))

because d(()y,w) is @ word of length |w| that, for every ¢ € |w|, has a formal
h-polynomial of coarity (u, (w;)).

For the formal operations oy, 4 . € Eﬁi o) we have that

vow)), (u,w)?
d(Ouv,w) € Polbge o (B%) g ((u,0), (0,0)), 0w w)
= Polp g, 5 (5™9) ((u,00),0.os 00101 -1)1(0,100), - (05101001 1)) (s i ]
= Frons (L(((w,v5) [ 5 € [0]), ((v,wi) | © € [0])) ((u,w1) i)

because d(oy,.) is a word of length |w| that, for every ¢ € |w|, has a formal
h-polynomial of coarity (u,w;).

From X5 into 55 we also have an F-morphism, that is the associated to a
derivor.

Definition 44. Let S be a set of sorts. From the h-signature ©5 into the h-
signature £®% we have the F-morphism (¢, e), with ¢ the mapping
S* xS —= (S* x §*)*
(w,s) — ((w,(s)))
and e: LHs —)POIBSWS(EBS)MXw defined as
(1) For every w € S* and i € |w],

e(m") = (mi)
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(2) For every u, w € S* and s € S,
e(€uws) = (g7 0 ("0, w1
The defined F-morphisms are compatible with the respective equations.

Proposition 98. The F-morphisms (¢,d) and (v, e) are F-morphisms of pretheo-
ries

From the compositions of the F-morphisms (¢, d) and (¢, e) into the respective
identities we have invertible deformations from which follows the equivalence of the
corresponding pretheories.

Proposition 99. The pretheories (55 ,E85) and (ZHS, ENS) are equivalent in the
2-category Thpy,;.

3. LA 2-CATEGOR{A Mnd(C).

En esta seccion definimos una cierta 2-categoria de monadas sobre una categoria
arbitraria pero fija C, y demostramos la existencia de un 2-isomorfismo entre ella y
ciertas 2-categorias asociadas a las construcciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore.
Mas adelante, demostraremos que el proceso descrito en esta seccién forma parte
de un functor contravariante desde la categoria Adj, de categorias y adjunciones,
hasta la categoria 2—Cat, de 2-categorias y 2-functores. Ademads, componiendo tal
functor contravariante con el functor de olvido de 2—Cat en Cat, obtendremos,
mediante la construccién de Ehresmann-Grothendieck, la categoria Mnd,, de las
monadas y morfismos algebraicos, para la que el functor correspondiente hasta Adj
serd una fibracién.

3.1. Las categorias Mnd(C), K1(C) y EM(C).

Definition 45. Sea C una categoria y T = (T,n,p), T' = (T",n', ') dos C-
ménadas. Un morfismo de C-ménadas A\: T——=T’ es una transformacion natural
M T=—=T tal que Aonp =n"y Aop = p' o(Ax*A), ie., tal que los siguientes
diagramas conmutan.

IdLT TOTA)T/OT/
» A M w
T T 3 T’

SiA: T——=T y X: T'——=T" son morfismos de C-mdénadas, su composicion es la
transformacién natural N o\ : T——="T".

Como es bien sabido, cada grupo G determina una ménada G = (G x —, 1, )
sobre Set, en la que 7 es la transformacién natural de Idget en G X — que a un
conjunto X le asigna la aplicacién ny : X —=Gx X que aun z € X le asocia (1, ),
y 1 la transformacién natural de (G x —) o (G x —) en G X — que a un conjunto X le
asigna la aplicacién px: Gx (Gx X)—=Gx X que aun (a, (b,z)) € Gx(GxX)
le asocia (ab,x) € G x X. Por otra parte, si f: G—=G’ es un homomorfismo de
grupos, entonces f determina una transformacién natural Af del functor G x — en
el functor G’ X — que a un conjunto X le asigna la aplicacién )\g{ = f xidx de
G x X en G’ x X, y que es un morfismo de la ménada G en la ménada G'.

Proposition 100. Sea C una categoria. Las C-mdnadas y los morfismos entre
ellas determinan una categoria, denotada como Mnd(C). ]
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Proposition 101. Sean T y T’ dos C-mdnadas. Entonces existe una biyeccidn
entre

(1) Los morfismos de C-mdnadas \: T—="T'.
(2) Los functores H: KI(T)—=KI(T") tales que el siguiente diagrama con-

muta
Kl(’]I‘)
P
C H
FT/
Kl(’]I")

Proof. Sea A\: T——=T’ un morfismo de C-ménadas. Entonces A determina un
functor Hy de KI(T) en KI1(T”), precisamente el definido sobre los objetos como la
identidad y que a cada P: Y ——=T(X) en C le asigna Ax o P.

El functor H) preserva las identidades porque Aon = 7’. Veamos que H) preserva
composiciones. Sean Q: Z——=T(Y)y P: Y —=T(X) un par de morfismos com-
ponibles en C. Entonces tenemos que

Hy(PoQ)=AxouxoT(P)oQ
=pxoAxN)xoT(P)oQ
- MIX o T'()\X) o Ar(x) © T(P)oQ
=px oT'(Ax) o T'(P) o Ar(yy 0 Q
= (Arxyo P)o(Ary) o Q)
= H\(P) o H\(Q)

Se cumple que H) es tal que H) o Fr = Fv, puesto que, para cada f: Y —= X en
C, se cumple que

Hy o Fr(f) = Hx(nx o f)
=Axonxof=nyof=Fu(f)

Reciprocamente, si H: KI(T) —=KI(T') es tal que H o Fp = Fpv, entonces sea
Ax la aplicacién que a cada objeto X le asigna H(idp(x)).

Antes de pasar a demostrar que Ay es una transformacién natural de T en
T’, comprobamos, en primer lugar, que, para cada K1(T)-morfismo P: Y — X,
H(P) = H(idp(x)) o P. El diagrama en KI(T)

v Fr(P)

T(X)

idT(X)
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conmuta, y, puesto que H es functor, también el diagrama en KI1(T”)
H(Fr(P))

y ——=T(X)

H(P) H(idp(x))

X
conmuta. Como H(Fr(P)) = Fr(P) = nép(x) o P, el diagrama en C

() nép(x) T'T(X) T'(H(id7(x))

T'T'(X)

P 1x

Y 5 T'(X)

conmuta. Pero py o T'(H (id7(x))) o nép(x) = H(idp(x)),

77/
7(X) — X (x)

T'(X) —— T'T'(X)

M (x)
) -

T'(X)

y por consiguiente, H(T'(f)) = H(idpx)) o T'(f).
Veamos que Ag: T —=T" es una transformacién natural. Sea f:Y —=X un
C-morfismo. Para comprobar la conmutatividad del diagrama

H(idFx))

7(Yy)

g L)

demostramos que ambos caminos coinciden con H(T(f)). Obviamente, se cumple
que H(idp(xy) o T(f) = H(T(f)), porque T'(f): T(Y)—=X es un morfismo en
KI(T).

Por otra parte, el diagrama en KI(T)

T(Y)

idT(y)
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conmuta, luego el diagrama en KI1(T’)
T(Y)

Hiidrer) H(T(f))

Y ————— X
H(Fr(f))
también conmuta. Como H (Fy(f)) = Fr(f) = nx o f, el diagrama en C

T'(Y) T T'(X) Tl | T'T'(X)

H(idpy) Hx

() T'(X)
H(T(f))
conmuta, y, por consiguiente, H(T'(f)) = T'(f) o H(idp(y))-
Veamos que la transformacién natural Ay es un morfismo de ménadas. Para
cada X € C, H(nx) = H(Fr(idx) = Fp(idx) = 0%, por lo que Ay on = 7.
Ademds, Ay o = p' o (Ag * M), porque el diagrama en KI1(T)

id
TT(X) — = 7(x)

id
mx 19T
X
es conmutativo y, por consiguiente, también lo es el diagrama en KI1(T")
H(id
TT(X) Hlidrreo) T(X)
H(idp(x))
H(px)
X

de donde se sigue la conmutatividad en C del diagrama

T’(Ax) @] >\T(X)

o G h
TT(X) H(idrr(x)) TTX) T'(H (idr(x))) TT(X)
H(pix) i
T'(X)

Pero H(idp(x)) o px = H(pux), luego Ao pp = p' o (A * Apr).

Sélo falta comprobar que ambos procesos son inversos. Si A: T——="T’ es un mor-
fismo de ménadas, entonces Ay, es, para cada objeto X, el morfismo )\(idg(x)) =
Ax. Por otra parte, si H: K1(T) —=KI(T'), entonces H),, asignaaun P: ¥ —= X
en KI(T) el morfismo (Ag)x o P = H(idp(x)) o P = H(P). O
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Proposition 102. Sean T y T’ dos C-mdnadas. Entonces existe una biyeccidn
entre

(1) Los morfismos de mdnadas \: T—="T'.
(2) Los functores H: EM(T’) —= EM(T) tales que el siguiente diagrama con-

muta
EM(T')
Gc"
H C
prd
EM(T)

Proof. Cada morfismo A: T—T’, determina un functor H*: EM(T') —= EM(T),
precisamente el que asigna a una T’-dlgebra (A, «) la T-dlgebra (A, a0 X4) v que
es la identidad sobre los morfismos.

Veamos que H* estd bien definido. Si (4,q) es una T’-algebra, (A, a0 Aa) es
una T-dlgebra, puesto que

(o Xa)ona =aon,
:idAa
(@oda)opa=aopoAxAN)a=aopuyolraoT(N)a
=aoT'(a)oApayoT(Ag) =aorgoT(a)oT(\y)
=(aoAg)oT(woAy)

Si f: (A, a)—(B,f) es un morfismo de T’-algebras, entonces H*(f) es un ho-
momorfismo de T-algebras porque

foaoda=pB0T(f)oda=pBoAgoT(f)

La preservacién de composiciones e identidades es inmediata, asi como que
GToH = GT.

Reciprocamente, si H: EM(T') —=EM(T) es tal que GToH = GT/, entonces,
H asigna a cada T’-dlgebra (A, ), la T-dlgebra H(A, «), cuyo C-objeto subyacente
es, necesariamente, A, y cuya estructura convenimos en denotar por /. En par-
ticular, para cada objeto A, (T'(A),n/y) es una T’-4lgebra, a la que el functor H
asigna la T-dlgebra (T"(A), (1'y)™).

La aplicacién A — (p/y)" es una transformacién natural (u’(.))H de TT' en T7,
puesto que, para cada f: A—— B, por ser y/ una transformacién natural y H es
functor, los diagramas

T'T'(A) T T'T'(B) TT'(A) NN TT'(B)
1y g (W)™ (up)™
T'(A) g T'(B) T'(A) i 7'(B)

conmutan.
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Sea M : T=—=>T" la transformacién natural obtenida mediante la composicién
de T’ con (,uzi))H, que a cada A le asigna el morfismo

T(A) Tl TT'(A) " T'(A)

Se cumple entonces que, para cada f: A——= B, el diagrama

— T(A) T(B) ~
T(my) T(np)
T/

N TT'(A) ) TT'(B) I
(i)™ (up) "
N 1) T (B)
T'(f)
conmuta. Ademds, A\ on =1/, puesto que para cada A, el diagrama

nA
T(A
A (4) ~
un T(ny)
T4 — N ppiay v
! \H
id ()
T/(4) ~—

conmuta. La condicion M o =y’ o (AH x A se deriva de la conmutatividad del
diagrama

TT(A) — A 74

TTv, Tn\
/,[, ’
TAH TTT'(4) — D 77/ (4) Wi
) (ui;)/
(W)™

TT'(A) —=——=T'(A)

” WA) \

M ay TT'T'(A) ——— TT'(A) idy(a)
Ty

(NIT/(A))H l(MQ)H

T'(4)

\

[

£

Tn

T'T'(A)

o
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en el que el cuadrado inferior conmuta porque el functor H preserva homomorfismos.
Veamos que ambos procesos son inversos. Si A: T——=T’ es un morfismo de

moénadas, entonces A7 - A, puesto que para cada A, el diagrama

T(A) — 2 pra

idT/ A
Tn'y ', w

TT'(A) —— T'T"(A) ——— T'(A)

k ATr(4) 1y J

conmuta. )

Finalmente, si H: EM(T’) —=EM(T) es tal que G'oH = G", entonces se
cumple que H I , porque, para cada T’-dlgebra (A, a), el T'-homomorfismo
a: (T'(A), py) —= (A, a) es preservado por H, y por tanto el diagrama

T(A) T TT'(A) )" T'(A)

T(a «

T(A) — A
conmuta. O

Las correspondencias biunivocas de las dos proposiciones anteriores se extienden
hasta respectivos isomorfismos de categorias. Ademds, demostraremos que ambos
isomorfismos persisten cuando se consideran ciertas 2-células entre los morfismos
de ménadas, y que corresponden, a las transformaciones naturales de los functores
entre las categorias de Kleisli y de Eilenberg-Moore, que conmutan con los functores
libres y de olvido, respectivamente.

Definition 46. Sea C una categoria. Entonces

(1) K1(C) es la categoria cuyos objetos son las C-ménadas T y en la que los
morfismos de T en T’ son los functores H: K1(T) —=KI(T’) tales que
H o FT == F']l‘/ .

(2) EM(C) es la categoria cuyos objetos son las C-ménadas T y en la que los
morfismos de T en T’ son los functores H: EM(T’) —EM(T) tales que

GToH =GT.

Proposition 103. Sea C una categoria. Entonces la categoria Mnd(C) es iso-
morfa a las categorias KI(C) y EM(C)°P.

3.2. La institucién Mnd(C). Consideramos a continuacién una transformacién
extranatural que establece una relacion entre las categorias de Kleisli y de Eilenberg-
Moore asociadas a las ménadas, y que da lugar a que las moénadas puedan ser
consideradas como una institucion.

Proposition 104. Sea A\: T——=T' un morfismo de C-mdnadas, P un morfismo
en KI(T) y (A, a) una T'-dlgebra. Entonces Hy(P)A) = PH (Aa)
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Proof. Si P: Y ——= X es un morfismo en KI(T), entonces, para cada morfismo
f: X—= A, el diagrama

PHA(A,a)
( T(f) Aa o \v
Yy ———T(X) T(A) T(A)—— A
L Ax T'(f) J‘
Hy(P)A)

conmuta, puesto que Ay o T(f) = T'(f) o Ax por ser A una transformacién natural.
O

Proposition 105. Sea T una C-mdnada y (A, «) una T-dlgebra. Entonces, para
cada f: X —= A, los siguientes diagramas conmutan.

HUx

T(X)<——TT(X) X ———T(X)
T(f)
aoT(f) T(aoT(f)) f T(f)
A Y T(A) A<—p— T(A)
Proof. Es suficiente comprobar que los diagramas
T(x) <X prix) x — "X 7x)
aoT(f) TT(f) f T(f)
T(A) 14 77(4) A" 1A
o T(a) id, o
A<—Y  T(4) A
conmutan. O

Las construcciones de las proposiciones anteriores se extienden hasta functores
KI®: Mnd(C)— Cat y EM®: Mnd(C)°® —> Cat, definidos sobre los morfis-
mos de ménadas A\: T—T' como KI®(\) = Hy y EMC()\) = H*.
Para definir la transformacion extranatural, en lugar del functor ch, consider-
amos el functor Pol®: Mnd(C) — Cat, definido como Pol®(\) = H”: Pol(T) —= Pol(T’),
siendo Pol(T) = K1(T)°? y Pol(T') = KI1(T")°P.

Proposition 106. De la categoria Mnd(C)°P x Mnd(C) en Cat se tiene un
functor definido como

EMC() x Pol®(.)

Mnd(C)° x Mnd(C) Cat
(T, L) EM(T) x Pol(L)
(A, 6) o H> x HYP
(T, 1) EM(T’) x Pol(L')

ast como el functor que es constantemente Set.
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Para cada ménada T, sea PA" el functor definido como

EM(T) x Pol(T) pd” Set
(4, 0), X) Cycog A)\(AA |
) P o
(f, P) —  C(X,B) C(Y,A)
% AC/(Y,f)
((B,B),Y) C(Y,B)

stendo PdT(f, P) la diagonal del cuadrado anterior, que conmuta porque, para cada
a: X —=A, el diagrama

y — L L 1x) _Tl@ | T(A) EACONN T(B)

al
A5

conmuta, por ser f un homomorfismo de T-dlgebras. Entonces la familia Pdc =
(PdT)’]I‘eMnd(C) es una transformacion extranatural de EM(+) x Pol(+) en Set.

g

B

T . .
. X .e.
Proo ueremos demostrar que Pd" es una transformacion extranatural, i.e., que
para cada morfismo de ménadas A\: T——=T' el diagrama

A
EM(T') x Pol(T) 14 gM(T)  Pol(T)
Id xHﬁp‘ PdT
EM(T') x Pol(T’) : Set
pd”

conmuta.
Sea (f,P): ((A,«a),X)—((B,),Y) un morfismo en EM(T’) x Pol(T). En-
tonces, para cada a: X —= A, el diagrama

y— P o9 gy T g

Ax Aa AB
T'(X) T'(a) T'(4) W T'(B)
a 3

conmuta y, por lo tanto, Pd" es una transformacién extranatural. O
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La proposicién anterior nos permite considerar a las ménadas sobre una categoria
como una institucion.

Proposition 107. Si C una categoria, entonces (Mnd(C), EM, Pol, Pdc) es una
institucion sobre Set.

3.3. Deformaciones entre morfismos de C-ménadas. A continuacién defini-
mos el concepto de deformacién entre dos morfismos de C-moénadas asi como los de
composicion vertical y horizontal de deformaciones, y establecemos que la categoria
Mnd(C) es una 2-categoria.

Definition 47. Sean T, T’ dos C-ménadas y A, A’ dos morfismos de ménadas de

T en T’. Una deformacién de A en X es una transformacién natural =Z: 1¢ ==T1"
tal que el diagrama

conmuta, i.e., tal que

A NANE N
\w/ \w/

El hecho de que E: 1 ==>T" sea una deformacién de A en X' lo denotamos por
i~ ).

SiZ: A~ XN T—T y Z': )\’ A T——=T son dos deforma01ones su
composicién vertical, denotada por Z' 6 2, es la transformacién natural p' o Z'Z,

obtenida como
VAN
\ y u/

SIZ: A~ N T—=T yZ: N ~= XN": T"——=T" son dos deformaciones, su
composicién horizontal, denotada por &/ ¥ Z, es la tinica transformacién natural de
1 en T” del diagrama conmutativo

1 T/ E,A” T//T//

[1]

"
)\I//E/ /"L

T//Tl/ m > T//
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obtenida como
1
= =
T T’
/ )\// /U/ —/\‘ / E )\///
\ | ,u/ u
TI/

Si f, f': G—= G’ son dos homomorfismos de grupos conjugados, de manera que
hay un o’ € G’ tal que, para cada = € G, d' f(z) = f'(z)d’ , entonces o’ determina
una transformacién natural 2% de Idge; en G’ x— que a un conjunto X le asigna
la aplicacion E‘}(/ de X en G x X que aun z € X le asocia (a/,z), y que es una
deformacién del morfismo A\ en el morfismo \f /, ya que las dos aplicaciones de
G x X en G’ x X de los siguientes diagramas coinciden

’

= A
Gx X % G % (G xX) Gx X X GxX
| | | |
e ider x N idg x 2% ide x E¢
| v _ v v
G'x X ——G x(G'xX) G x (G'x X) G x (G'x X)
:%IXX )‘G’XX
Ix 1y
G x X G'x X

Proposition 108. Sea C una categoria. Las C-mdnadas, los morfismos de C-
monadas y las deformaciones entre ellas determinan una 2-categoria, denotada
como Mnd(C).

Proof. En primer lugar, comprobemos que la composicién vertical de deformaciones
es una deformacion. En la situacion del diagrama

A
7m0\

)\l > ’]I‘/

A//

T

=’ 6 Z es una deformacion si el diagrama

[1]

='s
T————— T

)\//(E/ 6 E)L LM/

T —— T

I
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conmuta. Para ello, es suficiente considerar los dos caminos exteriores del diagrama
conmutativo

)\/IE/

(1]

La composicién vertical es claramente asociativa.
La composicién horizontal de deformaciones es una deformacion. En la situacién

del diagrama

)\ )\//
/“«\
SR = T
\M/ \__,_,,;j.,/
A/ )\///

" ¥ Z es una deformacion si

(1]

T T//TII
()\/// o )\I) ;‘I; (E/ ;l; E) M//
TI/T// T//
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conmuta, lo que se deduce de la conmutatividad del diagrama

(' %2)T
( = \'T T nr w’
T T'T T'T T a T'T ———
'\ T\ T"T" \ T\
—_ 1"t
N T/2 AT T T/I:lTIT/IQT/ T T//(/\/ o )\)
Nl A T\ T\ T\
_ ’ \
T/ T/: T,2 H T/ T//2 T//3 M//T// T//2 /
)\/// )\H/T/ )\///)\/// )\/// M” T//T//E/ \
\L \ \iz \ THMN
1" > Nl 72 " "3
T "= T T\ T N” T \ T‘ \
/,LHT” T”,u” /},.N

T//E/

Tll,u//

N

//3 _ //2
T IIT// T

AN

'T

-
ICEE)

La composicién horizontal de deformaciones es asociativa
Veamos que se cumple la ley de intercambio. En la situacién

/\/\

Hay que demostrar que (0'50)
W' (10 0'0)3 0 (1 0 'Z) = 1o (1
de la conmutatividad del diagrama

¥ (2/ 3 E) es igual a (@

0@ o

=W

*
Odo

—/
—
—

)

°=)

),

(@ % 2), ie., que
lo que se deduce
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[1] —

—_ !
CZ\Q’ ‘:‘/T, T,2 K T/ J T//
) T'§ we) T'6 o1
‘L =T \L
T// S T/T// T/2T// M/TH; T/T// T/,2
‘ ’ 11 el /~L” ‘ 2
(__)T// T @T T/(S/T/I 6 T @/T/l
\L =T " i’
T —/—— T/T//2 T/T//2 T//2 — > T,,3
" T 'y §'T"T" i
\L MHT” l/
T// :/T// S T/T// T//B p @/T// T/,2
%\ Y ,tl”
TN2 o'T'T" TH3 MNT” THQ MN "

Para cada morfismo de ménadas \: T——=T’, la unidad de T’, 7, es una defor-
macién de A en si misma, por la conmutatividad del diagrama

/TI
T A T’ 1 T’
A w
1
T T T’

y constituye una unidad para la composicién vertical de deformaciones, puesto que
NoE=ponT o2 =2
ZEon' =T'no=Z=E

Dadas dos moénadas T y T’ sobre una categoria C, los morfismos de ménadas
de T en T y las deformaciones entre ellas constituyen una categoria, denotada
como Mnd(C)(T,T’), tomando como identidades las deformaciones idy = 7' y
como composicién la composicién vertical de deformaciones. Notese que todas las
identidades en las categorias Mind(C)(T, T’) son la misma transformacién natural,
la unidad de T’. N

Finalmente, solo falta comprobar que id;, = 7 es, para cada ménada T, una
unidad para la composicién horizontal. Sea Z: A ~> \': T——T’. Entonces

E;UZN/OE(AOU):MIOEU/:,U/OT/U/OE:E

/

nNFxE=pon(lpoZE)=ponE=p onT cE=E
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Los isomorfismos entre la categoria de ménadas sobre una categoria y las cate-
gorias de Kleisli y de Eilenberg-Moore asociadas, se pueden extender hasta ciertas
2-categorias obtenidas a partir de las anteriores, anadiéndoles las 2-células ade-
cuadas. Para ello, utilizamos en lo que sigue la terminologia de Bénabou para las
diversas clases de simetrias sobre una 2-categoria. Si C es una 2-categoria, deno-
tamos, respectivamente, mediante C*, C' y C™ a las 2-categorias conjugada,
transpuesta y simétrica de la primera.

Recordamos las relaciones de incidencia respectivas con la siguiente figura

0 O

Cen Ctr
Las categorfas K1(C) y EM(C) tienen una estructura natural de 2-categoria,
tomando como 2-células las transformaciones naturales entre sus morfismos. La
2-categoria de las mdnadas sobre una categoria C es entonces isomorfa a la 2-

categoria conjugada de la 2-categoria de Kleisli sobre C, asi como a la 2-categoria
transpuesta de la 2-categoria de Eilenberg-Moore sobre C.

Definition 48. Sea C una categoria. Entonces

(1) KI(C) es la 2-categoria en la que las 0-células son las categorias de la
forma KI(T), para T una ménada sobre C, las 1-células los functores
H: K|(T) —KI(T') tales que H o Fr = Fp y las 2-células las trans-
formaciones naturales entre tales functores.

(2) EM(C) es la 2-categorfa en la que las 0-células son las categorias de la
forma EM(T), para T una moénada sobre C, las 1-células los functores
H: EM(T’) —=EM(T) tales que G' oH = G™ y las 2-células las trans-

formaciones naturales entre tales functores.

Proposition 109. Sea C una categoria. Las 2-categorias Mnd(C), K1(C)™" y
EM(C)¥ son isomorfas.

cn

Proof. Veamos, en primer lugar, que Mnd(C) y KI(C)* son isomorfas. Por
la proposiciéon 101 existe una correspondencia biunivoca entre las 1-células de
Mnd(C) y las de KI(C)*". Si A\, : T—=T' y Z: A ~>= X, sea 7= la aplicacién
que a cada X € C le asigna el morfismo en KI(T’) que corresponde al morfismo
Ex: X —=T'(X) en C. Entonces 7% es una transformacién natural de Hy en
H), puesto que, para cada morfismo f: Y —= X en KI(T), el diagrama en KI1(T')

Hy (f)

X
Ty Tx

Y ———X

Hy(f)
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conmuta, en virtud de la conmutatividad del diagrama en C
Hy (f)

L o b T

T'=
y———=TX)—————T'(X) —X>T'T’(X)

oy ETX 125

T7Y)———TTX) ——=TT(X) ——T'(X
(k) i T~ )() T

T'(HA(f))

en donde el rectdngulo izquierdo conmuta porque =Z: 1==>T" es natural, el derecho
porque = es una deformacion y el resto por definicién.

Reciprocamente, si H, H': KI(T) —KI|(T') y 7: H' == H, sea =7 la apli-
cacion que a cada X € C le asigna el morfismo en C que corresponde a 7x en
KI(T").

Puesto que
7% = Ter(x): H'(Fr(X)) = Fr(X) = X — H(Fr(X)) = Fr (X) = X,

se cumple que 2% : X —T'(X). Si f: Y —= X es un morfismo en C, entonces,
por ser 7 natural, el diagrama en KI1(T')

H'(F
v (Fr(f)) X
TY J]TX
Y X
H(Fr(f))
conmuta. Luego el diagrama en C
,}7/
Y / X X T(X)
= E% lT/ETX
T(Y) T(X) T'T'(X)
T'(f) Hx
T'(f) Hx
T'(X) T T'T(X)

conmuta y Z7: 1==>T" es una transformacién natural.

Veamos que Z7 es una deformaciéon de Ay en Agy/. Por ser 7 natural, el diagrama
en KI1(T")

H'(idr(x))

TT(X) TX
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conmuta, y, por consiguiente, el diagrama en C’

H'(id T
T(X) (idr ) T'(X) (Ex) T'T(X)
=1 (x) px
T'T(X) ——— T'T(X) - T'(X)
T'(H(idr(x))) Wy
también conmuta. Pero entonces, el diagrama
A ET
( /\H, T'=7 w
T T’ T
=TT w
T'T(X) 7T T
T/)\H j\ ,u’

E"AH

conmuta y =7 es una deformacién.

Los procesos descritos son claramente inversos entre si.

Para demostrar que las 2-categorias Mind(C) y K1(C)°" son isomorfas sélo falta
comprobar la compatibilidad con la composicién y las identidades.

Respecto a la composicién vertical, si Z: A ~= X y Z': X ~= ) son deforma-
ciones, siendo A\, M, \: T——="T’, entonces, para cada X € C, se cumple que

’65:(

\}
> 1]

WoT =0 )x
=(E)x < (E)x
=(

Para la composicién horizontal, supongamos que Z: A ~>= X y Z': X/ ~= \",

[n

oT

9

~—

X

siendo A, \': T——=T"y A, \': T"——=T". Entonces, para cada X € C, se cumple
que

’u// o )\///EI o E)X

,U// o T//E/ o A/N o

(1]

)X

La compatibilidad con las identidades es inmediata, por lo que la construccion
anterior, junto a la desarrollada en la proposicién 101, determina un 2-isomorfismo
de Mon(C) en KI1(C)e".

Veamos ahora que Mnd(C) y EM(C)™ son isomorfas. Por la proposicién
102 existe una correspondencia biunivoca entre las l-células de Mnd(C) y las
de EM(C)¥™. Si A\, V: T—=T y Z: A ~= X, sea 7= la aplicacién que a cada
T’-algebra (A, a) en EM(T’) le asigna el morfismo a0 Z4. Por la conmutatividad
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del diagrama

T(A) (T TT'(A) (T T(A)
(NT') -
Aa (1) T'T'(A) Aa
, w
Ha
i) EA iy P sy 3y a
0 ) mx @ \ a
A T(A) ———> 4

Ea

en el que (1) conmuta porque = es una deformacién, (2) porque X\’ es natural, (3) y
(4) porque (A, ) es una T’-algebra y (5) porque Z es natural, se tiene que (7=)(4,q)
es un morfismo de T-dlgebras. Ademds, 7= es una transformacién natural de H*
en H, puesto que, para cada morfismo de T’-dlgebras f: (A, a)— (B, 3), el
siguiente diagrama conmuta:

A B

A\L EB

A

B

(1]

A

f

Reciprocamente, si H, H': EM(T') —EM(T) y 7: H=—>H’, sea E; la apli-
caciéon que a cada A € C le asigna el morfismo 7(7+(a) ) © 7. Sea f: A—=B
un morfismo en C. Entonces T"(f): (T"(A), u'y) —= (T"(B), ’z) es un morfismo
de T’-4lgebras, y por la naturalidad de 7 y 7/, el diagrama

/

T(7! A, ’
N Mo qray T |y
f T’(f)l '(f)
B—T1T(B)———T'(B
'y (B) (T (B).4lp) (B)

conmuta, por lo que =, es una transformacién natural de 1¢ en 7”.
La transformacion natural =, es una deformacion si y sélo si el diagrama

= \H
T —""s 17T
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conmuta. Considérese el diagrama

T4 M e R )
(TU/)A Nl
(pfid RV
( ET)A TT/(A) (2) T/(A) My
L/(WT«A),MA)) . T<TM\
TT'(A) (ta) T'(A)
(VH'E) 4 (Tn/'T") A ()™
(AT 4 TT'T'(A) T TT'(A)
1t NH' (3)
(WT'T})
\> T'T7(A) : J
Ha

/0

en el que todo conmuta, excepto, quizds, (1), (2) y (3). Ahorabien, como ply: (T"T"(A), pirp, 4y) — (T'(A), Wy,
es un homomorfismo de T’-dlgebras y H' es functor, (3) conmuta, y por ser 7 nat-

ural, el diagrama

(T'T/(A), (i 1) ™) — A (T7(4), () H)

T(T'T'(A) i 4y) T(T' (A),u'y)

/

(T'T"(A), (s ) ™) ———= (T'(A), (a)™")

Ha

conmuta, y por tanto, también (1) conmuta. Por otra parte, como se cumple
que Tirr(ay )¢ (T'(A), (1)) —= (T'(A), (',)") es un homomorfismo de T'-

algebras, (2) conmuta.
Los procesos descritos son inversos, por la conmutatividad de los diagramas
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(72, )(A,0)
(Er)a
A( (n')a T4 (T Ay 4 a
3 al (2) la 1d
T(A,e) A

en donde (1) conmuta porque E es natural y (2) porque a: (T"A, p'y) — (A, ) es
un homomorfismo de T’-dlgebras y 7 es natural.
Veamos la compatibilidad con las composiciones. En la situaciéon del diagrama

A

—_
—

)\/ > ']I‘/

=/
=

)\//

se cumple que, para cada (4,a) € EM(T'), a: (T'A, u'y) — (A, @) es un homo-
morfismo de T’-4lgebras, por lo que el diagrama

T'(A) —F—— 4
(&7 (a) (E)a
T'T'(A) T'(A)
(1) a

conmuta. Se tiene entonces que

(T2/62)(A,0) = @0 (' 6 E)a

/ [=nlde ald —_—
=aopyo(ET)a0Ex
=aoZ oao0Ty

= (= o T2)(4,0)

Para la composicién horizontal, tenemos que en la situacién del diagrama

)\ )\//
T T
T /P T = T
D S S

)\/ )\///
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se cumple que
(TE';E)(A,a) = o (E/ *E)a
—ao (‘u// o E/T/l o )\// OE)A
= (aopyo (BT aoN})o=A
=ao(Z)ao0aoNo0Z,
= H* (20 Z)) o (T2) (4,0007)
= (HYE) (a0 © (=H ) (4,0
= (Hk T=/ OTEH)‘ )(A@)
= (TE * TE')(A,OL)

La compatibilidad con las identidades es inmediata, por lo que la construccién
anterior, junto a la desarrollada en la proposicién 102, determina un 2-isomorfismo

de Mon(C) en EM(C)"". O

4. CUADRADOS ADJUNTOS.

En esta seccién recordamos la nocién de cuadrado adjunto, mediante la cual se
definen gran parte de los conceptos posteriores.

Proposition 110. Sean (F,G,n,e: C—=D) y (F',G',n',¢): C'—=D’ dos ad-
gunciones y J: C——=C', H: D——=D' dos functores.

G
C T D
F
J H
G/
C’ T D’
F/

Entonces existe un cuadrado conmutativo de biyecciones
Nat(F'J, HF) — = Nat(J,G'HF)
l l

~

Nat(F'JG, H)

Nat(JG, G'H)

Proof. Es suficiente considerar los pares de aplicaciones inversas entre si definidas
por los siguientes diagramas.

F
| | | |
‘ F ‘ J % g . J 2 g
ARV A U AN LR
} | I } I
o] 1 = 1 <G—' 1 = 1
v v v v
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(& F
| | | |
‘ F ‘ 1 = 1 ‘ G ‘ 1 2L g
Po, P2,
VA S S R A U L S
.t IR — TEN
v v v v
F’ F’
(& F
| | | |
J = 5 1 L
o e o
o, p3,
J Aﬁ H .LS) 1 Aﬂ 1 J &A H 'ﬁ J X)\ H
- b b
F . € I~
1 = 1 1 = 1
v v v v

|
|

Q
g

Definition 49. Un cuadrado adjunto es un par

G
C T D , do M
T) /\2 )\3

J H
Vel

c’ T D’
'

en el que las componentes de la matriz A = (ig i; ) son transformaciones naturales

)\0 >\1
J v H J = H
-
F’ '
G G
<~ <~
Ao A3
J = H J X H
- 3 -
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tales que
= (MF)(F'Jn) = (€HF)(F'\y) = (€ HF)(F'X\3F)(F'Jn)
A = (He)(MG) = (€ He)(F'\aG) = (€ H)(F'\3)
Az = (G'Xo )( J) = (G'\MF)(n'Jn) = (AsF)(Jn)
A3 = (G'He)(G'NG) (' JG) = (G'\) (' JG) = (G'He)(\2G)
where 1: 1=—=GF and e¢: FG==>1 are the unit and counit of F' 4 G, and
7:1=—=G'F’" and ¢: F'G' =1 the unit and counit of F'4G".
We shall call the 2-cells of the matrix A\ transposes of each other. The 2-cells
Ao and Az are called conjugate. Esta ultima nomenclatura es usual cuando los

functores considerados son identidades.
We will denote the adjoint squares as

(FHG,(J,\ H), F'4G"),

o mediante diagramas de la forma

G
C T D
F
J A H
Vel
C’ T D’
J g

0, también mostrando explicitamente los cuddruplos de transformaciones naturales
transpuestas, como

L) —_—
G )\0 )\1
C T D J A H J = H
F
F’ G’
J A H
G G
G/
A A
c’ T D’ J 2 |5 g X? |m
F/
o G’

Las transformaciones naturales de un cuadrado adjunto pueden, por tanto, obten-
erse unas a partir de las otras mediante las unidades y counidades de las adjunciones
involucradas. Representamos tal situacion con la figura

,]7/

T N

N X
6/

a partir de la cual es inmediata la proposicién que sigue.
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Proposition 111. Sea

G
- G
c__ T _D
F
J A H
G/
cC__ T D
_—
F/

1 1
TN TN
c— I .p_ G ¢ p—¢ .c—F ’p
| |
J /\Oﬂ 7 J ol M g )\Oﬂ H
v v
¢~ =D —(=C D~ C (D
M Je'

1 1

O

La clase de los cuadrados adjuntos forma una categoria doble, que es, a su vez,
la categoria doble subyacente de una categoria triple.

Proposition 112. Los cuadrados adjuntos determinan una categoria doble, deno-
tada por AdFun.

Proof. En la categoria doble AdFun los dos tipos de morfismos involucrados son
adjunciones y functores. Dado un cuadrado adjunto

G
C T D
F
J A H
G/
C’ T D’
F/

su Ad-dominio y Ad-codominio son las adjunciones superior e inferior del mismo,

mientras que su Fun-dominio y Fun-codominio son los funtores izquierdo y derecho
del mismo.
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Las identidades en AdFun se denominan, respectivamente, Ad-identidades y
Fun-identidades, y son los cuadrados adjuntos de la forma

1 G
C T C y C T D
_— _—
1 F
J J F p
J (J J) J 1 <€ G) 1
1
N S
c T c C T D
1 F

La Ad-composicién de dos cuadrados adjuntos

G R
C T D T E
F L
J A H 0 M
G’ R
o T D’ T E’
F’ L
es el cuadrado adjunto
F L F
GR | o | 5o | | A | 5 |
C - D J 7 7 M J = H = M
T IF ' ' by ' v
F/ L/ G/ R/
J PRI H
G R G R
¢R A 5 ol s
¢__ T D J 2 g 2 v g X g Py
A nli
L'F ' ' Voo ' v
F’ L G’ R

La Fun-composicién de dos cuadrados adjuntos

C T D

J’ 0 H’

C// T Dl/
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es el cuadrado adjunto

I
V.
‘ r ‘ J =2 H
A
J 7 H " e /
F'HG’
/ F i 1= 1
1)
a J! Oﬁ o' ¢/ J o 4>¢/
C T D v v s
F F// J’ $ H/
v v
J'J 5o H'H G G"
G" | A2 | G
C// —I— D// J : H ‘ ‘
" ‘L ‘L )\3
F | F’ 9‘ J X" H
1S _ el /
1)
\Le el \L J! Y 3 H’
1)
J/ é Hl ¢ G// ¢
v v

F//

Es inmediato que las identidades son efectivamente cuadrados adjuntos, y que son
identidades para las composiciones respectivas.

Usando la notacién anterior, no hay dificultad en comprobar que las Ad-composiciones
y Fun-composiciones de cuadrados adjuntos son cuadrados adjuntos. La asociativi-
dad de las composiciones y la ley de intercambio se deducen de las propiedades
correspondientes de los componentes de los cuadrados adjuntos. O

De cada categoria doble se obtienen dos sub-2-categorias. En AdFun, si tomamos
como adjunciones las identidades, se obtiene simplemente Cat. Si tomamos como
functores las identidades se obtiene la 2-categoria Adj, con objetos categorias, mor-
fismos de C en D adjunciones F 4G y 2-células de F 4G en F’' 4G’ cuadrados
adjuntos

Q

> ﬁj}—i

C T D
F/
o0, lo que es equivalente, pares conjugados (Ao, A3), que representamos mediante
diagramas de la forma

F G
7N 7 TN
cC f D  x C
\/ U

F’ G
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La 2-categoria Adj es la 2-categoria conjugada de la categoria de categorias, ad-
junciones y pares conjugados de [Mac71].

Dar una transformacién natural o: J == J', equivale a dar un cuadrado adjunto
en donde las adjunciones involucradas son identidades. En lo que sigue identificamos
las transformaciones naturales con tales cuadrados adjuntos.

Definition 50. Sean

G G
e
C T D C T D
F F
J A H y J’ A\ H'
G’ G’
<~ <~
C T D’ C’ T D’
o F’

dos cuadrados adjuntos y o: J=—=.J', 7: H—=-H' un par de transformaciones

. . d d
naturales. Entonces el par (o, 7) es compatible respecto de A y A si X So=1%A\
La existencia de pares compatibles entre cuadrados adjuntos se denota mediante
diagramas de la forma

é—‘\

AN

J = J F\\——>D

VIR EA

— 7

G
T

La condicién de compatibilidad en la definicién anterior equivale a que algun, y
por consiguiente todos, los 2-diagramas siguientes, que constituyen los componentes
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. d d
del cuadrado adjunto o SA=NS T, conmuten.

\c/ o H/ QH/ \c/ 0 H/ ;\Hf
Iy T\ /
\C’/ C e H/ :T>\H’ \C’/ ¢ gé H/:T>\H’
T\ e\

La estructura de categoria triple de AdFun se obtiene considerando las siguientes
3-células.

Definition 51. Una 3-célula en AdFun estd formada por

(1) Cuadrados adjuntos

C D C D
F L
J A H J' ] H
G’ R
-~ -
C’ T D’ C’ T D’
F’ r

(2) Dos pares de transformaciones naturales, vg: L=—=>F, v3: G=—=> R conju-

gadas respecto de F4Gy LH4R, y v|: L' = F', v}: G'==> R’ conjugadas
respecto de F'-G' y L' HR'.
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(3) Transformaciones naturales o: J==-J', 7: H==>H’, tales que o y 7 sean

compatibles con v’ o)\yéov i.e., tales que (501}) odafTaod(fu 3 \)

R
C T D
! o
v
G
C T D
F !
, 5 H
J T
o =
Ve \ H
J R
C/ T D/
/ N4
G’ ’
(o4 T D’
F’

La condicién en la definiciéon anterior, expresada para los componentes de los
cuadrados adjuntos de la 3-célula, equivale a la conmutatividad de cualquiera, y
por consiguiente todos, los 2-diagramas

C
/ A \ AN N
J 2 \ D e D
\ / - H/:T>>I’ \C’/éiﬁl H/:T>\H’
EL NoE N/
T— D D’
AN AN
J=2 5 f\—D J=<y G\—-D
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0, de manera equivalente, a la conmutatividad de los diagramas

[0 LAy L J o J— " pmr
\ \ \ \
vhJ Hv M R'H"v
v v v v
o HF H'F 'HF 'HF ——— R'H'F
J Ao TF G vbHF R R'TF R
/ L'Jv J'v
ricX% e 2R J6—29 ya >~ J'R
\ | | \
vy JG 2 A3 o3
v v v v
F H H 'H 'H 'H
16— - G g M R

5. N[éNADAS7 MORFISMOS Y DEFORMACIONES.

En esta seccién estudiamos los morfismos y las deformaciones de ménadas sobre
categorias arbitrarias y su relaciéon con las adjunciones.

Dado un par de moénadas sobre categorias arbitrarias definimos dos tipos de
morfismos entre ellas, denominados, respectivamente, morfismos de Kleisli y de
Eilenberg-Moore, puesto que estdn en correspondencia biunivoca con ciertos func-
tores entre las categorias de Kleisli y de Eilenberg-Moore asociados a las ménadas
repsectivas. Para cada tipo de morfismo entre ménadas se tiene una nocién corre-
spondiente de deformacién, que es mas general que la nocién habitual de 2-célula
entre morfismos de ménadas (v. e.g., [Str72]). Dadas un ménada T sobre C, una
ménada T’ sobre C’ y un functor J de C en C’, se tienen transformaciones natu-
rales X entre los functores JoT y T’ o.J. Dependiendo del sentido que se elija para
la transformacién natural, se obtienen dos nociones de morfismos de ménadas como
pares (J, A\) que cumplan una condicién adicional de compatibilidad con las estruc-
turas de monadas respectivas. Cada uno de los tipos de morfismos asi definidos
estd en correspondencia biunivoca con ciertos pares de functores que relacionan
entre si las categorias subyacentes y, respectivamente, las categorias de Kleisli y de
Eilenberg-Moore asociadas a las moénadas respectivas.

A partir de los conceptos anteriores, definiremos, en la siguiente seccién, los
morfismos y deformaciones algebraicas entre ménadas, que seran, simultaneamente,
morfismos y deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore. Los morfismos de
Fujiwara y las deformaciones entre ellos son casos particulares de los morfismos y
deformaciones algebraicas entre las ménadas.

Para las adjunciones, existen conceptos correspondientes a los introducidos para
las monadas. En particular, se tienen 2-categorias de adjunciones con morfismos
y 2-células de Kleisli y de Eilenberg-Moore, y 2-functores de tales 2-categorias
hasta las correspondientes de ménadas. Demostraremos que las construcciones de
Kleisli y de Eilenberg-Moore son, respectivamente, 2-adjuntos por la izquierda y
por la derecha de tales 2-functores. Mediante las nociones de cuadrado algebraico
y deformacion entre cuadrados algebraicos es posible formalizar ciertas relaciones
entre adjunciones surgidas anteriormente y se da cuenta, a través del 2-functor
apropiado, de los morfismos y deformaciones algebraicas para las ménadas.

En lo que sigue, convenimos en denominar ménada a cualquier par (C,T) en
el que C es una categoria y T una mdnada sobre C. también se le podria llamar
closure category, por analogia con los closure spaces.
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5.1. Morfismos y deformaciones de Kleisli. Definimos, en primer lugar, la
nociéon de morfismo de Kleisli entre dos monadas.

Definition 52. Sean (C,T) y (C’,T’) dos ménadas. Un morfismo de Kleisli, o, sim-
plemente, un Kl-morfismo de (C,T) en (C’,T’) es un par (J,A), con J: C——C’
un functor y A\: JT —=T"J una transformacién natural

C
J ‘ J
(o4 C’
tales que se cumplen las siguientes ecuaciones:
1
N
C——C C———
T
J ‘ J = J l #id J
(o4 C C

\/
T T /\

C C C -
Jl Zx g2y g o= Zx |J
C—F—~C——F—=C C—F>C
!

T/

Para cada ménada (C, T), la identidad en (C, T), id(c 1), es el morfismo (Idc, idr).
Ademas, si (J,A\): (C,T)—(C,T") y (J',N): (C',T") — (C", T") son dos Kl-
morfismos, su composicién es la definida como

(', XN) o (JA) = (J o X To J'A).

Cada S-espacio de clausura heterogéneo (A, T), en el que A es un S-sorted set y
T un operador clausura heterogéneo sobre A, determina una ménada (Sub(A4), T)
en la que Sub(A) es la categoria asociada al conjunto ordenado (Sub(A),Cg) v
T la ménada sobre Sub(A) asociada al operador clausura heterogéneo T' sobre A.
Ademds, cada morfismo de S-espacios de clausura heterogéneos j: (A,T) — (A’,T")

induce un morfismo de Kleisli (J, \) de laménada (Sub(A), T) en la ménada(Sub(A4’),

en el que el functor J de Sub(A) en Sub(A4’) es j[], i.e., la formacién de j-imdgenes
directas y A la transformacién natural trivial del functor j[-]oT en el functor T"oj[],
que existe por ser j un morfismo de S-espacios de clausura heterogéneos.

Del mismo modo que a cada S-espacio de clausura se le asigna una ménada, dado
un espacio de clausura heterogéneo (S, A, T'), obtenemos, por olvido del conjunto de
sorts S, la ménada (Sub(A), T). Ademsds, cada morfismo de espacios de clausura
heterogéneos (¢, j) de (S, A, T) en (S’, A’, T"), induce, por composicién del morfismo

)
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de Kleisli (j[], A) de (Sub(A), T) en (Sub(A)), T},) y del morfismo de Kleisli (U, ¢)
de (Sub(4}),Ty) en (Sub(A4’), T'), un morfismo de Kleisli (U, oj[-], (tA) o (U, 0N))
de la ménada (Sub(A), T) en la ménada (Sub(A4’), T’), tal como indica el siguiente
diagrama

Us z Us

Sub(4’) Sub(4’)

T/

en el que debemos observar que la aplicacién o DO €s la extension a las partes de
ningin morfismo en HSet de (S5, A}) en (57, A').

Proposition 113. Las mdnadas y los Kl-morfismos entre ellas determinan una
categoria denotada como Mndy;.

Proposition 114. Sean (C,T) y (C',T') dos mdnadas. Entonces eziste una
biyeccion entre

(1) Los Kl-morfismos (J,\): (C,T)—(C',T').

(2) Los pares (J,H), en los que J: C—=C’' y H: K|(T) —KI(T'), tales
que H o Fp = Fp oJ, i.e. para los que el siguiente diagrama conmuta

F

C L~ KI(T)

J H

' ——= KI(T')
F'ﬂ‘/

Proof. A un Kl-morfismo (J,\): (C,T)—(C,T’) le asociamos el par (J, Hy),
en el que Hy: KI(T) —KI(T') asocia a un C-morfismo P: Y —T(X) el C'-
morfismo Ax o J(P). Asf definido, H) es, en efecto, un functor en virtud de las dos
condiciones definitorias de los morfismos de Kleisli.

Ademas, se cumple que Hy o Fr = Fv oJ, puesto que, para cada f: Y —=X
en C, tenemos que

HyoFr(f) = (J,Hx)(nx o f)
=Ax o J(nx)o J(f)
=yx) ° J(f)
=FroJ(f)

Reciprocamente, dado un par (J, H) que cumpla las condiciones en (2), sea « la
transformacion natural conjugada de la transformacién natural identidad de Fpv oJ
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en H o Fr, obtenida a partir del diagrama

c- Y7 KI(T)
€T

1 = 1
F

C T . KI(T)

J 7 H
Fr

c T KT
U

1 = 1

c’ KI(T')

']I‘l

Componiendo Fr con la transformaciéon natural x, se obtiene una transformacién
natural

Ag = kFp: JTZJGTFT:>GT/HFT=GT/FT/J=T/J.

Para cada KI1(T)-objeto X, (Ag)x es H(idg(x)), puesto que se obtiene como el
morfismo

Gr Fr J Gr Fr(X)

/
(UTJ GT FT)X
/
J GrFr(X) G HFr(X)
7
(G’]I‘/ HET F’]I‘)X
/
Gy HFp Gr Fr(X)
i.e., como el morfismo
TJT(X) TH(X)=TJ(X)
e —
(" JT)x (W™ H)x
~ —
JT(X) T'"T'H(X)
7
T'H (idS )
e
T'HT(X)

que es igual a H(id%x)).
Para demostrar que el par (J,A\g) constituye un Kl-morfismo de (C,T) en
(C’', T’) es suficiente considerar los diagramas definitorios de los Kl-morfismos para
la transformacion natural Ay y las ecuaciones triangulares de las adjunciones in-
volucradas.
Veamos por tltimo que los procesos descritos son inversos. En efecto, si (J,\): (C, T) — (C’, T')
es un Kl-morfismo, entonces, dado un X, se cumple que (A(z,))x = H,\(id(Tj(X)) =

Ax 0 J(idg(x)) = Ax. Por otra parte, si el par (J, H) cumple las condiciones en
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(2), entonces, dado un P: Y —= X, tenemos que H(y,(P) = (Ag)x o J(P) =
H(P). O

Definition 53. Sea Kl la categoria en la que los objetos son los pares (C,T) tales
que T es una ménada sobre C, los morfismos de (C, T) en (C’, T') los pares (J, H),
con J: C—=C' y H: K|(T) — KI(T), tales que H o Fr = F oJ, y en donde
las identidades y la composicién se definen a partir de las de sus componentes.

Proposition 115. Las categorias Mndyg; y Kl son isomorfas.

Proof. Las biyecciones definidas en la proposicién anterior son functoriales. En
efecto, si (J,\): (C,T)—=(C',T") y (J',\): (C',T') —= (C", T") son Kl-morfismos
y P: Y —=T(X) un morfismo en C, entonces se cumple que

(J',Hy) o (J, Ha)(P) = (J', Hyv)(Ax o J(P))
= )\/JX o J’/\X o J’J(P)
= (J'J, Hix o n))(P)
[l

Sea M = (M, -,1) un monoide, C una categoria, T una ménada sobre C, (F,)zenm
un homomorfismo del monoide M en el monoide End(C) de los endofunctores de la
categoria Cy (A\;)zenm una familia de transformaciones naturales en la que, para
cada x € M, \;: F,T==TF,. Decimos que la ménada T es (F,),cnr-estructural
relativa a (A;)zen si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) Para cada x € M, (Fy, \;) es un endomorfismo de Kleisli de (C,T).

(2) A =idr.

(3) Para cada z,y € M, Ayy = (A Fy) o (FyAy).
Por otra parte, decimos que la ménada T es (F),) e p-estructural si hay una familia
de transformaciones naturales (A, )zeas enla que, paracadaz € M, \,: F,T—TF,,
tal que la ménada T es (F,).ecp-estructural relativa a (Az)zen-

Para una ménada T sobre C que sea (F)zen-estructural relativa a (A;)zenr, €l
functor Fr: C——=KI(T) se puede extender hasta un functor, denotado también
por Fr, desde la categoria con operadores (C,(F,)zen) hasta la categoria con
operadores (KI(T), (Toy)zenr), en la que, para cada x € M, o, = (Fy, Ay) v Toy
es el endofunctor de KI(T) que a un morfismo f: A——=T(B) le asigna To,(f) =
Az,B © F(f), porque el functor Fr es tal que, para cada x € M, el diagrama

Fr

C KI(T)

F, To,

Cc— = KJ(T)
T
conmuta.

Observemos que la categoria K1(T) no estd cerrada bajo los oparadores F,. The
expanded category (KI(T), (Toy)zen) will provide more information about the
monad T than does the category KI(T). De hecho, KI(T) es el caso particular en
el que el monoide es trivial, i.e., final en la categoria de monoides, F; el functor
identidad de C y A; la transformacién natural identidad de T'.

Ahora, dado un monoide M = (M, -, 1), dos categorfas C y C’, una ménada T
sobre C y otra T’ sobre C’, un homomorfismo (F;),cp de M en End(C) y otro
(Fl)zem de M en End(C’) y familias de transformaciones naturales (A, : FoT=—=TF,)zcm
y (Ny: FiT==TF))zcm, tales que la ménada T sea (F),cpr-estructural relativa
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a (Az)zem y la ménada T sea (F.)pem- ebtructural relativa a (A})zenr, defini-
mos un morfismo de (C, T, (04)zenm) en (C', T, (0L)zenm), con o, = (Fiu,\s) ¥

= (F.,)\.), como un triplo (J, A, (fgg)meM)) que cumple las siguientes condi-
ciones

(1) (J,A) es un morfismo de Kleisli de (C, T) en (C’, T').
(2) Para cadax € M, JF, = F.J.
(3) Para cada x € M, A\F, o JA\, = A_J o F.)\, i.e., se cumple la siguiente

ecuacion
C T C C T C
Az A
F, ©z F, J V4 J
C—T—C = cC'—1T1T —=C
A A%
J ©z J FE! 4 F!
C’ T C’ C’ T C’

(4) Paracadax € M, &,: JTF,=—T'F.J.
(6) & =AMy, paracada z,y € M, &y =& Fy
Ademas, definimos la composicién de dos morfismos (J, A, (§2)zenr)) de (C, T, (04)werr)
en (C/a Tlv (U;c)OEGJVf) y (J/a /\/7 (f;)IEM)) de (Clv T/v (J;)xGM) en (Cnv T//v (Ua/t/)mGM)a
como
(J o N To I\, (ELT o J'E)went)-

Un ejemplo de los conceptos que acabamos de definir lo tenemos si consideramos
las ménadas con operadores (Sub(Frs(V)), Cne, (f) fend(rr,(v))), asociada a la
légica sentencial cldsica, y (Sub(Eqg(V)), Cnpool, (f X f)feEnd(Er,(v))), asociada
al sistema de clausura estructural (Eqy(V), Cngeol), en el que, para un conjunto
de ecuaciones I', Cnpoei(I') estd definido como

CnBool(F) = {(¢7¢) | r ':Bool (d)? T/’) }v

junto al morfismo de la primera en la segunda determinado por la extensién candnica,
L, de la aplicaciéon de Frg(V') en Sub(Eqy(V)) que a una férmula ¢ le asigna
{ (¢, T) }, situacién que resumimos con el siguiente diagrama

Sub(Fry(V)) Cn, Sub(Frs(V))
L / ‘ L /
~ T e
Sub(Eqg(V)) — Cnpoeol Sub(Eqg(V)) fll
FEI> ST
fx 7 Sub(Fg(V) Cn, — Sub(Fr(V)

~ -
L L~

Sub(Eqy(V)) Cnpool — Sub(Eqg(V))

Ademsds, tenemos un morfismo de la segunda en la primera determinado por la
extensién canénica, R, de la aplicacién de Eqy(V) en Sub(Frg(V)) que a una
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ecuacién (¢, ) le asigna { ¢ — 1,9 — ¢ }, situacién que resumimos con el siguiente
diagrama

Sub(Eqy(V)) Chool Sub(Eqg (V)
R / ‘ R /
e FE < 1 ~
Sub(Fr(V)) — Cn, Sub(Frs(V)) FIT > fT]
f1]
f[] Sub(qu(V)) Cnpool > SUb(EQE(V))
s —
R R
/ /
Sub(Fry(V)) Cn, Sub(Fry(V))

Los Kl-morfismos entre ménadas pueden ser comparados entre si por medio de
ciertas deformaciones de Kleisli. Estas estan en correspondencia biunivoca con
las transformaciones naturales entre los functores sobre las categorias de Kleisli
asociados a los Kl-morfismos.

Definition 54. Sean (J, A), (J',\): (C,T) —(C’, T’) dos Kl-morfismos de ménadas.
Una deformacién de Kleisli o, simplemente, una Kl-deformacién, de (J, ) en (J', \)
es una transformacién natural Z: J'=—=T"J tal que el diagrama

=T 7'\

J'T T'JT TT'J
N w'J
T = T'T'J T T'J
conmuta, i.e., tal que
C T C L C C L C T C
A = = N
J ©z J ¥ J J ©z J Tz J
C’ T C’ T C’ = C T C’ T C’
T T

En ese caso, también usamos Z) para la tnica transformacién natural de J'T en
T'J en el diagrama anterior.
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El hecho de que Z sea una Kl-deformacién de (J,A) en (J',\') se denota como
2 (J,A) ~> (J', N), o también mediante el diagrama

(1]

Viss
NC//

Para cada Kl-morfismo (J,A): (C,T) — (C’,T'), la Kl-identidad es la trans-

formacién natural Jn': J=—=T"J.
La composicion vertical de Kl-deformaciones

(J;A)

7z N

(C,T) (J',$X)ﬁ\ (C,T)

((]/I7 )\//)

denotada como Z' 6 Z, es la transformacién natural

=/ = !
JI/ = T/J/ T = T/T/J % T/J
obtenida a partir de
C 1 C ! C
- =/
J ‘_‘g lj/ ‘—‘y lj//
C/ T, CI T/ C/
T/

La composicién horizontal de Kl-deformaciones

(J,A) (J",\")
T
(C,T) {/ = (C/, T/) i/ =/ (C//7 ’]T”)
~—™ 7 ~— 7
(J/’ )\/) (J///’ A///)

denotada como Z' % E, es la transformacién natural

— =/
J "'E > J"T!J S/ >T'J"J
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obtenida a partir de

C L C C L C

J = J J = J
c’ r C’ L C’ c’ ! C’ r C’

" )\// " E/ _ EI )\/ll

J V4 J V74 J/I/ — J” V4 JI/I V4 J///
C// T/, C// TN C// C// T/, C// TN C//
g 7 ) 9 7 )
T T

Si f, f': G—= G’ son dos homomorfismos de grupos conjugados, de manera que
hay un o’ € G’ tal que, para cada z € G, o' f(z) = f'(x)d’ , entonces o’ determina
una transformacién natural Z¢ de Idget en G’ x—, que a un conjunto X le asigna
la aplicacion Eg(l de X en G’ x X que aun z € X le asocia (a/,z), y que es una
Kl-deformacién del Kl-morfismo (Idget, Af) en el Kl-morfismo (Idget, )\f/),

Set

[N TR

IdSet IdSet /\f o Set

a A\
222 /N

Set Idset Idset

Set

Si g, (A, T)—= (A, T") son dos morfismos de S-espacios de clausura het-
erogéneos, existird una deformacién de Kleisli de (j[-], A) en (j'[-], \') precisamente
si, para cada X Cg A, j'[X] Cs T'(j[X]).

Por otra parte, si (¢, ) v (¢',j') son dos morfismos de espacios de clausura het-
erogéneos de (5, A, T') en (8", A", T') y (U 0i[], (ei[-1)o(Ug M) y (U 05[], (5[ ])o
(Ug A)) los morfismos de Kleisli correspondientes de la ménada (Sub(A),T) en
la ménada (Sub(A’),T'), entonces tendremos una deformacién de Kleisli Z del
primero en el segundo, precisamente si, para cada X Cg A, se cumple que & (J'[X]) Cs

T'(U, (G1XT))-

Tanto en el caso de los S-espacios de clausura heterogéneos como en el de los
espacios de clausura heterogéneos, de un Kl-morfismo en otro hay a lo sumo una
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Kl-deformacién. Ahora bien, si consideramos la 2-categoria HALog, de las l6gicas
abstractas heterogéneas, obtenida como el producto fibrado de las 2-categorias
HCISp y Alg, en la que los objects son los triplos ((S,%), (A, F),T), where S
is a set of sorts, ¥ an S-sorted signature, (A, F') a Y-algebra and T a heterogeneous
closure operator on the S-sorted set A, the morphisms from ((S,X), (4, F),T) into
(8,2, (A", F"), T") the pairs ((¢,d), f), where (¢,d) is a morphism of Fujiwara
from (5,%) into (S’,¥’) and f a homomorphism of ¥-algebras from (A, F') into
Alggi (9, d)(A' F') = (A:b,F’(‘b’d)) such that, for every X Cg A, we have that
U, (FITCO)) S0 T/ (U, (FIX1), and the 2-cells from ((6,d), f) into (¢, d), ),
where ((¢,d), f) and ((¢',d’), f") are morphisms from ((S, X), (A, F),T) into ((S’, %), (A’, F"),T"),
the 2-cells £: (S, ¥) ~> (5, %) in Sigy,; such that the following diagram commutes

(A:ﬁ,F/(qb’d))
(A F) §(A’,F’)

(A, P10

for every X Cg Al we have that §(A/’F/)[T¢’)(X)] Cs Ty, (€A FI[X]), and T’(U¢,(§(A/’F/)[X])) Cy
T'(Uy (X)),

Sub(A)

entonces 4" F)[.] es una deformacién de Kleisli del morfismo de Kleisli (Ug of []; (ef[])e
(UgA)) en el morfismo de Kleisli (g of'[], (¢ f'[]) o (Uy A')) desde la ménada
(Sub(A), T) hasta la ménada (Sub(A’),T’), ya que, por una parte, por cumplirse,
para cada X Cg A, que Uy (f'[T(X)]) Cs T"(Uy (f'[X]) v que Uy (f'[X]) Csr
U¢,(f’[T(X)]), entonces U¢,(f’[X]) Cg T’(/U(b/,(f’[X])), y, por otra, ya que, for
every X Cg A/, we have that T’(U¢,(§(A FIIX)) Csr T'(Uy(X)), entonces
T'(Uy (€Y IFIXTN) S0 T (U, (FIXD), luego, por ser £4%FI[]o f1] = f'[],
podemos afirmar que, for every X Cg A}, U, (f'[X]) Csr T’(L/J¢I(f[X])). Si ¢AF)
fuera tal que, f(;r every X Cg Ay, se cumpliera que J,, (AWFIIX)) Cor Uy (X)),
A1

entonces & seria una deformacién de Street.
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Para el espacio de clasura (Z, Sg;), en el que Z es el grupo aditivo de los enteros
y Sgy el operador de formacion del subgrupo aditivo de una parte de Z, y los
endomorfismos idz y pe (multiplicacién por 2) de Z, tenemos que, para cada parte
X de Z, se cumple que

p2[X] € Sgy(idz[X]) = Sgz(X),

por lo tanto hay una deformacién de Kleisli de (idz[-], A) en (p2[-],\'), con Ay
A triviales. Sin embargo, no hay ninguna deformacién de Street de (idz[-],A) en
(p2[-], A), ya que no se cumple que, para cada parte X de Z, us[X] C X.

Para la interpretacién de Kolmogorov, ((d,P),t), de la légica proposicional
cldsica en la intuicionista, definida como

T Un, if v =wp;
ity (¢), if v = —¢;
tv(y) = § (v (9) Aty (), iy =0 A;

(v () Viv(¥)), ify=¢ Vi
(v (@) Aty (¥)), ify=¢—1,
y la interpretacién de Gentzen, ((d’, P),t’), entre las mismas l6gicas, definida como

U, if Y = Un;
ity (9), if = —¢;

tv(y) =t (0) At (), if vy =¢Ay;
(ot (@) Aty (¥), iy =¢ Vi
ty(¢) — 1 (), fy=¢—19¢

se cumple, para cada conjunto de férmulas I" y cada férmula ¢, que
Lhe ¢ iff ty D) Fitv(¢) and T k. ¢ iff £, [0] ;i ¢1,(0).
Ademiés, para cada férmula ¢, tenemos que
Fity (¢) < ty(0),
por lo tanto, para cada conjunto de férmulas I', se cumple que
ty[I] € Cni(ty[I]) y ty [I] € Cni(ty [T)).

De donde se deduce que tenemos dos deformaciones de Kleisli de (¢ty[-],\) en
([, A) v de (85, [], N) en (tv ][], A), inversas una de otra, tal como muestra el
siguiente diagrama

ty [ {1 [ ty[] =~ ~>ty[]
Sub(Fry (V) ——5—— Sub(Frg(V))

Sin embargo, no hay ninguna deformacién de Street de (¢ty -], A) en (¢i,[], A") ni
de (ti,[-],\') en (tv[],A), ya que no se cumple, para cada conjunto de férmulas T,
ni que t4,[I'] € ty/[['] ni que ty[I'] C ¢4, [T].

Ademds, también tenemos dos deformaciones de Kleisli de (¢tv[] o {-},A) en
(e {},N) yde (¢ []o{},N)en (tv[]o{},N), inversas una de otra, tal como
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muestra el siguiente diagrama

Frs (V) Fry(V)
{~}l k{-}
Sub (Fry, (V) — Cn, —> Sub(Frg(V))
ty ] [~ 1] tvl] s~ ]
Sub(Fry(V)) Sub(Fry(V))

Cni

en donde la fila superior del 1ltimo diagrama, representa la ménada asociada al
conjunto Frs(V), a través de la categorfa discreta determinada por tal conjunto.

Para la interpretaciéon de McKinsey-Tarski, ((d, P),t), de la lgica proposicional
intuicionista en la modal, S4, de Lewis, definida como

Oy, if v =wvp;
Oty (9), if v = —¢;
tv(7) = S tv(¢) Atv(¥), if v=¢ A
tv(¢) Viv(y), if v=¢ Vi
O(tv(9) = tv(¥)), ify=¢—1.

y la interpretacién de Godel, ((d’, P’),t'), entre las mismas 16gicas, definida como

Un, if v = vp;
-0ty (¢), if v = ¢
ty(v) = § ty(0) Aty (¥), if v = ¢ A
Oty (o) v Oty (¥),  ify =9V
Oty (¢) — Oty (), ify=¢ — .

se cumple, para cada férmula ¢, que
If +; ¢, then Fgyty(¢p) and gy ti, ().
Ademds, para cada férmula ¢, tenemos que
Fsa O(tv (¢) < Ot (4)),
luego, para cada férmula ¢, podemos afirmar que
Fsa tv(9) — ty(9)-
por lo tanto, para el conjunto vacio de férmulas, se cumple que
£, [Cny(2)] C Cnga(tv [Cr(2))).

De donde se deduce que tenemos una deformacion de Kleisli de (ty[-] o Kon,(2), A)
en (ty,[] o Keny(2),A'). Sin embargo, no hay ninguna deformacién de Street de
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(tv[] o Kon(@), A) en (ty[] © Kon(z), A')-

Sub(2)

KCn;(@) K‘Cni(@)

Cns4

Obsérvese que el morfismo de espacios de clausura K¢y, (g), 10 es la extension a
las partes de ninguna aplicacién del conjunto @ en Fry (V)

Proposition 116. Las mdnadas, los Kl-morfismos y las Kl-deformaciones entre
ellas determinan una 2-categoria, denotada como Mndkj.

Proof. La demostracién es analoga a la de la proposicién 108. (]
Para la demostracién de ciertas proposiciones, conviene considerar una definicién

alternativa, pero equivalente, de las Kl-deformaciones.

Proposition 117. Sean (J,A), (J',\): (C,T)—=(C',T"), dos Kl-morfismos.

Entonces existe una biyeccidn entre las Kl-deformaciones de (J,\) en (J',N) y
las transformaciones naturales = de J'T en T'J tales que

c—r —~c—TL ¢ c—r —~c—T ¢

T A VO I T

¢—F—>C—FF—>C - C¢—FWF>C—F—>C

. W . wo
T’ T

Proof. SiZ: (J,A) ~> (J', \') es una Kl-deformacién, entonces Ey cumple la condicién
de la proposicién, puesto que

T T 1°

1
| | - [ )
R A =Y T W
v v

_—
A = ,
T T T T Jl Z 'f Z

T T W

T T
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T? 1 T T

( \U/,LL \l ) ‘ )\/ ‘ )\/
1 T J| v g T g “r J'
= J Ef J‘/ /\// J! = / ¢ / ¢ /
; L T 1% T J T

T/ / T/ T/ 12

L " j \_ 2 )

T r

Reciprocamente, si = cumple la condicién de la proposicién, entonces

J e2 J’

T/

es una Kl-deformacion, puesto que se cumple que

1 1
In In
— T — — T — — T — — T —
= = /
il 0% |y o= g o e |y

v v

LT’ WT’j LT’ it T’j

T T

O

Con la caracterizacion anterior de las Kl-deformaciones, tenemos una descripcién
alternativa de las composiciones verticales y horizontales. En particular, la com-
posicién horizontal adopta, con la notacién de los parrafos precedentes, la forma
mas simple siguiente

J// —p J///

Las 2-células entre morfismos de ménadas consideradas por Street en [Str72] son
un caso particular de las deformaciones consideradas aqui. Las deformaciones de
Street se caracterizan como aquellas deformaciones de Kleisli que pueden factor-
izarse a través de una cierta transformacién natural entre los functores subyacentes
de los Kl-morfismos.
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Definition 55. Sean (J,A), (J',\): (C,T)—=(C',T’) dos Kl-morfismos. Una
deformacion de Street de (J, A) en (J', \') es una transformacién natural o: J' =—>J
tal que Ao oT =T'c o N, ie., tal que el diagrama

conmuta.

Cada deformacién de Street induce una deformacién de Kleisli a través de la
transformacion natural de su diagrama conmutativo.

Proposition 118. Sea o una deformacion de Street de (J,\) en (J', X'). Entonces
la transformacion natural n'J o o = Aon = T'o o N'(J'n) es una deformacidn de
Kleisli.

1
C

/L e

J ” C /\\T \

\ = N\ ;L \

T/ \ / 2 2 /g\/
by C \ J &
T’ \§C,/

O

En lo que sigue, se dice que una Kl-deformacién Z: (J,\) ~> (J',\') es una
deformacion de Kleisli-Street o, simplemente, una KI-St-deformacién, si = se obtiene
a partir de una deformacién de Street o: J'=—=J de la manera indicada en la
proposicién anterior. No toda deformacién de Kleisli puede obtenerse a partir de
una deformacion de Street. Para un ejemplo relevante véase la seccion posterior
sobre la relacién entre teorias algebraicas heterogéneas y monadas.

El conjunto de las KI-St-deformaciones estd cerrado bajo composicién, por lo que
estas determinan una sub-2-categoria de Mindg; que denotamos como Mndyj g¢

Definition 56. Sea Kl la 2-categorfa con 0-células los pares (C,T) con T €
Mnd(C), 1-células de (C,T) en (C',T’) los pares de functores (J, H) tales que
J: C—C', H: KI(T)—KI(T') y H o Fy = Fp oJ, 2-células de (J,H) en
(J', H') las transformaciones naturales de H en H' e identidades y composiciones
definidas a partir de las de las componentes.

Proposition 119. Las 2-categorias Mndy, y KI" son isomorfas.

Proof. Por la proposiciéon 114 existe una correspondencia biunivoca entre las 1-
células de Mndg; y las de KI™". Sean (J,A), (J',N): (C,T)—(C',T’) dos
Kl-morfismos y Z: (J,\) ~> (J', \') una Kl-deformacién. Entonces = determina
una transformacién natural 7% para la que se cumplen las relaciones de incidencia
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indicadas en los diagramas

(‘]7)‘) (‘]IvH)\/)
T T
(C,T) {E (C',T") KI(T) (7= KT
~— N 7 ~—N 7
(J',N) (J, H)

En efecto, sea 7= la aplicacién que a cada X € C le asigna el morfismo en
KI(T') que corresponde al morfismo Zx: J(X)—=T'(J(X)) en C. Entonces
7= (J', Hy) == (J, Hy) es una 2-célula de K1°", debido a que 75: Hy == H,
es una transformacién natural, ya que si f: Y ——= X es un morfismo en KI1(T), el
diagrama en KI1(T”)

J'(Y) L(f)> J'(X)

Hy(f)

conmuta, en virtud de la conmutatividad del diagrama en C

Hy (f)

J'(Y) J'T(X) X ST J(X) =X 7T I(X)
Sy ET(X)J H(x)
"JT(X) T'T'J(X) — > T'J(X)

T'HA(f)

en el que el rectdngulo izquierdo conmuta porque Z: J'—=T"J es natural, el
derecho porque = es una deformacion y el resto por definicién.

Reciprocamente, si (J, H), (J',H'): KI(T) —KI(T’) son 1-células en K1 y
9: (J', H') == (J, H), es una 2-célula en K1, sea Z” la aplicacién que a cada X € C
le asigna el morfismo en C’ que corresponde a ¥x en K1(T').

Puesto que ¥x = Vg (x): H Fr(X) = J'(X) —HFr(X) = J(X), se cumple
que =% : J'(X)—=T'J(X). Si f: Y —=X es un morfismo en C, entonces, por
ser ¢ natural, el diagrama en KI1(T)

7 Fr J'(f) J/(X)
ﬁyl lﬂx
J(Y) J(X)



MONADS AND ADJOINTS 107

conmuta. Luego el diagrama en C’

J! 'y
7oy —I ey O
=9, =4 /=,

T'J(X) ———T'J(X)<=—T'T'J(X
) 5™ T X) e TTI()

T'J(f) Hrx

T'J(X) —— = T'T'J(X)
T'n
J(X)

conmuta y Z7: J'=="T"J es una transformacién natural.
Veamos que Z7 es una deformacién de Ay en Ag/. Por ser ¢ natural, el diagrama
en KI1(T")

H'(idS )
H'T(X) 7 L m(x)
Eg(x)‘ Ux
HT(X) — H(X)
H(ldT(X))
conmuta, y, por consiguiente, el diagrama en C
H'(idp(x)) T'(ZY
J'T(X) 7 x) G yx)
Vr(x )l Jﬂfz(x)
T'JT(X) ———— T'T' J(X) - T'J(X)
T'(H (id7(x))) K (x)
también conmuta. Pero entonces, el diagrama
Am 1=’
J'T 4 T T
E‘”Tl LIN
T'JT - TT'J - T'J
T )\H 1% J

conmuta y =V es una deformacién.

Los dos procesos descritos son inversos entre si.

Para acabar de demostrar que las 2-categorias Mindk; y KI" son isomorfas, s6lo
falta comprobar la compatibilidad con la composicién y las identidades.
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Para la composiciéon vertical de Kl-deformaciones
(J,A)
(C,T) —(J", N)—(C,T')
\5//4
(J// )\//)
se cumple, para cada X € C, que

TR E = (W JoT'EoT)x

:XO.:X
= =/
=TXx°TXx

Para la composicién horizontal de Kl-deformaciones

(J;A) (J", A"
= — T
(C.T) (= (©T) (= (C"T)
~— 7 ~—~—— 7
(J/ /\/) (J/// )\///)

se cumple, para cada X € C, que
7_;( ‘32 (MN o T//E/J o )\WJ . J///E)X
=(EN)x o (N"JoJ"Z)x
= (:,(J H)\)X <& H)\WTE

=75 x7%
La compatibilidad con las identidades es inmediata, por lo que la construccion
anterior, junto a la desarrollada en la proposicién 114, determina un 2-isomorfismo
de Mndg; en KI". O

La imagen del isomorfismo anterior sobre Mindk s determina la sub-2-categoria
de K1 siguiente.

Definition 57. Sea Klg; la 2-categoria en la que las 0-células son los pares (C, T)
con T una ménada sobre Mnd(C), las 1-células de (C,T) en (C’,T) los pares de
functores (J, H), con J: C—=C’ y H: K|(T) —KI(T’), tales que H o Fp =
Fr oJ, las 2-células de (J, H) en (J', H') los pares de transformaciones naturales
(o,7), con o: J=>J y 7: H==>H’, tales que 7Fr = Fr 0, i.e., tales que el
diagrama

C KI1(T)
J/ £>\Jf H/ >{'
\C/ é T/)

conmuta y con identidades y composiciones las definidas a partir de las de sus
componentes.

La 2-categoria Klgt es una sub-2-categoria de Mindy;, mediante el functor que
olvida la primera componente de las 2-células.

Proposition 120. Las 2-categorias Mndx; sy y KIg; son isomorfas. O
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5.2. Morfismos y deformaciones de Eilenberg-Moore. Si invertimos el sen-
tido de la transformacién natural en los Kl-morfismos se obtiene otra nocién de
morfismo de moénadas. Puesto que el sentido del functor permanece invariante,
los conceptos no son duales. Por su relacién con los morfismos algebraicos en-
tre moénadas introducidos posteriormente, es conveniente definir los morfismos de
Eilenberg-Moore entre moénadas invirtiendo el sentido del functor en lugar del de
la transformacién natural.

Definition 58. Sean (C,T) y (C’,T') dos ménadas. Un morfismo de Eilenberg-
Moore, o, simplemente, un EM-morfismo de (C,T) en (C’, T') es un par (K, \), en
el que K: C'——=C es un functor y A\: TK =—> KT’ una transformacién natural

C T C
k| X |k
C/ T/ C/
tales que
1
/N
C T C C C
KT N TK = KT Nid TK
C/ ; > C/ Cl 1 C/
T 4
T/
TT
- - N
C C C C C
KT N TK N TK = KT N\ TK
C’ T C’ T C’ C’ T C’
N
T

Para cada moénada T sobre C, la identidad en (C,T), id(c ), es el morfismo
(Idg,idy). Si(K,A): (C,T)—(C'T) y (K',N): T'—=T" son dos EM-morfismos,
su composicién, (K, N) o (K, ) es el par (K’ o K, KX o AK").

Proposition 121. Las mdnadas y los EM-morfismos entre ellas determinan una
categoria, denotada como Mndgy;.

Proposition 122. Sea T una mdnada sobre C y T' una sobre C'. Entonces existe
una biyeccion entre

(1) Los EM-morfismos (K, \): (C,T)—(C',T’).



110 CLIMENT AND SOLIVERES

(2) Los pares (K, H), enlos que K: C'—=C y H: EM(T') —EM(T), tales

que GToH = K o GT,, i.e. tales que el siguiente diagrama conmuta

Gr

EM(T) C

H K

EM(T') — >
G
Proof. A cada EM-morfismo (K, \): (C, T) —= (C’, T’) le asignamos el par (K, H"),
en el que H*: EM(T') —=EM(T) es el functor que a una T’-algebra (4,a) le
hace corresponder la T-dlgebra (K(A), K(a) o Ax) y a un EM(T')-morfismo f el
EM(T)-morfismo K(f).
Comprobemos que H* estd bien definido. Si (4, ) es una T’-algebra, entonces
(A, K(a) o A4) es una T-algebra, puesto que se cumplen las ecuaciones

(K (a) o Xa) o ng(a) = K(a) o K(ny)

= K(aonl)

=idg(a) ,
(K(a)oAa)o pr(a) = K( ) o K(pis) o Arr(ay 0 T(A)a
o py) 0 Arr(ay o T(N)a
oT'(a)) o Apr(ay 0 T(Aa)
a) o K(T"()) o Arr(ay o T(Aa)
a)odgoTK(a)oT(Aa)
(K(a)oAg)oT(K(a)oXa)

«
«

K(
K(
K(
K(

Si f: (A, a)—(B,f) es un morfismo de T’-algebras, entonces H*(f) es un ho-
momorfismo de T-algebras porque

K(f)oK(a)oda=K(B)oKT'(f)oAa =K(B)oAgoTK(f)

La preservacién de composiciones e identidades es inmediata, asi como que
GToH =KoG".

Reciprocamente, a un par (K, H) que cumpla las condiciones en (2), le asoci-
amos el EM-morfismo (K, "), en donde A\¥ se define como sigue. Puesto que
H: EM(T') —=EM(T) es tal que G' oH = K o G™, H asigna a cada T’-algebra
(A4, a), la T-dlgebra H(A,«), cuyo objeto subyacente es, necesariamente, K (A),
y cuya estructura denotamos mediante af. En particular, para cada objeto A,
(T"(A), /4 es una T'-dlgebra, a la que el functor H asigna la T-algebra (KT"(A), (1/y)™).

La aplicacién A +— (u/4) es una transformacién natural (u’(,))H de TKT' en
KT', puesto que, para cada f: A—— B, como p’ es una transformacién natural y
H es functor, los diagramas

T'T'(A) RANCON T'T'(B) TKT'(A) TET(f) TKT'(B)
N;&‘/ g (M’A)HJ ‘(M};)H
T'(A) g T'(B) KT'(A) T KT'(B)

conmutan.
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Sea M : TK == KT’ la transformacién natural obtenida mediante la com-
posicién de TKn' con (;/(.))H7 v que a cada A € C le asigna el morfismo

(TKn')a ()"

TK(A) — L TRT(A) KT'(A)

La transformacion natural A también se puede obtener como sigue. Sea r la
transformacién natural conjugada de la transformacién natural identidad de KoGT
en GT oH, obtenida a partir del diagrama

T
EM(T) <& c
T
1 & 1
GT
EM(T) C
H <~ K
VJI\/
EM(T) % . ¢
'H\/
1 L 1

Componiendo con FT, se obtiene la transformacién natural

M QT TK =GQTFT K — GTHFY = KGT ¥ = KT’

Se cumple que M o nK = K7/, puesto que, para cada A, el diagrama

goa—A ey —
(Kn')a (TKn')a
KT'(A) (nKT) 2 TKT'(A) A

conmuta.
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La condicién M o uK = Ku' o \HT' o TAH se deduce de la conmutatividad del
diagrama

K
TTK(A) —2A L TR (A
TTKny TKn'y
uKT)
TAH TTKT' (A) —2 > TKT'(
T(uy)" /
TKT'(A) —2 ()™ A U KT'(A
ﬁn/ﬂ, ldTKT%A
A?’(A) TKT'T' (A) TKHA TKT/ 1dKT’ (A)
(b)) ™ l(u’A)H
KT'T'(A) / KT'(A)
Ha

donde el cuadrado inferior conmuta porque el functor H preserva homomorfismos.
Los dos procesos son inversos entre si. Si (K, \): (C,T) —(C’,T’) es un EM-

morfismo de ménadas, entonces A7 N = A, puesto que, para cada A, el diagrama

Aa

TK(A) KT'(A)

W

TKT'(A) ——— KT'T'(A) —— KT'(A)

k AT (4) Ky j

TKn' KTy

A
Wy
conmuta. )
Por tltimo, si el functor H: EM(T’) —= EM(T) es tal que GT oH = K o GT |
entonces HY' = H , porque, para cada T’-dlgebra (A4, «), el T'-homomorfismo
a: (T'(A), u'y) — (A, a) es preservado por H, y por tanto el diagrama
TKn' ! \H
TRA) M gerray YD e
: TK(c) K(a)
idrg(a)
TK(A K(A
) e K
conmuta. (|

Definition 59. Sea EM la categoria en la que los objetos son las ménadas (C, T)
y los morfismos de (C,T) en (C’,T') los pares de functores (K, H) tales que
K:C'—C, H: EM(T') —EM(T) y GroH = K o Gp.
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Proposition 123. Las categorias Mndgy y EM®P son isomorfas. O

Para los EM-morfismos entre moénadas se tiene asimismo una nocién de defor-
macién. Las deformaciones de Eilenberg-Moore estdn en correspondencia biunivoca
con las transformaciones naturales entre los functores sobre las categorias de Eilenberg-
Moore asociados a los EM-morfismos.

Definition 60. Sean (K, \), (K',X\): (C,T)—(C’,T’) dos EM-morfismos de
moénadas. Entonces una deformacién de Eilenberg-Moore o, simplemente, una EM-
deformacién de (K, ) en (K’,)\) es una transformacién natural Z: K —> K'T’
tal que el diagrama

=T
TK A KT’ K'T'T

TEL lK "'

TK'T’ W K'T'T’ K/—u,> K'T

conmuta, i.e., tal que

c— L .¢ 1 C C 1 c— L .¢
A = = \
K X KX K’ K N K X K’
¢——~C———=C = C———>C———~C
k I JA L i/ j
T’ T’

En ese caso, convenimos que Z, es la tnica transformaciéon natural de TK en
K'T’ en el diagrama anterior.

El hecho de que = sea una EM-deformacién de (K, \) en (K’, ') se denota como
E: (K,\) ~> (K’,X), o tambien mediante el diagrama

Para cada EM-morfismo (K, \): (C,T) — (C’, T’) la EM-identidad es la trans-

formacién natural Kn': K =—>KT".
La composicion vertical de deformaciones

(K, )

T N

(CvT) 7(K/7 _/)% (ClvT/)

\%

(Kl/, )\//)
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denotada como =’ 6 =, es la transformacién natural
)

- =i KH,LL/
K — K'T' = K"T'"T’ > KT’
obtenida a partir del diagrama
1 1
C C C
= =/
J E fe e
C/ T/ C/ T, C/

La composicién horizontal de deformaciones

(K, ) (K", \")
T — T
(C, T) {/ = (C/, T/) \{/ =/ (C//7 T”)
~— N 7 ~— 7
(K/ )\/) (K/// /\///)

denotada como Z' % E, es la transformacién natural

—_ 11 =/

=

KK" = - K'T' K" —° K'KMT!

obtenida a partir de

C 1 C C 1 C
A = = A
K = K’ K = K’
(_“J’ 1 C’ 1 C’ C’ 1 C’ 1 (_‘“j’
4\ P =/ =/ N 4\
K// XX K// A\u K/// — K” A\u K// XX K///
\ \
C” G lok G ok lok T c G ok
t Y Y J
J \
T T"

Proposition 124. Las monadas, los EM-morfismos y las EM-deformaciones de-
terminan una 2-categoria, denotada como Mndgy;.

Proof. La demostracién es analoga a la de la proposiciéon 108. O

Las deformaciones entre morfismos de moénadas sobre una misma categoria C
son simultaneamente deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore.

Se puede dar una definicién alternativa, pero equivalente, de las deformaciones
que resulta, ocasionalmente, més adecuada para la demostracion de algunas proposi-
ciones. La relacién entre ellas es, esencialmente, la que existe entre las aplicaciones
desde los conjuntos de variables y sus extensiones a las dlgebras libres.

Proposition 125. Sean (K, ), (K',X): (C,T)—(C',T) EM-morfismos. En-
tonces existe una biyeccion entre las EM-deformaciones de (K, \) en (K',X') y las
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transformaciones naturales de KT en K'T' tales que

T T T T

C C C C C C
A = = Y%
K X KX K’ K X K X K’
C'—Ff>C——>C = O C—F—>C
t I j L o j
T’ T

Proof. Si 2: (K,\) ~> (K’,)') es una EM-deformacién, entonces =, cumple la
condicién de la proposicién, puesto que

T T 1 T2
} b [ p
k| g g g T W
| | N
= K K - K/
Tl k T/ \U/MI T/ j\
7 / T T
9 U/,u T ) k U’M/ j
T T
T2 1 T T
= 4 p /
(1WT\l K| N g Y g Y g
IR
= K N I‘( X K = Ty T T T
T , T T ’
L Yu JA \_ \z )
T T
Reciprocamente, si = cumple la condicién de la proposicién entonces
1
I
- T — >
K] & ]K/
T/
es una EM-deformacion, puesto que se cumple que
1 1
In In
A ! = = ! N
K X' K X K = K YK X K’
| |
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Con la caracterizacion anterior de las EM-deformaciones, tenemos una descripcién
alternativa tanto de la composicion vertical como de la horizontal. En particular, la
composicién horizontal adopta, haciendo uso de la notacién de los parrafos prece-
dentes, la forma mas simple siguiente:

s
k| < |k
o
K" & g
—

Lo mismo que para las deformaciones de Kleisli, existen EM-deformaciones que
tienen la propiedad adicional de factorizar a través de una transformacién natural
entre los functores subyacentes de los EM-morfismos.

Definition 61. Sean (K, \)y (K’, \') EM-morfismos de (C, T) en (C’, T’). Una de-
formacion de Street de (K, A) en (K', \') es una transformacién natural o: K = K’
tal que 6T" o A = X o T, i.e., tal que el diagrama

K\:/ s K/:U>\K’
T/

conmuta.

Cada deformacion de Street determina una deformacién de Eilenberg-Moore, tal
como demostramos en la siguiente proposicion.

Proposition 126. Sea o una deformacion de Street de (K, \) en (K', X'). Entonces
la transformacién natural K'nf’ oo = oT o AonK = XN onoo es una deformacion
de Filenberg-Moore.

C

- f
0!
§>H

/
K
\
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Decimos que una EM-deformacién Z: (K, \) ~> (K’, \') es una deformacién de
FEilenberg-Moore-Street o, simplemente, una EM-St-deformacién, si = se obtiene
a partir de una deformacién de Street o: K == K’ de la manera indicada en la
proposicién anterior. Lo mismo que para las KI-St-deformaciones, no toda defor-
macién de Eilenberg-Moore puede obtenerse a partir de una deformacion de Street.

El conjunto de las EM-St-deformaciones esté cerrado bajo la composicién, por
lo que estas determinan una sub-2-categoria de Mindgy1, a la que denotamos como
Mndgw st -

Definition 62. Sea EM la 2-categoria en la que las 0-células son los pares (C, T),
con T una ménada sobre C, las 1-células de (C, T) en (C’, T’) los pares de functores
(K,H), enlos que K : C'—=C, H: EM(T') —> EM(T) y para los que GT oH =
K o G las 2-células de (K,H) en (K',H') las transformaciones naturales de
H en H' y con identidades y composiciones las definidas a partir de las de sus
componentes.

Proposition 127. Las 2-categorias Mndgy y EM™ son isomorfas.

Proof. Por la proposicién 122 hay una correspondencia biunivoca entre las 1-células
de Mnd(C) y las de EM(C)*. Cada EM-deformacién Z determina una transfor-
macioén natural 7= para la que se cumplen las relaciones de incidencia indicadas en
los diagramas

(K, A) (K, H*)
/\ /-_\
(C,T) (= (C',T) EM(T) ¢=  EM(T')
~— 7 ~~—
(K/7)\/) (K/7HA')

En efecto, sea 7z la aplicacién que a cada T’-dlgebra (A, o) en EM(T) le asigna
el morfismo K'(«) o 24. Entonces, por la conmutatividad del diagrama

TK(A) (T=)a TK'T'(A) (TE'@)a TK'(A)
(NT") 4 @
(A)a (1) K'T'T'(A) (A)a
K/T/Oé)A
K'ply \
KT'(A) (ETa K'T'T'(A) — A o g'7/(A T/(A)
K(Oé) (5) N\ \ K'a

K(A) K'T'(A K'(A)

[

en el que (1) conmuta porque = es una deformacion, (2) porque X es natural, (3) y
(4) porque (A, ) es una T’-algebra y (5) porque Z es natural, se tiene que (7=)(4,q)
es un morfismo de T-algebras. Ademads, 7= es una transformacién natural, puesto
que, para cada morfismo de T’-dlgebras f: (A, o) — (B, (), el siguiente diagrama
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conmuta:

K(A) K K(B)

K'T'(A) —— K'T'(B)
KT(f]
K'(a)l lK’(ﬁ)
( (

(1]

Reciprocamente, cada 2-célula ¢ en EM determina una EM-deformacién =, con
las relaciones de incidencia indicadas en los diagramas

(K, H) (K, \H)
/—’__\ /\
EM(T) (¢ EM(T') (C,T) {E (C,T)
N~~~ \_/
(K',H') (K’ \H")

Sea E¢ la aplicacién que a cada A € C le asigna ((7v(a),) © K(n,). Si
f: A—— B es un morfismo en C, entonces se cumple que T'(f): (T7(4), u'y) —= (T"(B), u'z)
es un morfismo de T’-dlgebras, y por la naturalidad de ¢ y 7/, el diagrama

K(n' Cor i
K(4) (14) KT(4) (T7(A),1'y) KA

KT’(f)J lT’(f)

, KT'(B)
K(ng) G (B),uly)

K'T'(B)

conmuta, por lo que E¢ es una transformacién natural de K en K'T".
La transformacién natural Z; es una deformacién precisamente si el diagrama

N ECTI
TK KT’ K'T'T'

TE K

TK'T —————> K'T'T" ——— > K'T"

Ky
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conmuta. Considérese el diagrama

)\H KT]/ ’ C 72 A),p' T,
TK(A) W4 ey 2D gz ) 2O iy
(TKn')a
A N
(TZ¢)a TKT'(A) @) KT'(A) K'ply
ﬁ(T’(A),u;)) . ng
TK'T'(A) () K'T'(A)
w"’% AL
()\H/>A TK/le(A) (T/K/N/)A TK’T/(A)
( Gl )H’ (3)
1% A
K'T*(A /
(4) Kol

en el que todo conmuta, excepto, quizas, (1), (2) y (3). Ahora bien, como p/y: (T"T'(A), H’T,(A)) —(T"(A), i)
es un homomorfismo de T’-dlgebras y H' es functor, (3) conmuta, y por ser ¢ nat-
ural, el diagrama

(T'T'(A), (s )" ———= (T"(A), ()")

Qv (A) sy ) ST (A) 1)

(T"(A), (W)™

conmuta, y por tanto, también (1) conmuta. Por otra parte, puesto que se cumple
que Cirr(ayuy): (KT'(A), (Wy)") —(K'T'(A), (1/))"") es un homomorfismo de
T’-4lgebras, (2) conmuta.

Los procesos descritos son inversos, por la conmutatividad de los diagramas

(ETE)A

(=) (77(4),11y)

s () DA peqray ST e qy B K’l“ A)
/

(1) (K/T/,',’/)A -

ZA / id
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(Cze)(Aa)
(E¢)a
K(A) (Kﬁ/)A KT/(A) TIA Hy) K/T/ Kl(a) K/(A)
| |
k[(ia) 2) K’ia /
K(A) K'(A)
C(A,a)

en donde (1) conmuta porque E es natural y (2) porque a: (T"A, p'y) —> (A, ) es
un homomorfismo de T’-4lgebras y ¢ es natural.
Veamos la compatibilidad con las composiciones. Dada la situacién

(K, 2)

—_
—

(C,T) —(K',N)— (C',T)

\_:V/1

(KII7 A/l)

se cumple que, para cada (4,«) € EM(T'), a: (T"A, u'y) — (4, @) es un homo-
morfismo de T’-4lgebras por lo que el diagrama

K'T'(A) G K'(A)
(E)17(a) (E)a
K"T'T'(A) K'"T'(A)
K" (ply) K" (a)

K//T/(A) W K//(A)

conmuta. Pero entonces tenemos que

(T=r62)(a0) = K" () o (
=K"(a)o (K ) ( /T/)A °(E)a
=K"(a)o(

(T”/)(A,a) © (TE)(A,a)

Para la composicién horizontal, dada la situacion

(K, \) (K", \")
/\ /—-—\
(C,T) (= (C,T) (= (1)
c~— N 7 —~—— 7

(K/’ )\/) (}‘("///7 )\///)
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se cumple que:
(TE/;E)( =K K///(Oé 9} (E E)A
K///(a O( / s // OK/E/T// OK/)\// OEKI/)A
— K/(K///(a) (Kl// //) (E/T//)A o ()\”)A) o (EK//)A
= K’(K’"(a) 0 (ENaoK"(a)o(X)a) o (EK")a
K///(a) o (K/'—'/)A OK K//( ) (K’AN)A o (EK//)A
— KK///( )O( ) OK/(K//( ) A”)AO(EK”)A
= H)\ (K"'(a) o (E ) ) (TE)(K”(A),K”(oz)o(k”)A)
(HA Nt © (=H ) (4,0)

= (H* "= o TEH(/\A’Q)

= (T2 * T2)(4,a)

~— —

La compatibilidad con las identidades es inmediata, por lo que la construccién
anterior, junto a la desarrollada en la proposicién 122, determina un 2-isomorfismo
de Mongy en EMY. O

Una consecuencia inmediata de la anterior proposicién es que las 2-categorias
K1 y EM son simétricas. Si se considera que las construcciones de Kleisli y de
Eilenberg-Moore representan las versiones formales de los aspectos sintdctico y
semantico de las ménadas, y, por tanto, del algebra desde un punto de vista cat-
egorial, entonces la proposicién anterior expresa una de las formas de la dualidad
entre sintaxis y seméantica.

La imagen del isomorfismo anterior sobre Mndgn st determina la sub-2-categoria
de EM siguiente.

Definition 63. Sea EMg; la 2-categorfa en la que las 0-células son los pares (C, T)
con con T una ménada sobre C, las 1-células de (C,T) en (C’,T') los pares de
functores (K, H), en los que K: C'——=C, H: EM(T’) — EM(T) y para los que
GToH = KoG", las 2-células de (K,H) en (K', H') los pares de transformaciones
naturales (o,7), con 0: K==K'y 7: H==H', tales que GT ¢ = TGT/, ie
tales que el diagrama

GT
EM(T) ————~C
\ / N
= K’ H=H

conmuta, y con identidades y composiciones las definidas a partir de las de sus
componentes.

La 2-categoria EMg; es una sub-2-categoria de Mindgy mediante el functor que
olvida la primera componente de las 2-células.

Proposition 128. Las 2-categorias Mndgwm st ¥ EMY, son isomorfas. O

Las algebras para una moénada pueden ser consideradas como EM-morfismos
entre moénadas. Los homomorfismos entre dlgebras corresponden entonces a las
EM-deformaciones entre EM-morfismos de ménadas. Las EM-deformaciones entre
algebras son siempre deformaciones de Street.
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Proposition 129. Sea T una mdnada sobre C. Las categorias EM(T) y Mndgym ((C, T)(1,1))
son isomorfas.

Proof. Las T-dlgebras (A, «) estén en correspondencia biunivoca con los EM-morfismos
de moénadas

-

-

Ademds, si f: (A,a) — (B, 3) es un T-homomorfismo, entonces es evidente
que la conmutatividad de cualquiera de los dos diagramas siguientes implica la del

otro

C
/ \ L TA%TB
A:J;Ba\ﬁc . w
\ /N \\“/f\ a B

1 A = B

N / A;)f B

1
O

5.3. Morfismos y deformaciones algebraicas. En esta seccién presentamos una
2-categoria de moénadas, morfismos algebraicos y deformaciones algebraicas. Los
morfismos y deformaciones algebraicas se definen como cuadrados adjuntos que
contienen, simultdneamente, morfismos y deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-
Moore. La 2-categoria asi obtenida es isomorfa a la sub-2-categoria plena para las
2-células de Mndy, tales que los functores subyacentes de las 1-células tienen un
adjunto por la derecha, asi como a la sub-2-categoria plena para las 2-células de
Mndgy; tales que los functores subyacentes de las 1-células tienen un adjunto por
la izquierda.

Proposition 130. Sean (C,T) y (C',T) dos mdnadas y (J, K,7,€): C—=C’
una adjuncion . Entonces se tiene el diagrama

T

C C

JIHK JIH|IK

C ——F———C

T/

para el que existe, por la proposicion 110, un cuadrado conmutativo de biyecciones
Entonces las siguientes condiciones sobre las transformaciones naturales, son com-
patibles con las biyecciones anteriores:
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(1) Las transformaciones naturales A\g: JT=—=>T"J tales que

— — T - — T —
T T
% 4
T T
(2) Las transformaciones naturales A;: T=—=>KT'J tales que
1 T
— T — _— — T —
| b b i | b }
J WWEK=J Ink J K JeJ IxK=J K
\ I I | \ I |
_— — 1 —
T \y T 1 T T
!

T/

(3) Las transformaciones naturales Ao: JTK =T tales que

1 TT
A \ A o A \ A \ A \
K WJ=rx Ve 7 K UrJ UK Irx J=K Uxr J
\ v 1 \ v \ v \ v
T by T 1 T T
! s
T/
T/

1
A (S b A b A
I‘(\ I‘{ZI‘{ \KI‘( f\(&AI‘{ NANK =K 2K
!/ 719 ! ! !
T \W T UN,T T

Definition 64. Sean (C,T) y (C’,T’) dos ménadas. Un morfismo algebraico de
moénadas, o, simplemente, un alg-morfismo de (C,T) en (C’, T) es un cuadrado
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adjunto

C

C

JIHIK A JI K

C’ C’

T/

tal que sus componentes sean compatibles con las condiciones de la proposicion
anterior. Las identidades y composiciones de alg-morfismos se definen como las
Ad-identidades y las Ad-composiciones de sus cuadrados adjuntos subyacentes.

A partir de la definicién anterior, es inmediato que si (J 4 K,\) es un alg-

morfismo entonces (J, Ag) es un Kl-morfismo de (C,T) en (C',T") y (K, A3) es un
EM-morfismo de (C,T) en (C',T)

T T

c—+ - C C
A A
J l Y J K X K
C/ T/ > C/ C/ T, > C/

Reciprocamente, si (J, A) es un Kl-morfismo de (C,T) en (C’, T) y el functor J
tiene un adjunto por la derecha K, entonces A da lugar a un alg-morfismo de (C, T)
en (C’,T’). Del mismo modo, si (K, ) es un EM-morfismo de (C,T) en (C',T') y
K tiene un adjunto por la izquierda J, entonces A da lugar a un alg-morfismo de
(C,T) en (C',T").

Definition 65. Sean

T T

C C C

C
JIH|K A JIHIK y JIHIK N J || K

C ——F——C C ——F———C

T T

un par de alg-morfismos de (C,T) en (C’,T'). Una deformacién algebraica de
(JAK,\) en (J'HK', X) es un cuadrado adjunto

C

1

JIH|K = J || K

C/ > C/
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tal que
C T C L C C 1 C T C
JI4|K A J|H|K 2 J|H4|K’ JIAIK =2 JIHd|K' N J|H4|K'
¢ —T17—Cc —17—=Cc = ¢ —T17—Cc —17—=C
1/4]1 ' 114]1 114]1 w 1141
C’ T C’ C’ T C’

. ad ,— fn ad fn _
ie,talque /o (EoX)=p o (N oZE).

Para cada alg-morfismo (J4 K, A): (C,T) — (C’, T"), la identidad es el cuadrado
adjunto determinado por la matriz

J?’]/ K?’]/J ° nJ,K
n oe 7K

La composicion vertical de deformaciones algebraicas

(JHEK, )

—
—

(C,T) —(J'HK', N)—= (C',T')

(J// _| K/17 )\//)

—) ~ — . ad ,—, fn
denotada como =’ & =, es el cuadrado adjunto p’ o (' o E).
La composicion horizontal de deformaciones algebraicas

(JHK,N) (J'HK",\")
m //-\\_\
(C,T) (= (C',T) = (c”, ")
\d// v
(J/_{Kl A/) (J/N_|K”/ )\///)

denotada como Z’ * Z, es el cuadrado adjunto
ad fn _,, ad ad ,—, fn ad
/,Ll ° ()\// o) =/ !/ ° (:/ o) )\I//) o =.

Lo mismo que para los alg-morfismos, Z: (J 4 K,A) ~> (J' 4 K';\) es una
deformacién algebraica exactamente si Zy es una deformacién de Kleisli, o Z3 es
una deformacién de Eilenberg-Moore.

Se tiene también aqui una caracterizacién alternativa de las deformaciones al
estilo de las de Kleisli o de Eilenberg-Moore, reemplazando en la definicién anterior
las identidades en C por el functor 7.

Definition 66. Sean (J 4 K,\) y (J' 4 K',X) dos alg-morfismos de (C,T) en
(C',T"). Una deformacién de Street de (J4K,\) en (J' 4K’',\) es un cuadrado
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adjunto
C 1 C
J| 4K = JIHI K
/ /
C 4>1 C
tal que
C r C 1 C C 1 C r C

JI4IK X J|4|K

(1]

JH|K = JH|K

[11

JA| KN g | K

/ ! ! ! / !
C T C 1 C C 1 C T C

Dar una deformacién de Street equivale a dar un par de transformaciones natu-
rales (0,7),con o: J'=—=J y 7: K==K', tales que o sea un Kl-St-deformacién
y 7 una EM-St-deformacién. Es inmediato que cada deformacién de Street deter-
mina una deformacién algebraica, aunque no toda deformacién algebraica puede
obtenerse a partir de una deformacién de Street.

Las deformaciones de Street son transformaciones naturales entre los functores
subyacentes de los alg-morfismos correspondientes que tienen la propiedad adicional
de ser compatibles con las estructuras de las moénadas involucradas, pero que, a
diferencia de las deformaciones algebraicas, no hacen un uso esencial de la estructura
de moénada de la que estd dotado el codominio.

Proposition 131. Las mdnadas, los alg-morfismos y las alg-deformaciones de-
terminan un 2-categoria, denotada como Mnd,,. Las deformaciones de Street
entre alg-morfismos determinan una sub-2-categoria de Mnd,, denotada como
Mndalg&. O

c JAK | JHK’

5.4. La fibracién de las ménadas. Sinos olvidamos de las 2-células, el functor de
olvido de la categoria Mnd,j, en la categoria de categorias y adjunciones, constituye
una fibracién, obtenida a través de la construccién de Ehresmann-Grothendieck
para un cierto functor de Adj en Cat.

Proposition 132. Cualquier adjuncion (J, K,7,€): C—=C’ determina un 2-functor
(J,K,7,€)*: Mnd(C') —=Mnd(C), que a cada ménada T = (T,n,u) le asigna
la ménada (KTJ, KnJ, KuJ o KTeTJ), a cada morfismo de mdnadas A: T—T'

el morfismo de ménadas K\J, y a cada deformacion Z: X\ ~= X la deformacidn
G=F o).
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Proof. Veamos que (J, K,7,€)*(T) es una ménada sobre C. Para ello, sea (F,G,n,¢€):

una adjuncién que de lugar a la ménada T, e.g., la adjuncién candnica entre C’
y la categoria de dlgebras de Kleisli (o de Eilenberg-Moore) sobre T. Entonces
componiendo las adjunciones del diagrama

G
C’ T E
F

Q
<R

se obtiene la adjuncién (FJ, KG, KnJo7, eo FeG): C—E, cuya ménada asociada
es (KGFJ,KnJon, KG(eo FeG)FJ) que es (J, K,7,€)*(T), puesto que se cumple

KG(eo FeG)FJ = K(GeF o GFeGF)J
= K(uoGFeGF)J
— KuJ o KGFeGFJ
— KjJ o KTeT'J

Alternativamente, podemos verificar directamente que (J, K,7,€)*(T) = (T, 7, i)
es una moénada en virtud de la conmutatividad de los diagramas

T3 T
( KTJn KTJKnJ Y KnJ TJ nKTJ W
KTJ KTJKJ — (KTJ)?<—— KJKTJ<——KTJ
| | |
. KTeJ KTeTJ KeTJ g
id id
KTJ KTnJ KT J <~ KTnJ KTJ
KTJ
( i Y
= KTJKuJ
o (KTJ)3 KTJKTer] KTJKTTJ—M> (KTJ)2 —
KTel'JKTJ KTel'TJ KTel'J
ul  KTTJKTJ KTTeTJ KTTTJ KTuJ KTTJ m
KuJKTJ KulJ Kud
K_) K]‘Lﬂj 2 ¢ (_/
( k) KTel'J KTTJ KuJ IJTJ

7

C'—E
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Si A: T——=T’ es un morfismo de ménadas, entonces (J, K,7,€)*(\) = X es un
morfismo de ménadas, por la conmutatividad de los diagramas

Id
Kn'J
KnJ K
!
KTJ K—M> KT'J
by
( KTJK KNJKT'J \’
— (KTJ)? BTIEAN ey g BRI (g gy ~
KTeTJ KTeT'J KT'eT'J
M KTT / Ve all md
fi ‘ J T KTT'J T KT‘TJ m
KuJ Ku'J
N KT KT J <
L K\ jA
h)

SiE: A~>)XN: T——=T, es una deformacién en Mnd(C’), entonces se cumple
que Mnd(F)(Z) = GZF o7 es una deformacién puesto que

1
7]
D I PSS P NPl S S D
N \@e N o
1
s
_

La compatibilidad con las composiciones y las identidades se demuestra de man-
era similar. O
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La construccién anterior se puede extender hasta un functor desde la categoria
de adjunciones Adj hasta la categoria de 2-categorias y 2-functores 2—Cat.

Proposition 133. De Adj en 2—Cat existe un functor contravariante Mnd, que
a cada categoria C le asigna Mnd(C) y a cada adjuncion (J, K,7,€) de C en C’
le asocia el 2-functor (J, K,7,€)*: Mnd(C') —Mnd(C).

Proof. La preservacion de las identidades es inmediata. Por lo que respecta a la
composicién de adjunciones, se cumple que si J = (J, K,7,€): C—=C’' y J' =
(J',K',7,€): C'——=C" son dos adjunciones y T = (T, 7, 1) una ménada sobre
C”, entonces Mnd(J’) o Mnd(J)(T) coincide con Mnd(J’ o J)(T). En particular,
para la multiplicacién, se cumple que

pMed@)MudO)NT) = f(K' g o K'TETJ)J o KK'TJeK'TJ' J
= KK'pJ'Jo KK'TeTJ' Jo KK'TJeK'TJ'J
= KK'uJ'J o KK'T(€ o JeK')TJ'J
_ uMnd(J’oJ)(’H‘)

O

La construccién de Ehresmann-Grothendieck aplicada a la composicién del func-
tor contravariante Mnd con el functor de olvido de las 2-células U : 2—Cat — Cat,
determina la categorfa [ A4 o Mnd, que tiene como objetos los pares (C,T), en
los que T una ménada sobre C, y como morfismos de (C,T) en (C’,T") los pares
(J,A) para los que se cumple que J = (J, K,7,€): C——=C’ es una adjuncién y
A: T— Mnd(J)(T’) un morfismo de ménadas en Mnd(C).

Proposition 134. La categoria fAde o Mnd es isomorfa a la categoria Mnd,s
de mdnadas y morfismos algebraicos.

Proof. Ambas categorfas tienen los mismos objetos. Ademds, los morfismos (J -
K,)\): (C,T)—=(C,T') en la categorfa [**UoMnd determinan cuadrados adjun-
tos mediante los transpuestos de A. Por la proposicién 130, los pares conjugados de
tales cuadrados adjuntos son, respectivamente, morfismos de Kleisli y de Eilenberg-
Moore, y por tanto, el cuadrado adjunto es un morfismo algebraico.
Reciprocamente, dado un morfismo en Mnd,jg, su adjuncién subyacente, junto
con la componente 1-ésima de su cuadrado adjunto subyacente, determinan un

morfismo en [ ANTT 6 Mnd. O

Por la proposicién anterior, el functor de olvido de la categoria Mnd,, en Adj
que asigna a cada par (C,T) su categorfa subyacente C y a cada alg-morfismo de
moénadas (J K, A) su adjuncién subyacente, es una fibracién.

No parece haber, sin embargo, ninguna estructura de 2-categoria sobre Adj de
tal manera que la construccién de Ehresmann-Grothendieck para los 2-functores en
2—Cat, dé lugar a la 2-categoria de monadas, alg-morfismos y alg-deformaciones
(0, en particular, deformaciones de Street). Si como 2-células en Adj tomamos los
pares conjugados, entonces no existe, en general, una manera obvia de asociarles
transformaciones 2-naturales, puesto que una de las dos componentes del par con-
jugado parece ir en el sentido erréneo. Pero si invertimos el sentido de una de las
dos componentes, y les imponemos ciertas condiciones, de modo que nos permitan
asociarles transformaciones 2-naturales, entonces las adjunciones consideradas son
necesariamente isomorfas.
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6. ADJUNCIONES Y MONADAS.

En esta seccién definimos ciertas 2-categorias de adjunciones, que nos permiten
extender hasta un 2-functor la asociacién clasica que a adjunciones les asigna
monadas. A los morfismos y deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore en-
tre ménadas los caracterizamos, respectivamente, como la imagen de morfismos y
deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore entre las adjunciones. Las construc-
ciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore son, respectivamente, 2-adjuntos a izquierda
y derecha de tales 2-functores.

6.1. Adjunciones. Las adjunciones pueden ser consideradas como los objetos de
una categoria, cuyos morfismos son los cuadrados adjuntos. En ese caso, denotamos
mediante (J,9, H): F4G — F' 4G’ la existencia de un cuadrado adjunto

G
C T D
F
J 0 H
G/
C’ T D’
F/

considerado como un morfismo de adjunciones de F'-G en F'-HG’.

Proposition 135. Las adjunciones y los cuadrados adjuntos determinan una cat-
egoria, denotada como Ad.

Proof. Es suficiente definir las identidades y composicién en Ad como las Fun-
identidades y la Fun-composicién de cuadrados adjuntos. O

La categoria Ad tiene una estructura adicional de 2-categoria, tal como recoge
la siguiente definicién.

Definition 67. Sean (J,8, H) y (J',¢', H') dos cuadrados adjuntos de F 4G en
F'"HG’. Una deformacién del primero en el segundo es una transformacién natural
7de Hen H'.

Proposition 136. Las adjunciones, los cuadrados adjuntos y las deformaciones
constituyen una 2-categoria, denotada como Ad.

Proof. Para las deformaciones de cuadrados adjuntos existen identidades, composi-
ciones horizontales y composiciones verticales, definidas como las de sus transfor-
maciones naturales subyacentes. O

Definition 68. Sean (J,6,H) y (J',0', H') dos cuadrados adjuntos de F 4G en
F’HG’. Una deformacion del primero en el segundo es de Street, si existe una trans-
formacién natural o: J==-J' tal que el par (o, 7) es compatible con los cuadrados
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adjuntos respectivos, i.e., si alguno, y por consiguiente, todos, los diagramas sigu-
ientes conmutan

Ay / N

NVE RSN \/‘” /\
T/ T

/SN /N
\/52 52/\ \/53 53/\

\\/ \\/

La composicién de deformaciones de Street es una deformacién de Street. La
sub-2-categoria de Ad determinada por las deformaciones de Street se denota como
Ads;. Esta se puede obtener a partir de la categoria triple AdFun, tomando
como 0-células las Fun-identidades, como 1-células los cuadrados adjuntos y como
2-células las 3-células en AdFun tales que sus transformaciones conjugadas son
identidades.

6.2. Cuadrados adjuntos de Kleisli. No todo cuadrado adjunto, considerado
como un morfismo de adjunciones, da lugar un morfismo entre las ménadas aso-
ciadas a las adjunciones correspondientes. Sin embargo, para una cierta clase de
cuadrados adjuntos esta asociacion si es posible.

Definition 69. Un cuadrado adjunto de Kleisli es un cuadrado adjunto

tal que su componente 0-ésima, dg, es un isomorfismo natural.

Puesto que la composicion de dos cuadrados adjuntos de Kleisli es un cuadrado
adjunto de Kleisli, estos determinan una sub-2-categoria de Ad.

Definition 70. Denotamos mediante Adg; la sub-2-categoria plena para las 2-
células de Ad determinada por los cuadrados adjuntos de Kleisli. Las 1-células en
Adg; se denominan, abreviadamente, Kl-cuadrados.
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Lemma 9. Sea (J,6,H): FAG——F'4G" un Kli-cuadrado. Entonces se cumplen
las siguientes ecuaciones

1
n
f—F——aC !
51 3 J
J| Yz H 74 J = J 7 J

| S
5 -1
g % g%z g = Hl Pz |m
— G 4>¢7 2 .
e
1
Proof. Es suficiente observar que
1
///ET\\
1 — F — ‘ — G — ‘
b L
e R
—1 0 - ]
7%z w% 7 = g%y B X'J = J 77 7
b b b v \ v v
<~ [ — — 1 —
F o L Vo
1 L e
‘L ‘L e
F’ G’
La demostracion para la segunda ecuacién es formalmente idéntica. O

De la 2-categoria Adg en la 2-categoria conjugada de Mndg; existe un 2-functor
que asigna a cada adjuncién su moénada correspondiente, a cada cuadrado adjunto
de Kleisli un Kl-morfismo de ménadas y a cada deformaciéon de Kl-cuadrados una
Kl-deformacion. Este 2-functor tiene un 2-adjunto por la izquierda, y que se obtiene,
esencialmente, componiendo el 2-isomorfismo de Mndg] en Kl con el 2-functor de
inclusiéon que asocia a cada objeto de Kl su adjuncién de Kleisli correspondiente,
a cada 1-célula el Kl-cuadrado obtenido mediante las transformaciones naturales
transpuestas de la identidad del cuadrado conmutativo correspondiente a la 1-célula,
y que es la identidad en las 2-células. De esto se sigue que la sub-2-categoria plena de
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Adg; determinada por las adjunciones de Kleisli es una subcategoria correflectiva
de AdKl.

Proposition 137. De la 2-categoria Adk; en la 2-categoria Mndy existe un 2-
functor Mdxi, que a cada adjuncion (F 4 G,n,€) le hace corresponder la mdénada
(GoF,n,GeF), a cada Kl-cuadrado (J, 6, H), el Kl-morfismo (J, \s) en donde \s =
Géy ' 0 83F, y a cada deformacion 1: (J',6', H') —=(J,8, H) la Kl-deformacion
ET =G"6yt o G'TF 0 64F o J'.

Md
Adig = Mndg;
| \ ! /
J /\5 =r >\5,
\J s s AN \/ < / \
C o HEw
P D G oF
donde Z7 se obtiene a partir del diagrama
1

C F
—F
J/ gl /D\\Gﬁj
\ HEm %\

Proof. Sea (J,6,H): F4G—— F'4G’ un Kl-cuadrado. A partir del lema anterior

es inmediato comprobar que la transformacién natural

C D C
51 )
gl oz g %z J
¥
C/ F/ D/ G/ C/

es un Kl-morfismo de ménadas.
La compatibilidad con la identidad y las composiciones es inmediata.
Por el lema, =7 es una deformacién, puesto que

F G
/i1 > ~S , —F TN
5 .
J / \ G -1 ~ \
o/ st
IR S LA N Iy = g
F vy —\ 0L o\
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G F
\
\F.ﬁ\\/E\F ,/571 \\G) P
/ \ J 0 / \ S
5" /K1) 4 OGN ¢
=\ H<=H [%\\A _ \\/ 'Ozf/Hfé\
F 4 H/(Séy\ F F/\>/ 2
' / J /
1\/ / ﬂE/F G\/
e ;

La compatibilidad con las 2-identidades es inmediata. También lo es la com-
patibilidad con la composicion horizontal, haciendo uso de la definicién alternativa
de la composicién horizontal de Kl-deformaciones. Para la composicién vertical, se
cumple que

\F;\ . /
\\ HQH"S?» \\Gl /‘\

x J’ 5/ > / \ H <:H'éH” 5%\

S A
st F\f\\/
o

//6/ 3

d

Las deformaciones de Street entre Kl-cuadrados se transforman en Kl-deformaciones
a través del 2-functor Mdk;. Denotamos mediante Md; gt la birrestriccién de Mdk;
a Adxkist y a Mndgkig:. La accién de Mdk) g sobre una deformacién de Street
(0,7) es la aplicacién

/N,
J%JQSI(SO/\\) J/ém)
\/ HJ:H’% \H\/‘?é/\

WagheEa'! 15y
“ L Sy A =Y

El 2-functor Mdg; resulta de la composicién del 2-functor de Adgk; en Kl que
olvida todas las componentes de los cuadrados adjuntos de Kleisli excepto la primera,
y del 2-isomorfismo existente entre K1 y Mndg)

Proposition 138. De Mndy; en Ady existe un 2-functor K, que a un par (C,T)
le asigna la adjuncion candnica (Fr,Gr), a un Ki-morfismo (J, A), el Kl-cuadrado
(J,0x, Hy), en el que Hy es el functor asociado a X\ por la biyeccion de la proposicion
114 y 05 el cuadrado adjunto determinado por el cuadrado conmutativo correspon-
diente, y a una Kl-deformacion 7: (J,\) —=(J', X) la deformacion 7= asociada a
= por la biyeccion de la proposicion 119 U

Las deformaciones de Street entre Kl-morfismos de moénadas se transforman en
deformaciones de Street entre Kl-cuadrados a través del 2-functor Kl. La bir-
restriccién de Kl a Mndxki s: y a Adxki st se denota como Klsg;.



MONADS AND ADJOINTS 135

Proposition 139. El 2-functor Kl es 2-adjunto por la izquierda del 2-functor
Mdg;.

Mdk;
_—
Adig T Mn %nl
Kl

Proof. Nos proponemos demostrar que para cada adjuncién existe un morfismo
universal desde el 2-functor Kl hasta ella, i.e., que si F' 4G es una adjuncién con
ménada asociada T, entonces se cumple que existe un Kl-cuadrado epyg: Fr
Gr —=F 4 G tal que, para cada par (A,M), con M una ménada sobre A y
cada Kl-cuadrado (J,8,H): Fyy 4+ Gy —=F - G, el Kl-morfismo de ménadas
(J,As): (A,M)——(C,T) es, salvo isomorfismo, el tnico para el que existe una
deformacién inversible 6s: (J, 6, H) == epic o K1(J, As)

FyGum (A, M)
KI(J, As) 05 (.3, H) (J, As)
z
FT—|GTT>F—|G (C,T)

y que, para cada deformacion 7: (J', ¢, H') —(J, 0, H), la Kl-deformacién =7 : (J, As)
es la Unica que hace conmutativo el triangulo izquierdo del diagrama

FM—|GM (A, M)
/ J/ - [\
10, As) 107, {n : (JAs) = (I, Ap)

\F4/G by %?\ N\ \ /
M\\l

F4G

Sea F'4G: C——=D una adjuncién y T su ménada asociada. A partir del functor
de comparacién de Kleisli L: KI(T) —= D se obtiene un Kl-cuadrado, (1,5%, L) de
Fr4Gt en FFHG, por la conmutatividad del diagrama

F
c— = KIT)—-~C
1 L ‘1
C————D C

y el hecho de que las transformaciones naturales identidad en los cuadrados del
diagrama anterior son conjugadas entre si. El Kl-cuadrado (1,6%, L) es el valor de
la counidad de la 2-adjuncién buscada sobre FF4G. Sea M una moénada sobre A y
(J,0, H) un Kl-cuadrado de Fyy 4Gy en F 4 G. Entonces Mdxk,(J, 0, H) = (J, As)
es un Kl-morfismo de ménadas.

— (), As)
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Sea (J,dx;, Hxs) su imagen bajo el functor Kl. Entonces se tiene la situacién
descrita por el diagrama

A LIRS
5
J H,\é ( /\5
J
C Fr — KI(T) GT B c
}\ L
c F

Sea 65 la aplicacién que a un a en KI1(M) le asigna el D-morfismo
(65 a: HFy(a) —=FJ(a).

Entonces 0s es un isomorfismo natural de L o Hy; en H. Veamos que es una
deformacién inversible en la 2-categoria Adyg;. Para comprobarlo, sea f: a —a’
un K1(M)-morfismo. El functor H), asigna a f el KI(T)-morfismo que corresponde
al C-morfismo

J@)—TY e Fua) — 2 g

y el functor de comparacién L asigna a cada KI1(T)-morfismo g: ¢—>¢/, el mor-
fismo L(g) en D

F(g) €F (")
—_—

F(c) —————— FGF(c) F(d)

por lo que L o Hy,(f) es el D-morfismo de FJ(a) en FJ(a') en el diagrama con-
mutativo

FJ(a) M F.J Gy Fia(a') m FGFJ(d) % FJ(d)
A
-1 —1

(Fo3 Fyr)a (GO ) (o ‘ Je

FGHFy(d HFyp(a
M(a)m m(a’)

Se cumple que €H o Fd3 = Hey o 6o G
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luego Lo Hy,(f) es

FJ GM FM(GI>
s
FJ(CL) (50 Gy FM)a’ H FM(a’)
i/ %M)a’
H FM GM FM(a’)

Por otra parte, se cumple que

Fm(f) = (ma)arary © f
= Fu((ma)ar) © f

y, por consiguiente, también

(Hew Fu)ar 0 HFy(f) = (Heye Fag)ar © H Fyg((mu)a’) o H(f)
= idg py(ar) © H(f)
=idg(ay o H(f)
= H(f)

Como consecuencia, y tomando Ty = Gy Fy, el diagrama

LOH}\&(.}C)

( 50TM H€MFM 571 )a’ W/

FJ()—>FJTM —>HFMTM —>HFM —>FJ

T
(5(;1)a 5 TM
|

Lﬂw (e Fid)e

H(f)

conmuta y 65 es una deformacién inversible de (J,3, H) en (1,8, L) o (H, 6y,, Hy,)-

Si (J',N): (A,M)—(C,T) es un Kl-morfismo y ¢': H==L o Hy/ es una
deformacién inversible de (1,6%, L) o (H, 8/, Hx') en (J,6, H), entonces se cumple
que Mdg (€' 005 ") es una Kl-deformacién inversible en Mndy; de (J, As) en (J', \)
puesto que

(J.As) = (J, Amy, ) = Mdxa((1, 6%, L) o (J,6x,, Ha,))
IMdxi(65)
Mdki(J, 6, H)
¢MdK1(9’)
Mdxi((1,6%, L) o (J,0x, Hx)) = (J,N) = (J, An,,)
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Sea 7: (J',¢', H') —(J, 4, H) una deformacién. Entonces Mdxk;(7) es, precisa-
mente, la Kl-deformaciéon =7 = G(So_l o Gt Fyp 003 Fyg o myy.

c__F
J/\/D\\G\
\ < gLZp & ¢
C\S J <
e Y
¢ D

(%]

Sea 72 = K1(Mdx;(7)). Veamos que 85071 = emaTe o8y . Para ello es suficiente
comprobar que 7 o 05 = L% o 0.

KI1(M)

Para cada a en KI(M), 72, es el KI(T)-morfismo que corresponde al C-morfismo

a

=7 luego L7 (a) = L(Z]) = L(G6, ' o G Fyy 084 Fyg o mur)a, i-e., la accién en a

“a

de la transformacion natural del diagrama

1
M
Fy v Gm
(50_1 T ’ 51/3 J'
J Z g = ©
F G F
e
1
y que, por tanto, es igual a
Py FJ' Gy Fu FGHFy
FJ Fé4Fy  FGrFy  FG6o,! FJ

| I

FGH'Fy FGFJ
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Pero 65 FypoJ'my = Gdg o nJ’, porque
1

Ui

E EE———
/6:/3 / /66 /
H oz N N\ 2\
—_—
G

luego la transformacién natural considerada es

/

FnJ

FGS,
FGFJ —% FGH' Fy
\

FGTFM

V' pastt
FGHFy — 2 pary -7

FJ

FJ

i.e., la transformacion natural del diagrama

; \ \F
4 &\J/—\
N e T

1
que coincide con &, ' o 7 Fyy o6},
Entonces se cumple que
(95 OT)a = (4 1)(1 O Tq

Veamos por ultimo que se cumple la unicidad. Si Z: (J, As) —=(J', As/) es una
deformacién tal que 65 o 7 = L7= o 65 entonces

Mdi(757) 0 Mdk (0s/) = Mdxi (1 o 75 0 05/)
= Mdg (11 o 7= 0 85/)
= Mdki(7%) o Mdxi(6s)
pero Mdk,(6s/) es un isomorfismo y, por tanto,

27 = Mdg (75 ) = Mdg(75) = =
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6.3. Cuadrados adjuntos de Eilenberg-Moore. Estudiamos a continuacién la
contrapartida de los Kl-cuadrados para la construccién de Eilenberg-Moore.

Definition 71. Un cuadrado adjunto de Eilenberg-Moore es un cuadrado adjunto

G

C T D

_
F
K ) H

Ied

C’ T D’
Ja

tal que su componente 3-ésima, d3, es un isomorfismo natural.

Definition 72. Denotamos mediante Adgy la sub-2-categoria plena para las 2-
células de Ad determinada por los EM-cuadrados. Las 1-células en Adgy se de-
nominan, abreviadamente, EM-cuadrados.

Lemma 10. Sea (K,6,H): F' 4 G'——=F 4 G un EM-cuadrado. Entonces se
cumplen las siguientes ecuaciones

1
m
—F— — G — 1
o f 53! K
K N X K = K X K
|
F/ G/ 71

Fl /

—1
) S

gl N g N g o= g g

7G/‘>‘7F1‘> .

Je
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Proof. Es suficiente observar que

}H
3

— F — G
L i < i
1 1
v | | 1
RN ol b o
K K = K7 H Vs Kk = K XK
[ o] ]
L P W
‘ ‘ NS
F/ G/
La demostracion para la segunda ecuacién es formalmente idéntica. 0

De la 2-categoria Adgy en la 2-categoria transpuesta de Mndgy existe un
2-functor que asigna a cada adjuncién su moénada asociada, a cada EM-cuadrado
un EM-morfismo de ménadas y a cada deformacién de EM-cuadrados una EM-
deformacion. Este 2-functor tiene un 2-adjunto por la derecha EM, y que se obtiene,
esencialmente, componiendo el 2-isomorfismo de Mindji,; en EM con el 2-functor de
inclusiéon que asocia a cada objeto de EM su adjuncién de Eilenberg-Moore corre-
spondiente, a cada 1-célula el EM-cuadrado obtenido mediante las transformaciones
naturales transpuestas de la identidad del cuadrado conmutativo correspondiente
a la 1-célula, y que es la identidad en las 2-células. De esto se sigue que la sub-2-
categoria plena de Adgy determinada por las adjunciones de Eilenberg-Moore es
una subcategoria reflectiva de Adgy.-

Proposition 140. De la 2-categoria Adgn en la 2-categoria MndgM eriste un
2-functor Mdgm, que a cada adjuncién (F -G, n,¢€) le hace corresponder la ménada
(GoF,n,GeF), a cada EM-cuadrado (K, 6, H), el EM-morfismo de mdonadas (K, \°)
en donde N0 = 53_1F’ o Gdy y a cada EM-deformacion 7: (J,0, H) —(J',0', H')
la EM-deformacidén =, = (5:’371F' o GTF' 0o GéyonK

K/R) K/CW\C
AN WA A

fiﬁig/ e/

D’ c’
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donde =, se obtiene a partir del diagrama

Proof. La demostracién es formalmente idéntica al caso de Kleisli. O

Las deformaciones de Street entre EM-cuadrados se transforman en EM-deformaciones
de ménadas a través del 2-functor Mdgy. Denotamos mediante Mdgw st la bir-
restricciéon de Mdgm a Adem st y @ Mndgw st

El 2-functor Mdgy resulta de la composicién del 2-functor de Adgy en EM
que olvida todas las componentes de los cuadrados adjuntos de Eilenberg-Moore
excepto la primera, y del 2-isomorfismo existente entre Mdgy y MndgM.

Proposition 141. De Mnd{y, en Adgy existe un 2-functor EM, que a un par
(C,T) le asigna la adjuncidon candnica (FT, G, a cada EM-morfismo de mdnadas
(K, ), el EM-cuadrado (K,5*, H), en el que H» es el functor asociado a \ por
la biyeccion de la proposicion 122 y 6 el cuadrado adjunto determinado por el
cuadrado conmutativo correspondiente, y a cada EM-deformacion t: (K, \)— (K', \)
la deformacion t= asociada a E por la biyeccion de la proposicion 127 (]

Las deformaciones de Street entre EM-morfismos de moénadas se transforman
en deformaciones de Street entre EM-cuadrados a través del 2-functor EM. La
birrestriccién de EM a Mndgwm st ¥ @ Adgwm,st se denota como EMgy.

Proposition 142. El 2-functor EM es 2-adjunto por la derecha del 2-functor
Mdgm
EM
Aden T Mndj;y

Proof. La demostracién es analoga al caso de Kleisli, considerando morfismos uni-

versales desde cada adjuncién hasta el 2-functor EM. Concretamente, se cumple

que, para cada adjunciéon F' 4G, con monada asociada T, existe un EM-cuadrado

Neg: FA4G— FT+GT, obtenido a partir del functor de comparacién de Eilenberg-

Moore, tal que, para cada par (A, M), con M una ménada sobre A, y cada EM-

cuadrado (K, 6, H): F4G — F* 4G el EM-morfismo de ménadas (K, \?): (C,T) — (A, M)

es, salvo isomorfismo, el tinico para el que existe una deformacién inversible 05 : (K, 8, H) == EM(K, \%)o

NG
F%G%FT—K}T (A, M)
05
7 EMK ) K\
(K, 0, H) 0 (K, %)
FvAGum (C,T)

y que, para cada deformacién 7: (K,0, H)— (K',¢’, H'), la EM-deformacién
Er: (K, A\s) —(K’, A\s) es la dnica que hace conmutativo el tridngulo izquierdo
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del diagrama

F—lG
(K757H K’ 6/ Hl ﬁé; 'JI‘ PET A

TG /
(K, Xs) = (K, \s)
Os /éM(ES\
(K, As) = EM(K', Asr) \ /
N/ (C,T)

Demostracion antigua con igualdades

Proof. Demostramos que, para cada adjunciéon F' 4G, existe un morfismo universal

de F' - G hasta el 2-functor EM. Sea pues F' 4G : C——=D una adjuncién y

T su moénada asociada. A partir del functor de comparacién de Eilenberg-Moore

E : D—EM(T) se obtiene un EM-morfismo de ménadas, (1,¢, E) de (FT4GT)
n (F-G), por la conmutatividad del diagrama

T T
c—F ~emm -G C
1 FE 1
C——F—>D——(—C

y el hecho de que las transformaciones naturales identidad en los cuadrados del
diagrama anterior son conjugadas entre si, ya que la unidad de ambas adjunciones
coincide. El EM-cuadrado (1,¢, E) es el valor de la unidad de la adjuncién bus-
cada sobre F'4G. Sea M una moénada sobre A y (K, 4§, H) un EM-cuadrado de
adjunciones de F 4G en F¥ 4 G" Entonces Mdgm (K, 6, H) = (K,G"6) es un
EM-morfismo de ménadas. Sea (K,~y, H GM‘;O) su imagen bajo el functor EM. El
functor HS % asigna a cada T-dlgebra (C,€) la M-dlgebra (K (C), K(£) o GM5)
y a cada T-morfismo de dlgebras f : (C, &) —=(C’,¢’) el morfismo de M-&lgebras
K(f). Veamos que (K,*y,HGM‘SO) o(1l,¢, E) es identico a (K, d, H).

\ / O\ \\\
C*FT%EM GTHC GM60
K Mo @
K 7, HGM50
¥

A EM(M) —— >

C

FM

Para ello es suficiente comprobar que H G"% o ' = H. Sea d un objeto de D. El
functor de comparacién E asigna a d la T-dlgebra (G(d), G(eq)), con € la counidad
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de la adjunciéon F -G, y, por consiguiente,
HE"% 6 B(d) = (KG(d), K (Geq) o G"6,G(d))
KG(d), (KGe)g o (GM5,G)q)

= (KG(

= (KG(d)
= (KG(d),
= (KG(d)

(Gu He 0 G"60G)q)
KG(d), (Gy(He 0 50G))a)
Se cumple que
1
m G
I\ 50/7( k{ = I—\ = x(
N\ N M__\ M
I Y

luego HS "% o E(d) = (KG(d), (Gy €H ) 4). Si H(d) = (A, a) entonces A = KG(d),
puesto que GyoH = KG, y a = Gy eMH(d). Si f: d—=d' es un morfismo en D,s
entonces E(f) = G(f) y HE'™(G(f)) = KG(f) = G*H(f) = H(f), por lo que
ambos functores coinciden.

Veamos la unicidad. Si (K’,\): (C,T)—=(C’,T’) es un EM-morfismo de
moénadas tal que la composicién de su imagen bajo EM, (K,~/, HA/)7 con (1,5, F)
es (K,d,H) entonces K' = K y

Mden (K, 7', HY) = Mdgu(K,+', HY ) o (1,¢, E)
= Mdpn(K, 6, H)
= Mdgy (K, v, HE %)
por lo que H* es igual a HEG % y X = GMg,.
Supongamos que 7: (K,d, H)—(K', ', H') es una deformacién de EM-cuadrados.

Entonces 2, = Mdgy(7) es la deformacién de EM-morfismos GM7F o GMg, o M.
Sea T = EM(Mdgm(7))). Para cada T-dlgebra 7(¢ ¢y, es el A-morfismo

My, GMs
K(C) 2% gMpig (o) ——2C . qMpp(e)
\
GMrp
v K'(€)

GMH'F(C) = K'GF(C) —> K'(C)

Veamos que 7o E = 7. Sea d un objeto de D. Entonces 7o E(d) = 7(G(d), G(eq))
que es igual a la accién en d de la transformacion natural

M M
N KG G
KG GM"FMK G GMHFG
GMEFG
K'Ge

GMH'FG = K'GFG K'G
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del diagrama

y que por tanto, es igual a

™MKG MsoG GMHe GMr

G
GMPMKG —— GMHFG ——GM"H ——GMH' = K'G

KG

Como He o §oG = "H, la transformacién natural considerada es igual a

KG=GYH —— GMFMK G = GMPYMGM
|
MMy
v M
G
GME T GMH = K'G

i.e., a la transformacién natural del diagrama

\

1

que es igual a GM7r, 1o que implica que TE = 7. La unicidad es inmediata, porque
si 2 es una deformacién tal que EM(Z)E = 7 entonces

= = Mdgy (EM(E))

O

6.4. Adjunciones y morfismos algebraicos. La existencia simultdnea de cuadra-
dos adjuntos de Kleisli y Eilenberg-Moore entre dos adjunciones puede ser consid-
erado desde, al menos, dos puntos de vista.
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En primer lugar, obsérvese que un cuadrado adjunto

G
C T D
F
J A H
Vel
C’ T D’
J

puede ser simultdaneamente un Kl-cuadrado y un EM-cuadrado. En ese caso, se
tiene que el diagrama

c—FL Y .c
|
J H J
|
C/ F/ D/ G/ C/

conmuta y el par (J,H) es una transformacién de adjunciones en el sentido de
MacLane ([Mac71]). Las adjunciones, las transformaciones y las deformaciones de-
terminan una 2-categoria, denotada como Adyt,, y que es la sub-2-categoria comin
de AdKl y AdEM

Para las ménadas se tiene asimismo una nocién de transformacién. Una trans-
formacién de (C,T) en (C',T'), es un funtor J: C——= C’ tal que el cuadrado

C T C
J J
C/ T, Cl

conmuta y que cumple que Jn = n'J y ¢/J = Ju. Una transformacién tal es un
Kl-morfismo de (C, T) en (C’, T'), asi{ como un EM-morfismo de (C’,T’) en (C, T).
Las transformaciones dan lugar a una 2-categoria, denotada como Mndy, y que es
la sub-2-categorfa comin a Mnd3 y Mndpy;.

De Ad:, en Mndy, existe un 2-functor Mdy,, por birrestriccion de Adyi, y
Mnd;,. Asimismo, es facil comprobar que el morfismo de adjunciones de Kleisli
(resp. de Eilenberg-Moore) determinado por una transformacién de ménadas es
una transformacién de adjunciones, por lo que los functores Kl y EM pueden bir-
restringirse, respectivamente, a functores Kli,, y EM¢, de Mndy, en Ad;,, y que,
por consiguiente, son adjuntos a izquierda y derecha del functor Mdy,,.
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Resumimos la situacion con el diagrama siguiente.

EM

//—\ T
Adgm T Mndy,, = EM

MdgwMm
EMtn

s e
Adtn Mdtn Mndm
N e

Kltn

La existencia de transformaciones, en el sentido de MacLane, entre adjunciones
no es, sin embargo, la situacion més usual en contextos algebraicos. En muchas
ocasiones se tienen pares de adjunciones tales que sus categorias subyacentes estan,
a su vez, relacionadas entre si también mediante adjunciones. Las siguientes situa-
ciones son equivalentes:

e Existe un Kl-cuadrado de FFH4G en F' 4G’ y un EM-cuadrado de F' 4G’ en
FHG, de manera tal que los functores subyacentes son, dos a dos, adjuntos
entre si.

e Existe un Kl-cuadrado de F 4G en F’' 4G’ tal que los functores subyacentes
tienen adjuntos por la derecha.

e Existe un EM-cuadrado de F’ 4G’ en F -G tal que los functores subya-
centes tienen adjuntos por la izquierda.

La situacién anterior admite una descripcién mas concisa, y es equivalente, a la
existencia de un isomorfismo natural en un cuadrado de adjunciones.

Definition 73. Un cuadrado algebraico es un diagrama de categorias y adjunciones

G
C T D
F
JIH|K H|A|I
G/
C’ T D’
F/

junto con un par conjugado de isomorfismos naturales («,3) de Ho F 4G oI en
FloJdKoG'.

/HOF\ Gol
C e D’ \|%e]
7

F'oJ Kod@'

/ \C
S~ /
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Representamos los cuadrados algebraicos mediante diagramas de la forma

C T D

C’ T D’

El par («, 3) en la definicién anterior es equivalente a un cuadrado adjunto

GI
C T D’
HF

1 1) 1
KG'

-

C T D’
_—
F'J

en los que dg = a y d3 = (8 son isomorfismos naturales.
Los isomorfismos naturales « y § de la definicién anterior son conjugados si se
cumple cualquiera de las dos ecuaciones siguientes.

N B HF AN F'J
\ 'ﬂa = - l}ﬂ - - ¢ >
'y

7 O

s
KG'

T KG' T~
~_ P

en las que 7 y € son las unidades y counidades de las adjunciones compuestas
correspondientes.

Obsérvese que si se tiene un diagrama de categorias y adjunciones como en la
definicién anterior y « es un isomorfismo natural de F’ o J en H o F', entonces su
conjugado ( es, necesariamente, un isomorfismo natural. Ademds, los inversos de
ambos isomorfismos a~! y 47! forman a su vez un par conjugado de F' o J4K oG’
en Ho F4G o I.

Proposition 143. Dado un cuadrado algebraico como en 73, cada uno de los
isomorfismos naturales o: F'J=—=-HF, 37': KG'=GI, a ' HF=F'J y
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B: GI=— KG' determinan cuadrados adjuntos

F F
G I V.
C T D J % H J = H
F | by |
F e
J e H
G G
!
7 Y N U
C r . Db Jg 2 v J X°H
!
F | by |
F/ G/
F G
_F SEEEA
G ! o I DU
c~ T b I S S
F | . |
F F
K A87! I
/ F G
/ < / ¢ /\571 ¢ ﬁ—l
¢_ 1T D K = 1 K"z 1
i | . |
a’ el
F F
o B !
c F b J vz o a1
\ ooy |
F' F
JIH[K xo7" H|H|T
F F
, / 4 ot 1
¢ —F D E g'm kK N g
| Voo |
F F
G G
| s | |
c- G  p g X g g WWH
| oo |
el el
JIHIK N H|A|I
G G
| (. !
c o D’ J W1 K b, 1
| . |
G e

Ademds, cada una de las transformaciones naturales de los diagramas anteriores
determina a todas las demds univocamente.
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Proof. Puesto que en cualquier cuadrado adjunto los cuadruplos de transforma-
ciones naturales se determinan mutuamente, es suficiente encontrar, para cada par
de cuadrados adjuntos, un par de transformaciones naturales interdefinibles. En

—1

-1
particular se cumple que \§ = /\g yAY = )\g .

\

G —t— Hf[Q/G&JﬁéF/%G/

= 1/ \G’ M K \Ve / /A
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Los cuadrados algebraicos son una caso especial de lax-cuadrados en la 2-categoria
Adj.

Definition 74. Sea C una 2-categoria. Un lax-cuadrado en C es un diagrama de
objetos, morfismos y 2-células

f

C
j J Y h
C/
f

d/

Un pseudo-cuadrado en C es un lax-cuadrado tal que su 2-célula es un isomorfismo.

Proposition 144. Sea C una 2-categoria. Los lax-cuadrados en C determinan
una categoria doble, denotada como LSq(C). Ademds, los pseudo-cuadrados en C
forman una sub-categoria doble denotada como PSq(C).

Proof. Las composiciones vertical y horizontal de los lax-cuadrados se definen ha-
ciendo uso de las composiciones en C de 1-células y 2-células,

f

j o, L . f d l B
|
c fr—d J Y h O i
/ O/g h/ / j/ !
.7 c f/ l/ e

c// > d//

f//
Las identidades para las composiciones vertical y horizontal son, respectiva-
mente,

c / d c 1 c
1‘ Ty 1y jl e J j
/ / o
c 7 d c 1 c
Es inmediato que las composiciones de pseudo-cuadrados son pseudo-cuadrados.

O

La categoria doble de lax-cuadrados sobre Adj tiene como objetos categorias,
como morfismos de C en D adjunciones F 4G y como 2-células cuadrados

o FAG o
(@, 5)
JAK z HAT

¢~ Fa P
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en los que (a, 3) es un par conjugado de transformaciones naturales

/HOF\ /GOI\

F'o Kod@

Los cuadrados algebraicos son, por tanto, las 2-células de PSq(Adj).

Si en la categoria doble PSq(Adj) nos olvidamos de la composicién horizontal y
tomamos las identidades para la composicién vertical como objetos y las 2-células
como morfismos, obtenemos la categoria Ad,,; de adjunciones y cuadrados alge-
braicos. En este caso, denotamos mediante (J4K, (o, 8), H4I): (FH4G) — (F'-
G') la existencia de un cuadrado algebraico como en 73, considerado como un mor-
fismo de adjunciones. Esta categoria se puede completar hasta una 2-categoria.

Definition 75. Sean

C

JIA|K (a,8) H|A|I y J K («,8) H |4 T

& S €
c’ T D’ c’ T D’
F F

dos cuadrados algebraicos. Una deformacién algebraica del primero en el segundo
es un par conjugado 7 = (7o: H'=—=H,71: I—>1') de H4I en H'HI'.

Representamos la existencia de deformaciones algebraicas entre cuadrados alge-
braicos mediante diagramas de la forma

/\%

K J’—|K’
M/

HAI 7 H'AT

\\/

Las deformaciones algebraicas son un caso especial de lax-cuadrados. Formal-
mente, se tiene una biyeccién entre las deformaciones algebraicas y los lax-cuadrados
en LSq(Adj) de la forma

H 4| (r0,71) HI|A|T

1

-
D’ T D’

1

Proposition 145. Las adjunciones, los cuadrados algebraicos y las deformaciones
algebraicas determinan una 2-categoria, denotada como Ad,,.
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Proof. Las identidades, y composiciones de deformaciones se definen como las de
sus pares conjugados o, equivalentemente, mediante las composiciones de sus lax-
cuadrados asociados. O

Definition 76. Considérense cuadrados algebraicos como en 75. Una deformacion
de Street del primero en el segundo es un par (o,7), en el que o = (09, 01) es un
par conjugado de J 4K en J'H4K' y 7 = (19,71) un par conjugado de H 41 en
H'HI', compatible con los cuadrados algebraicos, i.e., tal que

JHAK' ¢ J4K # HAHI = JAK' ¢ H'AI! #  HHI

v ' | { v v
i / / / / /
191 ¢ e P C i ¢ 1w P

Representamos la existencia de deformaciones de Street entre cuadrados alge-
braicos mediante diagramas de la forma

C FAG
J%K/U\J’—U(’\‘D

\ /s @) [N

c HAI T H'AI

Las identidades y composiciones de deformaciones de Street se definen mediante
las de sus pares conjugados o, equivalentemente, las de sus lax-cuadrados asociados.

A partir de la definicién anterior, es inmediato que de toda deformacion de Street
se obtiene una deformacion algebraica olvidando su primera componente. La sub-
2-categoria de Ad,i; determinada por las deformaciones de Street se denota como
Adalg,St-

De cada cuadrado algebraico se obtienen un cuadrado adjunto de Kleisli y un
cuadrado adjunto de Eilenberg-Moore. Ademas, cada deformacién entre cuadrados
algebraicos determina un par de deformaciones entre los cuadrados de Kleisli y de
FEilenberg-Moore respectivos. Se cumple también que cada Kl-cuadrado tal que
sus functores subyacentes tienen adjuntos por la derecha, determina un cuadrado
algebraico. Sientre dos de tales cuadrados se tiene una deformacién, ésta determina,
a su vez, una deformacién entre los cuadrados algebraicos asociados. La situacién
para los cuadrados de Eilenberg-Moore es idéntica cuando los functores subyacentes
tienen adjuntos por la izquierda.
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Proposition 146. De la 2-categoria Aday en la 2-categoria Ady) existe un 2-
functor

Ad,, L Ad$
e /\\
\ /a 7 I;H/I/T\H’—H’}—) \ / : H/Q\H'

M/ M/

en el que \* y A son, respectivamente, los cuadrados adjuntos determinados por o
y o', El 2-functor Ik es inyectivo en los objetos, pseudo-inyectivo en los morfismos,
i.e., para cada Kl-cuadrado su fibra consta de cuadrados algebraicos isomorfos, fiel
y pleno en las 2-células.

Proof. El 2-functor Ik; es pseudo-inyectivo en los morfismos puesto que si J 4K y
J - K’ son adjunciones, entonces K = K’ y por consiguiente, J 1K y J- K’ son
isomorfos en Ad,i,. Es fiel para las 2-células puesto que los pares conjugados son
Gnicos. Es pleno para la 2-células puesto que cada deformaciéon entre morfismos
algebraicos determina un par conjugado correspondiente. O

Proposition 147. De la 2-categoria Ada, en la 2-categoria AdgM existe un func-
tor

I
Ad,, EM AdS
4K JAK’

\/aﬂ /N = \/w ”/ﬁ\

HAI 7 H'ATI

m/ M/

en el que PN Y A\ son, respectivamente, los cuadrados adjuntos determinados
por B~ y ,6”71. El 2-functor Igm es inyectivo en los objetos, pseudo-inyectivo en
los morfismos, fiel y pleno en las 2-células. (]

Finalmente, tenemos la siguiente proposicién.
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Proposition 148. De la 2-categoria Adag en la 2-categoria Mnd,, existe un
functor

Mndalg

Ad,, Mnd,g
/ \\ N
JAK J’—|K/
\ / / \ — \ //\(aﬁ)”’)‘(aﬁ)/ \
HAI ™ H'AI JAK JAK’

\M \p\/

en el que A4 ) es el cuadrado adjunto

F G F G
N U S I [N }
c T o JY2z m 77 JJ %2z B WK
| \ by \ |
F/ Gl Fl G/
JI | K JIH|IK
F G F G
/ | V| i
c T c K ||A5 H Aoy J K o I &ﬁ K
| \ Vol | |
F’ G’ F’ G’
Aar,pry €8 el cuadrado adjunto correspondiente y Z; la deformacion ()\ﬁ 3 T 3
kY
C L C
1|1 <" ") 1)1
non
C F D 1 D G C

JIH|K xe™" H|A|[IT 7 H|A|I' 7 J || K

C/ F/ D/ 1 D/ G/ Cl
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representada como

/ D¢
JAK / \\:c
\ A HAI 7 H'AT \F \
C ! !
/Y
G’ c’

Proof. Por la proposicién 143, las transformaciones naturales en la imagen de un

cuadrado algebraico son transpuestas entre si y forman, por tanto, un morfismo
1
algebraico de ménadas. Alternativamente, se puede verificar que A, 3) = Mo\

La demostracién de que Z. es, efectivamente, una deformacién algebraica es
formalmente idéntica a las demostraciones de que =™ y =, son, respectivamente,
deformaciones de ménadas de Kleisli y de Eilenberg-Moore.

La preservacién de identidades y composiciones se sigue asimismo de las de sus
componentes. O

Resumimos la situacion anterior con el diagrama

Md,,
Addy="_ T " Mndpy =2EM"
Iem EM"
JEM
Ada; Mdatg Mnd,,
AN
Jx1
Tx) MdS?
Adfi—_ T " Mndg =KI®
<

El functor Md,js no tiene en general un adjunto por la izquierda. Para algunas
subcategorias de Mnd,j, este adjunto por la izquierda existe, como, por ejemplo,
para la sub-2-categoria plena de Mnd,i, determinada por las categorias de la forma
Set”.

Podemos ahora describir la relacién entre ciertas adjunciones surgidas anterior-
mente. Si se tiene un par de functores equivalentes H = I y un par de cuadrados
iso-conmutativos

G G’
C T D C’ T D’
F F’
JIH|K H|AH|T K|4|L I4|H
G’ G
C’ T D’ C T D
F’ F
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entonces las adjunciones F 4G y F' 4 G’ son equivalentes en la 2-categorfa de
adjunciones, morfismos algebraicos de adjunciones y deformaciones. Esto es asi
porque los cuadrados iso-conmutativos pueden completarse hasta cuadrados alge-
braicos y, por ser las categorias D y D’ equivalentes, las identidades para ellas son,
respectivamente, naturalmente isomorfas a los functores ToH y Hol. Tales isomor-
fismos naturales dan lugar a sendas deformaciones inversibles entre los cuadrados
algebraicos, por lo que las adjunciones F 4G y F’ 4G’ son equivalentes en la 2-
categoria Ad,s. Puesto que todo 2-functor preserva equivalencias, las ménadas
asociadas son también equivalentes en la 2-categoria Mnd.jg.

La situacién descrita es la que encontramos al estudiar la relacién entre las
adjunciones relativas a las dlgebras de Hall y las dlgebras de Bénabou. Sin embargo,
tales adjunciones no son equivalentes en la sub-2-categoria determinada por las
deformaciones de Street.

Otro eJemplo de adJun(nones equivalentes en Ad,y, es el de las adjunciones

Modr +Thrt y Modqr _|Th11* ligadas por los morfismos algebraicos de la proposicién
63. Para demostrar que las adjunciones son equivalentes, hay que comprobar que
las composiciones de ambos cuadrados algebraicos son isomorfas a las identidades
respectivas, pero esto es inmediato porque las deformaciones inversibles necesarias
son, simplemente, las 2-identidades para la adjuncién identidad en Sub(EM(T))°P.
Ambas adjunciones no son, sin embargo, equivalentes en la sub-2-categoria deter-
minada por las deformaciones de Street, lo que muestra que, ain siendo en este
caso triviales las 2-células consideradas, su existencia es relevante para formalizar
la relacién entre ambas adjunciones.

6.5. F-morfismos y deformaciones. Lo anteriormente expuesto se puede aplicar,
en particular, a las dlgebras heterogéneas. Concretamente, cada signatura alge-
braica heterogénea (5,X) tiene asociada, candénicamente, una adjuncién entre la
categoria de (9, X)-dlgebras y la de Set” -conjuntos, asi como una moénada sobre
Set”. Ademés, los morfismos de Fujiwara de signaturas algebraicas heterogéneas
determinan cuadrados algebraicos entre las adjunciones correspondientes, asi como
morfismos algebraicos entre las ménadas asociadas. Por otra parte, las deforma-
ciones entre F-morfismos de signaturas algebraicas heterogéneas inducen deforma-
ciones entre cuadrados algebraicos y deformaciones algebraicas entre morfismos
algebraicos. Para comprobarlo, es suficiente tener en cuenta que cada deformacién
tiene asociada una transformacién natural entre los functores correspondientes para
las categorias de algebras, que dan lugar a su vez a las 2-células correspondientes
en Adalg y Ml’ldalg.

Se tienen por tanto 2-functores de inclusién, no plenos, de la 2-categorfa Sigg,;
en las 2-categorias Ada; ¥ Mnd,j,. Ademds, todo lo anterior es igualmente valido
si en lugar de la 2-categoria Sigy,; se consideran las 2-categorias Thpy,;.

La teoria desarrollada en este trabajo puede ser de utilidad tanto para demostrar
ciertas proposiciones relativas a las algebras heterogéneas, como para eventuales
generalizaciones de los conceptos de morfismo entre signaturas o entre presenta-
ciones de teorias.

6.6. Espacios de Clausura. Mostramos, por ultimo, una aplicacién de los resul-
tados anteriores al caso de los espacios de clausura heterogéneos. Para ello, con-
sideramos los espacios de clausura heterogéneos como ménadas sobre las categorias
asociadas al conjunto ordenado de las partes del conjunto heterogéneo subyacente
del espacio de clausura en cuestién. A pesar de que la teoria general desarrollada
se simplifica en gran medida al ser las categorias consideradas las asociadas a con-
juntos ordenados, de la adopcién de este punto de vista se sigue que los espacios de
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clausura heterogéneos pueden comparase de manera mas general que la habitual, y
que resulta esencial para dar cuenta de la equivalencia entre algunos de ellos.

Si A es un S-conjunto y C un operador clausura sobre A, entonces C determina
una moénada sobre Sub(A), puesto que C es functor por ser isétona, y la unidad y
la multiplicacion se definen univocamente por la extensividad y la idempotencia de
C. Su categoria de Eilenberg-Moore es la determinada por el sistema de clausura
C asociado a C, i.e., el conjunto ordenado de los puntos fijos de C, y su categoria
de Kleisli consta de las partes del conjunto ordenadas respecto a C, de manera tal
que X CY exactamente si X C C(Y).

Los morfismos entre espacios de clausura heterogéneos son un caso de alg-morfis-
mos entre las ménadas asociadas a tales espacios. Las distintas caracterizaciones de
la continuidad de un morfismo se corresponden con las transformaciones naturales
transpuestas de los alg-morfismos.

Si C es un operador clausura sobre un S-conjunto A y D un operador clausura
sobre un T-conjunto B, un alg-morfismo de la ménada (Sub(A), C) en la ménada
(Sub(B),D) es un cuadrado adjunto

Sub(4) —C+ Sub(4) Ll

lo que equivale a que L+ R: Sub(A) — Sub(B) sea una adjuncién y se cumpla
cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:

0. Para cada X C A, L(C(X)) C D(L(X)).

1. Para cada X C A, C(X) C R(D(L(X))).

2. Para cada Y C B, L(C(R(Y))) C D(Y).

3. Paracada Y C B, C(R(Y)) C R(D(Y)).

En la situacién descrita, decimos que el par (L, R) es un alg-morfismo de (Sub(A), C)
en (Sub(B),D).

A un alg-morfismo tal le corresponde un functor de EM(D) = D en EM(C) =C
que conmuta con los functores de olvido G¢ y Gp, que, en este caso, son simple-
mente las inclusiones respectivas de C en Sub(A) y de D en Sub(B). La existencia
de tal functor equivale a la condicién de que, para cada Y € D, R(Y) € C, puesto
que si H es un functor de D en C tal que GcoH = R o Gp, H ha de ser, necesari-
amente, R[p ¢, la birrestriccion de R a Dy C.

Para las categorfas de Kleisli, la existencia de un functor de KI(C) en K1(D)
que conmute con los functores F¢ y Fp, equivale a la condicién de que, para cada
X, Y C A si X C C(Y) entonces L(X) C D(L(Y)). A partir de lo anterior
se sigue que los morfismos continuos entre espacios de clausura son un caso de
alg-morfismos. Si (¢,5): (5, 4,C)— (T, B,D) es un morfismo de espacios de
clausura heterogéneos, entonces la adjuncién Uy o j[-] 4 7![] o A, determina un
alg-morfismo entre las moénadas correspondientes. Por consiguiente, la categoria
HCISp de espacios de clausura heterogéneos se puede identificar a una subcategoria
de la 2-categoria Mnd,jg.

No todos los alg-morfismos entre espacios de clausura son, sin embargo, de la
forma Uy o j[-] 45 7![] o Ay. Por ejemplo, para los operadores de consecuencia de
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Hall y de Bénabou, se tiene, por la proposicion 50, que existen cuadrados adjuntos

Cepal,, ()
Sub(Eqg, (X)) ————— Sub(Eqy,(¥))

I\4|H I\4|H

Sub(Edg, (£)) —7 ——— Sub(Eqp, (X))
Poly (%)

Cepo, ()
Sub(Eqg, (X)) ——————— Sub(Eqg,(¥))

D|4|B D|4|B

Sub(Eqy (%)) o o Sub(Eqy, (%))
Pol,; ()

que son, por tanto, alg-morfismos entre las ménadas correspondientes. Las aplica-
ciones subyacentes de las adjunciones I +H y D+ B no pueden definirse a partir de
ninguna aplicacion entre los conjuntos heterogéneos de las ecuaciones, sino que se
definen, necesariamente, entre las partes de ellas.

Puesto que Mnd,j; es una 2-categoria, se tiene, en particular, la nocién de
deformacién entre alg-morfismos de espacios de clausura. Por ser las categorias
involucradas reticulos completos, sin embargo, existe a lo sumo una deformacion
entre dos alg-morfismos, lo que determinan un preorden en el conjunto de los alg-
morfismos entre dos espacios de clausuras.

Una deformaciéon entre alg-morfismos de espacios de clausura es, simplemente,
un cuadrado adjunto

) . .
Sub(A) Sub(A) Ll _ iL, Ll M T »
_— _—
D D
L|4|R || R
N .
Sub(B) 5 Sub(B) RT N lL’ RT v TR’
D D

puesto que las condiciones adicionales de conmutacién de las deformaciones se
cumplen inmediatamente, por ser las categorias involucradas reticulos completos.
Por consiguiente, de (L, R) en (L', R') existe una deformacién, lo que denotamos
mediante (L, R) < (L', R'), si se cumplen cualquiera de las condiciones equivalentes
siguientes:

. Para cada X C A, L’'(X) C D(L(X)).
. Paracada X CA, X CR'(D )
. ParacadaY C B, L'(R(Y))

. ParacadaY C B, R(Y) CR

W N = O
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La condicién 3 es, ademés, equivalente a que para cada cerrado Y C D, R(Y) C
R'(Y), que es la condicién de que exista una transformaciéon natural de R[p - en

Rlpe-

Proposition 149. Sean (S, A, C) y (T, B, D) dos espacios de clausura heterogéneos,
y (L,R), (L', R’) un par de alg-morfismos de (Sub(A),C) en (Sub(B),D). En-
tonces (L,R) y (L', R') son isomorfos, (L,R) ~ (L',R'), si y sélo si Rlpc y
R'[p ¢ son idénticos.

Proof. Si(L,R)y (L', R') son isomorfos, existen un par de deformaciones inversibles
entre ellos y por tanto Rlpc y R Ip,c son idénticos. Reciprocamente si R[p ¢ y
R [p,c son idénticos, la transformacion natural identidad determina deformaciones
inversibles entre (L, R) y (L', R’). O

En particular, de la proposiciéon 149 y la proposicién 51, se sigue que los espacios
de clausura heterogéneos asociados a los operadores de consecuencia de Hall y de
Bénabou, son equivalentes en la 2-categoria Mnd,,.
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