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TEMA 4: Variabilidad y mortalidad: La mortalidad como fendmeno aleatorio.

. Introduccion.

. Los elementos de la tabla de mortalidad como variables aleatorias.
. Construccion de la tabla de mortalidad con recargos de seguridad.
. Calculo del riesgo probabilistico asociado a una cartera.
Introduccion.

El célculo de las primas de cualquier seguro de vida y/o supervivencia esta
basado fundamentalmente en las probabilidades de fallecimiento y muerte que los
individuos tienen a cada edad. Esa informacion viene recogida en las tablas de
mortalidad donde aparecen, entre otras cosas el nimero de supervivientes I (o de
fallecidos dy) que alcanzan (o perecen a) determinada edad procedentes de un colectivo
inicial de tamafo prefijado. Estas tablas se elaboran a partir de las informaciones de
censos de poblacion y listas de fallecidos de colectivos generales (poblacion general) o
de los datos de las compaiiias aseguradoras en poblaciones de asegurados (poblacién de
riesgo). Una vez seleccionada la muestra, las relaciones entre el numero de expuestos al
riesgo (de fallecer) y nimero de fallecidos (a cada edad) permite establecer las
estimaciones iniciales de probabilidades de fallecimiento a cada edad, qx , y también de
sus complementarias ( probabilidad de supervivencia) px=1-qx .Esas probabilidades tras
un proceso de suavizado, ajuste y graduacién seran las empleadas para la elaboracion
de la tabla para ello se parte de un tamafio de la poblacion inicial ly, ficticio ( en general
10.000 o 100.000 individuos) se van aplicando las probabilidades para obtener los
distintos elementos de la tabla.

Sin embargo hay que tener en cuenta que los elementos de la tabla asi obtenidos no
seran mas que meras estimaciones. De hecho cada I, sera el promedio de la cantidad
aleatoria de supervivientes el tiempo x : £y .Las probabilidades derivadas ( temporales
diferidas , mixtas etc), solo tendran validez o para intervalos temporales muy amplios o
para poblaciones grandes y siempre y cuando se pudiese mantener el supuesto de
estacionariedad del proceso de muerte durante el periodo considerado.

Esto supone, en la préctica, que con primas de riesgo calculadas sobre estas
estimaciones la compaiiia podra hacer frente a sus compromisos s6lo con una
probabilidad del 50 %, bajo el supuesto de normalidad que presupone la aplicacion del
TCL (tamafo de la cartera grande). Es por esto que las compaiiias suelen recargar
estadisticamente sus primas haciendo uso de tablas recargadas. Con ello pretenden
minimizar el riesgo de un exceso de mortalidad en una cartera de seguros de
fallecimiento o de un exceso de vida en una cartera de seguros de supervivencia. A
partir de la distribucion de £y se calcula un valor minimo de sujetos I, que alcanzara
con “cierta garantia” esa edad (de aplicacion en carteras de seguros por fallecimiento), y
un nimero maximo de sujetos 1, ', que con cierta garantia no sera superado por los
supervivientes (de aplicacion en las carteras de seguros de supervivencia)

Los elementos de la tabla de mortalidad como variables aleatorias.

Si la tabla de mortalidad consigna fundamentalmente el numero de
supervivientes del grupo inicial y el nimero de defunciones de cada afio Iy y dx,
podemos considerar, segiin lo comentado arriba que ambas cantidades no son mas que
estimaciones de los auténticos valores de las cantidades aleatorias L,y dx.
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Podemos hacer la consideracion de que a partir de una poblacion inicial L, cada
uno de los individuos puede fallecer o no en el trascurso del tiempo x con una
probabilidad p de supervivencia hasta x que en funcién de las hipotesis basicas del
modelo biométrico es la misma para todos. Obviamente la distribucion para cada x de
las variables £, serd una binomial de parametros L y p.

En realidad:

’ex - B(IO’ X pO)

Las variables dx vendran dadas por las diferencias entre cada par de variables £y
y Ly.1.Su distribucion seria mas complicada de obtener, ya que al ir variando los
segundos parametros (p) de las distribuciones de las £ no podriamos aplicar la
aditividad de la distribucion binomial.

En cualquier caso actuando sobre la distribucion de las £, y contando con que el
valor de |y seré alto podremos aplicar el teorema de Moivre y aproximar su distribucion
por la normal

L —>—>N (lo.x Po330 =l Py (1=, po))

Ello implicard que para un valor de probabilidad (1-a) , podemos obtener un
intervalo en el que estard comprendida esta variable con esa probabilidad:

P(IO = Zyinflox Po(1 = P) <L <ly+2, 54/l Po (1=, po))=1—0{

Donde z,; es el valor tabulado de una normal tipificada que deja por encima de
¢l una probabilidad de o/2.

Lo habitual serd, sin embargo, que s6lo estemos interesados en “curarnos en
salud” por uno de los dos lados por lo que trabajaremos, no con intervalos de
probabilidad (1-a), si no con una cota inferior ( para seguros de vida) o superior ( para
seguros de supervivencia; esto es que para un valor de probabilidad (1-a) , (que acabara
siendo el nivel de garantia del recargo de seguridad) tendremos que:

P(£ >, =2,ly P (1=, P)) ) =1-a
(6}
P(’B’x < IO +Za' IO'x pO(l_ X po))zl_a

Donde z, es el valor tabulado de una normal tipificada que deja por encima de
¢l una probabilidad de o.

Como ya se ha insinuado, serd a partir de éste u otros resultados similares de
donde se partira para disefiar los distintos procedimientos de recargo con garantia
predeterminada (1-o).

Construccion de la tabla de mortalidad con recargos de seguridad.
La construccion de la tabla de mortalidad recargada se va a basar en la re-
construccion de los valores de Iy al alza o a la baja, partiendo del intervalo de
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probabilidad de la garantia predeterminada (1-a) y teniendo en cuenta que la
distribucion de la variable aleatoria “supervivientes” £, sigue una distribucién binomial
que puede aproximarse a un normal.

Digamos que el procedimiento general consistira en ir obteniendo
L L5 L e (5l L. der ), segn el caso a partir de los extremos
superiores (inferiores) de los intervalos de probabilidad 1-a.

Sin embargo, sentado el hecho de que la distribucion de los supervivientes es
una binomial de parametros: numero inicial de supervivientes, y probabilidad de
supervivencia, dependiendo de como vayamos eligiendo estos dos parametros
tendremos distintas estrategias de construccion de la tabla recargada:

Asi podremos considerar:

) £ —>Bd,,p) o

2) L »>B(d,_,,p,.,)

Pero en la estrategia 2 podriamos considerar que para ir generando los sucesivos
valores recargados, para x+1, x+2, etc.( a partir en realidad del primero) nos interesaria
utilizar como primer parametro de la distribucion el valor (ya) recargado obtenido en el
periodo anterior digamos que una estrategia nueva 3) seria:

3) £,—>B( ,p,,) obien £, — B(l_,p, ) segln el caso.

Y aun,

4) podriamos no utilizar la distribucion de £y , sino basarnos en que los valores
de los sucesivos Iy se obtienen multiplicando el valor anterior por la probabilidad de
supervivencia anterior y tomar para su obtencion de esta forma los valores recargados

de las probabilidades de supervivencia ( maximos o minimo, segun el caso) es decir:
I* _ I* * I* * L _ I * k% %
x = bt P = o px—z px-l 70 po p1 pz---px_l

donde * es + 0 — , segun el caso

La primera de las estrategias de construccion es la recomendada por la UNESPA
y es la que habitualmente seguiremos. Esto es consideraremos:

L —B(l,, py)
£ — By, p,p,)
L, — B(ly, Py, P,)

Y , a partir de aqui, y tras la aproximacion normal considerariamos como valores
recargados el extremo ( superior o inferior, segiin el caso) del intervalo de probabilidad.
En definitiva:
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I = max{O; lp-x Po = Z,/lp- P (11—, po)}

1 =min{l: 1., P+ 2,y Po0—, Py |

Ejercicio practico:
Supongamos que una persona de 30 de la generacion de 1977 (tabla adjunta)
contrata un seguro que cubre con 30.000€ el riesgo de fallecimiento antes de los 70
afnos o que le reintegrara 25.000€ en su 70 cumpleafios. Suponiendo un tipo de interés
nulo y utilizando una tablas recargadas al 3% de riesgo ;/qué prima de riesgo pagara por
este seguro?.

Llamando respectivamente: q y p a las probabilidades obtenidas a partir de los
valore recargados de I por defecto y por exceso tendremos que la prima que tendra que
pagar debiendo igualar la compensacion por fallecer por su probabilidad (recargada)
mas la probabilidad de sobrevivir por su probabilidad ( recargada) sera:

7 =30000. .05, + 25000, i, = 30000.[1 -

I—j +25000->

Como:

I, :maX{O; lo- P _Za\/lo'x P, (11—, po)}

I, = min{lo; lo-y P+ Zy\/lg-5 P (1=, po)}

Y considerando la tabla:

I+

+
|30

Tabla de Mortalidad Generacidn 1977

dad £
0 100000 |
1 99193
2 99130
3 Q9085
4 D056
3 G029
i 99008
T 03080
8 98072
9 08959
10 98948
11 98935
12 02022
13 98908
14 93892
15 OERTT
16 98860
17 08841
18 08820
19 OR7TO8
20 98774
21 O8751
22 98728
23 9ET06
24 GR6R4

Fdad

26
97
28
29
30
31
32
33
34
35
a6
37
38
39
40
11
42
43
44
45
46
47
48
19

& Edad £ Fdad £
O8G61 | 50 97860 | 75 03867
98639 | 51 O7S00 | 76 03413
08615 | 52 OTT4l | 7T 02074
98390 | 53 97673 | 78 92438
98564 | 54 97RO4 | 7O 01861
08537 | 55 07513 | 80 01213
08510 | 56 07427 | 81 00473
08484 | BT 0T340 | 82 R0G0
08460 | 58 07245 | 83 88611
098437 | 59 97143 | B84 8TLIG
98413 | 60 97035 | 85 86076
08385 | 61 96917 | 86 @ B448:
98357 | 62 96792 | 87 82673
08320 1 63 0D6BHRT | 8BS RD50
98301 | 64 06517 | 89 TR
98273 | 65 96367 | 90  7557e
98241 | 66 96203 | o1 T233:
98210 | 67 06024 | 02 6937C
98176 | 68 05832 | 93 65634
98130 | 60 95625 | 94  BL4TE
08101 70 05307 | 05 56660
9&058 1 05150 | 96 5127F
98016 , 72 0 04876 | 9T 45343
97970 | 73 94575 | 98 38064
97924 | 74 94238

Tendremos que :
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I;O = I0-3o P — Za\/lo-w po(l_ 30 po) =
98537 98537 - 98537
100000 100000 100000

=100000.

—1.88\/100000. ]298465.62

I7_0 = I0-70 P — Za\/lo~7o po(l_ 70 po) =
— 100000. 95397 95397 - 95397
100000 100000 100000

—1.88\/100000. J=95272.42

|3+0 = |0-3o P + Za\/|0'30 po(l_ 30 po) =
98537 98537 (1 98537

=100000. +1.88, [100000. -
100000 100000 100000

j =98608.41

15 =170 Py + Za\/lo-m Po(1= 7 Py) =
10000023397 95397 (1_ 95397
100000 100000 100000

+1.88\/100000. j:95521.63

Resultando que la prima de riesgo sera:

= 30000.(1 —:LO] + 25000:770 = 30000.(1 -

30 30

95272.42 +25000 95521.63 _
98465.62 98608.41

972.89+24217.415 = |z = 25190.305€]

Calculo del riesgo asociado a una cartera

Suponiendo toda la informacion disponible acurada, determinar las primas de
cada contrato de seguro segun la informacién biométrica de las tablas de mortalidad,
actualizando eventualmente las primas al tipo de interés, no nos garantiza poder hacer
frente a cada compromiso individualmente. Se trabaja en términos probabilisticos y por
lo tanto el equilibrio entre ingresos y pagos posibles solo cabe esperar que ocurra de
hecho si se da un gran nimero de casos iguales. Cada caso individualmente considerado
supondra de hecho, o bien un beneficio o bien una pérdida para la empresa aseguradora.

Por ello interesa, no solo, determinar las primas de cada contrato individual
segln una buena informacion biométrica, eventualmente recargada, también convendra
calcular el riesgo asociado a una cartera de muchos seguros. En definitiva se tratara
de determinar la probabilidad de que la suma de todos los compromisos a los que tiene
que hacer frente la compafia, C, supere los recursos, R, que supongan la suma de todos
las primas que percibird, o una parte de la misma: es decir P(C>R). Tanto C como R
serdn dos variables aleatorias complejas que dependeran en cada contrato de los
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compromisos y primas individuales y de las probabilidades de fallecimiento y
supervivencia de cada caso.

Veamos un ejemplo, ciertamente muy simplificado , que ilustre la situacion:

Con una cartera compuesta de 600 individuos como el del ejercicio anterior que
contratan ese mismo seguro, ;cudl es el riesgo asociado si la compaiiia destina el 99 %
de lo recaudado con las primas de riesgo a hacer frente a los compromisos?

Queremos determinar P(C>R)

R es el 99% de la totalidad de las primas es decir:
R=0.99x600x1=0.99x600x25190.305=14963041.17 €
y C=Fx30000+Sx25000 donde F es el nimero de fallecidos antes de los 70 afios de
los 600 y S es el nimero de supervivientes de esos 600. Obviamente F y S no son

independientes si no que F= 600-S de forma que :
C=30000(600-S)+25000.S=18000000-5000S

La variable aleatoria S serd tal que

S — B(600, ,, Py,) = B(600,:7—°) = B(6oo,%) = B(600,0.9681)

30

Que puede aproximarse por la normal de forma que :
S > N(u=600-0.9681;0 = \/600-0.9681-0.0319)

S — N(u =580.86;0 = 4.3046)

Y , por lo tanto, por la linealidad de la distribucién normal, la variable C sera:

C — N (1 =18000000 - 5000 - 580.86;; & = 5000 - 4.3046)
C — N(15095700;21523)

P(C>R)=P(C > 14963041.17)

P(C > 14963041.17 ) =P(z> 14963041.17 15095700 )=P(z>-6.16)=1
21523
Es decir el riesgo que corre la compaiia de no poder hacer frente a sus compromisos es

del 100 % : seguro que sera insolvente

Incluso dedicando el 100% de lo recaudado en primas
R=600x7=600%x25190.305=15114183€
estariamos en una situacion de riesgo de:

P(C>R)=P(C > 15114183)=P(z>1511418231;£O95700) =P(z>0.86)=0.195

un aun bastante elevado 19,5 %.
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Por lo tanto vemos en este ejemplo, que aiin recargando las tablas para garantizar el
pago de la indemnizacion de un solo asegurado, no tenemos demasiadas garantias de
poder hacer frente a 600 clientes en esas misma condiciones.

Obviamente también puede plantearse el problema, al revés, y en la practica
actuarial serd mucho mas habitual: a partir de los datos de la cartera y haciendo algunos
supuestos adicionales relativos a los tipos de interés, la politica de la compaiia y/o la
legislacion nos sefnalaran un nivel de riesgo de cartera y tendremos que determinar el
valor de los recursos necesarios para “cubrir” ese riesgo y a partir de ese valor:
constituir las reservas necesarias.

Por ejemplo : supongamos una cartera constituida por 300 clientes de 20 afios
(de la generacion del 77) que tienen derecho a un seguro de vida si fallecen antes de los
65 afios de 300 mil euros y si sobreviven a esa edad cobraran 200 mil euros.

(Qué cantidad debera dedicar la compafiia para cubrir sus compromisos con un
riesgo inferior o igual al 1 %?

(Cuanto deberia cobrarse en concepto de la prima individual ( considerando un
pago tnico)? ( No consideramos intereses)

C=200000xS+300000xF, siendo S y F el nimero de supervivientes y fallecidos
a los 65 afos de los 300 clientes : Obviamente F=20-S y S —B(300,45p20), que
podremos aproximar por la normal ( T. Moivre).

I
s Py =2 = 26367 _ 0.975631
l,, 98774
De modo que :
S —> N(u=300-0.975631;;0 = \/300-0.975631-(1 —-0.975631))

S — N(292.6894;;0 =2.67068)
Y por lo tanto ,como
C=200000xS+300000xF=200000S+300000(300-S)=90000000-100000S
Tendremos que :
C — N (90000000-(100000-292.6894);;5=100000-2.67068)

C — N(60731060;;0 =267068)

Como queremos determinar el valor de R tal que garantice que :
P(C <R)=0.99 (=1-0.01),
R=60731060+z2,,, - 267068 = 60731060 +2.326- 267068 = 61352260.17

Como son 300 clientes , al menos deberia cobrarseles ( en un pago unico):
61352260.17 /300 =204507,53€
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