MODULO: METODOS CUANTITATIVOS s | MASTER
CURSO: 2021-2022 POSTGRAU | §SINARALES

TEMA 1: Principales modelos de mortalidad. Modelizacion estocastica.
. Ley de De Moivre.

. Leyes de Dormoy y de Sang.
. Leyes de Gompertz y de Makeham.

. Otros modelos de mortalidad.

Estudiaremos aqui distintos modelos de comportamiento aleatorio de las
funciones biométricas. En cada caso el modelo propone una forma funcional para la
funcién de supervivencia, el tanto instantaneo de mortalidad, la probabilidad de
supervivencia o/y la probabilidad de fallecimiento.

La razdn e interés de la construccion, disefio y estudio de los modelos de
supervivencia pivota sobre dos &mbitos: uno metodoldgico y otro practico:

Metodoldgicamente la consideracion de algunas hipotesis sobre los fendmenos
biométricos conlleva una estructura funcional de algunas de las funciones biométricas.

En el &mbito practico, una vez seleccionado un modelo que implica un forma
funcional para una determinada funcion biométrica, ésta dependera de unos pocos
parametros ( 2 0 3) y una vez determinados ( generalmente estimados estadisticamente)
la obtencion de cualquier “incognita” biométrica se convierte en un simple problema de
calculo.

Antes de introducirnos en los distintos modelos hay que tener en cuenta
finalmente que, aunque los estudiaremos separadamente, en la practica suelen tomarse
muchas veces de forma combinada aplicando un modelo distinto a distintos tramos de
edad.

Ley de De Moivre

La ley de De Moivre supone gue la funcion de supervivencia es una funcién

lineal de laedad: |l(x)=c+d.x| parax>0

Los parametros ¢ y d son facilmente identificables:

lo=c+d.0=¢c] 1,=0=c+do —=—c/d

I(x)= ct+dx

I
__c_0
®="gT

Como la ordenada en el origen es lp y la pendientees — (lp /o) , podemos
escribir la ley de De Moivre como:

109 =1, - 2x=1,a-%)
w w
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Para edades enteras la funcion de supervivencia sera una progresion aritmética
decreciente con diferencia lo /o : Esta diferencia es, en realidad, las defunciones
anuales:

dx = Ix _Ix+l = IO(l_i)_IO(l_X__'_l) = I_O

w w w

Es decir, el modelo supone que las defunciones son iguales todos los afios y
coinciden con la pendiente cambiada de signo de la f. de supervivientes, en definitiva,
igual al tamafio de la cohorte dividido por la edad de extincion, ya que los
fallecimientos se distribuyen igualitariamente todos los afios.

Las probabilidades de fallecimiento seran:
I0
d s 1
g =—2=—&—=

IX Io(l_é) w—X
w

Por lo tanto la probabilidad anual de fallecimiento es creciente, lo que es ldgico
si pensamos que el nimero de fallecidos es constante pero pertenecen a un colectivo que
va menguando con la edad.

Igualmente la tasa instantanea de mortalidad también sera creciente y, de hecho,
coincide con la probabilidad anual de fallecimiento:

IO
M e 1
1(x) |0(1_1) — X
w

X

Como el tanto instantaneo crece con la edad este modelo suele usarse para
tramos de edades altas.

En cuanto a las probabilidades temporales de supervivencia y fallecimiento para
mas de un afio tendremos:

X+n
LA-—") ,_«_
nplex;n: ?() :a) X n:l— n :1—n-ux
I, -2 @ —X w—X
@

ndx :1_n Py 21—(l—n'ﬂx)=n'ﬂx

Esta Gltima expresion muestra que la probabilidad de fallecer en un tramo de
tiempo es proporcional a ux segun el factor n ( afios del tramo): por lo que, por ejemplo,
la probabilidad de que un individuo fallezca en los proximos 10 afios es el doble de que
lo haga en los préximos 5.

La funcidn de supervivencia S(x) y la funcion de distribucion de la edad de

fallecimiento puede obtenerse también a partir de 1(x) como:
SX)=1(x)/ly 'y F(x)=1-S(x)
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Tendremos que S(x)=m=1—i = F(x)=i
I @ @

Por lo que: f(X)= 1 /o lo que supone que segun la ley de De Moivre la variable
edad de fallecimiento sigue una Distribucion Uniforme en [0,0]

En el siguiente grafico se muestran las funciones de: Supervivencia ( la de
distribucion seria la diagonal contraria) y tanto instantaneo de mortalidad ( que coincide
con la probabilidad de fallecimiento) en el modelo de De Moivre

1 T T T T

0 0 40 &0 BD 100

Igualmente es muy sencillo ver que la distribucion de la vida residual es también una
distribucion uniforme en el intervalo [x,0], ya que

X+t
x+t) 1 W=7y 1

I(X) w-x-t |0(1_1) o—X—t w-x
w

gx(t): t px '/,I(X+t):

Que es la funcion de densidad de una uniforme en [X,®] y ,de aqui, es elemental
concluir que la esperanza de vida en X y la vida residual probable son, precisamente,
((0-x) / 2)
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Resumiendo en esta ficha el modelo:

Modelo De Moivre
enunciado La supervivencia es funcion lineal ( decreciente) de la edad
Distribucion de X uniforme
1(X) l,1—>)
w
I0
dx =
w
w—Xx-1
Px ®—X
1
% 0—X
1
Hx ®—X
nPx l‘n-Hx
n0x N. U
S(x) 1-X
w
F(x) X
w
() =]
[
1
ax(t) %
o ®—X
X 2
@ — X
Vy >
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Primera ley de Dormoy

La primera ley de Dormoy supone que la forma funcional de la funcion de
supervivientes I(x) es exponencial segun:

I(X)=K-S*
Donde S es un valor menor que 1 para que I(x) sea una funcion decreciente

Para x=0 tendremos que 1(0)=lo y por lo tanto el parametro K es el valor inicial de la
cohorte

1(0)=l,=K-S°=K — [I(x)=1,-S"

I,

|
/] 20 40 &0 2D 100

Alternativamente podemos considerar S=e™ y el modelo para I(x) se podria re-
escribir como:

I(x)=1,-S* =1, -e

Para edades enteras los valores de la funcion de supervivencia se encuentran en
progresion geométrica decreciente de razén S ( S<1):

l,=1,-S"=1,-S*-S=18S
De aqui se deduce que la probabilidad de supervivencia anual es constante e igual a S
ya que :

pX = I)I<—+1 = S

X

Como consecuencia la probabilidad anual de fallecimiento sera igualmente constante
qX: l'S

Para obtener la tasa instantanea de mortalidad derivemos la funcion I(x):
I'(x) =1,8*(In(S))
Y el tanto instantaneo de mortalidad sera la constante —In(S), en efecto:
LGN (LTC) NS
1(x) [,S*

u(x) =
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Por lo tanto la fuerza de la mortalidad se esta considerando independiente de la edad.

Puede tener sentido esta consideracion, y por lo tanto este modelo, de forma muy
aproximada, en los tramos centrales de edad.

Veamos ahora como se comportan las probabilidades temporales de
supervivencia y fallecimiento:

JICE) W I =18
I(x)  1,-S*

Que son también independientes de la edad.

En cuanto a la funcion de supervivencia S(x) tendremos que :

spy= 0 LS g
IO IO
La funcion de distribucion de la edad de fallecimiento sera:

F(0=1-S

Y derivandolo obtenemos las de densidad:

f(x)=F'(x)=-S*(In(S))

Notese que se trata de la funcion de densidad de un distribucién exponencial cuyo
pardmetro seria a=—In(S) :

f(xX)=-S*(In(S))=a(e™*) =ae™
La funcidn de densidad de la variable vida residual vendra dada por:

g, (1) = Py (x+1) = S'(=In(S))
Que es también la funcién de densidad de una exponencial con parametro a=—In(s)

La esperanza de vida sera la media de la vida residual que al seguir una
distribucion exponencial tomara el valor reciproco de su parametro :

1
e, =E(t|t >exp(a=-In(8)))= in(s)
Y la vida media probable acabaréa siendo :
_In2
“~ In(S)
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0.E

04

1?* lev de Dormoy

100

El grafico muestra la funcién de supervivencia, la probabilidad anual de
supervivencia y muerte para una ley (1) de Dormoy de parametro S=0.95

Modelo Primera ley de Dormoy
enunciado La supervivencia es funcion exponencial ( decreciente) de la edad
Distribucion de X Exponencial (a=-In(S))
I(x) l,-S”
dx l,-S*(1-S)
Px S (constante)
Ox 1-S (constante)
Lx —In(S) (constante)
an Sn
nCx 1-8"
S(x) S”
F(x) 1-S*
f(x) =S*(In(S))  (x—exp(a=-In(S)) )
g(t) ~In(s)-s'
1
> ~In(s)
In2
v ~In(s)
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Segunda ley de Dormoy

En el modelo anterior ni la tasa instantanea de mortalidad ni la probabilidad
(anual) de fallecimiento dependian de la edad. En algunas situaciones esto sera poco
realista. Precisamente para subsanar esto y que Ly Y Qx Si dependan de x , la segunda
ley de Dormoy propone una funcidn de supervivientes 1(x) segun el siguiente esquema:

I(x) =K -SX.8¥
Donde S; y S, son inferiores a la unidad y como en la primera ley K=l,.

1(x) =1,-S)-S

El siguiente grafico muestra como quedaria I(x) para S;=0.995 y S,=0.999

I(x)

Alternativamente podemos considerar S;=e®y S,=e® y el modelo para I(x) se
podria re-escribir como:

_ X X2 _ —(ax+ﬁx2)
1(x)=1,-S*-SS =1,-e

En la 22 ley de Dormoy las probabilidades de supervivencia y fallecimiento
anual resultaran:

C(x+1) 1 Srrs Y
tIx) 1,578}
qx = 1_ px = 1_ (SlSZZXH-)

_ 2x+1
=355

Para determinar el tanto instantaneo de mortalidad, primero derivamos la
funcién de supervivientes:
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I'(x) =1, - S; -(2x-s;2 -In(SZ))+I0 837 -(81-In(s)) ) =
—1,-57-5 (2-In(S,) - x+In(S,)) =100 (2-In(S,) - X +In(S,))

Por lo que el tanto instantaneo de mortalidad quedara como:

~ ) 109-(2In(S,)x+1n(S)))
ST 1)

(alternativamente p(x)=a+2px)

=-2In(S,)x—In(S,)

La probabilidades temporales de supervivencia y muerte seran, para la segunda
ley de Dormoy:
CI(x+n) IS s
AR 1 6% l,-5-S)
n Ox =1- n Px :1_(81 'SZZXM)

_ Sln . SZan+n2 _ (Sl . 822x+n )n

Las funcidon de supervivencia y distribucion seran :

S(x):'(l—x)zs,'j-s;z

0

F(x)=1-S*-8)

2 2
(alternativamente S(x)=e @*P*) vy F(x)=1- ") )
Y la funcion de densidad quedara como:
f(x)=F'(x) =—(2x:In(S,) +In(S,))S*- S}
2
(alternativamente f(x)=(2px+ay).e *X*Fx))

En cuanto a la distribucion de la vida residual Ty=(X-x) su funcién de densidad
guedara como:

9,0 = P, u(x+1)=(S,-57"!) (=2In(S,)(x +1) ~In(S,))

A partir de la densidad de vida residual podriamos obtener la esperanza de vida
como la esperanza de la variable Ty, aunque se suele obtener a partir de la integral de la
probabilidad de supervivencia temporal, y aln asi por aproximacion numérica:

g =E(T) =Tt.g(t)dt =

g = Tt p,dt=[(s,-83*" ) o
0

0
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En cuanto a la vida residual probable puede obtenerse igualando a % la
probabilidad temporal de supervivencia en ella y tendriamos:

o Py :%—>(S e :%—nomando logaritmos:

v, -In(S,) + (2xv, +VvZ)In(S,) = —In(2) — resolviendo la ecuacion de 2° grado

_ =2xIn(S,) = In(S,) - \f(2x In(S,) +In(S,))—-4In(2) In(S,)

o 2In(S,)
Modelo Segunda ley de Dormoy
. La supervivencia es funcion exponencial-cuadrética ( decreciente) de
enunciado
la edad
Distribucion de Exponencial-cuadratica
X
I(x) l,-S,-S) |, - e )
dx Io 'Slx 'Szx2 '(1_ (81822X+1))
px 81822X+1
Ox 1- (Slszzhl)
Lix -21In(S,)x—In(S,) a+2BX
P (s,-57")
2O 1—(81 . 522x+n )n
2 . 2
S(X) Slx . Szx e (ax+px")
2 . Q 2
F(X) 1-8*-8; 1-g PO
f(x) ~(2xIn(S,)+In(S))S -8 (2Pcra)e P
ax(®) (S, SZX“) (=2In(S,)(x+t)~In(S,))
ex I S SZX+I
0
v, -2xIn(S,)—=In(S,) —\/(2xln(82) +In(S,))—4In(2)In(S,)
2In(S,)
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Ley de Sang

La ley de Sang es una modificacion de la primera ley de Dormoy afiadiendo a la
funcion I(x) la adicion una constante independiente de la edad:

I(x) =a+ Kb*

Con K positivo y b comprendido entre 0 y 1. Discutiendo la funcion para sus valores
singulares (1(0), I(w)) podemos evaluar algunos de sus parametros:

1(0)=1,=a+Kb’=a+K=1,>a=1,-K
l(@)=0=a+Kb” -1, K +Kb” =0

I
l,b-—K1-b")=0—|K = a Ob“’) y entonces el valor de a se podria obtener como:
a=1,-K :IO—I—O: a=-— oD
@-b*) 1-b”

Quedando la funcion I(x) como:

T |
I(x)=a+Kb* = -2 o _pr= (i _pe
()=a+ 1o e O )

El siguiente grafico muestra la funcion de supervivientes segun la ley de Sang

1o

1(x)

l l 1 ,
0 0 40 60 20 00 W
X

Para determinar el tanto instantaneo de mortalidad, primero derivamos la
funcién de supervivientes:

I'(x) = 1—|0b“’ b* In(b)
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Por lo que el tanto instantaneo de mortalidad quedara como:
lo | x
PO (O e 1p°2 MO bin)  bine) o)
1(x) ly o _p) (b*-b”) (b”-b*) (b -1
1-b”
Resultando un tanto instantaneo positivo ( numerador y denominador son ambos
negativos) y creciente con la edad.

Las probabilidades anuales de supervivencia y fallecimiento, quedaran como:

Io X+1 %) (le - bw)

(x4 *bw(b ) piipey v bbb
T b oy 06 -6 1B
1- b‘” o

b—b”*  1-b
qx pX 1_bw—x 1_bw*X

Las probabilidades temporales de supervivencia y fallecimiento seran:

X+ 2 (bX+n_bm)

5 locen) 1 b“’(b B it 0 VO
U000 b ey 00 @) 1™
1- b‘” b*

b"—b”™ 1-b"
=1- p =1— -
q n pX 1_ba)—X 1_b(u—X

La funcidon de supervivencia y la de distribucion de la variable X=edad de
fallecimiento tomara la expresion:

Ix)_1 1 be (b*-b*)
S(x) = ——_0 (p
(0= L, 1 l—b”’( b= 1-b”
(bX_b(z)) 1_bX
F(x)=1-S(x)=1- =
(%) (%) T b° - 1b°
Resultando la funcion de densidad: f(X)=F'(x)=— Irll(bi).i)

Que son las funciones de supervivencia distribucion y densidad de una distribucion
exponencial truncada para valores Xe[0,®] con un valor del parametro a=—In(b).

En efecto, por ejemplo, para la funcién de densidad nos quedaria:

f(x)=- In(b)b” _ a-ef __ 1 a - **E, igualmente podriamos comprobarlo
1-b”  1-e F (@)
para F(X) 0 S(x)
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En este grafico se muestran las funciones de supervivencia, tanto instantaneo de
mortalidad y probabilidad anual de supervivencia, para un modelo de supervivencia de
Sang con b=0.96:

|
0 20 40 ot &0 B0 0

En cuanto a la distribucion de la vida residual a la edad x, tendremos que :

b'=b”* In(b)  b'@-b"*") In()  b'Inh)
1_ bw—x (ba}—x—t —l) 1_ bw—x (bw—x—t _l) 1_ bw—x

gx(t) ~t px '/J(X+t):

Que vuelve a ser, de nuevo, la funcion de densidad de una exponencial truncada,
esta vez entre [0,0-X]

La esperanza de la variable vida residual sera la esperanza de vida en x:

P (bm®)) . Inb) o,
g =E[T]= !t-(—l_bm_x}dt——l_bw_x jo thidt

resolviendo por partes:

u=t du=dt inth o 1 o
. p | &=t [ ——dt=
dv=b'dt v= 1-b”™ | In(b) o In(b)

In(b) 0

1 qox pex 1 P I A
=Tl b ‘(tb]o -, bdt)zle'L(”X)b {In(b)} J:

>

0

1 ox [D7F=10) L[ e [12D7 0
:_1_wa.[(w—x)b —( In(0) ]— T [(a) X)b -{—In(b) j]_

(0= 1
1-b”™  In(b)
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Y la vida residual probable vy la podemos obtener a partir de que :

e L ey ebe s 2y =
X 2 1_ba) X 2 2 2
tomando logaritmos = v, In(b) = In(1+b“ ™) -In2 =

v = InL+b“*)—In2

g In(b)
Modelo ley de Sang
enunciado La supervivencia es funcion exponencial ( decreciente) de la edad
mas una constante
Distribucion de Exponencial (a=-In(b)) truncada al intervalo (0,®)
X
|
I(x 0 _(b*-b”
) [ (0 bY)
|
d —2_b*(1-b
) 1-b” (d-b)
0 b—b™
" 1-p”*
1-b
qX 1_ b{ufx
In(b)
MUx (ba)—x _1)
p bn _ bwa
nMXx —1_ bw_x
q 1-b"
nY4x 1_ ba’_x
S(X) M ( x—exp(a=—In(b)|truncada a [0,w]) )
1-b”
F(X) 1-b ( x—exp(a= —In(b)|truncada a [0,0]) )
1-b”
f(X) —m ( x—exp(a=—In(b)[truncada a [0,®]) )
1-b”
t
gx(t) — ]t-) I;S}_)Z ( Tx—exp(a=—In(b)[truncada a [0,w-X]) )
(0—Xx)b”™ 1
ex - —
1-b“™* In(b)
v, In1+b“™)—In2
In(b)
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Ley de Gompertz

La ley de Gompertz se plantea , al igual que hacia la segunda ley de Dormoy,
considerar el tanto instantaneo de mortalidad creciente con la edad, pero con un
crecimiento relativo constante (en la ley de Dormoy este crecimiento relativo es
decreciente). Es decir que la ley Gompertz plantea que :

M) _

#(X)

Con yconstante y positiva.
Integrando la expresion anterior:

In(24(X)) = yx+h = u(x) =" =BC*
Donde B= e" es positivay C= e’ >1, ya que y era positiva.
Veamos la expresion que toma la funcion de supervivientes, 1(x):

0D oy mex ~ _ BC*
—m = u(x) = BC* — integrando — —In(l(x)) = In(C) +D—
)= "¢ ° 510 =K g
con:

B
K=e®>0 g=e" |0<g<1(yaque %>O)
Podemos relacionar la constante K con lo:
l,=1(0)=K-g% =K g

Por lo que podemos reescribir la expresion de I(x) como:
CX

|(X)=K'9CXZIO.§J =l,-9°"

Aqui se muestra la funcion I(x) segun la ley de Gompertz para valores C=1.03 y g=0.7:

I

1(x)

=]
[ .
=]

40 &0 B 100

X

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores es facil ver que el tanto
instantaneo de mortalidad, en funcién de los parametros C y g quedaria como:

2(x) =—In(g).In(C).C*
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Las probabilidades temporales de supervivencia y muerte vendran dadas por:
_ I(X+ n) _ IO * gCX+"—1 _ cxmn_cx _ Cx(Cn—l)
nPx = = o1 = =g
) -9

2O =1-,p, =1-g= ™

La funcion (tedrica) de supervivencia, S(x), y las funciones de distribucion y de
densidad de la variable edad de fallecimiento seran:
S(x) :'(I_X) o

0

F(x)=1-S(x)=1-g°™*

f (x) = F'(x) =—In(g).In(C).C*-g°"*
El siguiente grafico muestras las funciones S(x), px, u(X) para una ley de Gompertz con
C=1.03yg=0.7

1--

/] 0 40 &0 2O 100

La vida residual a la edad x, Tx(X) tendra una funcién de densidad:
0,(t) = P, ulx+t) =—(g " -In(g).In(C).C**

Obtener la esperanza de T para determinar la esperanza de vida en x es dificil para
valores generales y en cuanto a la vida probable , a partir de su definicion, se puede
obtener que es :

1 In2
v, = In|1-
InC C*Ing
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Modelo ley de Gompertz
enunciado La mortalidad( tanto instantaneo) se considera creciente con un
crecimiento relativo constante.
Distribucion de X
1(x) Iy - gcx_1 C >1, g <1 ambas positivas
dx
Px gCX(C—l)
Ox 1— gCX(Cfl)
b ~In(g).In(C).C*
aPx gCX(C“—l)
n0x 1- gcx(cn_l)
S(X) gCX—l
F(x) 1— gcx‘1
f(x) —In(g).In(C).C*- g
0() ~(g% ™ In(g).In(c).c*" )
Ex E(Ty)
Vi L n[1- 2
InC C’Ing
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MODULO: METODOS CUANTITATIVOS T |

EN CIENCIAS

CURSO: 2021-2022 POSTGRAU Y EINANCIERAS

Primera Ley de Makeham

Este modelo supone que el tanto instantaneo de fallecimiento obedece a la
expresion:
u(x)=A+BC”

En donde el segundo sumando coincide con la ley de Gompertz y supondria un
factor de resistencia a la muerte decreciente con la edad y vendria a dar cuenta de las
muertes por causas naturales, mientras que el primer sumando supondria un factor
constante con la edad y vendria a registrar la mortalidad accidental.

A>0,B>0,0<C<1

La funcion de supervivientes I(x) la obtendremos integrando la relacion entre
1(X) 'y n(x):

I =u(x)=A+BC* =In(l(x))= —(Ax+E +D) =
1(x) InC

X
(Ax+£ +D)

I(x)=e M " =lI(x)=KS*g®
donde;

K =e® constante positiva
_BC
g =e "¢ constante menor que 1 ya que B/InC es positivo

S=e? constante menor que la unidad.

Teniendo en cuenta de 1(0)=1p:  lp=Kg Yy, por tanto: K= (1y/g)y nos quedara:

I(x) = KS*g® ='603ch* =[I(x)=1,5*g"""*

En este gréafico tenemos la funcion I(x) con C=1.03 ,g=0.7 y S=0.998:

1(x)

=
by
=

40 &0 20 100

Volviendo a la relacién entre I(x) y u(x) podemos ver que:
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MASTER

MODULO: METODOS CUANTITATIVOS R oo | MASTER
CURSO: 2021-2022 POSTGRAU J4ETUARIALES

' 1.S*9% *-(InS+Ing-InC-C*
ﬂ(X)=—I(X)=— oS0 - : )=—InS—Ing~InC-CX
|(X) Iosxgc -1

Las probabilidades temporales de supervivencia y muerte seran:
_(x+n) _1,8*mge

n rx I(X) IOSXgCX{L
1 =1-,p, =1-8"g% "

cX(c"-1)

:Sng

Y finalmente:

S(x):l(l—x):sxgcx‘l

0
F(x)=1-S(x)=1-8*g¢™*
f(x)=F'(x) =ngcx‘1(—ln8—ln g -InC~CX)

g,(t) = P u(x+1)=S'g" P -(-InS~Ing-InC-C*")
En este gréafico se muestran las funciones S(x), u(x) y px para el caso de una ley de

Makeham con parametros: C=1.03 ,g=0.7 y S=0.998, puede verse como el perfil es
muy similar a la ley de Gompertz.

1k Px
- S(x)
H(x )
0 : | ! e SN I
1] 20 40 &0 B0 100

La primera Ley de Makeham suele presentar problemas de ajuste a las edades
mas jovenes por lo que a menudo se utiliza una segunda ley de Makeham que considera
el tanto instantaneo como: p(x)=A+Hx+BC*.
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MODULO: METODOS CUANTITATIVOS S e | MASTER

EN CIENCIAS

CURSO: 2021-2022 POSTGRAU | §¢NARGERRs
Modelo ley de Makeham
La mortalidad (tanto instantaneo) se debe, en parte a causas
enunciado naturales, factor creciente con la edad ;y en parte a causas
accidentales, factor constante
Distribucion de X
I(X) 1,59 0<gS<1l;C>1
dy |Ongc*—1 (1_Sgcx(0—1))
Px SgcX (C-1)
Ox 1— SgcX (C-1)
Lix —InS-Ing-InC-C*
aPx S"gcx (C"-1)
Ol l_sngcx(c"fl)
S(X) ngcx—l
F(X) 1_ngc&1
f(x) $*g®*(~InS-Ing-InC-C*)
gx(t) S‘gcx(cl’l)-(—InS—Ing-InC-CX“)
ex Se obtiene por su definicion
Vy Se obtiene por su definicion
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