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Capitulo 1

Estadistica descriptiva

1.1. ;Qué es la Bioestadistica?

Concepto de Bioestadistica

Se entiende como bioestadistica la aplicaciéon de técnicas estadisticas a las ciencias de la natu-
raleza, entre las que se encuentran todas las ciencias de la salud. Para que esta definicién tenga
sentido habremos de entender plenamente qué es la estadistica. Podemos encontrar multiples de-
finiciones de estadistica en la literatura, sin embargo encontramos particularmente adecuada para
los objetivos que se van a acometer en este curso la siguiente:

La Estadistica estudia los métodos y procedimientos para recoger, clasificar, resumir, hallar
regularidades y analizar los datos, siempre y cuando la variabilidad e incertidumbre sean una
causa intrinseca de los mismos; asi como de realizar inferencias a partir de ellos, con la finalidad
de ayudar a la toma de decisiones y en su caso formular predicciones.

(Para qué sirve la estadistica en el ambito de las Ciencias de la Salud?

La estadistica tiene una gran utilidad para vuestra formacion en cualquier titulacién en el &mbi-
to de las Ciencias de la Salud. El transmitiros esa utilidad es el principal objetivo del presente texto,
no obstante nos gustaria destacar los siguientes motivos por los que encontramos particularmente
atil la estadistica en vuestra formacion.

= La estadistica os va a servir de ayuda para el resto de asignaturas de vuestra

carrera. En distintas ocasiones encontraréis que algunos conceptos de otras materias que
debéis superar en vuestra formacion estdn basados en conceptos estadisticos, por tanto la
estadistica os ayudara a completar y entender mejor ciertos aspectos de vuestra formacion.

» La estadistica sera una herramienta en el futuro ejercicio de vuestra profesién. Al
igual que en la vida real en el ejercicio de vuestra profesion encontraréis distintos hallazgos,
procedimientos y conceptos basados en anélisis estadisticos previos. La simple interpretacion
de un andlisis de sangre requiere una madurez estadistica suficiente para poder ser interpre-
tado de forma adecuada.
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= La estadistica os abre la puerta a la literatura cientifica. Todas las disciplinas en las
que se realizan estudios cuantitativos han de justificar sus hallazgos en términos estadisticos,
es mas, la validez de sus afirmaciones dependen de que la estadistica lo juzgue como tal. Este
es el motivo de que la literatura cientifica, y en concreto la relacionada con las ciencias de la
salud, esté plagado de conceptos y términos estadisticos que intentaremos transmitiros a lo
largo de este texto.

Capitulo 1

= Supone una herramienta para el analisis de situaciones con componente aleatoria.
La estadistica es la ciencia que trabaja y cuantifica la incertidumbre. En aquellas situacio-
nes en las que el resultado de un procedimiento es incierto, lo que suele ser bastante mas
habitual de lo que podriamos pensar, la estadistica se muestra como una herramienta im-
prescindible para tomar decisiones basadas en informacién objetiva y que ofrezcan garantias
de ser adecuadas.

.Son las Ciencias de la Salud ciencias exactas?

Tal y como podéis suponer las ciencias de la salud no son, para nada, ciencias exactas. Ni
la respuesta a tratamientos idénticos por parte de distintos pacientes son siempre iguales, ni los
tratamientos que se habrédn de administrar a pacientes con la misma enfermedad han de ser ne-
cesariamente los mismos, o incluso existen pacientes que presentaran efectos secundarios a ciertos
medicamentos y habra otros que no. Es por ello que estas ciencias necesitan de la estadistica como
guia y sustento dada la aleatoriedad a la que estan sujetos la mayoria de sus procesos. Ademds,
la estadistica supone una herramienta de incalculable valor para las ciencias de la salud a la ho-
ra de establecer protocolos para determinados procedimientos ya que es capaz de cuantificar la
conveniencia de los resultados de distintas alternativas, por ejemplo de distintos tratamientos, y
asi poder tomar la mejor decision de forma fundamentada.

1.2. Datos

Los datos son todas aquellas unidades de informacién relevantes a la hora de hacer un estudio
estadistico, constituyen la materia prima de trabajo de la bioestadistica. En concreto la labor de la
bioestadistica serd transformar los datos que disponemos en informacién 1til para el propdsito de
nuestra investigacion. Los datos para un estudio estadistico vienen recogidos como variables sobre
unidades experimentales. Las unidades experimentales (muestra) son todos aquellos individuos que
albergan informacién sobre el objeto de interés de nuestro estudio y que por ello son incluidos en
éste. En la definicién anterior entendemos el concepto de individuo de forma bastante amplia,
de forma que pueden ser individuos para un estudio bien personas, o grupos de personas como
por ejemplo municipios, los trabajadores de cierta empresa..., o grupos que no estén formados
necesariamente por personas un conjunto de muestras seroldgicas. A su vez las variables son todas
aquellas caracteristicas que resultan de interés de las unidades experimentales y que se incluyen en
el estudio estadistico para su andlisis. Los datos de un estudio estadistico proceden de la respuesta
que tienen unas unidades experimentales sobre una caracteristica de interés o variable.
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Ejemplo 1.1.

Se desea realizar un estudio sobre hipertension arterial en poblacion anciana.
Queremos estudiar este problema y qué caracteristicas de los pacientes pueden
tener relacion o no con él. Identifica las unidades experimentales del estudio y las
variables de interés.

Las unidades experimentales serian todos aquellos ancianos integrantes del estudio. Las
variables de nuestro estudio serian: la presion arterial de los ancianos que es la variable de interés
sobre la que queremos aprender y otras variables que deseariamos conocer si estan relacionadas
o no con la hipertensiéon como edad, sexo, consumo de calorias diarias,...

Persona | Presién Art. | Edad | Sexo | Cons.calorias | ...

El primer paso en todo estudio sera la planificacién de cémo han de ser recogidos los datos de
forma que las conclusiones que se puedan extraer de ellos sean “véalidas” y por tanto conduzcan a
conclusiones adaptadas a la realidad. En el capitulo 3 estudiaremos con mas detalle como se ha de
realizar este proceso y cuales son las precauciones que hemos de seguir para que las conclusiones
que obtengamos de nuestros estudios sean correctas.

Como se organizan los datos: variables y unidades experimentales

Normalmente, en estadistica aplicada a ciencias de la salud, los datos disponi-bles se refieren
a personas, es decir, disponemos de variables medidas en personas, que serian en este caso las
unidades experimentales. Por ejemplo, en el registro de admisién de un hospital se puede tomar
para cada uno de los pacientes atendidos (los pacientes serdn las unidades experimentales) datos
sobre su edad, sexo, motivo de ingreso, municipio de residencia, ... . Cada uno de estos datos de
interés se recogerian como una variable distinta. La forma en la que se suelen almacenar los datos
es mediante una tabla en la que la informacién de cada individuo se recoge en una fila, mientras
que cada caracteristica de cada unidad experimental se representa en una columna (es decir, las
variables se presentan en columnas y las unidades experimentales en filas).

La informacién medida para cada unidad experimental, lo que llamamos variables, esta sujeta
a variabilidad y rodeada de incertidumbre. Si pensamos en el color de ojos de una persona, su
altura, su tensién arterial,...varia de un individuo a otro. Por este hecho, nos solemos referir a las
variables como Variables Aleatorias, ya que somos incapaces de predecir qué valores tomara cada
individuo, al menos antes de realizar cualquier anélisis estadistico.
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Ejemplo 1.2.

Representa mediante una tabla como se almacenaria para su andlisis estadistico
la informacion del registro de admision de un hospital.

La informacion tal y como se ha comentado vendrda organizada en una tabla en la que
los individuos se corresponden con sus filas y las variables con las columnas, mas o menos de la
siguiente forma:

Identif. | Edad | Sexo | Municipio | Motivo
000001 29 H Valencia Migrana
000002 68 M Sagunto Desmayo

El primer paso para analizar estadisticamente unos datos es el resumen de los mismos y su
representacién grafica. Mediante esta visualizacién nos podremos hacer una pequeiia idea de cémo
son los datos que manejamos y podremos detectar posibles errores que suelen pasar desaperci-
bidos si prescindimos de esta representacion. Esta parte preliminar del analisis se conoce como
estadistica descriptiva a diferencia de la estadistica inferencial que es la encargada de estudiar
determinadas caracteristicas de interés de la poblacion de estudio partir de los datos.

En este tema desarrollaremos principalmente la estadistica descriptiva, es decir aprenderemos
a resumir y representar graficamente cada una de las variables que aparecen en una tabla de
datos. La forma de resumir y representarlas depende del tipo de variable, asi que en primer lugar
estudiaremos los tipos de variables que existen, y a continuacién estableceremos las herramientas
adecuadas para el resumen de las mismas.

Tipos de variables aleatorias

Tal y como se ha comentado antes de llevar a cabo el anélisis descriptivo de los datos se ha de
tener claro de qué tipo es cada una de las variables de que disponemos. Asi, podemos clasificar la
variables segun el siguiente criterio:

= Variables cuantitativas: Son aquellas que responden a la pregunta ;cuanto?, y pueden ser ex-

presadas numéricamente (es decir, siempre tomaran un va-lor numérico). A su vez se dividen
en:

o Variables continuas: Podran tomar cualquier valor (entero o no) dentro de un rango
determinado de valores.

o Variables discretas: S6lo podran tomar ciertos valores concretos (habitualmente nimeros
enteros).

= Variables cualitativas o categdricas: Responden a la pregunta ;de qué tipo? Pueden tomar
cualquier valor, numérico o de cualquier otro tipo. Cada uno de los posibles valores que
puede tomar estos tipos de variables de dicen Categorias. Las variables cualitativas a su vez
se dividen en:

e Variables ordinales: Seran aquellas variables de tipo cualitativo en el que las posibles
respuestas admiten una ordenacién logica.

o Variables nominales: Seran aquellas variables de tipo cualitativo en el que las posibles
respuestas NO admiten ningiin tipo de ordenacion logica.

10
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Ejemplo 1.3.

Clasifica las siguientes variables segun los criterios anteriores:
Color de los ojos de una muestra de alumnos

Marroén Verde Verde Azul Marron Azul
Marron Marrén Azul Marron Azul Marron
Verde Marron Verde Marron Azul Verde
Marron Marrén Azul Marron Verde Marron

Verde Verde Marron Marrén Marrén Marrén
Azul
FEstatura de alumnos de la muestra anterior
1.48 1.56 1.56 1.59 1.60 1.61 1.63 1.64 1.64
1.67 1.68 1.68 1.68 1.68 1.69 1.70 1.71 1.72
1.72 1.75 1.76 1.76 1.77 1.77 1.79 1.81 1.81
1.84 1.84 1.88 1.9

En cuanto a la variable del color de ojos resulta obvio que no es de tipo cuantitativo,
ademas no parece logico establecer ningin tipo de orden en las categorias que componen las
posibles respuestas de esta variable (a diferencia, por ejemplo de una variable cuyas posibles
respuestas fueran: alto, medio y bajo), por tanto esta variable es de tipo Categdrica nominal.
Respecto a la estatura de los estudiantes, tal y como se nos presenta es una variable de tipo
cuantitativo. Ademds, como la estatura de cualquier persona puede tomar cualquier valor
(independientemente de que pueda ser redondeado) esta variable es de tipo Cuantitativa
continua.

Ejemplo 1.4.

Clasifica las siguientes variables segun el criterio que acabamos de introducir:
Gravedad de un infarto (leve, moderado, fuerte), Nimero de ataques de asma
semanales, Sexo, Presion arterial, Estatura, Peso, Estado de dolor tras la toma de
un fdrmaco (Peor, Igual, Mejor), Provincia, Edad, Numero de preguntas acertadas
en un test, Grupo sanguineo.

La clasificacién correcta de las variables seria la siguiente:

Cuantitativas
Continuas Discretas
Presion arterial Ntumero de ataques de
Estatura asma semanales
Peso Numero de preguntas acertadas
Edad en un test
Cualitativas
Ordinales Nominales
Gravedad de un infarto Sexo
(leve, moderado, fuerte) Provincia
Estado de dolor tras la toma de Grupo sanguineo
un farmaco (Peor, Igual, Mejor)

11
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1.3. Estadistica descriptiva univariante:
variables cualitativas
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La estadistica descriptiva resume un conjunto de datos proporcionando informacién mediante
tablas, pardmetros y/o gréficos. En cualquier andlisis estadistico, la estadistica descriptiva es la
primera parte y méas importante, pues permite conocer el comportamiento de las variables, consi-
deradas una a una, o la posible relacién existente entre ellas. En esta seccién nos centraremos en el
analisis univariante de las variables, es decir, el estudio individual de cada una de éstas. Tal y como
se introdujo en la seccién anterior el andlisis descriptivo de las variables incluidas en el estudio
dependerd del tipo de variables que que-ramos resumir, por tanto vamos a dividir los métodos
descriptivos en funcion de este criterio.

1.3.1. Frecuencias absolutas y relativas

Podremos resumir individualmente variables de tipo cualitativo mediante las frecuencias abso-
lutas y relativas de sus categorias.
» Frecuencias absolutas. Se definen las frecuencias absolutas (f,) de una variable cualitativa
como el niimero de ocasiones en las que se ha dado cada una de las categorias de la variable
que queramos resumir.

» Frecuencias relativas. Por otro lado las frecuencias relativas (f,) se definen como la pro-
porcién de veces que se ha dado cada uno de las categorias de la variable. Por tanto las
frecuencias absolutas y relativas de una variable cumplen la siguiente relacion:

Ja

Numero de unidades experimentales

fr

Ejemplo 1.5.

Calcula las frecuencias absolutas y relativas de la variable de color de ojos del
ejemplo 1.3.

Las frecuencias absolutas no son mas que el nimero de veces que se ha dado cada una
de las posibles respuestas de la variable, es decir cada una de éstas tendra asociada una
frecuencia, mientras que para el cdlculo de las frecuencias relativas habremos de dividir estos
valores por el nimero total de unidades experimentales (31), por tanto tenemos:

Valor | f, I %
Azul 7 | 0.226 | 22.6
Verde 8 | 0.258 | 25.8
Marrén | 16 | 0.516 | 51.6

1.3.2. Representacion grafica

En cuanto a la representacién grafica de las variables cualitativas destacamos dos tipos de
grafico por ser los que se utilizan con mayor frecuencia.
= Diagrama de sectores. El primero de ellos, el diagrama de sectores, se utiliza para visua-
lizar de forma sencilla las frecuencias relativas de las variables. En los gréficos de sectores se
divide una figura, habitualmente de forma circular, de forma que el area correspondiente a

12
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cada posible respuesta de la variable serd proporcional a la frecuencia relativa de la variable.
Esta representacién se puede adornar de etiquetas en el interior o exterior del grafico, ademas
suele ser habitual incluir para cada categorfa de la variable la frecuencia relativa (o si se desea
absoluta de la variable). En cualquier caso todos estos adornos de la representacion, asi como
otros detalles (color, forma del grafico,...) son complementos que facilitan la visualizacién de
los resultados y que los programas habituales de estadistica suelen incorporar. La eleccién
de como se ha de personalizar este tipo de gréaficos es una decisién personal en funcién del
detalle que se desea que incluya la representacién final.

Ejemplo 1.6.

Representa mediante un diagrama de sectores la wvariable de color de ojos del
ejemplo 1.3.

Diagrama de sectores: color de ojos

Azul (22.6%)

Marrén (51.6%)

Verde (25.8%)

= Grafico de barras. El segundo tipo de representaciones graficas que vamos a contemplar son
los grdficos de barras. En este tipo de grafico se representa una barra vertical (u horizontal si
se desea) para cada una de las categorias de la variable de altura proporcional a su frecuencia,
bien absoluta o relativa. Al igual que los diagramas de sectores los graficos de barras se suelen
personalizar al gusto del usuario de forma que su configuracién resulte lo mas ilustrativa
posible. Los graficos de barras suelen ser preferibles a los diagramas de sectores ya que
segun se ha podido comprobar el ojo humano esta particularmente entrenado para comparar
longitudes y no para comparar areas, sin embargo dada la popularidad de estos tltimos en
la literatura conviene conocer su interpretacién y ser conscientes de su posible uso.

13
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Ejemplo 1.7.

Representa mediante un grdfico de barras la variable de color de ojos del ejemplo
1.3.

Gréfico de barras: color de ojos

0.5
|

0.3
L

0.2
L

1

0.1

0.0

Azul(22.6%) Marrén(51.6%) Verde(25.8%)

1.4. Estadistica descriptiva univariante:
variables cuantitativas

Para resumir variables de tipo cuantitativo tenemos un abanico de herra-mientas bastante més
amplio que para el caso cualitativo. Podemos tabular los datos en tablas de frecuencias, o bien
calcular medidas de resumen especificas de este tipo de variables, que se pueden clasificar a grandes
rasgos de la siguiente forma:

= Medidas de centralizacion: Resumen la localizacion alrededor de la cual se distribuyen los

datos. Durante este curso introduciremos la media, moda y mediana.

s Medidas de orden o posicion (localizacion): Informan sobre distintas caracteristicas de los da-
tos a partir de la ordenacién de los valores observados. Las medidas de orden que estudiaremos
son los percentiles y cuartiles.

s Medidas de dispersion: Resumen la variabilidad que presentan los datos alrededor de alguno
de los estadisticos de centralizacién. Estudiaremos como medidas de dispersién el rango,
rango intercuartilico, varianza y desviacién tipica.

» Medidas de forma: Informan sobre el comportamiento de la distribucién de los datos (si-
metria, uni/multimodalidad,...). Las comentaremos unicamente a nivel grafico en este curso.
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1.4.1. Tabulacién de variables cuantitativas

Capitulo 1

Otra forma de resumir las variables cuantitativas que ayuda a comprender su comportamiento
es su representacion mediante una tabla de frecuencias. Para ello, a partir del rango de valores de
la variable que queramos estudiar, se crea una divisiéon adecuada en intervalos més pequenos y se
resume la cantidad de datos que se han observado en cada uno de esos intervalos. Sobre cudntos
intervalos es necesario hacer para resumir un conjunto de datos, no hay una respuesta cerrada, se
aconseja construir entre 5 y 15 intervalos aproximadamente, dependiendo de la cantidad de datos
disponible. Para cada uno de esos intervalos, se calcula cudntos valores hay en cada uno de ellos
(frecuencias absolutas) y qué proporcién sobre el total de los datos implica esa cantidad de valores
(frecuencias relativas). Esta representacién mediante una tabla de frecuencias ayuda a visualizar
el comportamiento de la variable (qué valores son mas frecuentes y cuéles lo son menos) a lo largo
de todo su rango de valores observados.

A los intervalos en los que se divide la variable se le llaman clases y el nimero de los mismos
se denomina numero de clases.

Ejemplo 1.8.

Resume mediante una tabla de frecuencias los valores de la variable de estaturas
del Ejemplo 1.3

Clases f, f, %

4,15 | 10032 32
[1,5,1,6) | 40,129 | 12,9
[1,6,1,7) | 11 | 0,355 | 35,5
1,7,1,8) | 90,290 | 29,0
[1,8,1,9 | 50,61 | 16,1
19,20) | 1]0032| 32

En el caso de variables cuantitativas discretas, como el nimero de valores que puede tomar la
variable es limitado, se puede considerar cada valor como una clase (como si se tratara de una
variable cualitativa).

Ejemplo 1.9.

Resumen mediante una tabla de frecuencias los valores de la variable cuantitativa
discreta: Numero de hijos para una muestra de 60 familias.

Numero de hijos | f, f, %

0 40,067 | 6,7
1 12 | 0,200 | 20,0
2 28 | 0,467 | 46,7
3 10 | 0,167 | 16,7
4 510,083 | 83
5 10017 | 1,7
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1.4.2. Medidas de centralizacién

Las medidas de centralizacién nos informan sobre la localizacién alrededor de la que se encuen-
tran los valores de la variable en estudio. Hay diferentes estadisticos que nos informan sobre este
valor, entre los que destacamos:

= Moda. La moda de una variable serd aquel valor que se repita un mayor nimero de veces.

Cuando la variable que queramos estudiar apenas tome valores repetidos este estadistico
serd de poca utilidad (cuando la variable en estudio sea cuantitativa continua, se suele hablar
del intervalo o rango que mas valores contiene como la moda. Esta idea se estudiard en la
tabulacién de variables cuantitativas).

= Media. Supongamos que tenemos una variable cuantitativa a la que llamamos X y tenemos
recogidos n valores de esta variable que denotamos con x1, xa, ..., T,. La media de estos valores
se representa T y se calcula mediante la férmula:

n
Yo X1 Te 4.+ Ty
n n

T =

» Mediana. La mediana es el valor que cumple que la mitad de los valores de la variable son
inferiores a él y la otra mitad son superiores. Si el nimero de datos en la muestra es impar
serd el valor central de la muestra ordenada (muestra en la que las unidades experimentales
aparecen ordenadas segtn el valor que toman). Si el ndmero de datos es par la mediana se
define como la media de los dos valores centrales de la muestra ordenada.

Observaciones:

= La media es muy sensible a la existencia de valores extremos de la variable (particularmente
altos o bajos): ya que todas las observaciones intervienen en el cdlculo de la media, la aparicién
de una observacién extrema, hara que la media se desplace en esa direccién.

= Si consideramos una variable discreta, por ejemplo, el nimero de hijos en las familias de la
ciudad de Valencia el valor de la media puede no pertenecer al conjunto de valores posibles
de la variable; Por ejemplo T = 2,5 hijos por familia.

Ejemplo 1.10.

Calcula la estatura media de los estudiantes del ejemplo 1.3.

En este caso la variable X en la que estamos interesados sera la estatura de los estu-
diantes en nuestra muestra. En ese caso tenemos {x; = 1,48, x5 = 1,56, ...,231 = 1,94} y n (el
nimero de elementos en la muestra) serd 31. Asi, la media de la variable anterior vendra dada
por la siguiente expresiéon:

1+ a0+ ... +x3; 1,484+ 1,56+ ...+ 1,94

T = = :1
z 31 31 ,708

Por tanto la estatura media en nuestra muestra serd 1.708 metros de altura.

1.4.3. Medidas de orden o posicién (localizacién)

Estas medidas indican, como refleja su nombre, el orden o posicién de una observacién entre los
valores de una variable cuantitativa. Para el cdlculo de estas medidas debemos ordenar de forma
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ascendente los valores de la muestra, al resultado de dicha reubicacién de los valores se le conoce
como muestra ordenada.

» Minimo: El ménimo es el valor menor.

= Maximo: El mdximo es el valor mayor.

= Percentil al p%. El percentil al p % es el valor que cumple que el p% de las observaciones
de la muestra son inferiores a él (y por tanto el resto son superiores a él). Para su cdlculo
deberiamos hallar la posicién que ocupa dicho valor en la muestra ordenada. Dicha posicion
la podemos calcular mediante la siguiente expresion:

Si la posiciéon Pos resulta un nimero entero, indica que el valor en esa posicion de la muestra
ordenada es el percentil buscado. Si, en cambio, la posicién resulta un niimero con decimales,
el percentil se calculard utilizando por un lado su parte entera (/Pos/), y por otra su parte
decimal (deci(Pos)) mediante la férmula:

deci(Pos) - X(pos+1 + (1 — deci(Pos)) - X|pog]

donde el término X; en la expresién anterior se refiere al j-ésimo término de la muestra de
valores ordenados. Es decir, combinaremos los valores de las observaciones [Pos] y [Pos] + 1
de la muestra ordenada en funcion de si la parte decimal de Pos estd més cercana a uno de
estos dos valores que al otro.

Los percentiles al 25%, 50% y 75% reciben nombres concretos dada su importancia (y
se denotan por Pos = @1, Psop = Q2 v Prs = Q3). A estos percentiles se les dice cuartiles
(primer, segundo y tercer cuartil respectivamente) ya que dividen la muestra en cuatro partes
de igual tamano. Si pensamos con calma nos podremos dar cuenta de que ya hemos definido
anteriormente al segundo cuartil ya que este estadistico no es mas que el valor que es superior
al 50 % de las observaciones de la variable y esa propiedad era la condicién que habia de
cumplir necesariamente la media-na. Por tanto al hablar del percentil al 50 %, del segundo
cuartil o de la mediana de una variable nos estamos refiriendo exactamente a la misma
cantidad.

17



& cru i

Capitulo 1

Ejemplo 1.11.

Calcula el primer cuartil, tercer cuartil, mediana, percentil al 5% y percentil al
56 % de los datos de estaturas del Ejemplo 1.3

El primer cuartil no es mds que el percentil al 25 % de las estaturas, por tanto para su célculo
habremos de obtener la posicién nimero:

25
(31+1)- 100 =38
de la muestra ordenada. Como tenemos la suerte de que la muestra que tenemos en dicho ejemplo
ya se nos proporciona ordenada, resulta sencillo comprobar que este valor coincide con la octava
posicién de dicha muestra, por tanto Q1 = 1,64 metros de estatura.
El tercer cuartil no es més que el percentil al 75% de las estaturas, por tanto para su célculo
habremos de obtener la posicién nimero:

75
(31+1)- 100 =24

de la muestra ordenada. Resulta sencillo comprobar que este valor coincide con @3 = 1,77 metros
de estatura.

Procediendo de la misma forma se puede calcular la mediana (Q2) teniendo en cuenta que ésta
no es mas que el percentil al 50 %, en ese caso atendiendo a la observacién nimero 16 de la
muestra se comprueba que dicho valor vale 1.70 metros. En cuanto al percentil al 5 % habremos
de calcular la posicién

5 160
141 —=—"—=1
G141 155 = 190 = 16

de la muestra ordenada. Es decir la posicion que buscamos de la muestra ordenada estaria entre la
primera y la segunda observacién, en concreto deberfamos construir el percentil al 5% tomando
el 60 % de la segunda observacién (ya que 1.6 estd més préximo de 2 que de 1) y un 40 % de la
primera observacién. Es decir:

0,6-X24+04-X; =0,6-1,56+0,4-1,48 = 1,528

Por tanto sélo el 5% de los alumnos en nuestra muestra tienen una altura inferior a 1.528 metros.
Por tltimo, el percentil al 56 % se calculara de la siguiente forma:

56
314+1)- — =17,92
(31+1) 100
(participaran los datos situados en la muestra ordenada en la 17% y la 18% posicién). El percentil

queda:
0,08 - X177 +0,92- X35 =0,08-1,71 +0,92- 1,72 = 1,7192

Por tanto el 56 % de los alumnos en nuestra muestra tienen una altura inferior a 1.7192 metros.

1.4.4. Medidas de dispersion

Los estadisticos de dispersion en general nos informan de la variabilidad de los datos, es decir
si éstos son mas dispersos o por el contrario se suelen agrupar de forma mas o menos precisa en
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torno a cierto valor. Algunas medidas de dispersién importantes serian las siguientes:
= Rango. El rango es la diferencia entre el maximo y el minimo valor de la variable.

Rango = M aximo — Minimo

= Rango intercuartilico. El rango intercuartilico se define como la dife-rencia entre el tercer
y primer cuartil.

R.I.C.=Q3— Q1 = Pr5 — Psy

La principal ventaja que presenta el rango intercuartilico frente al rango es que este ultimo
se suele ver bastante afectado por la presencia de cualquier valor anémalo (anormalmente
alto o bajo), mientras que el rango intercuartilico es bastante menos sensible a ese tipo de
observaciones. Por tanto, en ocasiones suele ser preferible utilizar el rango intercuartilico en
lugar del rango como medida de dispersion de los datos.

= Desviacion tipica. La desviacion tipica resume la distancia que suele darse entre cada
observacion y la media. En su céalculo, a diferencia del Rango y el Rango intercuartilico, en
las que tnicamente se incluyen dos observaciones (o bien el mximo y minimo, o bien el
primer y tercer cuartil), intervienen todos y cada uno de los valores. Se calcula mediante la
siguiente expresién:

> iy (@i —T)? _ \/(931 —I)2+ (22 —T)2+ ... + (zp, — T)?

n—1 n—1

Suele ser habitual denotar a la desviacién tipica como s. Y su interpretaciéon habitual es la
distancia a la que soleremos encontrar las observaciones respecto de la media.

= Varianza. La Varianza es el cuadrado de la desviacién tipica. Se puede calcular mediante la
férmula:

2 Y@ —T)? (21 —T)2 + (22 —T)? + ..+ (z, — T)?
- n—1 o n—1

Suele ser habitual denotar a la varianza como s2. Su interpretacién no es tan clara como
la de la desviacion tipica, simplemente debemos conocer que valores mayores de la varianza
corresponderan a muestras que tienen mayor variabilidad. Aunque la interpretaciéon de los
valores de la varianza no es demasiado intuitiva conviene conocer su existencia ya que es un
indicador bastante utilizado en la literatura.

= Coeficiente de variacion. El coeficiente de variacion es una medida de dispersién que viene
definida por el cociente entre la desviacion tipica y la media, multiplicado por 100.

CV =—=-100

SRR

La justificacién de este indicador es que habitualmente las variables con valores méas grandes
(su media serd mayor) son también las variables con mayor dispersién (su desviacién tipica
serd mayor). Al hacer el cociente de la desviacién tipica y la media estamos anulando dicho
efecto y por tanto el coeficiente de variacién nos permitira la comparacién de la variabilidad
de variables medidas en escalas o unidades distintas.
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Ejemplo 1.12.
Halla el rango y rango intercuartilico de los datos de estaturas del Ejemplo 1.3
El rango de los valores observados valdra:
Rango = 1,94 — 1,48 = 0,46
mientras que el rango intercuartilico valdra:

RI.C.=1,77—1,64=0,13

Ejemplo 1.13.

Halla la desviacion tipica y la varianza de la variable de esta-turas del Ejemplo 1.3

La media segin vimos en el Ejemplo 1.10 vale 1.708 metros, por tanto la varianza sera:

2 (148 1,708)% + (1,56 — 1,708)% + ... + (1,94 — 1,708)?
B (31 —1) B

~0,3122
T30

= 0,0104

Y la desviacién tipica:
s =Vs2 = 1/0,0104 = 0,1020

1.4.5. Valores atipicos (outliers)

Los valores atipicos en un conjunto de datos son aquellos que son mucho mayores o mucho me-
nores que el resto de valores. Hay diferentes criterios para definir qué se entiende por mucho mayor
o mucho menor, pero en este curso utilizaremos un criterio basado en los cuartiles. Consideraremos
valores atipicos por exceso a aquellos que sean mayores al tercer cuartil (Q3) més 1,5 veces el rango
intercuartilico (R.I.C.) y valores atipicos por defecto a aquellos que sean menores al primer cuartil
(Q1) menos 1,5 veces el rango intercuartilico (R.1.C.).

Asi, en general, podemos decir que son valores atipicos todos los que no se encuentren en el
intervalo:

Q1 —15-RIC..Qs+15-RI.C]
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Ejemplo 1.14.

Determina los valores atipicos, si los hay, del conjunto de datos de estaturas del
Ejemplo 1.3

En el ejemplo de estaturas, hemos calculado previamente:

Q: = 1,64
Qs = 1,77
RI.C.=0,13

Por tanto, serian valores atipicos los que se encontraran fuera del intervalo:
(1,64 —1,5-0,13,1,774+ 1,5-0,13) = (1,445,1,965)

En los datos de estaturas del Ejemplo 1.3 no hay ningun valor fuera de este intervalo, por tanto
no hay ningun valor atipico.

1.4.6. Representacion grafica

A continuacién describimos las principales representaciones graficas de datos cuantitativos.
Estas representaciones nos ayudaran a visualizar los datos y de esta forma conocer sus principales
caracteristicas.

= Grafico de dispersion: En relacién a la representacion grafica de varia-bles cuantitativas, el
primer factor que habremos de tener en cuenta a la hora de optar por una u otra representa-
cion sera el nivel de detalle de los datos originales que queremos que refleje la representacion.
Asi, en caso de querer que el grafico conserve la mayor cantidad de informacién posible de
la albergada originalmente en los datos, optaremos por un grdfico de dispersion, en el que se
representaran todos los datos disponibles sobre una escala apropiada.
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Ejemplo 1.15.

Representa mediante un grdfico de dispersion los datos de estaturas del Ejemplo
1.3

Gréfico de dispersién

149
o0co 0 0 ©

Estaturas
1.7
000000

16

000 00

15

= Histograma: En caso de no ser necesario que aparezca el valor exacto de cada dato en
la representacién o cuando el nimero de observaciones sea demasiado grande, en cuyo caso
la concentraciéon de puntos en un grafico de dispersion impediria observar con claridad las
localizaciones que aglutinan una mayor cantidad de observaciones, puede ser mas conveniente
recurrir a un histograma para representar los datos. Para la elaboracién de un histograma se
ha de considerar una particién del rango de valores que ocupan los datos, de la misma forma
que se ha descrito en la construccion de tablas de frecuencias de variables cuantitativas. Una
vez resumida la variable en la tabla de frecuencias, en cada uno de los intervalos (clases) que
la componen se representard una columna de altura proporcional a la frecuencia absoluta de
ese intervalo (o de forma similar para la frecuencia relativa)
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Ejemplo 1.16.

Representa mediante un histograma los datos de estaturas del Ejemplo 1.3

Histograma

10
|

14 i 16 %7 18 i8 2.0

Estaturas

= Diagrama de cajas: Adn asi nos puede ser suficiente con una representacién todavia
més esquemdtica de como se distribuyen los datos, en ese caso se puede optar por un
Diagrama de cajas. En éste aparece en la parte central una caja cuyos extremos estan de-
limitados por el primer y tercer cuartil, mientras que la mediana aparece como una linea
que divide la caja anterior. A su vez los llamados bigotes de la caja, aparecen unidos por un
segmento que cruza la caja anterior y que da una idea aproximada del rango de los datos.
Hay diferentes criterios para representar los bigotes, pero el que estudiaremos en este curso
serd el que se detalla a continuacién: el bigote inferior representara o bien 1,5 veces el R.I.C.
por debajo del primer cuartil o bien el valor minimo si éste no es un valor atipico; y el bigote
superior representard o bien 1,5 veces el R.I.C. por encima del tercer cuartil o bien el valor
maximo si éste no es un valor atipico. Si hay valores atipicos en el conjunto de datos, se
representan mediante puntos aislados fuera del diagrama. Nuevamente, los detalles de cada
uno de las representaciones anteriores (orientacién horizontal/vertical de la re-presentacion,
colores,...) se dejan a la eleccién del usuario en funcién de las caracteristicas de los datos y
los requerimientos de la informacién que se quiera representar.
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Ejemplo 1.17.

Representa mediante un diagrama de cajas los datos de estatu-ras del Ejemplo 1.3

Minimo = 1,48
Pys = Q1 =1,64
Mediana = Psg = Q2 = 1,70
Prs = Q3 =177
Maximo = 1,94
RIC =1,77—-1,64=0,13
Intervalo que determinara los valores atipicos:

(1,445,1,965)

Como no hay valores atipicos los bigotes representaran el valor Minimo y el Mazimo.

Diagrama de cajas
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16

15

Estaturas
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Ejemplo 1.18.

A continuacion se relacionan las edades de una mues-
tra de wusuarios de un centro de  rehabilitacion  fisioterapeitica:
(51 63 61 44 63 57 53 63 44 59 51 56 58 59 71 25 28 82 85 72 58 72 58). Representa
mediante un diagrama de cajas estos datos

En primer lugar ordenaremos la muestra y calcularemos los estadisticos que necesitamos:

2528 44 44 51 51 53 56 57 58 58 58 59 59 61 63 63 63 71 72 72 82 85

Minimo = 25

Pys = Q1 =51
Mediana = Psg = Q2 = 58

P75 = Q3 =63

Maximo = 85

RIC =63 —51 =12
Intervalo que determinara los valores atipicos:
(51 —-1,5-12,63 +1,5-12) = (33,81)

Hay dos valores en la muestra que son atipicos por defecto (el 25 y el 28) y otros dos valores que
son atipicos por exceso (el 82 y el 85). Por tanto, los bigotes los representaran el valor 33 y el 81
y los valores atipicos aparecerdn en la representacion grafica como puntos aislados.

Diagrama de cajas
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1.4.7. Medidas de forma (idea a nivel grafico)

Las representaciones gréaficas son extremadamente ttiles ya que nos permiten apreciar informa-
cién que no nos proporcionan los estadisticos de localizacién ni los de dispersién. Existen medidas
cuyo valor numérico describe el tipo de comportamiento que a continuacién vamos a comentar,
pero en este curso nos centraremos unicamente en la idea que nos proporciona su representaciéon
grafica. Asi, por ejemplo, las representaciones graficas nos permiten evaluar la simetria o asimetria
de la distribucion de los datos alrededor de su valor central.

Distribucién simétrica Distribucién asimétrica

350
|
|
|
400
|

250
1
300
1

150
1
Frecuencia
200
1

Frecuencia

50
1
100
1

Ademds, las representaciones graficas también resultan ttiles para evidenciar datos cuya distribu-
cion es multimodal, es decir que presentan més de una moda, entendiendo el concepto de moda de
una forma amplia: aquella localizacién en torno a la cual tienden a agruparse los datos. Asi, en
la siguiente representacion podemos apreciar un conjunto de datos unimodal junto a otra variable
bimodal.

unimodalidad multimodalidad
o o ] ]
. Ea
© B ©
(5} o (5} o
c _ < -
g 9 g 3
(5] (5]
o o
[T w
o | (=3
n Ts)
o - o -
T T T T T 1 T T T T T 1
-1.5 -0.5 0.5 1.5 -3 -2 -1 0 1 2
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1.5. Estadistica descriptiva bivariante

En esta seccién abordaremos la representacién gréafica de variables cuando estemos interesados
en visualizar la relacién entre dos de ellas en lugar de interesarnos la forma de cada una de ellas
por separado. Nuevamente distinguiremos el tipo de representacion que resultara mas adecuada en
funcién del tipo de variables que queramos visualizar

1.5.1. Dos variables categodricas

La forma mas adecuada de describir la relacién entre dos variables categéricas es a partir
de la construccién de una tabla de contingencia. Para ello se introduce en cada fila de la tabla
las categorias de una de las variables y las categorias de la otra variable se asocian a cada una
de las columnas de la tabla, en cada celda de la tabla aparecerd el niimero de observaciones
correspondientes a la combinacién oportuna de ambas variables. En cuanto a la representacién
grafica de la relacién entre dos variables categdricas se puede optar o bien por un grafico de barras
o bien un diagrama de sectores para cada una de las categorias de una de las variables.
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Ejemplo 1.19.

Resume en una tabla de contingencia y mediante una re-presentacion grdfica la
relacion entre las variables Sexo y Hipertension de un estudio en el que se han
relacionado dichos factores (datos originales no mostrados)

En la tabla de contingencia simplemente hemos contado cuantas veces se ha dado cada
combinacién de ambas variables.

Sexo \ Hipertensién | Si No | Total
Hombre 5 b 10
Mujer 4 6 10
Total 9 11 20

Respecto a la representacién grafica podemos optar o bien por graficos de barras:

Hombres Mujeres
© ©
n - mn —
< - -
& o -
[V o~
- I
o - o -
Si No Si No
Hipertension Hipertension

o bien por graficos de sectores:

Hombres Mujeres

Si (5) Si (4)

No No (6,
Hipertension Hipertension

para cada una de las categorias de la variable sexo, aunque podriamos haber optado por realizar
dichos graficos para cada categoria de la varia-ble hipertensién. La eleccién de una representacién
u otra dependerd del objetivo concreto que se persiga o el matiz concreto de los datos que se
quiera evidenciar.
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1.5.2. Una variable categérica y otra cuantitativa

La descripcién conjunta de una variable categdrica y otra cuantitativa se reduce a la descripcién
de la variable cuantitativa, tal y como se ha descrito en la seccién de andlisis univariante, para
cada una de las categorias de la variable cualitativa.

Ejemplo 1.20.

Resumen de la relacion entre las variables Hipertension y Peso del estudio anterior

A nivel numérico se han calculado las medianas de las observaciones de los pesos, tanto
para el grupo de hipertensos por un lado, como para aquellos que no lo son por otro (de la
misma forma se podria haber obtenido méas estadisticos como cuartiles, medias, desviaciones
tipicas,...).

= Mediana grupo de hipertensos: 76,6 kg.
= Mediana grupo de no hipertensos: 76,4 kg
En cuanto a la representacién grafica se ha representado un diagrama de cajas para visualizar

los valores que se han dado en ambos grupos:

Relacion Pesos vs. Hipertension

Pesos

70 75 80 85 90 95

No Si

Hipertension

Aunque la mediana del peso para ambos grupos es similar en la representacion grafica se aprecia
que la variabilidad en el grupo de hipertensos es algo menor tal y como se aprecia en su menor
rango y rango intercuartilico.

1.5.3. Dos variables cuantitativas

La descripcién conjunta de dos variables cuantitativas se lleva a cabo a partir de la obtencién del
coeficiente de covarianza y del coeficiente de correlaciéon de Pearson. En este curso profundizaremos
en el calculo y el uso del segundo de estos coeficientes en el tema de Regresion lineal.
Como representacién grafica utilizamos la nube de puntos (también llamada Grdfico de dispersion bivariante)
que forman las dos variables cuantitativas representadas simultdneamente sobre un sistema de ejes
cartesiano.
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Ejemplo 1.21.

Representa grdficamente la relacion entre las variables de estatura y peso del
estudio anterior

La nube de puntos obtenida a partir de ambas variables tiene la siguiente forma:

Peso vs. Estatura

n
2] [¢}
o]
o
o
o]
g o O
2 o 5
o
jo)
o [eo)
% o o
R
o o
o o © o
~ o o o
o]
T T T T
1.6 1.7 1.8 1.9

Estatura

Podemos apreciar que en general las personas de mayor estatura coinciden con aquellas de mayor
peso y ambas variables siguen una relacion que se asemeja a la de una recta, es decir una relacién
lineal.
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1.6.

Ejercicios Capitulo 1

Ejercicio 1.1.

Clasifica las siguientes variables segtin su tipo: cualitativas nominales, cualitativas ordinales,
cuantitativas continuas o cuantitativas discretas.

Talla de camiseta (S,M,L,XL,XXL)

Numero de calzado

Temperatura corporal de un paciente

Dfia de la semana

Ntmero de hijos

Ultimo libro leido

Grado de aceptacién de una decisién (de acuerdo, neutral, en desacuerdo)
Marca de café preferida

Linea del autobis que tomo més frecuentemente

Ntumero de asignaturas aprobadas el tultimo curso.

Ejercicio 1.2.

En una farmacia se estd recogiendo informacién sobre el grado de satisfaccién de los clientes
respecto a su servicio nocturno, concretamente se esta preguntando cudl es la opinién de los clientes
en cuanto la relacién calidad-precio de este servicio nocturno. Las respuestas dadas por los clientes
encuestados han sido codificadas segun los cédigos:

0: Muy desfavorable
1: Desfavorable
2: Favorable

3: Muy favorable

Se ha preguntado a un total de 50 clientes, y sus respuestas codificadas numéricamente han sido
las siguientes:

1.
2.

0 30 123 33 02
22211220 22 12

N O
o o
— W

1 00 321203
2 30 033030
Indica de qué tipo de variable se trata.

Resume los datos en la forma que consideres més adecuada.
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Ejercicio 1.3.

Capitulo 1

En una encuesta a personas con hipertension arterial, se les ha preguntado el nimero de veces
que han recibido control de su presién arterial en los tltimos 6 meses. Las respuestas se muestran
a continuacién:

35202162062043352001
53664603110564462336
1. Indica de qué tipo de variable se trata.

2. Resume los datos de esta variable en una tabla de frecuencias.
Ejercicio 1.4.

Un médico de cabecera en un area rural estd interesado en conocer cuando se producen un
mayor numero de demandas de asistencia a domicilio para reforzar el horario que mas lo necesita.
Para ello ha recogido datos sobre las ultimas demandas que ha tenido y las ha catalogado como
visitas de manana, tarde, noche o festivo dependiendo de la hora y el dia en el que se han producido.
Los datos que ha obtenido son los siguientes:

Manana | Manana | Noche Festivo Noche Tarde Noche
Manana | Manana | Noche Tarde Festivo | Tarde | Manana
Manana | Manana | Tarde | Manana | Noche Tarde Tarde

Manana Tarde Festivo | Manana | Noche | Festivo | Manana
Tarde Festivo Tarde Noche

= Identifica las unidades experimentales, la variable de estudio y el tipo de ésta.
= ;Puedes calcular la mediana y rango de los datos?
= Calcula las frecuencias absolutas y relativas de cada tipo de visita.
= Realiza una gréfico de sectores y un grafico de barras.
Ejercicio 1.5.

Se han tomado muestras a 40 ninos de entre 1 y 5 anos del nivel de cobre en orina, obteniéndose
los siguientes valores:

0.10 | 0.30 | 0.34 | 0.36 | 0.42 | 0.42 | 0.45 | 0.48 | 0.50 | 0.52
0.55 | 0.58 | 0.62 | 0.63 | 0.64 | 0.65 | 0.65 | 0.66 | 0.69 | 0.70
0.7210.73 | 0.74 | 0.74 | 0.75 | 0.76 | 0.77 | 0.78 | 0.81 | 0.83
0.85 | 0.86 | 0.88 | 0.90 | 0.94 | 0.98 | 1.04 | 1.12 | 1.16 | 1.24

» Identifica las unidades experimentales, la variable de estudio y el tipo de ésta.

= Calcula la mediana y rango de los datos.

= Calcula el primer y tercer cuartil, rango intercuartilico, percentil 10, percentil 95.
= Consideras alguno de los valores como atipico.

= Realiza un histograma y un diagrama de cajas.
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Ejercicio 1.6.

Capitulo 1

Se dispone del peso (en gramos) de 16 nifios de un mes de edad. Los datos se muestran a
continuacion:

4123 4336 4160 4165 4422 3853 3281 3990
4096 4166 3596 4127 4017 3769 4240 4194

1. Indica de qué tipo de variable se trata.

2. Calcula los siguientes estadisticos:

= Minimo » Py » Varianza (s?)

» Miximo s Media = Desviacidn tipica (s)

= Py = Mediana = Coeficiente de variacién
- Pus(= Q1) - Moda (©v)

s P5o(= Qo) » Rango

s Prs(=Q3) = Rango IC

Ejercicio 1.7.

En una farmacia se realiza seguimiento de la Hipertensién Arterial de algunos pacientes. Se
dispone de 30 mediciones de la tensién arterial sistdlica (TAS) realizadas en el dia de hoy, las
cuales se muestran a continuacién:

173,03 165,54 141,59 158,66 158,81 156,49 150,29 154,53 162,50 158,49
151,11 166,13 147,47 152,83 166,99 135,62 138,77 168,11 162,04 176,77
159,97 152,99 161,92 167,70 143,35 154,06 160,82 180,08 172,93 158,72

1. Indica de qué tipo de variable se trata
2. Resume los datos de esta variable en una tabla de frecuencias

3. Calcula los siguientes estadisticos:

= Minimo = Py = Varianza (s?)

= Méximo = Media = Desviacién tipica (s)

= Py = Mediana = Coeficiente de variacién
» Pos(= Q1) » Moda (cv)

= Pso(= Qo) = Rango

= Pr5(=Q3) = Rango IC

4. Realiza un histograma y un diagrama de cajas.
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Capitulo 2

Variables aleatorias y distribucion
Normal

2.1. Variable aleatoria y distribucién

Una wariable, como hemos estudiado en el tema anterior, es una caracteristica que puede ser
medida y que puede adoptar valores diferentes para cada uno de los elementos que constituyen la
poblacion de estudio. El atributo aleatoria, marca precisamente la presencia de incertidumbre en
el valor de la variable de cada unidad experimental.

El comportamiento de los posibles valores varfa de unas variables a otras (sea cuantitativa o
cualitativa). Podemos encontrar variables en las que algunos valores aparecen con mayor frecuencia
(o probabilidad) y otros lo hacen con una frecuencia menor. Otras variables, en cambio, presentan
valores que se repiten aproximadamente con la misma frecuencia. Este hecho hace que el compor-
tamiento que tienen los posibles valores de una variable aleatoria en relacién a la frecuencia con la
que los podemos encontrar en las unidades experimentales sea objeto de posible estudio.

Probabilidad de los valores de una variable aleatoria

Casi todos tenemos una idea intuitiva mas o menos acertada del término probabilidad, frases
como ’Este resultado es mas probable que el otro’ o 'La probabilidad de que se dé ese resultado es
muy baja’ no nos son para nada ajenas. Aun asi dentro de esta asignatura y en cualquier discusién
relacionada con la estadistica es importante disponer de un concepto de probabilidad algo maés
riguroso y ese es el propdsito que nos disponemos a cumplir a continuacion.

Se define la probabilidad de cualquier valor xy de una variable aleatoria X como la frecuencia
relativa que esperariamos que tomara el valor zy en caso de disponer una muestra de la variable
X de tamano infinito. Obviamente cuanto mayor sea el nimero de observaciones que dispongamos
las frecuencias relativas de los valores de cualquier variable reproduciran mejor la probabilidad
de dichos valores. Como consecuencia de la definicién anterior la probabilidad de cualquier valor
tomard necesariamente un valor entre 0 y 1 (toda frecuncia relativa toma valores en dicho intervalo)
y la suma de las probabilidades de todos los valores posibles de cualquier variable aleatoria simpre
valdra 1 (resulta sencillo demostrar que las frecuencias relativas de cualquier variable aleatoria
también cumplen siempre esta propiedad).
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Cuando la variable que estudiemos sea cualitativa el concepto de probabilidad se define sin
ningun tipo de problema ni ambigiiedad. Las frecuencias de cualquier valor razonable siempre
tomara valores superiores a 0. De todas formas para las variables cuantitativas continuas este
concepto no estd tan claro. Segiin hemos visto la suma de las probabilidades de todos los valores
de la variable ha de sumar 1, y en este caso tenemos infinitos valores posibles. Si estos valores tienen
probabilidad superior a 0 dicho criterio no se cumplira (la suma de infinitos valores superiores a 0
es infinito). Por tanto cuando nos refiramos a cualquier variable cuantitativa continua sus valores
tendran probabilidad 0 (acaso, en una muestra de valores de la altura de los alumnos de esta clase
jcuantos alumnos esperarfamos ver de altura 173.5093427594369.... centimetros?). Para este tipo
de variables habremos de hablar de la probabilidad de un conjunto de valores y no de un valor
tnico, por ejemplo la probabilidad de que la altura de cualquier alumno esté entre 173 y 176 cm.
Dicha probabilidad no sera nula y asi el concepto de probabilidad para variables continuas recobra
sentido de esta forma.

Distribucion

Se define la funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria como aquella funcién
que para cualquier valor de la variable (ya sea un valor concreto o un intervalo por ejemplo) nos
devuelve la probabilidad de dicho valor. En caso de que la variable que tengamos no sea cuantitativa
continua la funcién de distribucién valdra en cualquier punto el valor de su probabilidad. En el
caso de variables continuas la funcién de densidad sera aquella funcién que para cualquier intervalo
de valores [a, )] el drea que encierra la funcién entre a y b es exactamente la probabilidad de que
la variable aleatoria tome un valor en dicho intervalo. La funcién de densidad de una variable nos
informa completamente de que valores y con que frecuencia se distribuye la variable, asi muchas

veces nos referiremos a la funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria como
distribucion de la variable aleatoria.
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Ejemplo 2.1.

Idea de distribucion de una variable

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035

En este ejemplo se puede apreciar en el histograma que los valores mas frecuentes de esta variable
se encuentran entre 20 y 30 (se corresponden con la barra més alta del histograma), seguidos de
los valores entre 30 y 40, y los menos frecuentes aquellos préximos a 0 y los mayores de 70. La linea
que aparece en el histograma corresponde a la funcién de densidad, o distribucién, de la variable
aleatoria cuyos valores se han representado en el histograma. Cuantos més valores dispongamos
de dicha variable méas parecidos serdn los valores del histograma y los de la distribucién de la
variable.

Podemos obtener, a partir de la curva que se ha representado superpuesta en la representacién
anterior y que se muestra a continuacién, al menos las mismas ideas que podriamos extraer del
histograma correspondiente (valores con mayor frecuencia, simetria,...). De hecho, dicho histo-
grama no es mds que una aproximacién (basada en la informacién que nos proporcionan los
datos) de la funcién de distribucién que aparece en la figura anterior.

En el caso de las variables categéricas, para conocer su distribucién es suficiente con conocer
las probabilidades asociadas a cada una de las posibles categorias. En el caso de las variables cuan-
titativas, la distribucién de la variable puede ser dada en forma de curva (o la funcién matemdtica
que la genera).

Tal y como hemos comentado la funcién de distribucion de una variable resume la probabilidad
de que la variable tome cualquier valor (o rango de valores). Asf, el area que encierra la funcién
de distribucién entre a y b coincide con la probabilidad (o frecuencia relativa que esperariamos
observar) de que la variable tome valores entre a y b. A partir de esta propiedad podemos esta-
blecer un resultado interesante que tendra importantes repercusiones en el futuro segin veremos:
L Qué drea encerrard la funcién de distribucién entre el menor y el mayor valor posible (de menos
infinito a infinito)? dicha drea serd equivalente a la probabilidad (o frecuencia relativa esperada) de
valores de la variable que observariamos entre menos infinito e infinito. Como todos los valores de la
variable estaran incluidos en este rango dicha probabilidad o frecuencia valdrd 1 y en consecuncia
el area que encierra cualquier funcién de distribucién entre menos infinito e infinito serd uno, sea
cual sea la funcién de distribuciéon que tengamos.
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2.2. La distribucion Normal

La distribucién Normal es una familia de curvas (funciones de distribucién) con las siguientes
caracteristicas:
= Simétricas

= Con forma de ’campana’ (no todas las curvas con esa forma siguen una distribucién Normal
como veremos en los proximos temas)

= Es la distribuciéon que se presenta con mayor frecuencia en variables cuantitativas. Muchas
caracteristicas biolégicas la siguen (pesos de hombres y mujeres adultos, presion arterial en
personas ancianas, errores aleatorios en muchos tipos de medidas de laboratorio,...)

Ejemplo 2.2.

Ejemplos de distribucion Normal

Ejemplo de distribucién Normal

0.30
1

0.20
Il

En este ejemplo se muestra la representacion grafica de una distribucion Normal. Toda variable
que siga esta distribucién habréd de presentar un histograma similar a la curva que acabamos de
presentar. Mas parecido cuantos mas valores dispongamos de la variable.

Una distribucién Normal queda definida por dos pardametros: su media representada por la
letra griega p y su desviacion tipica que se suele representar por la letra griega o. Una distribu-
ci6n Normal con media p y desviacién tipica o se denota mediante la expresién: N(u, o). Estos
dos pardmetros definen la forma concreta de la distribucién. En concreto la media (u) define la
localizacién del centro de la campana (si ésta estd mas desplazada hacia la izquierda o la derecha),
mientras que la desviacion tipica (o ) define la forma de la misma. As{ una distribucién Normal
con mayor desviacién tipica que otra (segin vimos en el tema anterior mayor desviacién tipica
correspondia a datos mds dispersos) tendrd una forma mds “ensanchada” y “aplastada” que una
distribucién Normal con menor desviacion tipica, mas “estrecha” y “apuntada”. A continuacién se
representan algunas distribuciones Normales con distintos pardmetros.
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Ejemplo 2.3.

Ejemplos de distribuciones Normales con distintos pardmetros

N(-1,2), N(0,1), N(2,1)

0.4

03

0.2

0.1

0.0

-4 -2 0 2 4

En este ejemplo se representan tres distribuciones Normales con diferentes pardametros, X; ~
N(-1,2), X5 ~ N(0,1),X3 ~ N(2,1). Se puede observar que las que tienen igual valor en
su desviacién tipica pero distinta media tienen exactamente la misma forma (igual amplitud,
altura,...) aunque centradas en diferentes valores (cada una en su media), mientras que cuando
varia la desviacion tipica varia también la forma de la curva.

Dados los valores de una variable aleatoria en un conjunto de unidades experimentales, existen
pruebas de mormalidad que determinan si ciertos datos siguen o no este tipo de distribucién.
Informalmente, diremos que una variable sigue una distribucién Normal si la mayoria de valores
de esta variable se concentran alrededor de un valor tomando, con la misma probabilidad, valores
mayores y menores a éste y de forma menos frecuente cuanto mas nos alejamos de los valores
centrales (los més frecuentes).

Propiedades de la distribucién Normal
1. Queda definida por dos pardmetros que son la media p y la desviacion tipica o.

2. Para expresar que los valores de una variable cuantitativa X sigue una distribucién Normal
con media p y desviacién tipica o diremos:

X ~N(p,0)

3. Los valores de una variable con esta distribucién tiene su méxima frecuencia alrededor de p
(la curva de la distribucién Normal alcanza su méximo en p), y en este valor coinciden el
valor de su media, su mediana y su moda.
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4. Esta distribucién es completamente simétrica respecto al eje vertical que corte al eje de
abcisas (eje x) en el valor p.

5. En el intervalo [u — o, p+ o] se encuentran, aproximadamente, el 68.26 % de los valores més
frecuentes de la distribucién y en el intervalo [u — 20, u + 20] €l 95.44% de los valores més
frecuentes de la distribucion.

6. Es asintotica respecto al eje de abcisas, es decir, nunca llega a cruzar este eje y a medi-
da que los valores del eje x se acercan hacia —oo o oo la distribucion Normal se aproxima
méas y mas a él. Esto en términos practicos significa que ningin valor (entendemos por
valor en este caso un intervalo de valores al ser la variable continua) tiene probabilidad
exactamente igual a 0 para esta distribucién, aunque en términos practicos a partir de cier-
tos valores la frecuencia con la que aparecerdn estos valores serd casi nula (por ejemplo
0,000000000000000000000000000001).

7. A la distribucién N(0,1) se le conoce como distribucion Normal Estindar (o Tipificada).
Existen unas tablas que permiten el calculo de forma sencilla de los valores de las proba-
bilidades correspondientes a la distribucién N(0,1). Si la variable en estudio no sigue una
distribucién N(0, 1), sino por ejemplo cualquier variable que se distribuya: N(u, o), veremos
en la siguiente seccion como pasar calcular sus probabilidades a partir de la distribucion
tipificada.

2.2.1. Distribucién Normal Estandar (N(0,1))

En esta seccién intentaremos dar respuesta a cualquier pregunta relacionada con las probabili-
dades de cualquier variable que siga una distribucién N (0, 1).

Ejemplo 2.4.

Ejemplo de distribucién Normal(0,1)

Supongamos que tenemos una variable X que sigue una distribucién N(0,1) ( X ~ N(0,1) ).
La representacion grafica de la distribucion de frecuencias seria:

N(0,1)

Prob
0.3 0.4
1

0.2

0.1

0.0
|

=& -2 =il 0 1 2 3

Valores de X
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. Qué valores toma una variable con distribucién N(0,1)?

Como se puede apreciar en el ejemplo 2.4, los valores que tiene una variable que sigue esta
distribucién se situa alrededor de 0, y por tanto son tanto positivos como negativos. Los valores
mas frecuentes se sitian cerca de 0, entre —1 y 1 (donde la distribucién y por tanto la frecuencia
relativa es més alta), y a medida que nos alejamos del 0, bien hacia valores positivos altos o bien
hacia negativos bajos la probabilidad (o frecuencia) de los valores disminuye.

En el siguiente ejemplo se muestran 40 valores de una variable que sigue esta distribucién:

Ejemplo 2.5.

Ejemplo de valores de una distribucién Normal(0,1)

Los valores que se indican a continuacién han sido obtenidos de una variable que sigue
una distribucién N (0, 1):
0.73 -091 -0.11 -1.05 -0.05 -0.28 -2.43 0.69 -0.30 0.23
1.89 -1.83 0.68 -0.23 -1.72 -0.02 -2.15 0.33 149 -1.34
1.55 1.51 1.02 -1.84 -1.04 -0.14 1.25 044 145 046
061 138 -0.18 -0.16 -0.58 -1.43 0.37 2.61 -0.90 0.95
miremos estos datos mediante una representacion grafica en forma de histograma:

A continuacién resu-

12
|

10

Podemos observar que el histograma tiene aproximadamente la forma de la distribucién N (0, 1)
(forma de campana, centrado en 0, aproximadamente simétrico, con valores entre —3 y 3 y con
la frecuencia que disminuye a medida que nos alejamos de los valores centrales). Cuantos més
valores tengamos en nuestra muestra més se asemejard el histograma a la distribucién N (0, 1).

A continuacién presentamos la table de probabilidades de la distribucién N(0,1) a partir de la
cual podremos calcular la probabilidad de que una variable con esta distribucién tome cualquier
coleccién de valores (acotados en un intervalo, superiores a cierto valor,...)
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Tabla de probabilidades de la distribucién N(0,1)
[P(Z < 2)]

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | 0.5000 0.5039 0.5079 0.5119 0.5159 0.5199 0.5239 0.5279 0.5318 0.5358
0.1 | 0.5398 0.5437 0.5477 0.5517 0.5556 0.5596 0.5635 0.5674 0.5714 0.5753
0.2 | 0.5792 0.5831 0.5870 0.5909 0.5948 0.5987 0.6025 0.6064 0.6102 0.6140
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6330 0.6368 0.6405 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6590 0.6627 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6843 0.6879
0.5 | 0.6914 0.6949 0.6984 0.7019 0.7054 0.7088 0.7122 0.7156 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7290 0.7323 0.7356 0.7389 0.7421 0.7453 0.7485 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7703 0.7733 0.7763 0.7793 0.7823 0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7938 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8105 0.8132
0.9 | 0.8159 0.8185 0.8212 0.8238 0.8263 0.8289 0.8314 0.8339 0.8364 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8437 0.8461 0.8484 0.8508 0.8531 0.8554 0.8576 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8707 0.8728 0.8749 0.8769 0.8790 0.8810 0.8829
1.2 | 0.8849 0.8868 0.8887 0.8906 0.8925 0.8943 0.8961 0.8979 0.8997 0.9014
1.3 ] 0.9032 0.9049 0.9065 0.9082 0.9098 0.9114 0.9130 0.9146 0.9162 0.9177
1.4 ] 09192 0.9207 0.9221 0.9236 0.9250 0.9264 0.9278 0.9292 0.9305 0.9318
1.5 | 09331 0.9344 0.9357 0.9369 0.9382 0.9394 0.9406 0.9417 0.9429 0.9440
1.6 | 0.9452 09463 0.9473 0.9484 0.9494 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9544
1.7 ] 0.9554 0.9563 0.9572 0.9581 0.9590 0.9599 0.9607 0.9616 0.9624 0.9632
1.8 | 0.9640 0.9648 0.9656 0.9663 0.9671 0.9678 0.9685 0.9692 0.9699 0.9706
1.9 | 09712 09719 09725 09731 09738 09744 0.9750 0.9755 0.9761 0.9767
2.0 | 09772 09777 09783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9807 0.9812 0.9816
2.1 ] 0.9821 0.9825 0.9829 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9849 0.9853 0.9857
2.2 | 0.9860 0.9864 0.9867 0.9871 0.9874 0.9877 0.9880 0.9883 0.9886 0.9889
2.3 | 0.9892 0.9895 0.9898 0.9900 0.9903 0.9906 0.9908 0.9911 0.9913 0.9915
2.4 ] 09918 0.9920 0.9922 0.9924 0.9926 0.9928 0.9930 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 | 0.9937 0.9939 0.9941 0.9942 0.9944 0.9946 0.9947 0.9949 0.9950 0.9952
2.6 | 0.9953 0.9954 0.9956 0.9957 0.9958 0.9959 0.9960 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 1 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9971 0.9972 0.9973
2.8 | 0.9974 0.9975 0.9975 0.9976 0.9977 0.9978 0.9978 0.9979 0.9980  0.9980
2.9 | 0.9981 0.9981 0.9982 0.9983 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986
3.0 | 0.9986 0.9986 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989  0.9989
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Uso de la tabla de la distribucién N(0,1)

En adelante, Z representard una variable que sigue una distribucién N(0,1), es decir:
Z ~ N(0,1)

Estamos interesados en conocer cémo es el comportamiento de esta distribucién N(0, 1), y para ello vamos
a querer responder a preguntas del tipo: 5 Qué probabilidad tiene la variable Z de obtener un valor inferior a
cierto valor z?, sy superior?, sy entre un valor z1 y un valor z2 ? La tabla anterior responde directamente
a la pregunta sQué probabilidad tiene la variable Z de tomar un wvalor inferior a la cantidad z? para
cualquier z positivo. Esta pregunta la podriamos escribir mateméticamente mediante la expresién: P(Z <
z). Gréficamente, lo que queremos calcular viene representado por la siguiente figura:

P(Z<z)

0.4
|

0.3

0.2

0.1

0.0

-3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 20 3.0

Estariamos interesados en conocer el drea que encierra la funcién de distribucién a la izquierda de
la abcisa z. Para calcular esta probabilidad, recurrimos a la tabla y buscamos en la primera columna la
unidad y el primer decimal de z, mientras que en la primera fila buscamos el segundo digito decimal de z.

Donde se cruzan la fila y la columna que forman conjuntamente el valor z se encuentra la probabilidad de
que un valor cualquiera de la variable N(0,1) sea inferior al valor z en cuestién.

43



& ceu g

Capitulo 2

Ejemplo 2.6.

s Cudl es la probabilidad de que si elegimos un valor al azar de la variable Z sea inferior a
1,452

Esta pregunta la podemos expresar en lenguaje matemdtico de forma muy reducida de la siguiente

forma:
P(Z < 145)

Probabilidad de que un valor de la variable Z (que sigue una distribucién N (0, 1)) sea inferior a 1,45. Esta
informacién (la probabilidad acumulada a la izquierda de cierto valor) es la que proporciona directamente
la tabla. Como 1,45 es un nimero positivo tenemos suerte ya que es uno de los valores que podemos
buscar directamente en la tabla. Obtendremos la respuesta buscando en la primera columna el valor
1,4 (que se corresponde con el digito principal y el primer decimal), y en la primera fila el valor 0,05
(que se corresponde con el segundo decimal). Donde se cruzan estos dos valores en el interior de la tabla
obtenemos la cantidad 0,9264, y este valor es precisamente la probabilidad que nos pedian. Asi, podemos
responder:
P(Z < 1,45) = 0,9264

Podemos interpretar este resultado como La probabilidad de que un valor de la variable Z sea inferior a
1,45 es 0,9264, y también como que: el 92,64 % de los valores de la variable Z son menores que el valor
1,45. Ademads, podemos interpretar también que 1,45 es el percentil 92,64 de la distribucién N(0, 1), pues
el 92,64 % de los valores de la variable son inferiores a él.

Si miramos con detenimiento la tabla de la distribucién Normal podremos observar que conforme
aumenta el valor de z (el percentil que buscamos en la tabla) aumenta el valor de la probabilidad a la
izquierda de dicho valor (P(Z < z)). Esto resulta légico si pensamos que, en la figura anterior, cuanto mas
desplazamos z hacia la derecha mayor serd el area que aparece resaltada a su izquierda. Por otro lado, los
valores de las probabilidades en la tabla de la distribucién Normal Estandar parecen estabilizarse conforme
aumentamos el valor de z. El valor en el que se estabiliza dicha probabilidad es 1. Este hecho también
parece légico ya que si tomamos un valor de z muy alto tendremos practicamente asegurado el que todo
valor de la variable Normal Estandar serd inferior a él. Por tanto si tuviéramos una muestra de valores
de esta variable, la frecuencia relativa de veces en el que Z < z serd muy préxima a 1 y en consecuencia
también lo serd su probabilidad.

En la tabla de la distribucién Normal Estandar inicamente aparecen las probabilidades asociadas a los
valores de la variable que son inferiores a un nimero positivo cualquiera (percentil). Si estamos interesados
en la probabilidad contraria, es decir, en la probabilidad que tiene la variable Z de obtener un valor superior
al percentil z (que escribirfamos como P(Z > z)), simplemente tenemos que restar a 1 la probabilidad de
que sea inferior. Es decir,

P(Z>z))=1-P(Z<=z)

Graficamente, esta idea viene representada en la figura:
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P(Z>z)
<
g
(3]
@
o~
g
-
g
o
e
T T T T T T 1
-3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0

En esta figura se aprecia que el drea asociada a que Z > z corresponde a la regién complementaria a
la utilizada cuando queriamos evaluar la probabilidad de Z < z. Como la extensién de ambas regiones ha
de sumar 1 (tal y como vimos al final de la seccién 2.1) tendremos:

P(Z>2)+P(Z<z)=1

entonces:
P(Z>z)=1-P(Z<z)

tal y como acabdbamos de senalar.

Ejemplo 2.7.

¢ Cudl es la probabilidad de que si elegimos un valor al azar de la variable Z sea superior a
1,452

Esta pregunta la traducimos en la expresion:
P(Z > 1,45)
Puesto que sabemos por el ejemplo anterior que P(Z < 1,45) = 0,9264, tendremos:

P(Z >145)=1— P(Z < 1,45) = 1 — 0,9264 = 0,0736

Por otro lado, tal y como hemos comentado en la tabla de la distribucién Normal Estandar inicamen-
te aparecen valores positivos de los percentiles, mientras que, como hemos comentado con anterioridad,
dicha distribucién tiene tanto valores positivos como negativos. El hecho de que en la tabla se muestren
Unicamente valores positivos estd basado en la simetria de esta distribucién respecto al 0. Conociendo el
comportamiento de la distribuciéon en la parte positiva podemos deducir cudl serd el comportamiento en
la parte negativa. Si z es un nimero positivo cualquiera (y si —z representa su homoélogo negativo), se
cumple que:

PZ<—-z)=P(Z>z) y P(Z>-2)=P(Z<z2)
La representaciéon grafica que a continuaciéon mostramos ayuda a clarificar estas ideas. Tanto en la primeta
como en la segunda fila de la figura siguiente vemos que el drea senalada en azul para las figuras de
la izquierda coincide con el drea sefialada en las figuras de la derecha, lo que demuestra las igualdades
anteriores.
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La aplicacién de las igualdades que acabamos de sefialar nos permitira calcular las probabilidades a la
izquierda o a la derecha de cualquier nimero negativo en una distribucién Normal Estandar.

Ejemplo 2.8.

Considerando que la variable Z sigue una distribucion N(0,1), calcula las probabilidades:
P(Z < —2,35) y P(Z > —2,56)

= Primera probabilidad:
P(Z < —-2,35)=P(Z >235)=1— P(Z < 2,35) =1—0,9906 = 0,0094

= Segunda probabilidad:
P(Z > —2,56) = P(Z < 2,56) = 0,9947

En las dos expresiones anteriores las dos ultimas igualdades han sido determinadas tinicamente mirando
la tabla de la distribucién Normal Estandar.

En el caso de probabilidades compuestas, es decir, si queremos calcular por ejemplo la probabilidad de
que un valor de la variable Z esté entre dos valores z1 y z2 (que puede ser expresado como P(z1 < Z < z2)),
tendriamos varias formas de resolverlo, pero una sencilla podria ser:

P(z1 < Z < 22) = P(Z < 22) — P(Z < z1)
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En el ejemplo que se muestra a continuacién, se muestra el calculo de una probabilidad de este tipo
con el apoyo de representaciones graficas.

Capitulo 2

Ejemplo 2.9.

Si la variable Z sigue una distribucion N(0,1), calcula la probabilidad: P(—1,34 < Z < 1,56)

Para este tipo de probabilidades entre dos valores, nos apoyaremos de representaciones graficas.
La probabilidad que buscamos seria la que se representa graficamente en la siguiente figura:

P(-1.34<Z<1.56)

0.3

0.2
I

0.1
I

Como el area anterior no puede deducirse directamente mirando en la tabla habremos de elaborar un
poco més nuestros célculos para poder obtenerla. Podemos calcular el drea seleccionada de varias formas.
Por ejemplo, podriamos calcular el drea que se muestra en la figura (a) (P(Z < 1,56)) y a continuacién
restarle el drea que se muestra en la figura (b) (P(Z < —1,34)).

() P(z<1.56) (b) P(2<-1.34)

Asi, podriamos calcular:
P(-1,34 < Z < 1,56) = P(Z < 1,56) — P(Z < —1,34) =

= 0,9406 — (1 — 0,9098) = 0,8504

Para finalizar, en ocasiones estaremos interesados en realizar el proceso inverso al que hemos realizado
hasta ahora, es decir, en lugar de hallar la probabilidad a la izquierda de un percentil estaremos interesados
en hallar el valor del percentil al que le corresponde cierta probabilidad. En ese caso buscaremos la proba-
bilidad deseada en el interior de la tabla y comprobaremos a qué valor de percentil corresponde (segin la
fila y columna en la que esté situada la probabilidad de interés). La forma mds sencilla de entender este
mecanismo es mediante un par de ejemplos que mostramos a continuacién.
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Ejemplo 2.10.

La variable Z sigue una distribucion N(0,1). Calcula el percentil 30 y el percentil 70 para los
valores de esta variable

El percentil 70 es el valor que cumple que el 70% de los valores de la variable son inferiores a
él. Este percentil serd un numero positivo, ya que la distribucién N(0,1) es simétrica respecto de 0
(su media) y por tanto 0 es su mediana (que es el percentil al 50 %). Los percentiles superiores a 50
serdn numeros positivos y los inferiores nimeros negativos. Para buscar el percentil 70 simplemente
tenemos que buscar en el interior de la tabla la probabilidad 0,70 (o el valor més cercano en su defecto)
y comprobar a qué valor corresponde (comprobando en qué fila y columna se halla ese valor). Asi,
podemos comprobar que P7o = 0,52. El percentil 30 por simetria se correspondera con el percentil 70,
por tanto: P3gp = —0,52

0.4

0.3

0.2
1

0.1

0.0
L
S
o
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Ejemplo 2.11.

Supongamos de nuevo que la variable Z sigue una distribucion N(0,1). Calcula un intervalo
centrado (en 0) que contenga el 80 % de los valores de la variable

Estamos interesados en buscar los valores z1 y z2 que cumplan que P(z1 < Z < z2) = 0,80.
Gréficamente:

P(z1<Z<z2)

0.4
|

0.3

0.0
L
N
B
N

A partir del grafico podemos deducir algunas ideas:
= Si el intervalo esta centrado en 0, el valor z; serd el homdlogo a z2 pero en negativo.

= Si queremos que el intervalo contenga el 80 % de las observaciones (probabilidad 0,80), fuera del
intervalo quedaran el 20 % restantes, repartido en los dos extremos (10 % de valores por encima
del valor z2 y 10 % de valores por debajo del valor z1).

» El valor que puede aparecer en la tabla N(0,1) es el valor z2, puesto que z; es negativo, y z2 es
el valor que cumple que el 90 % de las observaciones son inferiores a él (o lo que es lo mismo, el
percentil 90).

Buscando el percentil 90 en la tabla, es decir, buscando en el interior de la tabla el valor de la probabilidad
0,90 (o en su defecto el valor mds cercano) observamos que le corresponde al valor 1,28, y por tanto
z2 = 1,28. En consecuencia z1 = —1,28 y el intervalo que nos piden es (—1,28,1,28)

2.2.2. Aritmética de variables normales

En la seccién anterior hemos aprendido a responder cualquier pregunta (en términos de probabilidad)
de las variables que siguen una distribucién N (0, 1). Comentamos al principio de este tema, que multitud
de variables bioldgicas siguen distribuciones normales, pero es evidente, que los pardmetros de estas distri-
buciones normales no son necesariamente y = 0 y o = 1, pensar por ejemplo en las alturas de los alumnos
de la clase. En esta seccién aprenderemos a responder para cualquier variable que siga una distribucion
Normal el mismo tipo de preguntas que nos plantedbamos para variables normales estandar.

Cualquier variable X que siga una distribucién N (u, ), se puede transformar fdcilmente en una N (0, 1),
simplemente restando a todos sus valores la media (1) y dividiendo por su desviacién tipica (o). Los nuevos
valores que se obtienen de esta transformacién de la variable X siguen una distribucién Normal estdandar
(N(0,1)). Es decir,

XNN(/L,J):>Z:X;M~N(0,1)

A esta proceso de conversién de cualquier variable Normal en una Normal Estandar se le llama tipificacion.
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El proceso de tipificaciéon que acabamos de ver se puede revertir, es decir, si a los valores de una variable
Z que sigue una distribucién N (0, 1), los multiplicamos por cualquier valor o y a continuacién les sumamos
otro valor u, los valores que se obtienen de esta transformacién de la variable Z siguen una distribucién
N(p,0). Es decir,

Z~N01)=X=0-Z+pu~ N(u,o0)

Ejemplo 2.12.

La longitud del fémur de cualquier feto a las 25 semanas de gestacion sigue una distribucion
Normal con media 44mm y desviacion tipica 2mm. Si tomamos una embarazada al azar con
25 semanas de gestacion ;qué probabilidad tenemos de que el fémur de su feto mida mds de
46mm? sy de que mida entre 47Tmm y 49mm ?.

Llamaremos X a la variable longitud del fémur de un feto a las 25 semanas de gestacidon. Como
X ~ N(44,2), tendremos que la variable Z = £ ;44 seguird una distribucién Normal Estandar.
Calculamos la probabilidad de que al elegir un feto de 25 semanas de gestacién al azar, su fémur mida
mas de 46:

X —-44 46— 44

P(X >46) = P(=5— > =5—) = P(Z > 1,0) = 1 - 0,8413 = 0,2587

La respuesta es 0,2587 (o lo que es lo mismo, el 25,87 % de los fetos de 25 semanas de gestacién tienen
una longitud de fémur superior a 46mm).
Respecto a la probabilidad de que el fémur mida entre 47mm y 49mm, procedemos de la misma forma:

47 — 44 - X — 44 < 49—44)_
2 2 2 -
=P(1,5< Z <25)=P(Z <25)— P(Z < 1,5) =0,9937 — 0,9331 = 0,0606

Por tanto la probabilidad de que cualquier feto tenga un femur entre 47 y 49 milimetros serd 0,0606 (un
6,06 %).

P(47 < X < 49) = P(
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Ejemplo 2.13.

Siguiendo con la variable longitud de fémur de un feto a las 25 semanas de gestacion del
ejemplo anterior. Calcula también un intervalo (centrado en la media) que contenga el 80 %
de los valores de longitud de fémur.

Para calcular el intervalo, buscamos z1 y 2 que cumplan:
Pz, < X < z2) =0,80
Si operamos con esta expresion:

x1—44<X—44<a:2—44
2 2 2

O,SO:P($1<X<LI}2):P( ):
=P(z1 < Z < z2)

donde Z sigue una distribucién N (0,1), z1 = 25 y 25 = 2223 v (21, 25) es un intervalo que contiene

el 80 % de los valores de la distribucién N (0, 1). Este intervalo (21, 22), lo podemos conocer, pues se trata
de un intervalo de la N(0, 1), y concretamente este ha sido calculado en el ejemplo 2.11: es el intervalo
(—1,28,1,28). Asf:

21 =—1,28 = “T_M =128 =z, = (—1,28-2) +44 = 41,44

z2 = 1,28 =

— 44
T2 5 = 1,28 = 22 = (1,28-2) + 44 = 46,56

Por tanto la respuesta es (41,44,46,56), entre estos dos valores podemos encontrar el 80 % de las longi-
tudes de fémur de fetos de 25 semanas de gestacion.

Como conclusién general podemos establecer que la respuesta a cualquier pregunta sobre las probabi-
lidades de una variable con distribucién Normal no estandar pasaré por la tipificacién de la variable. Tras
dicha tipificacién podremos recurrir a la tabla de la distribucién Normal Estandar, la principal herramienta
de que disponemos para conocer el valor de la probabilidad que estamos buscando.
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2.3.

Ejercicios Capitulo 2

Ejercicio 2.1.

Consideramos que la variable Z sigue una distribucién N(0,1). Calcula las siguientes probabilidades:

SDSX’.".@.U‘:“.“!\DE—‘

i el

14.

P(Z < 1,56)
P(Z < 2,78)
P(Z > 3,00)

P(Z > 1,01)

P(Z < —1,5)

(Z > —2,61)

(

(

(

P(-

3

P(Z < —0,32)

P(Z > —1,63)

P(0,83 < Z < 1,64)
1,25 < Z < 2,37)

. P(=2,36 < Z < —1,33)
. Valor V tal que P(Z < V) = 0,648
. Valor V tal que P(Z < V) = 0,468

Valor V tal que P(Z > V) =0,9978

Ejercicio 2.2.

Si disponemos de una variable Z ~ N(0,1). Calcula:

1
2
3.
4

. Intervalo centrado en 0 que contenga entre sus valores una probabilidad de 0,90

. Intervalo centrado en 0 que contenga entre sus valores una probabilidad de 0,95

Intervalo centrado en 0 que contenga entre sus valores una probabilidad de 0,99

. Intervalo de la N(0,1) que contiene el 95 % de los valores mayores, es decir, que deja fuera el 5% de

los valores menores.

Intervalo de la N(0,1) que contiene el 95 % de los valores menores, es decir, que deja fuera el 5% de
los valores mayores.

Ejercicio 2.3.

De nuevo para la variable Z ~ N(0, 1), calcula los siguientes percentiles:

1.

2
3
4.
5

Percentil 10.

. Percentil 25.
. Percentil 50.

Percentil 75.

. Percentil 90.
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Ejercicio 2.4.

Se sabe que el peso de los nifios de 1 afio de edad sigue (aproximadamente) una distribucién N(7,2)
(en kg).

1.
2.

Calcula un intervalo centrado que cubra el peso del 95 % de los nifios de 1 afo.

Si acude a la clinica de un pediatra una madre con un nifio de 1 afio que pesa 10,5 kg. ;En qué per-
centil se encuentra el nino en cuanto a peso?, es decir, ;jqué porcentaje de ninos de esa edad pesa
menos que él17

3. Calcula un intervalo centrado que contenga el 99 % de los valores del peso de ninos de un afo.

Calcula un intervalo que contenga el 90 % de los pesos méds altos (dejando fuera el 10 % de los pesos
més bajos)

{Qué porcentaje de nifios de 1 ano pesa menos de 3,5 kg?

6. ;Qué porcentaje de ninos de 1 afio pesa mas de 4,5 kg?

7.

[ Qué porcentaje de nifios de 1 afio pesa entre 6 y 8 kg? ;y entre 8 y 97, ;y entre 4 y 57

Ejercicio 2.5.

Se sabe que la estatura de los alumnos matriculados en primero de la universidad CEU-Cardenal
Herrera (en centimetros) tiene una distribucién N (175, 8):

1.

4.
5.
6.

Calcula un intervalo para la estatura de los alumnos centrado en la media y que incluya al 95% de
éstos.

Calcula un intervalo para la estatura de los alumnos que contenga el 95 % de los alumnos de menor
estatura.

Calcula un intervalo para la estatura de los alumnos que contenga el 95 % de los alumnos de mayor
estatura.

Que porcentaje de alumnos mide méas de 190cm.
Que porcentaje de alumnos mide menos de 182cm.

Que porcentaje de alumnos mide entre 170 y 185cm.

Ejercicio 2.6.

El didmetro méaximo de los hematies de una persona con malaria por Plamodium vivax presenta las
siguientes caracteristicas: Si la célula esta infectada dicha variable se distribuye de forma Normal con media
7,6 micras y desviacion tipica 0,81 micras, y si la célula no estd infectada dicha variable se distribuye de
forma Normal con media 9,6 micras y desviacién tipica 1,0 micras. Calcula:

1.

Proporcién de células no infectadas con un didmetro maximo mayor que 9,4 micras.

2. Proporcién de células no infectadas con un didmetro méaximo inferior a 7 micras.
3.
4

. Da un intervalo centrado que contenga el 95% de las células infectadas y repite el proceso para las

Proporcién de células infectadas con un didmetro maximo inferior a 9,4 micras.

células no infectadas.

Ejercicio 2.7.

La longitud de un feto, en la semana 20 de gestacion, sigue una distribucién normal con media pu= 22.5
cm y desviacién tipica, o= 2.85 cm.
a) Calcula la probabilidad de que, monitorizado un feto al azar, tenga una longitud inferior a 15 cm.
b) Calcula un intervalo centrado que contenga el 80 % de las longitudes de fetos con 20 semanas de gesta-

cién.

¢) Calcula el percentil 25 e interpreta el resultado en el contexto del ejercicio.
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Capitulo 3

Introduccion a la Inferencia
estadistica

3.1. Poblacién y muestra

Llamamos poblacion estadistica, universo o colectivo al conjunto de referencia del que extraemos las
observaciones, es decir, el conjunto de todas las posibles unidades experimentales. Por méas que nos refiramos
muchas veces a este concepto como poblacién, este conjunto no tiene que ser necesariamente un grupo de
personas o animales (pensemos en las variables Cantidad de plomo en el agua de las ciudades de una
comunidad, Disposicion de TAC en los hospitales espanoles, Numero de errores en las historias clinicas de
un hospital).

Llamamos muestra a un subconjunto de elementos de la poblacién que habitualmente utilizaremos
para realizar un estudio estadistico. S e suelen tomar muestras cuando es dificil, imposible o costosa la
observacion de todos los elementos de la poblacion estadistica, es decir, su uso se debe a que frecuentemente
la poblaciéon es demasiado extensa para trabajar con ella. El niimero de elementos que componen la muestra
es a lo que llamamos tamano muestral y se suele representar por la letra mintscula n.

Nuestro propésito sera llegar a conocer ciertas caracteristicas de la poblacién a partir de la muestra
que dispongamos. A este proceso le llamamos inferencia

Ejemplo 3.1.

Estudio de enfermos renales

Si quisiéramos conocer las caracteristicas de los enfermos renales en cuanto a calidad de vida, ti-
po de tratamiento, edad de aparicion de la enfermedad, sexo, variables que influyen en el éxito de un
trasplante,..., dificilmente podriamos acceder a todos y cada uno de los enfermos renales que existen
(seria la poblacidon en estudio), pero posiblemente podriamos conseguir a través de algunos hospitales o
centros de hemodidlisis los datos de una cantidad determinada de este tipo de enfermos (por ejemplo
n = 200 enfermos). Nuestro objetivo no seria conocer las caracteristicas de esos 200 enfermos en
concreto, pero utilizarfamos el conocimiento sobre estos 200 enfermos para obtener conclusiones sobre
todos los enfermos renales (nuestra poblacidn a estudio). Este proceso es lo que se conoce como
inferencia estadistica.
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3.2. Muestreo y muestra aleatoria

Capitulo 3

El muestreo estudia la relacién entre una poblacién y las posibles muestras tomadas de ella. Podemos
decir que el muestreo es el procedimiento de seleccién de una porcién de la poblacién para hacer inferencia
sobre alguna de sus caracteristicas. Para que a partir de una muestra, estudiemos las caracteristicas de la
poblacién, es necesario que la muestra sea representativa de la misma, es decir, que mantenga aproxima-
damente y en la medida de lo posible las mismas caracteristicas de interés que la poblacién de estudio. Por
ello es necesario cuidar la seleccidon de la muestra, ya que no nos sirve cualquier forma de seleccionarla. El
muestreo es una de las partes del anélisis estadistico en el que habremos de ser particularmente cuidadosos.

Existen multitud de mecanismos para seleccionar una muestra que sea representativa de la poblacién, y
éstos dependen principalmente de los recursos disponibles y de la naturaleza de los elementos que componen
la poblacién. Hay dos preguntas fundamentales en la seleccién de una muestra:

» ;Cudntos elementos debe tener la muestra?, es decir, ;Cudl debe ser el tamario de la misma?

s ;De qué forma seleccionamos esos elementos?

A la primera pregunta la mejor respuesta siempre es: cuantos mds mejor. Normalmente son los recursos
disponibles para llevar a cabo el estudio o la poblacién accesible la que limita este tamano. Si queremos
estudiar una poblacién y lo vamos a hacer a partir de una muestra, es evidente que a mayor tamano de
la muestra mas nos aproximamos a la poblacién y por tanto podremos formular conclusiones méas precisas
acerca de la misma.

Respecto a la segunda pregunta, hay multitud de formas distintas de seleccionar la muestra, pero
aqui comentaremos a grandes rasgos algunos tipos particulares de muestreo.

1. El primer tipo de muestreo que comentaremos es el que se conoce como Muestreo aleatorio. Este
muestreo consiste en seleccionar los elementos que componen la muestra totalmente al azar. Este
método supone que cualquier elemento de la poblacién puede ser incluido en la muestra y que todos
tienen exactamente la misma probabilidad de serlo. Se puede realizar o bien ayuddndonos de una
tabla de mimeros aleatorios o bien mediante un generador de nimeros aleatorios (ordenador). En
cualquier caso, seria necesario enumerar a todos los elementos de la poblacién, y en algunos casos,
la poblacién ni siquiera es numerable (por ejemplo, en un estudio medioambiental, la seleccién de
peces en un rio). Por este motivo, en multitud de ocasiones este muestreo es adaptado para obtener
un método que, en la medida de lo posible, se acerque a él (la seleccién de elementos en la muestra
sea lo més aleatoria posible).

Ejemplo 3.2.

Estudio de la presion arterial en personas mayores de 65 anos.

Si quisiéramos estudiar la presion arterial media de las personas mayores de 65 anos y queremos
extraer una muestra de tamaino n = 100 (porque Unicamente disponemos recursos econémicos, materia-
les, personales,... para estudiar a este nimero de personas) mediante un muestreo aleatorio simplemente
tendriamos que buscar un censo de todas estas personas y seleccionar a 100 de todas ellas totalmente
al azar. (Esto es la teoria, ahora habria que buscar ese censo y tener en cuenta si querrian participar o
no, pero aqui estamos estudiando la teoria, la prdctica deberia aproximarse, en la medida de lo posible,
a esta teoria)

2. El Muestreo estratificado se utiliza fundamentalmente cuando existe una variable categérica cuya
influencia es determinante en los resultados del estudio o puede confundir los mismos (esta variable
se llama factor confusor). La poblacién es dividida en sub-poblaciones definidas por la categoria de
la variable confusora y dentro de cada sub-poblacién se toma una muestra aleatoria. El tamafio de
cada una de las sub-muestras vendra dado por el tamano de cada sub-poblacién en relacién con el
tamano de la poblacién total.
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Ejemplo 3.3.

Contintda ejemplo Presion Arterial en mayores de 65 anos.

Siguiendo con este ejemplo, supongamos que es conocido que la hipertensién es més frecuente en
hombres que en mujeres. Supongamos también que la poblacién de estudio estd compuesta por: 55 %
mujeres-45 % de hombres. Si por azar en nuestra muestra de n = 100 personas obtuviéramos 50 hombres
y 50 mujeres, los hombres estarfan sobre-representados en nuestra muestra (puesto que en la poblacién
las proporciones de hombres-mujeres son 45% — 55 %) y como ademds, los hombres suelen tener con
mas frecuencia hipertension, el nivel medio de la presién arterial que obtendriamos de nuestra muestra
podria ser superior al nivel medio de la poblacién (que es el valor al que nos gustarfa acercarnos).
Como el factor confusor (sexo) tiene cierta influencia en la variable de interés (presidn arterial), si
quisiéramos controlar el posible efecto confusor de la misma podriamos realizar un muestreo estrati-
ficado. Este muestreo consistiria en: 1.- Partir la poblacién de personas mayores de 65 afios en dos
sub-poblaciones: hombres y mujeres; 2.- Como la poblacién total estd compuesta por un 45 % de hom-
bres y un 55 % de mujeres, de la sub-poblacién de hombres extraerfamos un 45 % de los elementos de la
muestra, y de la sub-poblacién de mujeres extraerfamos el 55 % restante; 3.- Asi, la muestra final estarfa
formada por 45 hombres seleccionados al azar de entre todos los hombres de la poblacién y 55 mujeres
seleccionadas al azar de entre todas las mujeres de la poblacién.

3. Una tercera solucién si el factor de confusién es numérico u ordinal sera el Muestreo sistemdtico.

En éste se ordena la muestra segin los valores del factor confusor, y selecciona todos los individuos
separados cierto nimero de posiciones entre si (dentro de la muestra ordenada), tomando el pri-
mer elemento de forma aleatoria entre los primeros. De esta forma aseguramos que los valores que
observaremos de la variable a estudiar corresponderan a todo el rango de valores del efecto confusor.

Ejemplo 3.4.

Continida ejemplo Presiéon Arterial en mayores de 65 anos.

Retomando de nuevo el ejemplo anterior, supongamos que es conocido que la hipertensién es
mas frecuente a medida que aumenta la edad de las personas. En este caso podria ser una variable
confusora la variable Fdad. Si por azar en nuestra muestra de n = 100 personas selecciondramos mas,
0 menos, personas mayores de los que hay proporcionalmente en la poblacién, podriamos obtener una
presién arterial media a partir de nuestra muestra que podria ser superior, o inferior respectivamente,
al nivel medio de la poblacién (que es a lo que nos gustaria acercarnos). Asf, como la variable edad
tiene cierta influencia en la variable de interés (presion arterial), si quisiéramos controlar su efecto
confusor podriamos realizar un muestreo sistemdtico que consistirfa en: 1.- Ordenar la poblacién por
la variable confusora, es decir, del de menor edad al de mayor edad; 2.- Si por ejemplo la poblacién
total estda formada por 1000 personas y nosotros queremos seleccionar a 100, tendriamos que tomar una
persona de cada 10; 3.- De entre las 10 primeras personas seleccionamos una al azar, y a partir de esa
persona seleccionamos una cada 10. Asi finalmente, la muestra estaria compuesta por 100 personas de
todas las edades en la misma proporcién aproximada que en la poblacién.

Estadisticos, estimadores y parametros

Un estadistico es una medida usada para describir alguna caracteristica de una muestra (media, me-
diana, desviacién tipica,...) y un pardmetro es una medida usada para describir las mismas caracteristicas
pero de la poblacién (media, mediana, desviacién tipica,...). Cuando el estadistico se calcula en una mues-
tra con idea de hacer inferencia sobre la misma caracteristica en la poblacién, se le llama estimador. La
inferencia estadistica pretende aproximarse a los pardmetros de la poblacién a partir de los estimadores de
la muestra. Para distinguir los estimadores (valores muestrales) de los pardmetros (valores poblacionales)
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los representaremos a partir de ahora con diferentes simbolos:

Herrera Capitulo 3

Caracteristica Muestra Poblacién
(Estadistico) | (Parametro)

Variable Cuantitativa

Media T I
Desviacion tipica s o
Varianza s? o2

Variable Categdrica

Porcentaje p P

3.4. Insesgadez y precision

Los estadisticos muestrales nos proporcionan informacién sobre los pardmetros poblacionales corres-
pondientes si la muestra se ha recogido correctamente. Hay dos caracteristicas de los estadisticos que los
hacen especialmente deseables:

= Diremos que un estadistico es un estimador consistente de un parametro poblacional si al aumentar

el tamafio de la muestra la diferencia entre el estadistico y el pardmetro tiende a desaparecer.

= Diremos que un estadistico es un estimador insesgado de un parametro poblacional si su valor

esperado es igual a ese parametro (E(@)z@) Es decir, a veces 9 sobreestima el pardmetro y otras
veces lo subestima, pero del concepto de esperanza se deduce que si se repite muchas veces el método
del muestreo, entonces, en promedio, el resultado es igual al pardmetro poblacional.

= Diremos que un estimador es preciso si al calcular el estadistico para distintas muestras los valores
de éste son parecidos.

Interesard que los estimadores que tomemos de los pardmetros sean consistentes, insesgados y lo mas
precisos que se pueda.

Ejemplo 3.5.

Estimador preciso e insesgado

Si tenemos una variable X que sigue una distribucién N (y,0):

Se puede demostrar matematicamente que T es un estimador consistente de p. Significa que si tomamos
muestras mas y mds grandes, las medias muestrales se aproximaran més y mas a la media de la poblacién
(1)-

T es un estimador de p més preciso que X(1; (primer valor de la muestra ordenada=minimo). Si tomamos
muestras de un tamano considerable, la variabilidad que puede haber entre los minimos de esas muestras,
siempre serda mayor que la que obtendremos de las diferentes medias muestrales.

3.5. Variacion entre muestras

Si tomamos varias muestras aleatorias de cierta poblacién, cualquier estimador tomara valores distintos
para cada una de ellas. A esta variacién en las estimaciones, efecto del azar sobre la eleccién de la muestra, se
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le llama variacidn muestral. La variacién muestral dependerd de la variabilidad de la variable que tengamos
y también del tamafio de la muestra.

Ejemplo 3.6.

Ejemplos de variacion entre muestras

= Si tomamos distintas muestras de la temperatura corporal en poblacién sana tendremos una va-
riacién muestral bastante baja (la variabilidad de esta variable es baja entre diferentes personas).
Si tomamos la tensién arterial en la poblacién espafiola obtendremos una variacién muestral bas-
tante més elevada. (Variabilidad de esta variable alta).

= Si tomamos muestras de tamano 10 y calculamos medias muestrales, por ejemplo, se parecerian
entre ellas menos, que si las muestras que tomamos son de tamanio 1000. Es decir la variacién
muestral serd en general méas baja cuanto més grande sea la muestra utilizada para calcular
nuestro estimador.

3.6. Distribucion de estadisticos en el muestreo

3.6.1. Error estandar de la media muestral

El Teorema Central del Limite nos asegura que si nuestra muestra es razonablemente grande la dis-
tribucién de la media muestral de cualquier variable sigue una distribucién Normal y que ademas, la
desviacién tipica de esta media tiene como expresion:

vn

donde o es la desviacion tipica de la variable original y n es el tamano de la muestra. A la expresién
anterior se le llama error estdndar de la media.

Se entiende que el error estandar seria la desviacién tipica resultante de la obtencién de las medias de
distintas muestras aleatorias de la poblacién. El error estdndar serd el efecto de la variabilidad muestral
sobre el valor que obtenemos de la media en cada muestra, es decir la desviacién tipica de la media se
conoce como error estandar.

Supongamos que tenemos una variable cuantitativa cualquiera X, cuya media en la poblacién es u y
cuya desviacién tipica (también en la poblacién) es o. Si se toman varias muestras de tamano suficiente-
mente grande y llamamos X a la variable que guarda las medias muestrales para cada una de las muestras,
por el Teorema Central del Limite tenemos asegurado:

XNN(/%%)

59



" Hfr-"lrn--r.‘flr‘-'
+ (JLI-J |.‘ ardenal Herrera Capitulo 3

Ejemplo 3.7.

Comportamiento de las medias muestrales (de tamano 50) de una variable con media 10 y
desviacion tipica 1,5.

Supongamos que tenemos una variable que en la poblacién tiene media p = 10 y desviacién
tipica o = 1,5. Si el comportamiento de esta variable fuera aproximadamente Normal, la mayoria de
valores de esta variable estarfan alrededor del valor 10 més/menos dos desviaciones tipicas por arriba y
por abajo de este valor (es decir, entre 10 —3 = 7 y 10 + 3 = 13 estarfan la mayor parte de los valores
de la variable)

s Cdomo se comportarian las medias muestrales si extrajéramos varias muestras de tamano 50 ¢

Pues segin el Teorema Central del Limite, las medias muestrales seguiran una distribucién Normal con

media g = 10 y desviacién tipica % = \1/% = % =0,2121

Por tanto, las medias muestrales estarfan alrededor del valor 10, pero con més/menos dos desviaciones
tipicas por arriba y por abajo (es decir, entre 9,5758 y 10,4242 estarfan la mayor parte de las medias de
las muestras). Asi observamos que en general las medias muestrales son méas precisas que las variables
de las que provienen y seran més precisas cuantos mas valores tengamos en nuestra muestra.

3.6.2. Error estandar de un porcentaje

En el caso de que la variable de interés sea una variable nominal no tiene sentido que nos planteemos el
error estdndar de su media (de hecho la media de una variable nominal no tiene tampoco sentido) sino el
de su porcentaje de individuos en cada uno de sus valores. En este caso si P es el porcentaje de respuestas
en ese valor su error estdndar sera:

P - (100 — P)
n

En la expresién anterior se ha supuesto que la variable P esta expresada en tantos por 100, si estuviera
expresada en tantos por uno (es decir P es un valor entre 0 y 1) tinicamente habrfamos de cambiar en ella
el valor 100 por 1 y la expresién seguiria siendo valida.

Supongamos que tenemos una variable categérica y que nos interesa estimar el porcentaje de una de
sus categorias en la poblacién, al que llamamos P. Si tomamos varias muestras de tamano suficientemente
grande (n) y en cada una de esas muestras obtenemos una estimacién del porcentaje de interés, si llamamos
P ala variable que guarda los porcentajes de esas muestras, se cumple que esta variable aleatoria sigue la
siguiente distribucion:

P - (100 — P)

P~ N(P,
n

)
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3.6.3. Utilidad del Teorema Central del Limite

Ejemplo 3.8.

Se supone que el peso de los ninos de un ano de edad siguen una distribucion normal de
media 1 = 10 Kg y desviacion tipica 0 =2 Kg. Se extrae una muestra de 25 ninos cuyo peso
medio ha resultado ser T=12.2 Kg. A la vista del resultado, sparece cierto el supuesto de
que el peso medio poblacional de los ninios de un ano de edad esté entorno a los 10 Kg?

Solucion:
Si la muestra de ninos es representativa de la realidad (cosa que supuestamente es asi), el peso medio
muestral deberfa estar “cerca” del peso medio poblacional del que procede (10 kg). Ya que, por el
Teorema Central del Limite, sabemos que X ~ N(10, 2/\f(25)) Es decir, la probabilidad de encontrar
muestras de 25 nifnos con pesos medios muestrales superiores al observado (12.5) deberia ser comin (=<
0.5).
Hacemos el calculo:
P(X >12.5)=P(Z> 123-10)—P(7>6.25)~1-1=0.

Vz5

Es decir, 12.5 Kg es un peso medio extremadamente extrafio si procede de la poblacién N(10, 2/sqrt(25)).
Por lo tanto, podemos afirmar que el peso medio real de los nifios de un ano de edad es significativamente
mayor que 10 Kg.
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3.7. Ejercicios Capitulo 3
Ejercicio 3.1.

Se supone que la longitud de un feto, en la semana 20 de gestacién, sigue una distribucién normal con
media g = 23.5 cm y desviacidon tipica o = 2.85 cm. Los resultados de las ecografias, en la semana 20 de
gestacién, de 9 mujeres dan las siguientes longitudes de feto:

21.9, 24.7, 15.0, 21.7, 25.9, 22.6, 23.5, 17.8, 22.1

Calcula P(X < Z) y razona si la muestra puede provenir de la poblacién de longitudes descrita en el
ejercicio.

Ejercicio 3.2.

Cierta empresa afirma que las baterfas de las bombas de insulina que fabrica para suministra a los
hospitales, siguen una distribucién normal con una duracién media de 1.200 horas y una desviacién tipica
de 400 horas. Supén que el hospital le compra a la empresa nueve bombas de insulina y que su duracién
media ha sido de 1050 horas. Calcula P(X < 1050) ;Qué conclusién deduces del resultado?.

Ejercicio 3.3.

Los creadores de un nuevo molino de viento afirman que puede generar una media de 800 kilovatios
diarios de energia. Se supone que la generacién diaria de energia sigue una distribucién normal que tiene
una desviacion tipica o = 120 kilovatios. Se toma una muestra aleatoria de 100 dias y se obtiene una media
muestral de 768 kilovatios. a) Calcula la probabilidad de que la media muestral sea inferior a la observada.
b) A la vista del resultado, que puedes comentar sobre la eficiencia anunciada por los creadores del molino.

Ejercicio 3.4.

En la memoria anual de cierta compania de seguros, se estimé que el 15% de sus pacientes afiliados
necesitaron realizarse alguna prueba diagnéstica durante el afio pasado. En el primer mes del ano siguiente
se considera una muestra de 100 pacientes de los cuales 16 necesitaron realizarse alguna prueba diagnéstica.
Calcula P(p > 16 %). ;Existen indicios para pensar que el préximo ano aumentard significativamente el
porcentaje de pacientes que se realizaréan pruebas diagndsticas?
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Intervalos de confianza

4.1. Intervalo de confianza

El proceso de inferencia es aquel mediante el cual se pretende estimar el valor de un pardmetro a
partir del valor de un estadistico. Esta estimacién puede ser puntual o bien por intervalo. La mejor
estimacion puntual de un pardmetro es simplemente el valor del estadistico correspondiente, pero es poco
informativa porque la probabilidad de no dar con el valor correcto es muy elevada, es por eso que se acos-
tumbra a dar una estimacién por intervalo, en el que se espera encontrar el valor del pardmetro con una
elevada probabilidad. Esta estimacién recibe el nombre de estimacién mediante intervalos de confianza.

Ejemplo 4.1.

Algunos pardmetros y sus estimadores puntuales

A continuacién detallamos algunos pardmetros y sus respectivos estimadores puntuales:

= 4 representa la media poblacional de una variable cuantitativa y su estimador puntual es la media
muestral T

= o representa la desviaciéon tipica poblacional de una variable cuantitativa y su estimador puntual
es la desviacién tipica muestral S (de la misma forma, el estimador de la varianza poblacional o2
es la varianza muestral S2)

= P representa el porcentaje de valores de una categoria de interés en una variable categérica y su
estimador puntual es el porcentaje de esta caracteristica en la muestra P

La estimacién por intervalos de confianza consiste en determinar un posible rango de valores o intervalo
(a,b), en el que, con una determinada probabilidad, sus limites contendrédn el valor del pardmetro pobla-
cional que andamos buscando. Para cada muestra obtendremos un intervalo distinto que, para el X % de
ellas, contendra el verdadero valor del pardametro. A este intervalo se le denomina intervalo de confianza.

En este capitulo estudiaremos la estimacién por intervalos de confianza para una proporcién o porcentaje
(P) en el caso de disponer de una variable categérica y la MEDIA () cuando dispongamos de una variable
cuantitativa.

Evidentemente esta técnica no tiene porqué dar siempre un resultado correcto, tal y como hemos
comentado para algunas muestras el intervalo correspondiente contendra el verdadero valor del parametro
y para otras no. A la probabilidad de que hayamos acertado al decir que el intervalo contiene al pardmetro
se la denomina nivel de confianza (o simplemente confianza). También se denomina nivel de significacién
a la probabilidad de errar en esta afirmacidn, es decir la significacién (probabilidad de errar con nuestro
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intervalo) serd igual a 1-(nivel de confianza), ya que el nivel de confianza corresponde a la probabilidad de
que el intervalo contenga el valor verdadero del pardmetro.

Segun se introdujo en el tema anterior la variabilidad muestral hace que al obtener varias muestras de
la poblacién y calcular los estadisticos sobre éstas (como media, desviacién tipica, varianza,...) obtengamos
valores distintos para cada muestra, por tanto podemos hablar de la distribucién de estos estadisticos en
un conjunto de muestras, de la misma forma que hablamos de la distribucién de cualquier otra variable
aleatoria. El conocer las distribuciones de los estimadores anteriores nos permitird asociar a cada muestra
un intervalo de confianza para el pardmetro poblacional correspondiente.

Concretamente, el objetivo de este curso es trabajar con la estimacién de la media poblacional de una
variable cuantitativa (u) y la de el porcentaje de una caracteristica de interés en la poblacién a partir de
una variable categérica (P). En general siempre querremos estimar cantidades poblacionales, por ejemplo
1, P, y no sus equivalentes muestrales Z, P ya que de estos tltimos conoceremos sus valores exactos y
en consecuencia no necesitan ser estimados (se conocen sin ningin tipo de ambigiiedad). El reto que nos
proponemos es, a partir de los valores muestrales, conocer tanto como sea posible los valores poblacionales.
Para ello, utilizaremos las distribuciones de los correspondientes estimadores:

= Intervalo de confianza para un porcentaje poblacional P: utilizaremos la distribucién en el
muestreo del estadistico P

~ P-(100 — P P_P
P~ NP,y 210y ~ N(0, 1)
n P-(100—P)

= Intervalo de confianza para una media poblacional u: utilizaremos la distribucién en el
muestreo del estadistico T

1. Si la desviacién tipica poblacional o es conocida podemos utilizar la expresién introducida en

el tema 3
o

T~ Np——)= 22 N, 1)
Vel
2. Si la desviacién tipica poblacional o es desconocida (que es lo habitual), y por tanto a lo
sumo conoceremos S que es un estimador de o. En ese caso, debemos introducir una nueva
distribucién llamada Distribucion t de Student, pues la distribucién del estadistico T cuando
usamos la desviacién tipica muestral S es:

ff

~tn—1

v

donde t,,_1 representa la distribucién ¢ de Student con n—1 grados de libertad. Esta distribucién
se estudiara en el siguiente punto de este tema.

4.2. Distribucion t-Student

Cuando nos disponemos a hacer inferencia sobre la media poblacional () a partir de la media muestral
(T), resulta légico utilizar el Teorema Central del Limite, es decir, que

T H N1

Vo
En esta expresién o representa la desviacién tipica poblacional, de la que habitualmente no tendremos
informacioén sobre ella, es decir serd un valor desconocido. Si tenemos una muestra de tamafo suficien-
temente grande, podemos estimar el valor de la desviacién tipica poblacional o, a partir de la desviaciéon
tipica muestral S con una precisiéon aceptable. Por tanto la expresién anterior seguird siendo véalida. Pero si
la muestra que tenemos, no es suficientemente grande, la estimacién que tendremos de ¢ a partir de S no
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serd lo suficientemente precisa, y por tanto la expresién anterior no serd valida. En consecuencia, si ¢ no

es conocida y el tamario muestral que disponemos no es suficientemente grande, la expresién 5, que es
Vn
la que realmente usaremos para calcular el intervalo de confianza que pretendemos obtener, no seguird una

distribucién N (0, 1) sino otra distribucién similar (pero diferente), una distribucién ¢ de Student.
La distribucién ¢ de Student es una distribucién con las siguientes caracteristicas:
» Forma de campana.

» La méxima probabilidad se concentra alrededor del valor 0 (que es su media, moda y mediana) y
disminuye a medida que nos alejamos de este valor central.

= Su forma se define por un parametro g llamado grados de libertad, y que modula la mayor o menor
variabilidad de los valores de esta distribucion.

Como consecuencia de las caracteristicas anteriores resulta que la distribucién ¢ tiene una forma muy
similar a la distribucién Normal Estandar, pero en funcién de los grados de libertad cambia su forma. A
continuacién se muestra la representacién de varias distribuciones ¢ con diferentes grados de libertad junto
a una distribucién Normal Estédndar.

<
o
© |
o
]
©
°
3 0N
@ O
Qo
o
S
o
<
o
o |
o
T T T T I
-4 -2 0 2 4
X

Podemos observar, que a medida que aumentan los grados de libertad, la distribucién ¢ se va aproximando
a la distribucién Normal estdndar. En la siguiente figura representamos conjuntamente una distribucién ¢
de Student con 30 grados de libertad y la distribucién Normal estandar. Tal y como se puede apreciar ambas
distribuciones son practicamente indistinguibles a nivel gréafico. Esto justifica que para tamafios de muestra
superiores a 30 valores el intervalo de confianza que obtendriamos la distribucién ¢ serian préacticamente
iguales que si empleamos una distribucién Normal Estandar. Por tanto, cuando en el péarrafo anterior
decfamos que podriamos emplear la distribucién Normal cuando el tamaifio de la muestra que dispongamos
sea suficientemente grande, en funcién de la siguiente figura podemos considerar que tamafnos muestrales
superiores a 30 unidades son suficientemente grandes, mientras que para tamanos muestrales menores seria
més prudente utilizar la distribucién ¢ en lugar de la Normal.
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Probabilidad
0.2 0.3
1 1

0.1

0.0
1

A continuacién reproducimos una tabla de la distribucién t de la misma forma que hicimos para la
distribucién Normal Estdndar. Cada fila de esta tabla se refiere a un niimero de grados de libertad diferente,
que aparecen en la primera columna. A su vez cada una de las columnas de la tabla corresponde a un
valor concreto de probabilidad. Para cada combinacién de fila y columna la tabla reproduce aquel valor
que para los grados de libertad correspondientes deja a su izquierda la probabilidad determinada por la
columna a la que pertenece.
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Tabla de probabilidades de la distribucion t de Student
[P(t <T)]

g\T | 0.650 0.700 0.750 0.800 0.850 0.900 0.950 0.9750 0.990 0.995
10509 0.726 1.000 1.376 1.962 3.077 6.313 12.706 31.820 63.656
2| 0444 0617 0816 1.060 1.386 1.885 2919 4302 6.964  9.924
3] 0424 0.584 0.764 0.978 1.249 1.637 2.353 3.182 4.540 5.840
410414 0568 0.740 0.940 1.189 1.533 2131 2776  3.746  4.604
51 0.408 0.559 0.726 0.919 1.155 1.475 2.015 2.570 3.364 4.032
6 | 0404 0.553 0.717 0.905 1.134 1439 1943 2446  3.142  3.707
710401 0549 0.711 0.896 1.119 1.414 1.894  2.364 2997  3.499
8 10399 0.545 0.706 0.888 1.108 1.396 1.859 2.306 2.896 3.355
91 0.397 0.543 0.702 0.883 1.099 1.383 1.833 2.262 2.821 3.249

10 | 0.396 0.541 0.699 0.879 1.093 1.372 1.812 2.228 2.763 3.169
11 1 0.395 0.539 0.697 0.875 1.087 1.363 1.795 2.200 2.718 3.105
12 | 0.394 0.538 0.695 0.872 1.083 1.356 1.782 2.178 2.680 3.054
13 1 0393 0.537 0.693 0.870 1.079 1.350 1.770 2.160 2.650 3.012
14 1 0.393 0.536 0.692 0.868 1.076 1.345 1.761 2.144 2.624 2.976
15 ] 0.392 0.535 0.691 0.866 1.073 1.340 1.753 2.131 2.602 2.946
16 | 0.392 0.535 0.690 0.864 1.071 1.336 1.745 2.119 2.583 2.920
17 | 0391 0534 0.689 0.863 1.069 1.333 1.739 2109 2566  2.898
18 | 0.391 0.533 0.688 0.862 1.067 1.330 1.734 2.100 2.552 2.878
19 |1 0.391 0.533 0.687 0.860 1.065 1.327 1.729 2.093 2.539 2.860
20 | 0.390 0.532 0.686 0.859 1.064 1.325 1.724 2085  2.527  2.845
21 | 0.390 0.532 0.686 0.859 1.062 1.323 1.720 2.079 2.517 2.831
22 | 0.390 0.532 0.685 0.858 1.061 1.321 1.717 2.073 2.508 2.818
23 [ 0.390 0531 0.685 0.857 1.060 1.319 1.713  2.068 2499  2.807
24 | 0.389 0.531 0.684 0.856 1.059 1.317 1.710 2.063 2.492 2.796
25 | 0.389 0.531 0.684 0.856 1.058 1.316 1.708 2.059 2.485 2.787
26 | 0.389 0.530 0.684 0.855 1.057 1.314 1.705 2055 2478  2.778
27 1 0.389 0.530 0.683 0.855 1.056 1.313 1.703 2.051 2.472 2.770
28 | 0.389 0.530 0.683 0.854 1.055 1.312 1.701 2.048 2.467 2.763
29 | 0.389 0.530 0.683 0.854 1.055 1.311 1.699 2045 2462  2.756
30 | 0.389 0.530 0.682 0.853 1.064 1.310 1.697 2.042 2.457 2.749
40 | 0.388 0.528 0.680 0.850 1.050 1.303 1.683 2.021 2.423 2.704
60 | 0.387 0.527 0.678 0.847 1.045 1.295 1.670  2.000  2.390  2.660
120 | 0.386 0.525 0.676 0.844 1.040 1.288 1.657 1.979 2.357 2.617
co | 0385 0.524 0.674 0.841 1.036 1.281 1.644 1959  2.326  2.575
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4.3. Intervalo de confianza para una media

En este caso estaremos interesados en encontrar un procedimiento para calcular el intervalo para el
pardmetro p que, en caso de disponer de varias muestras de la poblacién, contendria el verdadero valor del
pardmetro cierto porcentaje de veces (confianza del intervalo). La confianza del intervalo se suele representar
como del (1 — «) %, es decir, en adelante asumiremos que « representa la proporcién de muestras para las
que el intervalo que calculemos no contendra el verdadero valor del parametro.

4.3.1. Intervalo de confianza para una media: desviacion tipica pobla-
cional conocida

Tal y como hemos senalado anteriormente, en caso conocer la desviacién tipica de la poblacién tenemos
garantizadas las siguientes relaciones:

Segiin vimos en el tema 2, para cualquier variable que siga una distribucién N (0, 1), si queremos hallar
un intervalo (centrado en 0) que contenga el 100 (1 — ) % de los valores de la variable podemos delimitarlo
mediante los valores el Zl,% y Z% (= fZl,%), que nos proporciona la tabla de la distribucién Normal,
donde Z;_g es el valor de la distribucién N(0,1) que cumple que el 100 - (1 — §) % de los valores de esta
distribucién son inferiores a él. En consecuencia tenemos que el intervalo:

2y < tE

NG

contiene el 100 - (1 — a) % de los valores que podria tomar Zz%. Aplicando la aritmética de variables

v

normales que también introducimos en el Tema 2, tenemos:

_ o
_Zl—%'\/ﬁgm_ugzl—%'%
y
o o
—Zi_a —=—T< —pu<Zi_a——7T
1-4 Jn S B> 41-g N
Finalmente,

Por tanto, el intervalo en el que p estard contenido con un 100 - (1 — «) % de confianza es:

]

7

@—Zi-g- T+ Z1—g -

o
vn

De esta forma hemos obtenido la expresién del intervalo de confianza al 100 - (1 — &) % para la media
poblacional p.
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Ejemplo 4.2.

En un estudio se pretende estimar la edad media a la que se diagnostica la Diabetes Mellitus
en la Comunitat Valenciana. Para ello se dispone de una muestra de 100 pacientes a los
que se les ha preguntado la edad de diagndstico de la enfermedad. A partir de estos 100
pacientes se ha obtenido una edad media (muestral) de 48,78 anos. Si es conocido, a raiz de
otros estudios, que la desviacion tipica poblacional de esta variable (Edad de diagnéstico de
la enfermedad) es o = 16,32, calcula un intervalo de confianza al 95% para la edad media de
diagndstico de esta enfermedad en la region de estudio.

Datos para realizar la estimaciéon: n = 100, T = 48,78 y 0 = 16,32

Como queremos obtener un intervalo con un 95% de confianza, tenemos 1 — a = 0,95, y por tanto
a =005y 5 = 0,025, asi, (1 — §) = 0,975. Por tanto debemos buscar el valor de la Normal estdndar
que cumple que el 97,5 % de los valores son inferiores a él. Este valor de la N(0,1) es Zi-g =19, y
por tanto, el intervalo es:

16,32 16,32

48,78 — 1,96 - —== | 48,78 + 1,96 - —— | =
V100 V100
[45,59 , 51,98]

Con un 95 % de confianza, la edad media a la que se diagnostica la Diabetes Mellitus en la Comunitat
Valenciana serd un valor contenido en el intervalo [45,59 , 51,98].

4.3.2. Intervalo de confianza para una media: desviacion tipica pobla-
cional desconocida

Tal y como hemos senalado anteriormente, en caso de no conocer la desviacién tipica de la poblacién
no podremos conocer el valor de la siguiente expresion:
T—
o/\/n

sino que habremos de aproximarla por:

T—p

S/v/n
que segun hemos visto sigue una distribucién ¢ con n — 1 grados de libertad. Conociendo dicha distribucién
podremos proceder de manera andloga a como lo hemos hecho cuando conociamos el valor de la desviacién
tipica poblacional. Es decir, si t(,—1,1—=2) es el valor de la distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de
libertad que cumple que el (1 — §) - 100 % de los valores de esta distribucién son inferiores a él, entonces
tenemos que con una confianza del (1 — «) - 100 % se dardn las siguientes desigualdades:

T—p
S
vn

—tnm-1,1-2) < Stn-11-9)

Por tanto, aplicando la aritmética de variables vista en el Tema 2:

S _ S
_t(n—l,l—%) : 7 <T-—p< t(n—l,l—%) : 7
Y S S
ln—1,1-%) - NG — TS —p<Stno11-2)- n -z
Finalmente,
_ S _ S
T—tn-1,1-2)" NG SpSTHitmn-11-9)" N
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Por tanto, el intervalo en el que p estard contenido con un 100 - (1 — &) % de confianza es:

[ Herrera Capitulo 4

S

_ S _
T—ln-1,1-9)" ﬁ y TAln—11-9)- /n

Ejemplo 4.3.

En un estudio se pretende estimar la edad media a la que se diagnostica la Diabetes Mellitus
en la Comunitat Valenciana. Para ello se dispone de una muestra de 21 pacientes a los que
se les ha preguntado la edad de diagndstico de la enfermedad. A partir de estos 21 pacientes
se ha obtenido una edad media (muestral) de 48,78 anos y una desviacion tipica muestral de
16,32. Calcula un intervalo de confianza al 95% para la edad media de diagndstico de esta
enfermedad en la region de estudio.

Tenemos como datos para realizar la estimacién: n = 21, 7 = 48,78 y S = 16,32.

Como queremos obtener un intervalo con un 95% de confianza, tenemos 1 — a = 0,95, y por tanto
a=0,05y § = 0,025, asf, (1 - §) = 0,975 y debemos buscar el valor de la distribucién ¢ de Student con
n — 1= 20 grados de libertad que cumple que el 97,5 % de los valores son inferiores a él. Este valor de la
t de Student es t(20,0,075) = 2,085, y por tanto, el intervalo que querfamos calcular tomara la siguiente
expresion:

48,78 — 2,085 1032 4g 78 4 9.085. 16:32] _
V2l V2l
[41,35 | 56,20]

Con un 95 % de confianza, la edad media a la que se diagnostica la Diabetes Mellitus en la Comunitat
Valenciana estard contenida en el intervalo [41,35 , 56,20], es decir, entre 41 y 56 anos aproximadamente.

Por tanto a modo de resumen, el cdlculo de un intervalo de confianza para una media poblacional se
calcula como se indica a continuacion:

Pardmetro | Estimacién Desviacién tipica Intrvalo de confianza al
a estimar puntual poblacional (o) conocida 100 - (1 — a) % para p
[ T Si [z—zl_%.% , E+Z1_%~%}
7 T No [f —tn-11-9) % s THlp-1,1-9) " %}

4.4. Intervalo de confianza para un porcentaje

En el caso de disponer de una variable cualitativa, en la que su media no tiene demasiado sentido, suele
ser habitual plantearse el cdlculo del intervalo de confianza para el porcentaje de individuos en cada una
de sus categorias. En esta seccién nos ocuparemos del caso en que dispongamos de una variable binaria
y queramos hacer inferencia sobre el porcentaje de dicha caracteristica en la poblacién (P), a partir del
porcentaje de esa misma caracteristica en nuestra muestra (16)

Calculemos el intervalo para P con nivel de confianza 100 - (1 — a)) %. La distribucién del estadistico P

es:
13~N(P, P- (IOOfP))
n
por tanto si tipificamos dicha variable resulta:
P-r N(0,1)

/ P-(100—P)
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si n es razonablemente grande, de la misma forma que sucedia para la media de poblaciones normales,
podremos aproximar la desviacién tipica de la expresién anterior tomando P = P en ella. En ese caso
tenemos:

Capitulo 4

N(0,1)

asi, procediendo de forma andloga al caso de la media de una poblacién normal tenemos que, con una
confianza del 100 - (1 — &) %, el estadistico anterior se hallard en el siguiente intervalo:

—Zl_% <

I
v
=
3|8
|
o
I

por tanto, aplicando la aritmética de variables tenemos:

. 13.(100_13)<167P<Z . |P-(00—P)
1-g — .= SZ1-g —
. | P- (100 — P) - | P- (100 — P) _5
Pz . | P- (100 — P) ) cp<Piz . |P. (100 P)

Por tanto, el intervalo en el que P estard contenido con un (1 — a) x 100 % de confianza seré:

~ P.(100 - P ~ P.(100 - P
Py PUO=P) 5oy [Poa00=P)

| /\

Finalmente,

Ejemplo 4.4.

Un estudio pretende estimar el porcentaje de hipertensos que hay entre las personas mayores
de 65 anos en la Comunidad Valenciana. Ademds de una estimacion puntual de este
porcentaje, interesa obtener un intervalo de confianza al 95% para este pardmetro de la
poblacion (P). Para llevar a cabo este estudio, han sido seleccionadas 350 personas mayores
de 65 anos en toda la Comunidad, resultando tras realizar las pruebas correspondientes que
167 padecen de hipertension.

P=% de hipertensos entre las personas mayores de 65 afnos en la Comunidad Valenciana. n = 350
Estimador puntual: P = £37 - 100 % = 47,71 %

Como queremos obtener un intervalo con un 95% de confianza, entonces 1 — a = 0,95 y por tanto
a = 0,05. Asi, (1 — §) = 0,975 y en consecuencia debemos buscar el valor de la Normal estdndar que
cumple que el 97,5% de los valores son inferiores a él. Este valor de la N(0,1) es Z;_¢ = 1,96, y por

tanto, el intervalo que buscamos es:

47,71 - (100 — 47,71) \/47,71~(100—47,71) B
{47,71 1,96\/ 250 , 47,71 —1,96 250 =

[42,48 , 52,94]

Asi, con un 95 % de confianza, el porcentaje de hipertensos entre las personas mayores de 65 anos en la
Comunidad Valenciana estard contenido en el intervalo [42,48 , 52,94], es decir, aproximadamente entre
el 42,5% y 53 % de la poblacién.
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4.5. Calculo del tamano muestral para obtener un error de
estimacién prefijado

Capitulo 4

En ocasiones, antes de comentar un estudio, nos planteamos cudl es el tamano que debe tener la
muestra que vamos a seleccionar. La respuesta estadistica siempre es “lo mds grande posible”. Sin embargo,
cuando tenemos un objetivo concreto, como cometer un error no mayor de un umbral determinado, es
posible calcular el tamafio muestra necesario para cumplir ese requisito con un nivel de confianza (1 — «)
determinado.

4.5.1. Tamano muestral necesario para la estimacién de una media po-
blacional con un error determinado.

En esta seccién nos plantearemos el calculo del tamano muestral necesario para estimar una media
poblacional (u) con un error méximo e. Para ello tendremos que fijar previamente el nivel de confianza
con el que queremos trabajar (1 — a) x 100% y conocer (o tener una estimacién aproximada a partir de
estudios previos o una pre-muestra) de la desviacién tipica poblacional o.

Sabemos, que la férmula para hallar el intervalo de confianza para una media poblacional con desviacién
tipica poblacional conocida y con una confianza del (1 — a) x 100 % es:

— g
xr — Zlfg

v v

Considerando que el error de la estimacién (e) es la amplitud del intervalo, queremos:

T+ Zk% :

g
€<:2'Zl_%'7

NG

Asi, despejando de esta expresién, podemos obtener:

2’Z1,g'0' 2 4'Z12,g0'2
n>=|—"">—| =—52—
e e

Ejemplo 4.5.

Supongamos que queremos estimar el nivel de hemoglobina (Hb) medio para los pacientes
oncoldgicos sometidos a tratamiento de Quimioterapia. Supongamos también que queremos
obtener esta estimacion con un error mdximo de 0,2 unidades y que queremos trabajar con
una confianza del 95 %. Como no disponemos, como es habitual, del valor de la desviacidn
tipica de esta variable en la poblacion, hemos tomado una pre-muestra de esta poblaciéon y
hemos obtenido una desviacion tipica de esta pre-muestra de 0,6

Partimos de los siguientes datos:

e =0,2; 1fa:0,95:>17%:0,975:1,96; o~ 0,6

Aplicando la férmula anterior obtenemos:

4-(1 2 2
n>— % = 138,3 =~ 139 pacientes

4.5.2. Tamano muestral necesario para la estimacion de un porcentaje
poblacional con un error determinado.
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En esta seccién nos plantearemos, de forma similar a la seccién anterior, el cdlculo del tamano muestral
necesario para estimar un porcentaje poblacional (P) con un error maximo e. Para ello, también debemos
fijar previamente el nivel de confianza con el que queremos trabajar (1 —a) x 100 % y tener una estimacién
aproximada, a partir de estudios previos o una pre-muestra, de la magnitud del porcentaje que queremos
estimar (si estard alrededor del 10 %, 35 %, 50 %....). Si no tenemos esta informacién nos pondremos en
el peor de los casos, es decir, en el que tiene una estimacion con mayor variabilidad, que coincide con
P =~ 50%.

Sabemos, que la férmula para hallar el intervalo de confianza para una media poblacional con desviacién
tipica poblacional conocida y con una confianza del (1 — a) x 100 % es:

Capitulo 4

Pozy g /20D plg .

donde en la expresién 4/ W hemos aproximado por el valor de P el verdadero porcentaje poblacional
P.

Considerando que el error de la estimacién (e) es, como en el caso anterior, la amplitud del intervalo,
queremos:

P - (100 — P)

€<=2~Zl_%~ "

Asi, despejando de esta expresién, podemos obtener:

4.7% o -P-(100—P
e 1-g ( )

Ejemplo 4.6.

Supongamos que queremos estimar el % de minos menores de 15 anos que tienen alguna
caries en sus dientes definitivos en la Comunidad Valenciana. Supongamos también que
queremos obtener esta estimacidon con un error mdzximo de un 6% y que queremos trabajar
con una confianza del 95 %. Si dispusiéramos de una estimacion previa de este porcentaje (o
bien por estudios previos en otras comunidades, o bien obtenido a partir de una pre-muestra
lo utilizariamos como valor de P. Supongamos que en esta ocasion no es ast, no tenemos
ninguna tdea previa sobre el valor que toma este porcentaje, asi que nos pondremos en el
peor de los casos y supondremos que nuestro porcentaje estd alrededor del 50 %

Partimos de los siguientes datos:
e =6%; 1fa:0,95¢17%:0,975:1,96; P=50%
Aplicando la férmula anterior obtenemos:

4-(1,96)% - 50 - (100 — 50)

n>= 62

= 1067,1 = 1067 pacientes
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Ejemplo 4.7.

Consideremos, con el mismo escenario que en ejemplo anterior, que si tenemos una estima-
cioén previa, por un estudio realizado en la Comunidad de Galicia, del porcentaje aproxrimado
de ninos en esas edades con alguna caries en sus dientes definitivos. En esa region se ha
obtenido un porcentaje del 10 %

En este caso, aunque no conozcamos ese porcentaje en nuestra regiéon de estudio, cabria pensar
que no distaria muchisimo del que se ha obtenido en Galicia y, aprovechando esta estimacién, podriamos
considerar que el porcentaje que queremos estimar estard alrededor del valor P =~ 10%. El tamafio
muestral necesario cambiaria sustancialmente, tal y como se indica a continuacién:

4-(1,96)%- 10 - (100 — 10)

&2 = 384,2 ~ 384 pacientes

n >=
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4.6. Ejercicios Capitulo 4

Para todos los problemas que se proponen a continuacién reflexiona sobre cudl es en cada uno de ellos:
= Poblacién en estudio

= Variable en estudio y tipo de la misma (cuantitativa o cualitativa)
= Pardmetro de interés para el que se calcula el intervalo de confianza

= Interpretaciéon del intervalo de confianza obtenido.
Ejercicio 4.1.

Se llevé a cabo un experimento disenado para estimar el nimero medio de latidos por minuto del
corazén en los nifios de 5 anos de edad. A partir de una muestra aleatoria de 49 ninos de 5 afios se
encontré que el nimero medio de latidos por minuto era de 90 pulsaciones. Si podemos considerar que la
varianza de esta variable en la poblacién en estudio es 02 = 100, calcula un intervalo de confianza al 95 %
para el nimero medio de latidos por minuto de esta poblacién e interpreta el resultado.

Ejercicio 4.2.

Un estudio se planteé como objetivo comparar la capacidad fisica de nifios de 7 y 9 anos. Con este
fin se disend una prueba que ponia a prueba la capacidad fisica de los nifios y se fijaron los criterios que
determinaban si cada nifio habia superado la prueba fisica o no. Se someti6 a dicha prueba a una muestra
de 21 nifios de 7 afios, de los cuales 6 consiguieron superarla. Por otro lado, aplicando la prueba a una
muestra aleatoria de 16 nifios de 9 afios se obtuvo que 12 de ellos también consiguieron pasarla. Calcula
un intervalo de confianza al 95% para el porcentaje de ninos de 7 afnos que pueden pasar la prueba en
la poblaciéon y otro intervalo con la misma confianza para los ninos de 9 anos. Interprétalos y explica
qué conclusiones podrias obtener si comparas ambos intervalos.;Crees que existen diferencias significativas
entre ambos grupos?

Ejercicio 4.3.

Se obtuvieron, a partir de una muestra de 15 hombres adultos fisicamente activos, los siguientes valores
de la presién parcial de oxigeno en la sangre (Pa@Q2) en reposo:

75, 80, 84, 74, 84, 78, 89, 72, 83, 76, 75, 87, 78, 79, 88

A partir de estos datos, calcula el intervalo de confianza al 95 por ciento para el nivel medio de esta variable
de la poblacion e interpreta su resultado.

Ejercicio 4.4.

El coordinador de un centro de salud estaba interesado en estimar el tiempo medio que los pacientes
pasan en la sala de espera entre sus registros en admisién y su atenciéon por un miembro del equipo médico.
Para ello, seleccioné aleatoriamente una muestra de 100 pacientes, a partir de los cuales obtuvo un tiempo
medio de permanencia en la sala de espera de 23 minutos y una desviacion tipica de 10 minutos. Calcula
un intervalo de confianza al 90 % para el tiempo medio de espera en el centro de salud e interpreta el
resultado.

Ejercicio 4.5.

En un estudio sobre la duracién de la hospitalizacion realizado por varios hospitales en cooperacién, se
extrajo al azar una muestra aleatoria de 64 pacientes con tlcera péptica de una lista de todos los pacientes
con esta enfermedad admitidos alguna vez en los hospitales. A partir de esta muestra se determiné, para
cada uno, la duracién de su hospitalizacién. Se encontré que la duracién media de la hospitalizacién de
esta muestra fue de 8,25 dias. Si se sabe por otros estudios previos que la desviacién tipica del tiempo
medio de hospitalizacién para esta poblacién es de 3 dias, halla el intervalo de confianza al 90 % para la
duracion de la hospitalizacién media poblacional e interpreta su resultado.
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Ejercicio 4.6.

Un proyecto de investigacién se plantea llevar a cabo un estudio actualizado de caracterizacién de los
nifios de diez afos, en el que una de las variables de interés es su peso. A partir de una muestra de 25 nifios
de diez anos de edad se obtuvo un peso medio y una desviacién tipica de 36,5 y 5 kg respectivamente.
Con estos datos, halla un intervalo de confianza al 90 % para el peso medio de ninos de diez anos de la
poblacién e interpreta su resultado.

Ejercicio 4.7.

Los siguientes valores son las concentraciones de bilirrubina en suero de una muestra de 10 pacientes
admitidos a un hospital para el tratamiento de la hepatitis:

20,5, 14,8, 21,3, 12,7, 152, 26,6, 23,4, 22,9, 15,7, 19,2

Con estos valores construye un intervalo de confianza al 95 % para la concentracién media de bilirrubina
en suero de este tipo de pacientes e interpreta el resultado.

Ejercicio 4.8.

Un encargado del archivo de expedientes médicos de un hospital se planted llevar a cabo un estudio
sobre la calidad de la informacién de los expedientes de los pacientes del hospital. Para ello extrajo al azar
una muestra de 100 expedientes de pacientes y encontré que en el 8 por ciento de ellos la caratula tenia, al
menos, un detalle de informacién que contradecia el resto de la informacién que aparecia en el expediente.
Construye un intervalos de confianza al 99 % por ciento para el porcentaje de los expedientes que contienen
dichas discrepancias.

Ejercicio 4.9.

En un equipo de rehabilitaciéon estaban disenando una actividad destinada a pacientes con una deter-
minada incapacidad fisica. Antes de ponerla a prueba necesitaban una estimacién del tiempo medio que
este tipo de pacientes requeriria para realizar la actividad. Con este objetivo se expuso la actividad en
prueba a 9 pacientes que padecian la incapacidad fisica en estudio y se les pidié que la llevaran a cabo
como parte de un experimento. El tiempo promedio requerido por estos pacientes para realizar la tarea
fue de 7 minutos con una desviacién tipica de 2 minutos. Construye un intervalo de confianza 95 % para
el tiempo medio requerido para que este tipo de pacientes efectie la tarea e interpreta el resultado.

Ejercicio 4.10.

Una muestra de 100 hombres adultos aparentemente normales, de 25 afios de edad, mostré una presién
sistélica sanguinea media de 125 unidades. Si se sabe que la desviacién tipica de esta medida en la poblacién
es de 15 unidades, calcula el intervalo de confianza al 99 % para la media de esta variable en la poblacién
e interpreta el resultado.

Ejercicio 4.11.

Una compania de seguros se planted realizar un estudio de mercado en una determinada comunidad.
Tenia interés en estimar el porcentaje de familias en las que al menos uno de los miembros de la misma
tenfa contratado alguna forma de seguro relacionado con la salud. Para ello, recogié informacién de una
muestra aleatoria de 150 familias en la comunidad en estudio, la cudl revel6 que en el 87 por ciento de
los casos por lo menos uno de los miembros de la familia tenfa contratado alguno de estos seguros. Con
esta informacién, construye un intervalo de confianza al 90 % para el porcentaje de interés e interpreta su
resultado.

Ejercicio 4.12.

Un grupo de investigacién se plante6 el estudio del porcentaje de personas con asma que tiene reacciones
positivas de la piel al polvo de su casa. Para ello tomé una muestra de 140 pacientes asmaticos, en los
que se obtuvo que el 35 por ciento tuvo estas reacciones positivas de la piel al polvo de casa. Con estos
resultados construye el intervalo de confianza al 95 % para el porcentaje real de asmdticos que pueden
tener estas reacciones alérgicas positivas e interprétalo.
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Ejercicio 4.13.

Un centro de investigacién estd disefiando un proyecto mediante el cudl quieren estimar el tamano
medio de los célculos biliares (piedras en la vesicula) de los pacientes que requieren una Colecistectomia
(eliminacién de la vesicula biliar), ya que estan disenando una nueva técnica para llevar a cabo la interven-
cién. El tamafio medio de estos cédlculos biliares se quiere estimar con un error inferior o igual a 4 mm y
con una confianza del 99 %. Conocen, por otros estudios, que la desviacién tipica de esta variable se puede
aproximar con el valor de 0.85 cm. Necesitan que calcules cudntos célculos biliares deben analizar (tamartio
de la muestra) para llevar a cabo su objetivo de estimacién segin sus condiciones de error.

Ejercicio 4.14.

Es conocido por un estudio reciente que la prevalencia de pacientes con Diabetes Tipo 2 que sufren
como complicacién una Nefropatia estd alrededor del 13 %. Un grupo de investigacién estd interesado en
llevar a cabo una estimacién de esta misma prevalencia, pero con pacientes que tienen Diabetes Tipo 1.
Quieren estimar esta prevalencia de Nefropatia en pacientes con Diabetes Tipo 1 con un error maximo del
3.5% y con una confianza del 90 %. Calcula el tamano muestral necesario para llevar a cabo este objetivo
en los dos siguientes supuestos:

1. Considerando como valor aproximado de prevalencia que se quiere estimar la estimacién de la misma
en los pacientes con Diabetes Tipo 2.

2. Considerando que no se dispone de informacién previa para los valores esperados para esta preva-
lencia.

Ejercicios recopilatorios

Ejercicio 4.15.

Se dispone de una muestra de 14 nifios de 5 afios a los que se les ha medido la longitud de la tibia
obteniendo los siguientes valores (en cm):

21.7 28.2 26.8 26.5 30.5 28.4 25.9 28.8 28.5 30.9 30.8 26.7 30.6 27.9

a) Calcula la media, la desviacién tipica, la mediana, el percentil 25 y el percentil 75 de estos datos.

b) Calcula un intervalo de confianza al 99 % para la media de la variable en estudio de la poblacién e
interpreta su resultado.

¢) Tomando estos datos como estudio previo (o pre-muestra), calcula el tamafio muestral necesario para
obtener una estimacién de la longitud media de la tibia en nifios de 5 afios con un error inferior o igual a
1.0 cm (y con una confianza del 99 %).

Ejercicio 4.16.

Estudios epidemioldgicos revelan que en Italia, alrededor del 10 % de los mayores de 65 anos tienen
diabetes. Para averiguar si en Espaiia la prevalencia de la enfermedad es significativamente diferente a la
de Italia, se extrae una muestra de 500 mayores de 65 anos y se determina que 38 de ellos tienen diabetes.
a) Indica cuél es la poblacién de estudio, cuél es la variable de interés y clasifica de qué tipo de variable se
trata.

b) Calcula un intervalo de confianza al 85 % para el porcentaje de diabéticos, mayores de 65 anos, en
Espana y determina, razonadamente, si la prevalencia de la diabetes de los dos paises es diferente.
¢) Olvida todo lo anterior e imagina ahora que el porcentaje de diabéticos espafioles, mayores de 65 anos,
sigue una distribucién normal con media poblacional ; = 8 y desviacién tipica poblacional o = 1,5. Calcula
la probabilidad de que en una provincia espanola el porcentaje de diabéticos varie entre 5.3 y 9.7.

Ejercicio 4.17.

Los historiales de una clinica de adelgazamiento revelan que el ultimo grupo de 9 pacientes adelgazaron
(en kg) los siguientes valores:
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9,11, 11, 12, 10, 10, 7, 8 , 15

a) Calcula el percentil 33 e interpreta su resultado.
b) Averigua un intervalo de confianza al 80 % e interpreta su resultado en el contexto del ejercicio.

Ejercicio 4.18.

Entre los historiales de una clinica fisioterapéutica pertenecientes a los pacientes que han comenzado
un tratamiento de filtraciones de rodilla en el primer trimestre se han seleccionado 12 historiales al azar y
se ha extraido de ellos la edad de los pacientes obteniendo los siguientes valores:

10, 11, 11, 13, 14, 14, 15, 15, 16, 19, 21, 29

a) Calcula el percentil 40 e interpreta su resultado.
b) Realiza los cdlculos necesarios para justificar si existen valores atipicos en la muestra dada.
¢) Calcula un intervalo de confianza al 80 % e interpreta su resultado en el contexto del ejercicio.

Ejercicio 4.19.

Un estudio pretende estimar el porcentaje de personas ancianos con anemia en la Comunidad Valencia-
na. Para ello ha seleccionado una muestra de 584 ancianos de esta regién, de los que en 139 se ha detectado
algin tipo de anemia.

a) Calcula un intervalo de confianza al 98 % para el porcentaje de ancianos con anemia en la Comunidad
Valenciana e interpreta su resultado.

b) Considera los datos del enunciado como datos de una pre-muestra y calcula el tamafio muestral necesario
para estimar el porcentaje de interés con un error inferior o igual al 5% y con la misma confianza del 98 %.

Ejercicio 4.20.

Se desea estimar el porcentaje de personas diabéticas que padecen hipertensién en Espana. Con este
objetivo se ha tomado una muestra de 345 personas diabéticas de las que 87 padecian hipertensién.

a) Indica cudl es la poblacién en estudio, cudl es la variable en estudio y el tipo de la misma.
b) Calcula un intervalo de confianza al 96 % para el porcentaje de interés en la poblacién e interprétalo.
¢) Estudios realizados recientemente publicados han estimado que el porcentaje de diabéticos en EEUU
que padecen hipertensién es del 22 %. A la vista del intervalo calculado, jpodemos concluir que en Espafia
ese porcentaje es significativamente diferente?

Ejercicio 4.21.

Un proyecto de investigacién pretende, entre sus objetivos, poder estimar el nivel medio de hematocrito
en hombres nadadores profesionales. Con este fin ha recogido una muestra de 11 sujetos de esta poblacién
obteniendo para ellos los siguientes valores de hematocrito:

46.5, 48.9, 43.6, 48.8, 49.5, 42.8, 45.9, 47.2, 46.9, 44.4, A7.7

a) Indica cudl es la poblacién en estudio, cudl es la variable en estudio y el tipo de la misma.

b) Calcula un intervalo de confianza al 98 % para la media de la variable en la poblacién e interpreta
el resultado.

¢) Los investigadores que han realizado un estudio previo afirman que el valor medio de hematocrito en
este tipo de profesionales es superior a 44 jel intervalo que has obtenido en el apartado anterior confirma
este resultado o no? Razona tu respuesta.

d) Calcula el percentil 77 de los datos de la muestra e interprétalo.
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Introduccion a los contrastes de
hipotesis

Junto con los intervalos de confianza los contrastes (o tests) de hipdtesis son la herramienta més im-
portante de la inferencia estadistica, es decir, una de las técnicas mas importantes para extraer informacién
a partir de los datos. Segin hemos visto en el capitulo anterior los intervalos de confianza nos permiten
dar estimaciones de cualquier parametro estadistico incorporando la incertidumbre que todavia tenemos
sobre dicho pardmetro y que los datos que disponemos no son capaces de precisar en mayor medida. Por
el contrario los contrastes de hipdtesis son capaces de responder a preguntas concretas que nos podemos
formular sobre los parametros poblacionales de interés, por ejemplo: ;La cantidad media diaria de sal
ingerida por hipertensos es mayor que la que ingieren las personas con presién arterial normal?, ;La tem-
peratura corporal de los pacientes que han sufrido cierta infeccién bacteriana es superior a los 36.7 grados
centigrados?, jLa proporcién de personas diabéticas con problemas de vista es superior a la de la poblacién
general?. Resulta evidente que un mecanismo capaz de dar respuesta a cuestiones como las anteriores seria
una herramienta muy valiosa, en consecuencia los contrastes o tests de hipdtesis son una de las utilidades
mas valoradas y extendidas en la realizaciéon de estudios estadisticos.
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Ejemplo 5.1.

Un estudio pretende estudiar la edad media a la que se diagnostica la Endometriosis en
mujeres de un drea de salud concreta. Para ello se dispone de una muestra aleatoria de 16
mugeres diagnosticadas de esta enfermedad en ese distrito, cuyas edades de diagndstico se
muestran a continuacion:

]22 24 21 20 26 28 22 21 18 13 23 27 29 16 31 19

¢ Que podriamos decir a partir de dicha muestra?

Como queremos conocer la edad media de diagndstico de esta enfermedad calculamos este valor
para nuestra muestra, asi como su desviacion tipica:

X =225 S=487; Sgx=——=122

=l
Vn
Podemos también calcular un intervalo de confianza para la edad media poblacional utilizando la distri-
bucién ¢ con 15 grados de libertad. De dicha forma obtendriamos un intervalo de confianza al 95 % para
la edad media de diagndéstico en el drea de salud en cuestién (u):

[20,11, 24,89

Por tanto, con una confianza del 95 % el intervalo anterior contendré a p. Pero a parte de esta informacién
también podemos estar interesados en preguntas del tipo:

» ;Laedad media de diagndstico en ese distrito es superior a 24 anos? (por ejemplo porque consideren
que alrededor de 24 anos de edad es un momento importante a partir del cudl muchas mujeres se
plantean su maternidad).

» ;Podemos afirmar que la edad media de diagnéstico es distinta de 25 anos? jy de 187 (por ejemplo
para poder compararse con la edad media de otras zonas en las que es conocido que diagnostican
esta enfermedad de media a los 25 o 18 afios)

Los contrastes de hipétesis daran respuesta a este y otros muchos tipos de preguntas.

5.1. Elementos fundamentales en contrastes de hipdtesis

Las hipotesis

En cualquier contraste de hipétesis tendremos 2 alternativas complementarias en las que se especificaran
distintos valores de un parametro poblacional y a la vista de los datos habremos de optar por una de ellas.
Por ejemplo, si deseamos conocer si el valor de un parametro pu puede ser igual a 25 o por el contrario es
inadmisible a la vista de los datos que disponemos, nuestras hipétesis seran:

p=25y pu#25

Estas 2 hipdtesis que hemos senalado no jugarian el mismo papel dentro de cualquier contraste de
hipétesis por tanto cada una de ellas recibird un nombre especifico:

= Hipdtesis nula, a la que habitualmente nos referimos como Hy.

= Hipdtesis alternativa, a la que habitualmente nos referimos como Ha o H;.

A la hipdétesis nula siempre se le concedera el beneficio de la duda e intentaremos encontrar en nuestra
muestra evidencias en contra de ella. Asi, al terminar el contraste habremos de optar por aceptar Ho (si
no tenemos evidencia suficiente en su contra) o rechazarla (si los datos hacen que la descartemos).
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Se podria hacer un simil entre el papel de la hipé6tesis nula en un contraste de hipdtesis y el acusado
de un juicio: ambos tienen presuncién de inocencia y si los datos no aportan evidencias suficientes en
contra de su veracidad nos veremos obligados a aceptarlos. En consecuencia, si en un contraste de hipdtesis
rechazamos la hipo6tesis nula serd porque disponemos de evidencias suficientes en su contra, es decir estamos
razonablemente seguros de que dicha hipdtesis es falsa. Por el contrario si aceptamos Hy serd porque no
hemos encontrado evidencias suficientes en su contra, pero esto no implica que estemos més o menos seguros
de que realmente dicha hipdtesis sea cierta, podria darse el caso de que Hy fuera falsa pero que los datos
no aportan evidencia suficiente como para que lleguemos a dicha conclusién. En los juicios también pasa
algo parecido con los acusados, si alguien resulta absuelto en un juicio no serd porque hemos determinado
su inocencia sino porque no hemos encontrado pruebas suficientes que lo inculpen.

En el siguiente cuadro se resumen las conclusiones a que conduce cada posible resultado de un contraste
de hipdtesis:

Capitulo 5

Resultado del contraste Conclusién
Rechazar Hy Podemos descartar Ho
Aceptar Hy Aceptamos la posibilidad de que Hy
sea cierta aunque también lo podria ser H;

Tal y como se puede apreciar en el cuadro anterior el rechazar Hp conduce a conclusiones mucho mas
valiosas que el aceptarlo. Cuando aceptamos Hy seguimos sin saber cudl de las dos opciones, la hipétesis
nula o la alternativa, admitimos como cierta; por el contrario, cuando rechazamos Hy estamos admitiendo
implicitamente como cierta Hi, de esta forma nos decantamos por una de las dos hipétesis. Por este motivo
suele ser bastante mas valorado un resultado en el que se rechaza la hipétesis nula que aquel en el que se
acepta. Es decir, el objetivo habitual que se perseguira a la hora de hacer cualquier contraste de hipdtesis
serd el intentar descartar la hip6tesis nula que nos planteemos.

Ejemplo 5.2.
En el ejemplo anterior podriamos plantearnos el contraste:
Ho:p=24

Hy:p#24

s;Hasta qué punto los datos de la muestra invalidan la hipdtesis nula? ;Los datos de que
disponemos nos conducen a rechazar Hy?.

Las dos preguntas anteriores se responderian mediante el contraste de hipdtesis correspondiente
a las dos hipdtesis anteriores. En principio aceptaremos Hy (le concedemos el beneficio de la duda) y
habremos de valorar si los datos nos proporcionan suficientes evidencias en contra de la hipétesis nula.
El intervalo de confianza para p que hemos calculado anteriormente ([20.11,24.89]) parece apuntar que
el valor 24 en principio podria ser un valor admisible para p pero desearfamos obtener un procedimiento
que cuantificard la fiabilidad con la que puedo aceptar dicho valor, o no. El proceso de céalculo de
contrastes de hipdtesis que estamos introduciendo nos permitirird establecer dicha fiabilidad, y en
funcién de ella rechazaremos, o no, la hipétesis nula.

La unilateralidad o bilateralidad del contraste

Tal y como hemos podido comprobar hasta ahora todas las hipdtesis que hemos formulado han sido
expresadas 'matematicamente’ como relaciones de igualdad o desigualdad entre un pardmetro y un valor
concreto. Como norma general, y por razones que justificaremos con mayor detalle en la préoxima seccién,
la hipétesis nula se corresponderd siempre con una igualdad. Sin embargo, la hipdtesis alternativa no ha
de responder siempre a una relacién de desigualdad completa (#) sino que puede responder simplemente a
una desigualdad parcial (< o >). El utilizar una u otra desigualdad dependerd del problema en particular,

81



& ceu i

en concreto de aquello que queramos demostrar. Aquellos contrastes en los que la hipdtesis alternativa
se defina mediante el signo # se llaman Contrastes bilaterales, ya que nos valen ambos sentidos de la
desigualdad (tanto si el primer término es mayor que el segundo, o menor). Por el contrario aquellos
contrastes en los que la hipétesis nula sea de la forma < o > se conocen como Contrastes unilaterales.

Capitulo 5

Ejemplo 5.3.

Plantea la hipdtesis nula y alternativa para los siguientes contrastes de hipdtesis:

- En un estudio se desea demostrar que el hecho de ser diabético altera también la presion
arterial de estos pacientes.

- En un estudio se desea demostrar que un nuevo farmaco antipirético es realmente efectivo,
es decir, realmente baja la temperatura de enfermos que presentan fiebre

En el primer caso queremos comparar dos valores, el valor medio de presién arterial en diabéti-
cos g frente a dicho valor en la poblacién no afectado por esta enfermedad p,. En concreto deseamos
conocer si ambos valores coinciden o no. Estas dos alternativas definen las dos hipétesis de nuestro
contraste. Tal y como hemos mencionado anteriormente la hipdtesis nula se corresponde con la igualdad,
en ese caso tenemos:
Ho : pa = pn

La hipdtesis alternativa vendra determinada por aquello que estamos interesados en demostrar, en este
caso que las dos cantidades anteriores son distintas. Asf:

Hi :pa # pn

En el segundo contraste que se plantea, nuevamente se desean comparar dos cantidades, la temperatura
corporal antes de consumir el firmaco pu, frente a la misma temperatura algin tiempo tras de su con-
sumo u¢. Nuevamente la hip6tesis nula viene dada por la igualdad de ambas cantidades (aquello que
desearfamos descartar), entonces:

Ho : pra = pe
En esta ocasién como queremos demostrar que la temperatura tras la ingesta del farmaco ha disminuido
no querremos demostrar que existe una desigualdad en cualquiera de las dos sentidos posibles (menor o
mayor), sino que querremos demostrar:

Hy: Ma > [t

Es decir esta sera nuestra hipotesis alternativa.

La significatividad

Segin hemos comentado previamente el objetivo fundamental de los contrastes de hipdtesis serd cuan-
tificar la fiabilidad con la que podemos aceptar la hipétesis nula. Dicha fiabilidad, segiin veremos en la
préxima seccién, se mide como la probabilidad que tendriamos de equivocarnos en nuestra decisién si
rechazaramos la hipédtesis nula. Obviamente cuando dicha probabilidad sea ’alta’ no rechazaremos Hy ya
que tendriamos un gran riesgo de equivocarnos. Por el contrario si la probabibilidad de errar en caso de
rechazar Ho fuera muy ’baja’ podriamos rechazarla sin temor. Esta es la idea fundamental de los contrastes
de hipdétesis.

En cualquier caso para llevar a cabo el procedimiento anterior hemos de determinar cual sera el umbral
para la probabilidad por debajo del cual consideraremos que el riesgo de equivocarnos es ’bajo’ o no. Dicho
valor se conoce como la significatividad del contraste y habitualmente se denota como «. La interpretacién
de este pardametro serfa: Maxima probabilidad de equivocarnos que estamos dispuestos a asumir en caso
de que rechacemos la hipétesis nula.

En la practica totalidad de estudios estadisticos el valor que se suele elegir para a es 0.05, aunque
también suelen tomarse o = 0,01 o @ = 0,10 dependiendo de si queremos asumir menos o méas riesgo de
equivocarnos, respectivamente, en caso de rechazar la hipétesis nula. La utilizaciéon de estos valores se ha
definido por consenso de la comunidad ciéntifica y resulta muy inusual la utilizacién de otros valores de
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significatividad distintos a los anteriores y su utilizacién requiere la existencia de alguna razén de peso que
habria de ser debidamente justificada.

Capitulo 5

5.2. Mecanica de los contrastes de hipotesis

Una vez hemos descrito los elementos fundamentales de los contrastes de hipdtesis estamos en con-
diciones de describir la mecanica habitual para llevar a cabo este proceso. Dividimos este proceso en las
siguientes fases:

1. Busqueda de pivote.

2. Célculo del pivote y su probabilidad.
3. Delimitacién de la regién de rechazo.
4. Aceptacién/rechazo de la hipétesis nula.

A continuacién describimos con mds detalle cada una de estas fases.

Bisqueda de pivote

Llamaremos pivote a un estadistico, funcién de los datos que dispongamos, que tenga una distribucién
conocida cuando asumamos como cierta la hipétesis nula.

Ejemplo 5.4.

Vamos a continuar con el ejemplo que hemos venido planteando sobre la edad de diagndstico
de la Endometriosis en un drea de salud. Supongamos que consideramos que esta edad
sigue una distribucion Normal con una media p (desconocida), pero que conocemos que su
desviacion tipica es 0 = 5. Vamos a hallar un pivote apropiado para el contraste de hipdtesis
que se plantea como hipdtesis alternativa que la edad media de diagndstico es diferente de 24.

Partimos de que las edades de diagndstico siguen una distribucién Normal con media desconoci-
da (u) y desviacién tipica conocida (o = 5):

X17 ...,X16 ~ N(/,L, 5)

Hemos de calcular una transformacién de los datos anteriores de forma que conozcamos su distribucién
resultante bajo la hipétesis nula (Ho : p = 24). Segtin vimos la distribucién de la media de un conjunto
de valores tiene como distribucién: 5
X ~ N(p, —
(Mﬁﬁ

, que bajo la hipétesis nula queda completamente determinada como:
g
V16

Por tanto la media serd un pivote apropiado para llevar a cabo el contraste de hipdtesis que nos estamos
planteando.

X ~ N(24, )

Calculo del valor del pivote y su probabilidad

Una vez hemos determinado qué funcién de los datos puede ser valida como pivote estaremos en
disposicién de calcular el valor concreto de nuestro pivote y localizar dicho valor dentro de la distribucién
de probabilidad que seguiria bajo la hipdtesis nula. La idea subyacente que desarrollaremos en los siguientes
pasos del contraste de hipétesis es que si el pivote cae en una regién anémala, es decir de baja probabilidad,
de la distribucién anterior (en la que estd implicita la hipétesis nula) serd sintoma de que la hipdtesis nula
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no es demasiado compatible con los datos que hemos observado. De esta forma nos veremos abocados a
rechazar la hipotesis nula.

Ejemplo 5.5.

Siguiendo con el ejemplo anterior calcula el valor del pivote y represéntalo en relacién a su
funcion de distribucion

La media del conjunto de valores de este ejemplo segin vimos vale 22.5. Respecto a la ubicacién
de este valor en relacién a su distribucién resultard mas conveniente su representacién respecto a la
distribucion tipificada ya que de esta forma podremos evaluar la probabilidad que tendriamos de haber
obtenido valores mayores y/o menores bajo la hipétesis nula. Para tipificar el valor anterior habremos
de restarle su valor esperado bajo la hipé6tesis nula (24) y dividirlo por su desviacién tipica. De esta
forma le corresponderia el siguiente valor de una normal tipificada:

25-24 _ -15 _ .,
5/v/16 5/4 ’

Si recurrimos a la tabla de la distribucién normal tipificada podremos determinar que el valor anterior
deja a su izquierda una probabilidad de 0.1151. Es decir, asumiendo la hipétesis nula el valor que hemos
observado de la media serfa un valor relativamente bajo ya que sélo un 11.51% de los valores de la
normal tipificada son inferiores a éste.

Delimitaciéon de la regién de rechazo

Una vez disponemos de la distribucién correspondiente al pivote bajo la hipdtesis nula podremos
delimitar aquellos valores de esta distribucién que nos parecen més anémalos. En caso de que el pivote
sea uno de estos valores deberfamos rechazar la hipétesis nula ya que los datos (pivote) no parecen ser
demasiado compatibles con dicha hipdtesis.

La regién de rechazo dependerd de los siguientes factores concretos que hemos introducido en la sec-
cién anterior: la unilateralidad o bilateralidad del contraste y la significatividad. En concreto, la unilaterali-
dad/bilateralidad del test nos dird si debemos coger una o las dos colas de la distribucién (respectivamente)
como region de rechazo de la hipétesis nula. Es decir, si el contraste que manejamos es bilateral, en cuyo
caso la hipdtesis alternativa serd una desigualdad completa (Hp : p # o), cualquier valor del pivote (en
nuestro ejemplo X) que se situe muy alejado del valor que estamos contrastando o (en nuestro caso 24)
apuntara a que los datos y la hipdtesis nula no son compatibles y, por tanto, nos obligard a rechazar dicha
hipétesis. En ese caso la region de rechazo estard formada por todos aquellos valores muy superiores a
24 o aquellos muy inferiores. En cualquier caso la regién de rechazo constard de dos trozos o colas de la
distribucién. Por el contrario, si la hipdtesis alternativa que manejamos es unilateral, por ejemplo del tipo
Hy : pu < po, no todos los valores de nuestra media muestral X apuntaran hacia la hipStesis alternativa,
sino aquellos que aporten evidencias de que la media de los datos es inferior a o y, en ese caso, la regién de
rechazo de la hipétesis nula estara formada s6lo por una de las colas de la distribucién, la correspondiente
a los valores mas bajos.

Por otro lado, la significatividad es el otro factor que va a determinar la extensiéon de la regiéon de
rechazo. Segin hemos comentado previamente la significatividad se corresponde con el riesgo de equivo-
carnos que estamos dispuestos a asumir en caso de rechazar la hipdtesis nula. En ese caso a valores de la
significatividad més bajos seremos més restrictivos para rechazar la hipétesis nula, o de forma equivalente,
habremos de definir regiones de rechazo mas pequefias.
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Ejemplo 5.6.

Continuando con el ejemplo anterior, vamos a encontrar la region de rechazo en caso de
que deseamos hacer el contraste con una significatividad o = 0,05

Como resulta méas ficil trabajar con la distribucién normal tipificada y disponemos del valor co-
rrespondiente de nuestro pivote en la distribucién tipificada (-1.2) vamos a delimitar la regién de rechazo
en la distribucién tipificada. Como el test planteado es bilateral (Hy : p # 24) habremos de delimitar
dos regiones de rechazo, una para los valores del pivote muy superiores a 24, equivalentemente para los
valores de la distribucién tipificada muy superiores a 0. La otra regiéon de rechazo se correspondera con
aquellos valores del pivote muy inferiores a 24, equivalentemente aquellos valores de la distribucién
tipificada mucho menores que 0. La regién de rechazo habrd de abarcar el 5% de valores més extremos,
y por tanto anémalos, de esta distribucién. De esta forma admitiremos como regién de rechazo aquella
situada por debajo del percentil 2.5 («/2) y por encima del percentil 97.5 (a/2).

Region de rechazo

De esta forma hemos delimitado una regién que abarca el 5% de los valores més discordantes con la
hipétesis nula. Si los datos que disponemos conducen a un pivote que cayera en dicha regiéon deberiamos
rechazarlo ya que la probabilidad de que dicho pivote se situara en dicha regién tinicamente por azar es
s6lo del 5%, que es el riesgo de equivocarnos que estamos dispuestos a asumir. Es decir, si la hipStesis
nula fuera cierta, unicamente un 5% de los valores del pivote estarian situados en ese 5% de valores
que vamos a descartar, y ese es el error que asumimos al rechazar la hipédtesis nula cuando obtenemos
un pivote en esa regién (la consideramos una probabilidad despreciable ligada, por tanto, a un error
asumible).

Aceptaciéon/rechazo de la hipétesis nula

Una vez hemos calculado el valor de nuestro pivote, habitualmente sobre una distribucién tipificada, y
la region de rechazo correspondiente a nuestro contraste estaremos en condiciones de concluir el contraste
de hipdtesis. Asi, si el pivote recae dentro de la regién de rechazo concluiremos el contraste descartando la
hipétesis nula y admitiendo por tanto la hipdtesis alternativa como verdadera. Por el contrario si el pivote
no cae dentro de la regién de rechazo no dispondremos de evidencias suficientes como para descartar la
hipétesis nula y concluiremos que dicha hip6tesis puede ser cierta, aunque también podria serlo la hipétesis
alternativa. En este ultimo caso una forma apropiada de expresar nuestra conclusion final seria: "Los datos
no aportan evidencia suficiente como para descartar la hip6tesis nula, por lo que aceptamos que pueda ser
cierta’.
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Ejemplo 5.7.

A partir del valor del pivote y la region de rechazo calculada en los ejemplos anteriores
vamos a concluir el contraste de hipdtesis correspondiente.

Tal y como se aprecia en la siguiente figura, el pivote recae fuera de la regiéon de rechazo de la
hipétesis nula. Por tanto, a la vista de los datos que disponemos no tenemos evidencia suficiente como
para descartar la hipotesis nula.

0.4

0.3

dx
0.2
|

0.0
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A continuacién se resume el cdlculo de la regién de rechazo segun el nivel de significatividad («) y el
cardcter unilateral /bilateral del contraste:

» Contraste bilateral (Hi : u # po)

» Contraste unilateral (Hy : p < o)

» Contraste unilateral (Hi : u > po)

0.4

0.1

Notar que en el procedimiento que hemos descrito no resulta indispensable el calculo de la probabilidad
asociada al pivote (tal y como hemos hemos hecho en el segundo paso de los cuatro que hemos descrito),
ya que podiamos haber situado simplemente el pivote (valor -1.2 en el ejemplo) dentro de la distribu-
cién tipificada sin necesidad de conocer su probabilidad asociada (en este caso 0.1151). Sin embargo esta
probabilidad nos va a proporcionar un estadistico de gran importancia en los contrastes de hipétesis, el
P-valor.
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5.3. Resolucién de contrastes mediante el calculo del P-
valor

En todo contraste de hipétesis aceptaremos o rechazaremos al hipétesis nula dependiendo del valor
que hayamos establecido de significatividad (a). En concreto, si la significatividad es més alta admitimos
mayor riesgo de equivocarnos cuando rechacemos la hipdtesis nula y en consecuencia rechazaremos dicha
hipétesis con mayor facilidad. El P-valor de un contraste de hipdtesis se define como la probabilidad de
error que tendriamos que estar dispuestos a asumir en caso de rechazar la hipdtesis nula con los datos
de que disponemos. La importancia del P-valor viene dada porque nos proporciona un resultado mucho
més informativo que el que nos proporciona el propio resultado del contraste, ya que este ultimo termina
diciendo unicamente si aceptamos o no la hipdtesis nula, ya sea con una gran holgura, o sin ella. Sin
embargo el P-valor cuantifica el riesgo a equivocarnos que tendriamos que asumir si quisiéramos rechazar
Hy con nuestros datos. Por tanto, se suele interpretar el P-valor como una medida de la evidencia que
aportan los datos a favor (o en contra) de la hipdtesis nula. En concreto, aquellos valores bajos del P-valor
se corresponden con datos que no apoyan la hipétesis nula, ya que la probabilidad de equivocarnos que
tendriamos que asumir para rechazarla seria baja.

El P-valor supone, ademads, una herramienta alternativa para la resolucién de contrastes de hipétesis.
Asi, supongamos pues que disponemos del valor del P-valor p de cierto contraste y supongamos que
dicho valor es inferior a la significatividad del contraste, es decir p < a. En ese caso la probabilidad
de equivocarnos que tendriamos que asumir para rechazar la hipdtesis nula (el P-valor) es menor que la
probabilidad de equivocarnos que estamos dispuestos a asumir (la significatividad), por tanto podremos
rechazar la hipdtesis nula. Por el contrario, si el P-valor es mayor que la significatividad, la probabilidad
de equivocarnos que tendriamos que asumir para rechazar la hipdtesis nula (P-valor) serfa superior a la
que estamos dispuestos a asumir (a), por lo que no podriamos rechazar dicha hipétesis.

P —valor <= o = Rechazamos Ho

P —valor > a = (No podemos rechazar Ho )Aceptamos Ho

En consecuencia, la comparacién del P-valor con la significatividad nos proporciona un criterio alter-
nativo para la resolucién de contrastes de hipdtesis.

Ahora sélo nos queda ilustrar cémo se calcula el P-valor de un contraste de hipétesis, vedmoslo con un
ejemplo.
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Ejemplo 5.8.

Vamos a calcular el P-valor del contraste propuesto en el ejemplo 5.2

En los ejemplos anteriores vimos que el pivote de dicho contraste valia -1.2 y que dicho valor
dejaba a su izquierda una probabilidad de 0.1151. Ademds, vimos que la regién de rechazo era bilateral,
es decir, se compone de los valores méas altos y més bajos de la distribucién.

Segin hemos definido el P-valor habremos de calcular el menor valor de la significatividad de forma que
el pivote caiga en la regién de rechazo. O, lo que es lo mismo, hasta dénde tendria que llegar la region de
rechazo para que el pivote estuviera dentro de ella. Conforme aumentemos el valor de la significatividad
crecerd la extensién de la regiéon de rechazo hacia el centro de la distribucién. Por tanto, habremos de
calcular el valor de la significatividad correspondiente a la regién de rechazo delimitida por el valor del
pivote, es decir la regién de rechazo formada por todos aquellos valores inferiores a -1.2 y aquellos valores
superiores a 1.2 (dado el cardter bilateral del contraste).

p-valor

0.4

0.3

dx
0.2
|

Pivpte

0.1

Como la probabilidad de aquellos valores inferiores a -1.2 era 0.1151 y, por simetria, la probabilidad de
aquellos valores superiores a 1.2 también valdrd 0.1151, la probabilidad de ambas regiones conjuntamente
ascenderd a 2-0,1151 = 0,2302. Por tanto, ese valor corresponderd al P-valor del contraste que nos hemos
planteado. Notar que como el P-valor (0.2302) es mayor que la significatividad, no deberfamos rechazar
la hipétesis nula. Por tanto el resultado que habriamos obtenido por el método del P-valor coincide,
obviamente, con el que habriamos obtenido con el primero de los métodos de resolucién de contrastes
que hemos expuesto.

Vamos a ilustrar con mayor detalle la informacién que nos proporciona el P-valor en la resolucién de
contrastes de hipdtesis. Supongamos que efectuamos 2 contrastes de hipdtesis con una significatividad de
0.05. En el primero de ellos obtenemos un P-valor de 0.053, mientras que en el segundo el P-valor resulta
0.53. En ambos casos el contraste concluiria con la aceptacion de la hipdtesis nula, puesto que en los dos
casos el P-valor obtenido es mayor que el nivel de significatividad 0.05 que hemos definido. Sin embargo, en
el primero de los contrastes el P-valor estd muy cerca de la significatividad y, por tanto, podremos darnos
cuenta de que estamos muy cerca de haber podido rechazar Hy. Por el contrario, en el segundo caso si
quisiéramos rechazar la hipétesis nula, tendriamos que haber asumido un error de 0,53 (nos equivocariamos
en mds de la mitad de las veces que lo hiciéramos con un valor asf), por lo que en este caso no rechazaremos
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Como resumen de esta seccién damos las pautas para hallar el P-valor:

1. Calculamos el valor del Pivote y buscamos en la distribucién correspondiente con qué percentil se
corresponde.

2. A partir de este valor podemos calcular la probabilidad de obtener un valor superior (si es positivo)
o inferior (si es negativo) al pivote.

= Si el contraste es unilateral, esta probabilidad que hemos obtenido es el P-valor.

= Si el contraste es bilateral, multiplicaremos esta probabilidad por 2 y este nuevo valor sera el
P-valor

3. Comparamos el P-valor (p) con el valor del nivel de significatividad del contraste ():

= Sip < a, rechazamos Hy

= Sip> «, aceptamos Hop

5.4. Contrastes para una media

Uno de los ejemplos més sencillos y, a su vez habituales, de contrastes de hipdtesis es el ejercicio de
comparacion del valor de una media con un valor concreto. Este es el objetivo que nos planteamos en esta
seccién.
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Ejemplo 5.9.

Es conocido por diversos estudios que la poblacion general de mujeres espanolas tienen
un peso medio aproximado de 57 kg. Nuestro objetivo es estudiar el peso concreto de las
mugjeres que siguen dieta vegetariana. Hemos realizado un estudio en el que se ha recogido
una muestra de 100 mujeres que siguen dicha dieta. A partir de la muestra recogida se ha
obtenido un peso medio de 55.9 kg y una desviacion tipica de 5 unidades. ;Podemos concluir
a partir de los datos que las mujeres vegetarianas tienen un peso significativamente inferior
a la poblacién general? Plantea el problema anterior como un contraste de hipdtesis.

En el problema que se nos plantea deseamos conocer cierta caracteristica de p, el valor esperado
poblacional de las mujeres que siguen dieta vegetariana. En concreto, deseamos comparar este pardme-
tro con el valor de referencia 55.9, que es el peso esperado de las mujeres que no siguen la dieta. En el
contraste de hipétesis que se nos plantea la hipdtesis nula, como siempre, viene dada por el signo de
igualdad, es decir:

Ho =57

mientras que, al contrario, la hipdtesis alternativa (que es aquello que querrfamos demostrar), tal y como
ha sido planteada la pregunta del enunciado corresponderia a:

H1:/.t<57

Ya que queremos demostrar que las mujeres que siguen la dieta vegetariana pesan menos que las mujeres
que no siguen esta dieta. Visto de otra forma, en principio consideramos la hipdtesis nula como valida
(admitimos que las mujeres vegetarianas pesan igual que las que no siguen esta dieta) y a la vista de
los datos querremos conocer si dicha hipdtesis es admisible o no. Dado que la hipétesis alternativa sélo
se compone de aquellos valores menores que el valor de referencia nos encontramos ante un contraste de
hipé6tesis unilateral.

Una vez hemos planteado el contraste de hipdtesis, hemos de determinar con qué herramientas contamos
para poder dar respuesta a la pregunta que nos planteamos, los datos. Disponemos como datos de nuestro
problema: El nimero de mujeres que integran nuestra muestra, n = 100, el peso medio de las mujeres
en nuestra muestra, X = 55,9 y la desviacién tipica de los pesos de estas mujeres, s = 5. En principio,
el peso medio de las mujeres de nuestra muestra (55.9) parece apuntar a que las mujeres que siguen
dieta vegetariana podrian pesar menos que las mujeres de la poblacién general (57), pero ;la diferencia
de peso que hemos observado entre las mujeres de nuestra muestra y la media de la poblacién general,
es realmente concluyente, o puede haberse dado simplemente por azar?. Esta pregunta se responderia
mediante el contraste de hipdtesis que nos hemos planteado.
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Ejemplo 5.10.

Vamos a resolver el contraste anterior mediante el método de las regiones de Acepta-
cion/Rechazo o método de la region de Rechazo, para el nivel de significatividad a=0.05

Lo primero que hemos de hacer para resolver el contraste es determinar un pivote valido. Como
nos planteamos una cuestiéon sobre el peso medio poblacional de las mujeres vegetarianas, un buen
candidato como pivote podria ser la media muestral de este grupo de mujeres. Dicha media muestral,
segun vimos en capitulos anteriores, tiene como distribucién:

= o
XNN(/'“i)

N

Bajo la hipétesis nula sabemos que p = 57 y, aunque no conocemos la desviacién tipica poblacional
o, podriamos aproximarla mediante la desviacién tipica de nuestra muestra s = 5, ya que disponemos

de bastantes mujeres en nuestra muestra (n = 100) y por tanto, entendemos que dicha estimacién
sera razonablemente buena. En ese caso tenemos:

- D X —57

X ~NGBT,—) = ~ N(0,1)

V100 0,5

Es decir, X serd un pivote valido ya que conocemos su distribucién si admitimos la hipétesis nula. De
todas formas serd mas conveniente utilizar como pivote X0f557 ya que su distribucién es la distribucién
normal tipificada (N(0,1))y en ésta podemos calcular cualquier probabilidad recurriendo a sus tablas.

En nuestros datos la media muestral vale 55,9 kilos, por tanto, el valor del pivote tipificado en nuestro

problema sera:

X —57 559-57 —1]1

05 05 05

Una vez hemos determinado el valor del pivote hemos de delimitar la regién de rechazo de nuestro

problema y, a continuacién, comprobar si el pivote cae dentro o fuera de esta regién. El valor de la

significatividad (0,05) nos informa sobre qué dimensién debe tener la regién de rechazo. Ademés, como

la hipétesis alternativa es (Hi : u < 57), sabemos que contempla sélo los valores més pequenos que 57

kilos (estos se corresponden en la distribucién tipificada con los valores negativos). Nuestra regién de
rechazo habra de tener, por tanto, la siguiente forma:

=-22

0.4

03
I

dx
02
I

-1.445

01

5%

0.0
|
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Como el percentil al 5% de la distribucién normal tipificada vale: Ps = —Pp 95 = —1,645 tenemos
que la regién de rechazo estard formada por todos aquellos valores inferiores a —1,645. Es decir,
valores del pivote tipificado inferiores a —1,645 sélo tienen una probabilidad del 5% de producirse
por azar si la hipdtesis nula fuera cierta. Por tanto, asumiendo ese 5% de error, consideraremos
que todos estos valores se deben a que la poblacién que hemos observado tiene realmente un peso
inferior al de la poblacién general.

0.4
I

0.3
I

dx
0.2
I

0.1

0.0
I

Como el valor del pivote —2,2 estd incluido en la regién de rechazo, puesto que (—2,2 < —1,6),
podemos rechazar la hipdtesis nula Hp : p = 57 y admitimos la alternativa como hipétesis valida
(Hi : p < 57). Asi, hemos demostrado que las mujeres vegetarianas pesan menos, de forma signifi-
cativa, que las mujeres de la poblacién general. Al concluir este resultado tenemos una probabilidad
de habernos equivocado del 5 % (la significatividad), que es el riesgo que hemos asumido en nuestro
contraste. Si quisiéramos estar mas seguros de nuestra afirmacién deberfamos asumir un valor de
la significatividad més bajo, por ejemplo del 1 %.
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Ejemplo 5.11.

Vamos a resolver nuevamente el contraste planteado en el ejemplo anterior, pero ahora
mediante el método del P-valor

Segiin hemos determinado en el ejemplo anterior el pivote de dicho contraste valia -2.2, y la re-
gién de rechazo estaba formada por la cola izquierda de la distribucién normal tipificada. El limite
superior de dicha regién venia dado por la significatividad del contraste, dependiendo de ésta situaremos
el limite de la regién de rechazo o més a la izquierda o més a la derecha.

Para hallar el P-valor hemos de hacer coincidir el limite de la regién de rechazo con el valor del pivote y
determinar cual es el drea determinada por dicha region. Asi, querriamos determinar cual es el area que
acumula la distribucién normal por debajo del valor -2.2. Es decir, queremos hallar:

P(Z < —2,2)

Para ello hemos de valernos de la tabla de la distribuciéon normal. Como en dicha tabla sélo aparecen
nimeros positivos buscaremos al drea a la izquierda de 2.2, dicha area vale 0.9861. Por tanto, el area a
la derecha de 2.2 valdrd 1 — 0,9861 = 0,0139. Por simetria de la distribucién normal tipificada podremos
comprobar que el drea a la izquierda de -2.2 es exacatamente la misma que el area a la derecha de 2.2.
Por tanto el P-valor que buscdbamos (drea por debajo de -2.2) vale 0.0139.

dx

Como el P-valor (probabilidad que tendrfamos que asumir de equivocarnos en nuestra decisién si re-
chazdramos la hipétesis nula) es inferior a la significatividad que habfamos establecido, 0.05 (riesgo de
equivocarnos que estamos dispuestos a asumir en caso de rechazar la hipGtesis nula) podremos rechazar
la hipétesis nula. Obviamente, el resultado que hemos obtenido por ambos métodos ha sido el mismo,
rechazar la hipdtesis nula, puesto que son equivalentes ambas formas de resolucién. Ademads, mediante
el P-valor sabemos que el riesgo de equivocarnos en nuestra decisién es de 0.0139, mientras que con el
método de la regién de rechazo sélo sabfamos que dicho riesgo era inferior al 5 %.
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En los contrastes de hipdtesis para una media tenemos la misma casuistica que en el caso de los
intervalos de confianza estudiados anteriormente.

Herrera Capitulo 5

= Si conocemos la desviacién tipica de la poblacién o, o bien el tamafio muestral es suficiente para
poder estimar esta desviacién tipica con la desviacién tipica muestral S (por ejemplo, n > 30),
utilizaremos como pivote y distribucion:

T HEN@O,1)

v
= Si por el contrario, la desviacién tipica de la poblacién o es desconocida, y el tamano de la muestra
no permite aproximar de forma razonable esta desviacién tipica con la desviacién tipica muestral
(por ejemplo, n < 30), utilizaremos como pivote y distribucién:
T—p
S ~tp_1
Vo

5.5. Contrastes para un porcentaje

Un segundo ejemplo de contraste de hipdtesis muy habitual es el contraste sobre un porcentaje (P).
En este caso los datos disponibles son el porcentaje muestral (P) y el tamano de la muestra (n). El pivote
que se utiliza en estos casos es:

P-p

/ P-(100—P)

A continuacién vamos a ver un ejemplo de este tipo de contrastes.

Ejemplo 5.12.

Es conocido por diversos estudios que el 15 % de los hombres europeos mayores de 50 anos
padece de hipertension. Nuestro objetivo es estudiar el porcentaje de hombres mayores de
50 anos espanoles que padecen hipertension. Hemos realizado un estudio en el que se ha
recogido una muestra de 300 hombres espanoles mayores de 50 anos. A partir de la muestra
recogida se ha obtenido que 48 de ellos padecian hipertension. ;Podemos concluir a partir
de los datos que disponemos que el porcentaje de hipertensos entre los hombres espanoles
mayores de 50 anos es significativamente diferente al de Furopa?. Plantea el contraste de
hipotesis necesario para resolver la cuestion anterior.

Queremos conocer cierta caracteristica de P, el porcentaje de hombres espanoles, mayores de 50
anos, con hipertensién. En concreto queremos saber saber si tenemos evidencias de si dicho valor es
necesariamente distinto del 15 %, o por el contrario no tenemos evidencias suficientes como para hacer
dicha afirmacién. Asi, la hipdtesis nula de nuestro contraste vendra dada por la igualdad, es decir:

Hy: P=15%

Por el contrario, como estamos interesados en demostrar que dicho parametro es distinto de 15, la
hipétesis alternativa valdra:
Hi:P#15%

De esta forma, estamos admitiendo que en principio los hombres espanoles deberian tener el mismo
porcentaje de hipertension que el resto de europeos, y a la vista de los datos deduciremos si podemos
seguir manteniendo este afirmacién, o no.

Como datos para resolver este contraste tenemos: el porcentaje de personas hipertensas observadas en

nuestra muestra, P = 100 - 48/300 = 16 %, y el tamano muestral de nuestra muestra, 300 personas.
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Ejemplo 5.13.

Vamos a resolver el contraste anterior mediante el método de la region de rechazo, para el
nivel de significatividad o = 0,05

Comenzaremos buscando un pivote apropiado para el contraste. Como queremos determinar al-
guna caracteristica del porcentaje de hipertensos en la poblacién, seguramente el porcentaje de
hipertensos en la muestra nos podra ser de utilidad. La distribucién de dicho estadistico es:

PN (P, P(100—P)>

n

Bajo la hipétesis nula tenemos P = 15, entonces admitiendo dicha hipdtesis la distribucién de P resulta:

. 15(100 — 15) P-15
P~ N |15, - ~ N(0,1

( 300 ) 15(100—15) 0,1)

V 300
Como P = 16 el pivote toma al valor:
P15 16 — 15 300
= = = 0,485
\/15(100715) \/15*85 15 % 85
300 300

Como el test que nos planteamos es bilateral hemos de delimitar dos regiones, una delimitida por el
percentil 97.5 en adelante y la otra por los valores menores que el percentil 2.5. Es decir, la regién de
rechazo estard formada por los valores del pivote superiores a 1.96 y los valores inferiores a -1.96. Como
el pivote (0.485) cae fuera de la regién de rechazo no podemos rechazar la hipétesis nula. En ese caso
concluimos que no tenemos evidencias suficientes como para asegurar que el porcentaje de hipertensos
en Espana sea distinto al resto de la Unién Europea.

Ejemplo 5.14.

Vamos a resolver, ahora, el contraste anterior mediante el método del P-valor, para el nivel
de significatividad o = 0,05

En el contraste anterior hemos determinado que el valor del pivote es 0.485. Para calcular el P-
valor hemos de hacer coincidir el limite de la regiéon de rechazo con el pivote y calcular la probabilidad
asociada a dicha regién de rechazo. Si hacemos coincidir el limite de la regién de rechazo con el pivote
tendriamos que la regién de rechazo estara formada por dos regiones, todos aquellos valores superiores
a 0.485 y por simetria (ya que el contraste es bilateral) todos aquellos valores inferiores a -0.485. Para
hallar la probabilidad de que un valor sea superior a 0.485 podemos ir a la tabla de la distribucién
normal ya que en ella aparece la probabilidad de que un valor de esta distribucién sea inferior a
0.485 (0.686). Simplemente haciendo 1-0.686=0.314 tendremos la probabilidad que buscamos. Como la
probabilidad de la cola izquierda de la regiéon de rechazo por simetria tendréd la misma probabilidad que
la derecha tenemos que la probabilidad cubierta por la regién de rechazo, y en consecuencia el P-valor,
valdrd: 2*0.314=0.628.

Como el P-valor es mayor que la significatividad no podemos rechazar la hipdtesis nula. Ademads, en caso
de rechazarla la probabilidad que tendriamos de equivocarnos es de 0.628. Por tanto, el P-valor no sélo
nos asegura que no podemos rechazar la hipétesis nula, sino que si lo hicieramos tendriamos una gran
probabilidad de equivocarnos. Por tanto, nuevamente el P-valor nos proporciona cierta informaciéon que
el contraste mediante la regién de rechazo no nos proporcionaba.
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5.6. Errores de tipo I y tipo II

Ante un contraste de hipdtesis se pueden dar todas las combinaciones que discribimos a continuacion.

Aceptamos Hy | Rechazamos Hj
Hy Cierta Acierto Error de tipo I
H, Falsa Error de tipo II Acierto

Podemos acertar en nuestra decision de acertar o rechazar la hipdtesis nula, o por el contrario podemos
equivocarnos en nuestra decisién. En ningiin caso sabremos si hemos acertado o no en nuestra decisién,
aunque si podremos conocer la probabilidad que tenemos de equivocarnos en nuestra decisién. En concreto,
sabremos la probabilidad que tendriamos de equivocarnos en caso de que rechaziaramos la hipétesis nula,
esto es lo que en su momento definimos como significatividad. Por tanto la probabilidad en que incurrimos
en lo que en la tabla anterior hemos definido como error de tipo I es lo que conocemos como significatividad.
En un contraste de hipétesis no se le da la misma importancia al error de tipo I que al de tipo 11, de forma
analoga a los juicios de la vida real. En dichos juicios consideramos asumible que una persona que ha
cometido un delito no resulte condenada (si no tenemos pruebas suficientes que lo incriminen ...). Sin
embargo, lo que si consideramos inaceptable es que una persona inocente pueda ser condenada. En los
contrastes de hipdtesis pasa algo parecido, queremos controlar a toda costa el error de tipo I (no queremos
rechazar en general la hipétesis nula si ésta es cierta). De hecho, la significatividad nos garantiza que la
probabilidad de dicho error va a ser siempre baja. Sin embargo, al error de tipo Il en general, tal y como
hemos visto a lo largo del tema se le presta bastante menos atencién. Consideramos que en general vamos a
aceptar la hipétesis nula aun siendo falsa si no tenemos datos suficientes como para descartarla. Por tanto
consideramos que el error de tipo II es cuestion exclusiva de los datos y que para disminuir dicho error la
tnica posibilidad con la que contamos es aumentar el niimero de datos de que disponemos.

Se suele denominar potencia de un contraste a 3 = 1 — P(error de tipo II) es decir, un contraste
serd mas potente cuanto menor sea su probabilidad de error de tipo II, o dicho de otro modo cuanta
mas sensibilidad tenga para detectar el que la hipdtesis nula sea falsa cuando realmente lo sea. Entre dos
contrastes diferentes (por ejemplo basado en pivotes distintos) de una misma hipétesis siempre preferiremos
aquel de mayor potencia.

97



I Universidad
& ceu .. -

5.7. Ejercicios Capitulo 5

Para todos los problemas que se proponen a continuacién reflexiona sobre cudl es en cada uno de ellos:
= Poblacién en estudio

= Variable en estudio y tipo de la misma (cuantitativa o cualitativa)
= Parametro de interés para el que se plantea el contraste de hipdtesis

= Interpretacién de los resultados obtenidos en el contexto del ejercicio.
Ejercicio 5.1.

Un grupo de investigacion tiene interés en estimar la edad media a la que aparecen determinados
trastornos relacionados con la Diabetes Tipo II. Para ello ha seleccionado las historias clinicas de algunos
de estos pacientes diagnosticados con este problema y ha obtenido sus edades de diagndstico.

58 62 64 67 69 70 72 73 73 75 80

Plantea el contraste de hipdtesis adecuado para contrastar si la edad media de diagnéstico es significa-
tivamente diferente de 65 afios, con una significatividad de a = 0,05. Resuelve el contraste por el método
de la regién de rechazo y explica con claridad la conclusién del mismo.

Calcula el p-valor del contraste. ;Llegarias a la misma conclusién que en el apartado anterior?

Comprueba que calculando el intervalo de confianza al 95 % para la media poblacional correspondiente,
se obtiene la misma conclusién que has obtenido con el contraste de hipdtesis.

Ejercicio 5.2.

Se tiene interés en estimar el porcentaje de personas con alguna discapacidad fisica en Espana (sabemos
que en el resto de Europa es alrededor de un 3%). Con este objetivo se ha tomado una muestra de
125 personas espanolas aleatoriamente y se ha obtenido que en ella hay 5 personas con alguna tipo de
discapacidad fisica.

;Puede concluirse a partir de estos datos que el porcentaje de personas con alguna discapacidad fisica
en Espafia es diferente al del resto de Europa (3 %)?

Para responder a esta pregunta plantea el contraste de hipdtesis correspondiente tomando como nivel
de significatividad o = 0,05. Resuelve el contraste, tanto con el método de la regiéon de rechazo como
mediante el cédlculo del p-valor y explica tus conclusiones.

Comprueba que calculando el intervalo de confianza al 95 % para el porcentaje poblacional correspon-
diente, se obtiene la misma conclusién que has obtenido mediante el contraste de hipdtesis.

Ejercicio 5.3.

Un equipo de cardidlogos tiene interés en estudiar la presién arterial en personas con diagndstico de
Alzheimer que toman un fidrmaco en fase de pruebas. Estos enfermos suelen tener una presién arterial
media de 160 en condiciones normales, es decir, sin el uso del nuevo farmaco en prueba. Con el objetivo
de valorar si el nuevo farmaco consigue disminuir la presién arterial de estos enfermos se toma la presién
arterial de 15 personas con esta enfermedad que toman el nuevo farmaco y se obtiene en ellas una presién
arterial media de 148 y una desviacién tipica de 26.

;Puede concluirse a partir de los datos que en enfermos con este sindrome que toman el nuevo farmaco
tienen una presién arterial media menor que 1607

Para responder a esta pregunta plantea el contraste de hipdtesis correspondiente tomando como nivel
de significatividad @ = 0,05. Resuelve el contraste segin la regién de rechazo y aceptacién y calcula también
el p-valor del contraste. Comprueba que llegas a la misma conclusién con las dos metodologias.

Ahora, repite el ejercicio considerando que es conocido que la desviacién tipica de la presién arterial
de los enfermos de Alzheimer, en general, es 26 en condiciones normales. Reflexiona sobre los cambios que
este dato produce en la resolucién del ejercicio.
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Ejercicio 5.4.

Se llevé a cabo un estudio sobre nutricién en un pais en desarrollo. Se tomé una muestra aleatoria de
500 adultos de este pais y se obtuvo un consumo medio de calorias de 1985 con una desviacién tipica de
210.

;Puede concluirse a partir de estos datos que el consumo medio de calorias de la poblacién adulta de
este pais es menor que 20007

Para responder a esta pregunta plantea el contraste de hipdtesis correspondiente tomando como nivel
de significatividad a = 0,01. Resuelve el contraste segun la regién de rechazo y aceptacién y calcula también
el p-valor del contraste. Comprueba que llegas a la misma conclusién con las dos metodologias.

Ejercicio 5.5.

Se puso en marcha en un barrio interior de una ciudad un programa de salud con el objetivo de
estudiar la prevalencia de diferentes enfermedades de interés en la poblacién. A partir de una muestra de
1500 residentes de ese barrio se obtuvo que 125 de ellos obtuvieron resultados positivos en cuanto a la
anemia de células falciformes

{Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique que el porcentaje (prevalencia) de individuos
con dicha enfermedad en la poblacién es mayor del 6 %?

Para responder a esta pregunta plantea el contraste de hipdtesis correspondiente tomando como nivel
de significatividad o« = 0,05. Resuelve el contraste segin el método de la regiéon de rechazo y calcula
también el p-valor del contraste. Comprueba que llegas a la misma conclusién con las dos metodologias.

Ejercicio 5.6.

Se estd realizando dentro de un programa de control de calidad en ciudades, el control del nivel de
cloro en el agua de una determinada poblacién. Se sabe que el nivel ideal es 325 unid. En este programa
se revisan 150 grifos publicos y se midié el cloro en cada uno de ellos, obteniendo un nivel medio en la
muestra de 332 y una desviacién tipica de 52.

;Puede considerarse a partir de los datos que la media del nivel de cloro es distinta de 325 unidades?

Para responder a esta pregunta plantea el contraste de hipétesis correspondiente tomando como nivel
de significatividad oo = 0,05. Resuelve el contraste segin el método de las regiones de rechazo/aceptacién
y calcula también el p-valor del contraste. Comprueba que llegas a la misma conclusién con las dos meto-
dologias.

Comprueba, ademds, que calculando el intervalo de confianza al 95 % para la media poblacional co-
rrespondiente se obtiene la misma conclusién que has obtenido con el contraste de hipdtesis.

Ejercicio 5.7.

En una determinada comunidad auténoma, el porcentaje de personas en lista de espera era de un 8 %.
Tras aplicar una nueva politica en la gestién de las listas de espera, la consejeria de Sanidad tiene interés en
comprobar si dicha politica habia tenido algin efecto. Con tal fin ha tomado una muestra de 250 personas
de la comunidad, de los que 10 han resultado estar en lista de espera en la Sanidad Publica por algin
motivo.

{Puede considerar la consejeria de sanidad de la comunidad en cuestién que el porcentaje de personas
en lista de espera actualmente es menor del 8 %7

Para responder a esta pregunta plantea el contraste de hipétesis correspondiente tomando como nivel
de significatividad a = 0,05. Resuelve el contraste segun la regién de rechazo y aceptacién y calcula también
el p-valor del contraste. Comprueba que llegas a la misma conclusién con las dos metodologias.

Ejercicios recopilatorios
Ejercicio 5.8.

En un proyecto que pretende estudiar a los enfermos de Parkinson en estadio 2, se tiene interés en
estimar la longitud media de paso de estos enfermos tras la aplicaciéon de tratamiento fisioterapettico.
Para valorar la eficacia del tratamiento se ha recogido una muestra de 13 de estos enfermos a los que
se les ha estimado, tras la aplicacién de tratamiento fisioterapettico, la longitud de paso obteniendo los
siguientes resultados (en cm):
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41.9 55.2 61.8 47.9 49.5 52.4 54.7 38.8 47.5 50.9 50.8 61.7 55.6

a){Pueden concluir estos investigadores que la longitud de paso media en personas con Parkinson (en
estadio 2) que reciben tratamiento fisioterapettico es significativamente mayor de 45.9 cm? (lo compara-
mos con este valor porque la longitud media de paso en enfermos que no reciben tratamiento es de 45.9
cm.) Plantea y resuelve el contraste de hipétesis adecuado para responder a esta pregunta y explica tus
conclusiones. Indica la férmula que utilizas y la distribucién. Calcula el p-valor del contraste. Utiliza un
nivel de significatividad a = 0,05.
b)Calcula la mediana y el rango intercuartilico de los datos recogidos.

Ejercicio 5.9.

Se estd valorando la regeneracién de cartilago en rodilla que consigue un nuevo tratamiento aplicado
sobre enfermos con osteoartritis. El estudio ha mostrado los siguientes valores sobre la regeneracién de
cartilago (en cm2) para 10 pacientes:

1.23, 1.53, 0.98, 0.56, 1.35, 1.45, 1.11, 1.01, 1.66, 0.78

a) Indica cudl es la poblacién en estudio, cudl es la variable en estudio y el tipo de la misma.
b) El tratamiento estdndar utilizado los ultimos anos conseguia una regeneracién media de cartilago en
este tipo de enfermos de 1 cm. jPueden concluir estos investigadores que la regeneracién media con el nue-
vo tratamiento es significativamente superior a la obtenida por el tratamiento estdndar (1 cm)? Plantea
y resuelve el contraste de hipétesis adecuado mediante la técnica del p-valor y explica tus conclusiones.
Indica la férmula que utilizas y la distribucién. Utiliza un nivel de significatividad a=0.05.
¢) Calcula el percentil 65 de los datos de la muestra e interprétalo.

Ejercicio 5.10.

Estudios de los tltimos anos han reflejado que en EEUU el 16 % de los ninos padecen obesidad. Expertos
espanoles en la materia piensan que en Espana el porcentaje es superior. Para contrastar esta hipotesis
han planteado un estudio en Espana, seleccionando 725 ninos de los que 138 han sido considerados obesos.

a) Indica cudl es la poblacién en estudio, cudl es la variable en estudio y el tipo de la misma.

b) ;Pueden concluir estos investigadores que el porcentaje de nifios obesos en Espaiia es significativamente
superior al 16 %7 Plantea y resuelve el contraste de hip6tesis adecuado mediante la técnica de las regiones
de aceptacién-rechazo y explica tus conclusiones. Indica la férmula que utilizas y la distribucién. Utiliza
un nivel de significatividad a=0.01.

Ejercicio 5.11.

Es sabido que un gran porcentaje de hemipléjicos padecen dolor de hombro durante los 12 meses
siguientes al ictus. Se desea investigar si una novedosa terapia rehabilitadora, basada en la fisioterapia,
reduce significativamente el tiempo medio de dolor de hombro. Para llevar a cabo el estudio se aplica la
terapia a 8 hemipléjicos, con dolor de hombro, durante el tiempo necesario hasta corregir el problema de
dolor. A continuacién aparece el tiempo, en meses, que han recibido la terapia:

5.4, 7.3, 14.5, 8.1, 10, 11.7, 9.2, 7.4

a) Determina cuédl es la poblacién de estudio, la muestra, la variable de interés, el tipo de la misma y el
pardmetro de interés. b) Plantea el contraste necesario para averiguar si la terapia es efectiva y resuélvelo
segun la metodologia de las regiones de rechazo y aceptacién. (a=0.05). Explica las conclusiones que se
deducen en el contexto del ejercicio.
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Capitulo 6

Comparacion de dos grupos

El objetivo de este capitulo es conocer las técnicas adecuadas para la comparacién de los pardmetros de
dos poblaciones. Concretamente abordaremos el estudio de la comparacién de dos varianzas poblacionales,
dos medias y dos proporciones.

6.1. Comparacion de dos proporciones

La situacién en estudio estard compuesta por dos poblaciones independientes, Poblacién 1 y Poblacion
2. El objetivo es comparar los porcentajes de cierta respuesta de una variable cualitativa de interés en
cada una de ellas, a los que llamaremos P; y P». Para llevar a cabo esta comparacién dispondremos de dos
muestras, una de cada una de las poblaciones en estudio, con tamiﬁos que denotaremos ni y n2. En cada
una de esas muestras podremos obtener el porcentaje de interés: P y Ps.

Para llevar a cabo la comparacién, podemos tanto plantear un contraste de hipétesis (unilateral o
bilateral dependiendo de la situacién):

H() : P1 = PQ

H,:P1#P2 (H :P1<P2; H,:Pl>P2)

o bien calcular un intervalo de confianza para la diferencia de ambos porcentajes, es decir, para P; — Ps.
En ambos casos, necesitamos una distribucién en el muestreo de los estadisticos involucrados en este
problema. Una aproximacién normal ampliamente utilizada es la que se plantea a continuacién:

100 Pr) P (100 - P2)

ni n2

)

A partir de esta distribucién, podemos resolver tanto los contrastes de hipdtesis como calcular los
intervalos de confianza planteados. Para ello, serd 1til tipificar esta expresién para poder trabajar con la
distribucién N(0,1):

131—132~N(P1—P2,\/P1'(

(PL— P) — (PL — Py)
\/Pr(lOO—Pl) 4 P2:(100—Py)

~ N(0,1) (6.1)

ni n2

Para usar la expresién anterior, debemos aproximar la desviacién tipica poblacional (denominador)
por la desviacién tipica muestral. Aunque hay diferentes criterios para realizar esta aproximacién, que
pueden incluso ser diferentes en contrastes de hipétesis e intervalos de confianza, clasicamente se utiliza la
siguiente:

(P — P) — (P — P,)
\/1514(1007151) n P5-(100—Py)

ni na

~ N(0,1) (6.2)
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Esta expresién serd utilizada como Pivote en los contrastes de hipdtesis y a partir de ella se puede
deducir la siguiente férmula para los intervalos de confianza para la diferencia de porcentajes de dos

Capitulo 6

poblaciones:

Ejemplo 6.1.

Se ha planificado un ensayo clinico de un nuevo producto farmacéutico contra la hiperten-
sion. Se ha probado el farmaco tradicional sobre 64 personas de las cuales 12 han presentado
efectos secundarios, mientras que el nuevo fdrmaco ha sido probado sobre 51 personas y 5
de ellas han presentado efectos secundarios. Realiza el contraste de hipdtesis adecuado para
contestar si el porcentaje de personas que tendrdn efectos secundarios con el farmaco nuevo
es significativamente diferente al porcentaje de personas que lo tendrdn con el fdrmaco
tradicional. Utiliza como nivel de significatividad o = 0,05

El contraste que debemos plantear es el siguiente.

Ho:P=P,
H, : P1# P2
Los datos que podemos obtener del enunciado son los siguientes:
=~ 12
Pr=—-100=18,75% ni1 =64
64
= 5
P -100 =9,80% mn1 =51

51
El pivote que utilizaremos para resolver este contraste es el aproximado dado por la expresién (1.2).
En este pivote sustituiremos por un lado los estadisticos obtenidos de los datos. Y por otro el valor de
P1 — P> lo sustituiremos por 0, ya que segun la hipétesis nula estamos asumiendo cierto que Py = Ps.
Asi, el pivote en nuestro caso quedara:

(18,75 — 9,80) — (0)
\/18,75(100—18,75) 4 9:80:(100-9,80)
64 51

Pivote = =1,34

A partir de este valor podemos resolver el contraste de cualquiera de las dos formas que explicamos en
el capitulo anterior, o bien a través de las regiones de rechazo, o bien a través del P-valor.

En este caso, si recurrimos al P-valor, podemos comprobar que la probabilidad de encontrar un valor
superior a 1,34 en la distribucién N(0,1) es 1 — 0,9099 = 0,0901. Como el contraste es bilateral:

P — valor = 0,0901 - 2 = 0,1802

Como P — valor > «, no podemos rechazar Hy, y por tanto no podemos concluir que el nuevo farmaco
provoque a un porcentaje de personas efectos secundarios significativamente diferente a lo que lo hace el
farmaco tradicional.
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Ejemplo 6.2.

Con los datos del ejemplo anterior se pide: calcular un intervalo de confianza al 95 % para
la diferencia de porcentajes de personas que tendrdn efectos secundarios entre el fdarmaco
tradicional y el nuevo

Los datos que podemos obtener del enunciado son los siguientes:

~ 12
Py=2-100=18,75% n1 =64

]32:;)—1-100:9,80% ny = 51

y aplicando la férmula para los intervalos de confianza dada por la expresién (1.3) hallamos el intervalo:

( (18,75 — 9,80) + 1,96 - \/18’75 . (122 —18,75) | 980 (1(;(; — 9’80)>

= (—3,62,21,52)

Con un 95 % de confianza la diferencia de porcentajes de personas que tienen efectos secundarios entre el
farmaco tradicional y farmaco nuevo estard contenida en este intervalo. Como el intervalo estd formado
por un extremo de signo negativo y otro de signo positivo, no tenemos evidencias suficientes para afirmar
que existen diferencias significativas entre los dos farmacos en cuanto al porcentaje de personas que
presentan efectos secundarios.
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6.2. Comparacion de dos varianzas

Supongamos que queremos comparar las varianzas poblacionales (o5 y 03) de dos poblaciones norma-
les. Para ello dispondremos de dos muestras, una de cada poblacién, y por tanto tendremos conocimiento
de los dos tamafios de ambas muestras (n1 y n2) y de las varianzas muestrales obtenidas (S5 y S3).

El contraste de hipétesis que nos plantearemos sera el siguiente:

Hp : O’% = 05

H,:0i+# 03

6.2.1. Distribucion F de Snedecor

Para resolver este contraste de hipdtesis, necesitamos incorporar una nueva distribucién, la distribucién
F de Snedecor o F de Fisher-Snedecor. Esta distribucién, a diferencia de las distribuciones Normal o t-
Student solo estd definida para valores positivos y no tiene forma de campana simétrica. La distribucién
F estd regida por dos pardmetros, m y n, llamados grados de libertad, y se suele representar como F(, n).
A continuacién se muestran algunas representaciones gréficas de distribuciones F' con diferentes grados de
libertad.

1.0

— F(20,20)
- F(55)
F(2,5)

0.6

0.4

0.2

0.0

Para trabajar con esta distribucién, necesitaremos tablas numéricas de ayuda que contengan los per-
centiles de la misma para algunos grados de libertad. Estas tablas se muestran en el Anexo de Tablas
Estadisticas. Concretamente utilizaremos las tablas de los percentiles: 0,900, 0,950, 0,975, 0,990, 0,995.
Para hallar los percentiles opuestos a estos (0,100, 0,050, 0,025, 0,010, 0,005)) no hay mds que tener
en cuenta que:

1

an a = =
(mn), F(n,m),l—a

6.2.2. Resolucion del contraste de hipdtesis

Una vez introducida la distribucién F, para resolver el contraste de hipétesis planteado necesitaremos
la distribucién en el muestreo de un estadistico que sea conocida bajo la hipétesis nula. Concretamente
utilizaremos el estadistico F que definimos a continuacién:

SQ
=% S2. 2 52 2
F= 21 _ 1°02 1 03 ~F

= = =l | = —1,np—1
28307 \S3) \o? (ri=tna=h)
2
o
2
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Este estadistico, F, es el que utilizaremos como Pivote, y bajo la hipétesis nula (Hop : o1 = 03), la expresién
2 S2
(%) tomard el valor 1. Asi, la expresién F bajo la hip6tesis nula se calculard simplemente como F = (5—12)
! 2

y su distribucién conocida serd una Fi,, 1 n,—1)

Notar que para la aplicacién de estas técnicas las poblaciones de origen deben ser asumidas como Nor-
males. Existen otros test para contrastar la igualdad de varianzas que no exigen la condicién de normalidad
(por ejemplo el test de Levene). Estos tests no serdn vistos en la parte tedrica de esta asignatura, aunque
alguno de ellos se vera en la parte practica con software informéatico.

Ejemplo 6.3.

Se quiere valorar el tiempo (en minutos) que tardan en realizar una determinada tarea
pacientes operados por dos técnicas quirirgicas diferentes. Se supone que esta variable sigue
una distribucion Normal en ambas poblaciones (Intervenidos por técnica 1 e Intervenidos
por técnica 2). Se han tomado datos de 31 pacientes intervenidos por la técnica 1 y de 25
pacientes intervenidos por la técnica 2 obteniendo unas varianzas en ambas muestras de
50 y 24 respectivamente. Contrasta si la varianza de esta variable en ambas poblaciones es
significativamente diferente (considera o= 0,05).

Con los datos disponibles: ny = 31 S? = 50 y no = 25 S5 = 24 planteamos el contraste de
hipdtesis:
2 2
Hy : 01 =03
Hi:0f # 03

El pivote, bajo la hipétesis nula resulta:

5% 50
F=|=)==—=208
(5)-%
y debe seguir una distribucién F(so,24)

A continuacién calculamos las regiones de rechazo: Fiso,24)0,975 = 2,2090 y F(30,24)0,025 = —1 =

F(24,30)0,975
1 _
31355 — 0,4681

0.8 1.0

F(30,24)

0.4

0.4689

0.2
1

2.2090

0.0

Dado que el pivote (2,08) no estd en la regién de rechazo, no podemos concluir que haya diferencias
significativas entre las varianzas de la variable en ambas poblaciones, es decir, entre las varianzas de los
tiempos en realizar la actividad de los intervenidos con las técnicas quirdrgicas 1y 2.
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6.3. Comparacién de dos medias

6.3.1. Muestras independientes. Varianzas iguales

La igualdad de varianzas es una premisa para valorar la igualdad de medias. Asumimos que o? y o3
son pardmetros desconocidos pero iguales, es decir 0% = 02 = 2, donde o representa la varianza comtin
de ambas poblaciones. Para asumir que las varianzas poblacionales son iguales, o bien tenemos informacién
previa que nos permita asumir como cierta esta hipétesis, o bien podriamos realizar un contraste de igualdad
de varianzas y en el caso de no rechazar en este contraste la igualdad de las mismas podriamos asumir que
esta hipdtesis es cierta (o no se desvia mucho de serlo).

La distribucién en el muestreo de partida es la siguiente:

2 2
T1— Ty~ N — pz, | L+ 22)
ni no
de la cudl podemos deducir:
@1 =T2) = = p2) 1) (6.4)

2 2
ot | o3
ni n2

Si la varianza comin o2 = o7 = 02 es conocida, esta distribucién en el muestreo es la que podemos
utilizar directamente en los contrastes de hipé6tesis sobre la diferencia de medias y a partir de ella podemos
extraer la siguiente férmula para el cédlculo de intervalos de confianza (a un nivel (1—«)-100 % de confianza)
para la diferencia de medias (1 — p2):

2 2
_ _ g7 g5
($1 — $2) :l: Zl_% . ;1 + an (65)

En cualquier caso, es habitual no conocer las varianzas poblacionales y los datos disponibles en esta
situacién son los basados en las dos muestras, es decir, solemos conocer ni, Zi, S%, na, T2, S2

Calcularemos un estimador S? para la varianza comin o2 a partir de las dos varianzas muestrales S7
y S% de la siguiente forma:

2 — (nl—l)-Sf—l—(nz—l)-S% _ (nl—l)-Sf—l—(ng—l)-Sg (66)
(n1—1)+(n2—1) (n1—|—n2—2) ’
Y utilizaremos la siguiente distribucién en el muestreo:
(T —T2) — (1 —p2) _ (T2 =) — (p1 — po) by g2 6.7)
ni n2 n1 no

A partir de esta expresién, que es la que se puede utilizar como pivote en los contrastes de hipotesis
correspondientes también podemos extraer la correspondiente férmula para el calculo de los intervalos de
confianza (a un nivel (1 — a) - 100 % de confianza) para la diferencia de medias (p1 — p2):

ni T2

_ 1 1
|: ({Bl — {BQ) + t((n1+n272) (17%)) -5 — + :| (68)
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Ejemplo 6.4.

Se estd realizando un estudio que pretende comparar el nivel de calcio en plasma sanguineo
en hombres y mujeres. Asi, de los 18 casos que disponemos 10 de ellos son hombres y 8
de ellos mujeres, obteniendo que el nivel medio para los hombres es 3.6 mmol/l con una
desviacion tipica de los datos de 0.9 mmol/l mientras que para las mujeres el nivel medio
es 2.9 con una desviacion tipica en los datos de 1.2 mmol/l. ;Es significativa la diferencia
obtenida en el nivel de calcio entre hombres y mugjeres ( a=0.05)%?

Los datos disponibles consisten en:
Hombres: n;, = 10, T, = 3,6, S, = 0,9
Mujeres: ny, = 8, Ty, = 2,9, S = 1,2

En primer lugar comprobamos si podemos asumir como cierta la hipétesis de que las varianzas de esta
variable en ambas poblaciones son iguales, es decir, que o2 = o2,. Para ello planteamos el contraste:

2 2
Ho:O'h:Um
2 2
H, : o0}, # o,

(0,92
(1,2)2

2
El pivote, bajo la hipdtesis nula resulta:F' = (S—l) = = 0,5625 y debe seguir una distribucién

53
F (9,7)-
En esta distribucién, las regiones de rechazo vienen determinadas por:
los valores que quedan a la derecha de Fg 7)0,975 = 4,8232 y los valores que quedan a la izquierda de
Fo,7)0,025 = F% = ﬁ = 0,2383

(7,9)0,975 )

Dado que el pivote (0,5625) no estd en la regién de rechazo, no podemos concluir que haya diferencias
significativas entre las varianzas de la variable en ambas poblaciones, es decir, entre las varianzas del
nivel de calcio en plama sanguineo entre hombres y mujeres y por tanto, podemos asumir que ambas
varianzas son iguales y proceder a comparar las medias en ambos grupos poblacionales (que es el objetivo
del problema planteado).
A continuacién, puesto que podemos asumir que las varianzas de la variable en ambas poblaciones son
iguales, calculamos una estimacién de la varianza comun mediante la expresién (6.6):

(10 — 1) - (0,9)% + (8 — 1) - (1,2)?
(1048 —2)

S2 = =108 = S=1,04

Wh Y Wm representaran el nivel medio de calcio en plasma sanguineo en hombres y mujeres, respectiva-
mente. Para realizar la comparacion planteamos el contraste que corresponde:

Ho : pn = pim

Hy: opn # pm
Si la hipétesis nula es cierta, y utilizando la expresién (6.7):
(3,6 —2,9) — (0)

1,044/ + 2

=142 ~t

La region de rechazo de este contraste bilateral estd compuesta por aquellos valores menores a —2,119
y mayores a 2,119. Puesto que el valor de nuestro pivote es 1.42, no podemos rechazar la hipétesis nula.
Por tanto, podemos concluir que el nivel medio del calcio en plasma sanguineo no es significativamente
diferente en hombres y mujeres.
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Ejemplo 6.5.

St en la misma situacion que en el ejemplo anterior, decidimos plantearlo desde el punto de
vista de los intervalos de confianza, calculariamos un intervalo de confianza, por ejemplo al
95 % para la diferencia de niveles medios de calcio en plasma sanguineo entre hombres y
mugjeres

Con los datos del ejemplo anterior:

Hombres: n, = 10, 7, = 3,6, S, = 0,9

Mujeres: ny, = 8, Ty, = 2,9, Sp = 1,2

Con el célculo realizado S = 1,04, y con la férmula dada por la expresién (6.8), obtendriamos el intervalo
de confianza al 95 %:

1 1
(3,6 —2,9) +2,119-1,04 -/ — +

= | =1 -0,3453, 1,74
5t 3 [ —0,3453 , 1,7453 |

Con un 95% de confianza, la diferencia de medias estard contenida en este intervalo. Como en este
intervalo un extremo es negativo y el otro positivo no podemos concluir que haya diferencias significativas
entre los niveles medios de calcio en plasma sanguineo de hombres y mujeres.

6.3.2. Muestras independientes. Varianzas diferentes

Cuando no es posible asumir que las varianzas de la variable cuantitativa en las dos poblaciones a
comparar son iguales, es recomendable buscar una transformacién de la misma que haga posible asumir
esta hipdtesis (de igualdad de varianzas) como cierta. En caso de no lograr hallar una transformacién
que haga posible esto, es mejor recurrir a otra metodologia (métodos no paramétricos como el test de
Wilconxon que no son objeto del temario de esta asignatura) para realizar la comparacién de las medias.

6.3.3. Muestras dependientes o pareadas

Diremos que 2 muestras son pareadas si existe alguna relacion entre los elementos de ambas
muestras que pudiera establecer dependencia entre los valores obtenidos de la variable de estudio. Por
ejemplo, si queremos evaluar los efectos de una dieta sobre el peso corporal en cierta poblacién tomaremos el
peso a un conjunto de individuos antes de someterlos a dieta. Tras el periodo de dieta pesamos nuevamente a
los integrantes del estudio obteniendo asi una segunda medicién del peso en cada individuo. Asi obtenemos
2 muestras de pesos de la poblacién, pero estas 2 muestras tienen una peculiaridad y es que los individuos
que las componen estan relacionados, es mas son los mismos individuos. En este caso diremos que las
muestras estan pareadas. Para este tipo de problemas en lugar de plantearnos un contraste habitual sobre la
igualdad de medias como el que acabamos en apartados anteriores, restariamos las 2 mediciones efectuadas
a cada persona (o cada par de mediciones relacionadas), de esta forma obtendremos una tinica muestra de
diferencias y contrastaremos si la media de estas diferencias es distinta de 0 o no. Asi conseguimos que las
observaciones de la variable sean independientes entre si, reduciendo asi cualquier efecto que pudiera tener
esta dependencia sobre los resultados del estudio.

Las técnicas a utilizar, por tanto, son las vistas en el tema 5 si se quiere plantear mediante un contraste
de hipétesis y las del tema 4 si se quisiera plantear desde la perspectiva de los intervalos de confianza.
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Ejemplo 6.6.

Se planifica un ensayo clinico para valorar la eficacia de un nuevo tratamiento antihiperten-
sivo. Este tratamiento se sospecha que podria tener unos efectos secundarios considerables,
por ello hemos conseguido unicamente 14 pacientes dispuestos a integrar el estudio. Hemos
tomado la presion arterial de los pacientes antes y después de someterse al tratamiento
obteniendo los siguientes valores:

Antes Trat. | Después Trat. | Diferencia
Paciente 1 188 176 12
Paciente 2 210 208 2
Paciente 3 202 193 9
Paciente 4 188 185 3
Paciente 5 176 177 -1
Paciente 6 171 174 -3
Paciente 7 186 176 10
Paciente 8 192 182 10
Paciente 9 200 196 4
Paciente 10 176 157 19
Paciente 11 197 191 6
Paciente 12 185 183 2
Paciente 13 194 189 5
Paciente 14 207 191 16
Media ZTq = 6,71
Desv. Tipica Sa = 6,29

Contrasta la hipdtesis que el tratamiento realmente ha producido una disminucién significa-
tiva ( «=0.05) de la presion arterial.

Para contrastar la efectividad del tratamiento trabajaremos con la variable de diferencias Antes
- Después. Si el tratamiento no ha producido ningin efecto la media de esta variable en la poblacién (la
llamaremos pq) deberia ser 0, mientras que si el tratamiento ha tenido el efecto esperado la media de
esta variable en la poblacién deberfa ser mayor que 0 (indicando que la presién arterial media antes del
tratamiento es mayor que la de después). Asi, plantearemos el contraste:

Ho LMd = 0
Hy: pg>0
Utilizando Ef{g;dw = 6&50 =399 ~ t,—1 = t13. Como a = 0,05 y el contraste es unilateral, com-

n V14
probamos que\:FeI percentil 95% para la distribucién t15 es aproximadamente 1,77 y por tanto nuestro
pivote toma un valor de la regién de rechazo para este contraste. Asi, rechazamos la hipétesis nula y
por tanto encontramos evidencias suficientes para concluir que el tratamiento produce una disminucién
significativa de la presién arterial media.
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6.4. Ejercicios Capitulo 6

Diferencia de Porcentajes
Ejercicio 6.1.

Un experimento se plantea el estudio de la efectividad de una nueva vacuna frente al SIDA. El ex-
perimento se encuentra en la primera fase, en la que se estd valorando dicha efectividad en monos. La
vacuna se administré a 60 monos, de los que, tras estar en contacto con el virus VIH, se comprobdé que
4 resultaron infectados. Por otro lado, se trabajé con un grupo control de 50 monos que no recibieron la
vacuna y que también estuvieron en contacto con el virus VIH, de los que los 15 resultaron infectados. Las
diferencias como puedes apreciar son notables, pero ;podemos concluir que la vacuna es efectiva? Es decir,
;el porcentaje de infeccién en monos vacunados es significativamente inferior en los monos vacunados que
en los no vacunados?

Platea el contraste de hipétesis adecuado para responder a esta pregunta y resuévelo tanto por el
método de las regiones de aceptacién/rechazo como por el método del p-valor utilizando como nivel de
significatividad a=0.01.

Ejercicio 6.2.

En un estudio sobre nifios de un afio de edad se seleccionaron nifios de los dos grupos étnicos predomi-
nantes que constitufan la clientela de un determinado departamento de salud con el objetivo de comparar
la prevalencia de un tipo de anemia en ambos grupos. En el grupo étnico 1 se seleccionaron 450 ninos, de
los cuales 105 presentaron indicios de anemia, mientras que en el grupo étnico 2 se seleccionaron 375 nifios
de los cuales 120 presentaron rasgos de anemia. { Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique
que existe una diferencia en las dos poblaciones con respecto al porcentaje de anémicos en las mismas?
Plantea y resuelve el contraste de hipdtesis adecuado para responder a esta pregunta utilizando un nivel
de significatividad a = 0,05.

Ejercicio 6.3.

Se esta probando la eficacia de dos tipos de ejercicio para mejorar los sintomas de la artritis reumatoide.
El primer tratamiento (T1) ha sido probado en 150 pacientes con esta enfermedad obteniendo que 87 de
ellos mejoran tras un mes de préctica. El segundo tratamiento en prueba (al que llamaremos T2) ha sido
probado en 170 pacientes de los que 90 han mejorado tras un mes de practica. Calcula un intervalo de
confianza al 99 % para la diferencia de porcentajes de mejorfa de ambos tratamientos e interpreta los
resultados. A la vista del resultado, jcrees que el porcentaje de personas que mejoran con el tratamiento
T1 es significativamente superior al del T2?. Razona la respuesta.

Ejercicio 6.4.

Con los datos del ejercicio anterior plantea el contraste de hipétesis correspondiente para averiguar si
el porcentaje de personas que mejoran con el tratamiento T1 es significativamente superior al porcentaje
de personas que mejoran con el tratamiento T2 (considera alpha=0.01)

Ejercicio 6.5.

Un organismo sanitario trata de valorar la calidad de servicio de dos hospitales publicos que dependen
del mismo (a los que llamaremos Hospital A y Hospital B). Para ello selecciond, al azar, una muestra
de 150 personas de entre todos los pacientes hospitalizados en el Hospital A durante dos ultimos afios,
de los que 129 valoraron el servicio como Muy favorable (calificacién méaxima). De una muestra de 160
pacientes seleccionados de forma similar del Hospital B, 144 de ellos calificaron el servicio recibido como
Muy favorable. Calcula el intervalo de confianza al 99 % para la diferencia de porcentajes de méxima
satisfaccién entre los usuarios de ambos hospitales . A la vista del resultado, ; piensas que existen diferencias
significativas entre ambos porcentajes?. Razona la respuesta.
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Ejercicio 6.6.

En una encuesta conducida por un grupo de salud bucodental, se les pidié a 500 adultos que dieran
la razén de su ultima visita al dentista. De los 220 que tenian una educacién inferior a la secundaria, 44
senialaron que lo habian hecho por razones preventivas. De los restantes 280, los cuales tenian educacién
secundaria o un nivel superior, 150 senalaron que lo habfan hecho por la misma razén. Construye un
intervalo de confianza al 90 % por ciento para la diferencia entre los porcentajes de personas que acuden
al dentista por razonas preventivas de las dos poblaciones en estudio (personas con estudios inferiores y
iguales o superiores a educacién secundaria). Interpreta el significado del intervalo. A la vista del resultado,
jcrees que existen diferencias significativas entre los porcentajes de pacientes que acuden al dentista por
razones preventivas en las dos poblaciones? Razona la respuesta.

Ejercicio 6.7.

En una muestra de 1350 personas que residen en un barrio periférico de una gran ciudad se ha realizado
un estudio para conocer la prevalencia de cierta alergia. De las pruebas realizadas, 95 proporcionaron
resultados positivos. Al mismo tiempo, se tomé una muestra de 2010 personas para el resto de la ciudad en
la que se observaron 113 casos. {Proporcionan estos resultados evidencia suficiente ( «=0.05) que indique
que el porcentaje de individuos con dicha enfermedad en dicho barrio es diferente a dicho porcentaje en el
resto de la ciudad?

Ejercicio 6.8.

Se va a realizar un estudio sobre enfermedad cardiovascular (relacionada con contaminacién atmosféri-
ca) en distintas zonas (Norte y Sur) de una gran comunidad auténoma. El norte esta caracterizado por
una gran cantidad de industria y por tanto tiene més contaminacién, mientras que el sur por el contrario
no tiene tanta industria y su contaminacién es menor. Se toma una muestra de 1350 personas que resi-
den en la zona norte, de las que 95 resulté tener alguna enfermedad cardiovascular. Al mismo tiempo, se
tomé una muestra de 2010 personas de la zona sur, en la que se observaron 113 casos. jProporcionan estos
resultados evidencia suficiente (con @ =0.05) que indique que el porcentaje de individuos con alguna de
estas enfermedades en la zona norte es mayor a dicho porcentaje en la zona sur?

Diferencia de Varianzas

Ejercicio 6.9.

Las mediciones de cierto hueso del cuerpo humano de una muestra de hombres y mujeres adultos dieron
los resultados que se detallan a continuacién: de una muestra de 12 hombres estudiados se obtuvo una
media de 13.21 cm y una desviacién tipica de 1.05 cm; de una muestra de 9 mujeres se obtuvo una media
de 11.00 cm y una desviacién tipica de 1.01 cm. ;Podemos concluir que la varianza de la longitud de este
hueso es significativamente diferente en hombre y mujeres? (Supondremos que estas variables tienen un
comportamiento normal) Plantea el contraste correspondiente (con o = 0,05) y explica tus conclusiones.

Ejercicio 6.10.

Setenta pacientes que sufren de epilepsia se dividieron al azar en dos grupos iguales con el fin de
estudiar posibles diferencias en cuanto al nimero de convulsiones entre dos tratamientos diferentes. El
grupo A recibié un tratamiento que incluia dosis diarias de vitamina D. El grupo B recibié el mismo
tratamiento con la excepcién de que a este grupo se le dio un placebo en lugar de la vitamina D. Las
medias del niimero de convulsiones observadas durante el periodo de tratamiento en los dos grupos fueron
15 (grupo A) y 24 (grupo B). Las desviaciones tipicas conocidas por otros experimentos eran 3 (grupo A)
y 3.5 (grupo B). ;Proporcionan estos datos evidencia suficiente que indique que la varianza del nimero de
convulsiones es diferente entre los que toman o no Vitamina D? (Supondremos que estas variables tienen un
comportamiento normal).Plantea el contraste correspondiente (con a = 0,05) y explica tus conclusiones.

111



& ceu g

Ejercicio 6.11.

Capitulo 6

A dos grupos de ninos se les hicieron pruebas de agudeza visual. El grupo 1 estaba formado por 11
ninos que recibieron cuidados de la salud por parte de médicos privados. La calificacién media para este
grupo fue de 26 con una desviacién estandar de 5. El segundo grupo, que incluia 14 nifios que recibieron
cuidados de la salud por parte del departamento de salud publica, tuvo una calificacién promedio de 21
con un desviacién estandar de 6. jPodemos concluir que la varianza de ambos grupos es significativamen-
te diferente? (Supondremos que estas variables tienen un comportamiento normal).Plantea el contraste
correspondiente (con o = 0,05) y explica tus conclusiones.

Diferencia de Medias

Ejercicio 6.12.

Las mediciones de cierto hueso del cuerpo humano de una muestra de hombres y mujeres adultos dieron
los resultados que se detallan a continuacién: de una muestra de 12 hombres estudiados se obtuvo una
media de 13.21 cm y una desviacién tipica de 1.05 cm; de una muestra de 9 mujeres se obtuvo una media
de 11.00 cm y una desviacion tipica de 1.01 cm. Realiza la prueba adecuada, bajo un nivel de significacién
de a=0.01, para valorar si la longitud del hueso en hombres es significativamente mayor que en mujeres.
Razona tu respuesta.

Ejercicio 6.13.

Setenta pacientes que sufren de epilepsia se dividieron al azar en dos grupos iguales con el fin de estudiar
posibles diferencias en cuanto al nimero de convulsiones entre dos tratamientos diferentes. El grupo A
recibié un tratamiento que incluia dosis diarias de vitamina D. El grupo B recibié el mismo tratamiento
con la excepcion de que a este grupo se le dio un placebo en lugar de la vitamina D. Las medias del niimero
de convulsiones observadas durante el periodo de tratamiento en los dos grupos fueron 15 (grupo A) y 24
(grupo B) y sus desviaciones tipicas 3 (grupo A) y 3.5 (grupo B). ;Proporcionan estos datos evidencia
suficiente que indique que la vitamina D es efectiva para disminuir el niimero de convulsiones? ( a=0.05)
Razona la respuesta. Repite el ejercicio suponiendo que se tiene la siguiente informacién poblacional sobre
las desviaciones tipicas: 04 = op = 3. Reflexiona sobre los cambios que esta informacién supone sobre la
resolucién del ejercicio.

Ejercicio 6.14.

Queremos contrastar el efecto de una nueva dieta que prometen revolucionaria, y para ello sometemos
a esta dieta a 12 personas durante 3 dias obteniendo los siguientes resultados sobre el peso antes y después
de esta dieta:

Persona | Peso Antes | Peso Después
1 86.2 84.9
2 53.6 53.7
3 69.9 68.8
4 71.4 71.0
5 51.8 52.5
6 95.4 93.8
7 84.0 83.2
8 60.2 57.8
9 92.6 91.1
10 50.2 48.9
11 49.4 49.5
12 90.0 90.4

;Reduce esta dieta el peso de forma significativa? Plantea el contraste adecuado utilizando o = 0,05 y
razona la respuesta. Calcula el p-valor del contraste.
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Ejercicio 6.15.

Capitulo 6

Un proyecto trataba de valorar los resultados de las pruebas de agudeza visual, segin el organismo que
las practicara. Para ello repartié aleatoriamente los ninos disponibles a dos grupos. El grupo 1 realizé las
pruebas de agudeza visual en un centro de salud ocular privado, mientras que el grupo 2 realizé dichas
pruebas en el departamento de salud publica. El grupo 1 estaba formado por 11 nifios que obtuvieron una
calificaciéon media de 26 con una desviacién tipica de 5. El segundo grupo incluia 14 nifios y obtuvo una
calificaciéon promedio de 21 con un desviacién estdndar de 6. Plantea y resuelve el contraste de hipétesis
adecuado para evaluar si el sistema privado sobre valora significativamente la agudeza visual de los nifios
respecto al sistema publico. (a = 0,1). Razona la respuesta.

Ejercicio 6.16.

Con los datos del ejercicio anterior, vamos a suponer ahora que el nimero de datos por grupo y los
valores medios muestrales obtenidos en cada grupo son los mismos, pero que realmente conocemos la
desviacién tipica poblacional de la variable agudeza wvisual en la poblacién y que toma el valor de 5.5.
Halla, en este nuevo escenario, el intervalo de confianza al 90 % por ciento para la diferencia entre las
medias poblacionales, y compara el resultado con el obtenido en el ejercicio anterior.

Ejercicio 6.17.

La piel de los cadaveres puede utilizarse para proporcionar injertos temporales de piel en personas con
quemaduras graves. La mejoria que experimentan los pacientes con este tipo de injertos estad en relacién
directa con el tiempo de supervivencia del injerto, que finalmente sera rechazado por el sistema inmunolégi-
co del paciente. Un equipo médico investiga la eficacia de tales injertos con respecto al sistema antigeno
HL-A. A cada paciente se le practican dos injertos, uno con alta HL-A compatibilidad y otro con baja
compatibilidad. El tiempo de supervivencia, en dias, de los injertos se muestra en la tabla adjunta.

Persona | Compatibilidad Alta | Compatibilidad Baja
1 37 29
2 19 13
3 57 15
4 93 26
5 16 11
6 23 18
7 20 26
8 63 43
9 29 18

10 60 42
11 18 19

Plantea el contraste de hipétesis adecuado para estudiar si los injertos con alta compativilidad dan
mejores resultados que los de baja compatibilidad a = 0,05 y explica tus conclusiones.

Ejercicio 6.18.

Se estudio la eficacia de un medicamento analgésico en 50 mujeres que sufrian calambres tras el parto.
Se eligieron aleatoriamente 25 de estas mujeres y se les administré el medicamento y a las 25 restantes
se les administré un placebo (sustancia inerte). Las cdpsulas conteniendo el medicamento o el placebo se
administraron antes de desayunar y al mediodia. La mejoria experimentada se midié en una escala entre 0
(ninguna mejoria en absoluto) y 56 (mejoria completa durante 8 horas). En las mujeres tratadas (Medica-
mento), se obtuvo una mejoria media de 31.96 puntos y con una desviacién tipica de 12.05, mientras que
en las mujeres no tratadas (Placebo) se obtuvo una mejorfa media de 25.32 puntos y una desviacién tipica
de 13.78. ;Proporcionan estos datos evidencias suficientes para concluir que el tratamiento es efectivo?
Plantea el contraste que corresponda utilizando un nivel de significatividad « = 0,05 y razona la respuesta.

Ejercicio 6.19.
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Un proceso habitual en las industrias conserveras consiste en tratar las verduras con agua hirviendo
antes de enlatarlas. El problema radica en la gran pérdida de vitaminas que sufren las verduras asi tratadas.
Se cree que un método consistente en un lavado previo de las verduras con vapor de agua puede evitar
la pérdida de vitaminas. Para comparar ambos métodos, se analizaron 10 grupos de judias provenientes
de granjas diferentes. La mitad de las judias de un grupo se trataron con agua hirviendo y la otra mitad
con vapor de agua. Se midié el contenido vitaminico de cada mitad después del lavado, obteniéndose los
resultados siguientes:

Capitulo 6

Grupo | Vapor | Agua
1 35 33
2 48 40
3 65 55
4 33 41
5 61 62
6 54 54
7 49 40
8 37 35
9 58 59

10 65 56

Plantea el contraste de hipdtesis adecuado para estudiar si el método de lavado con vapor de agua es mejor
que el de agua hirviendo utilizando o = 0,05, calcula el p-valor del contraste y explica tus conclusiones.

Ejercicio 6.20.

Veinticuatro animales de laboratorio con deficiencia de vitamina D se dividieron en dos grupos iguales.
El grupo 1 recibié un tratamiento consistente en una dieta que proporcionaba la vitamina D. El segundo
grupo no fue tratado. Al término del periodo experimental, se hicieron las determinaciones del nivel de
vitamina D, obteniéndose los siguientes resultados:

Grupo tratado: T1 = 11,1 mg/100ml S =1,5

Grupo no tratado: Tz =7,8mg/100ml S; =2,0

Calcula un intervalo de confianza al 99 % para la diferencia de los niveles medios de vitamina D entre los
animales tratados y no tratados e interpreta el resultado del mismo.

Ejercicio 6.21.

Un grupo de investigadores del cancer de mama reunié los siguientes datos en cuanto al tamafo de dos
tipos de tumores diferentes (A y B):

Tipo de tumor | Tamafio muestral | Media muestral | Desv.Tipica muestral
A 21 3.85 cm 1.95 cm
B 16 2.80 cm 1.70 cm

1. Calcula un intervalo de confianza al 95 % para la diferencia de los tamanos medios poblacionales de
ambos tipos de tumores e interpreta los resultados.

2. Plantea el contraste de hipdtesis adecuado para determinar si hay diferencias significativas entre los
tamanos medios de ambos tumores utilizando o = 0,05.

3. Comprueba que de ambas formas obtienes las mismas conclusiones.
Ejercicio 6.22.

Un epidemidlogo desea comparar dos vacunas para la rabia. Las personas que previamente habian
recibido dichas vacunas se dividieron en dos grupos. El grupo 1 recibié una dosis de refuerzo de la vacuna
del tipo 1 y el grupo 2 recibié una dosis de refuerzo de la vacuna del tipo 2. Las respuestas de los anticuerpos
se registraron dos semanas después. Las medias, desviaciones tipicas y tamano de las muestras para los
dos grupos fueron los siguientes:
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Grupo | Tamano muestral | Media muestral | Desv.Tipica muestral
1 10 4.5 cm 1.3 cm
2 9 2.5 cm 1.1 cm

(Indican estos datos que existe diferencia en la efectividad de las dos vacunas utilizadas para dosis de
refuerzo? ( @=0.05). Calcula p-valor del contraste.

Ejercicios recopilatorios
Ejercicio 6.23.

En un nuevo Departamento de Salud estan realizando un estudio para decidir a cudl de dos laboratorios
encargan las vacunas anti-gripales para la siguiente campana gripal. Para tomar la decisién han conseguido
datos de la campana gripal anterior de la aplicacién de las vacunas de los dos laboratorios. Segun los
datos disponibles, de 154 personas que fueron vacunadas con la vacuna del primer laboratorio (Labl)
12 padecieron finalmente la gripe, mientras que de 169 personas que fueron vacunadas con la vacuna
del segundo laboratorio (Lab2) 18 padecieron la gripe. Calcula un intervalo de confianza al 98 % para la
diferencia de porcentajes de afectados por gripe entre una y otra vacuna. Interpreta los resultados y explica
con claridad tus conclusiones.

Ejercicio 6.24.

En un Departamento de Salud estén realizando un estudio para decidir cuél de dos marcas de parches
transdérmicos de morfina recomiendan a sus pacientes con enfermedades crénicas que los necesitan. Por
un lado esta la marca A, que han usado durante los tltimos afios y ha funcionado muy bien y por otro, la
marca B, que acaba de salir al mercado con un precio algo mas competitivo y cuyos fabricantes afirman que
mejora el tiempo medio que el paciente pasa sin dolor respecto de la marca convencional (A). Para tomar
una decisién, los investigadores responsables de la decision han tomado 23 pacientes con enfermedades
crénicas que requieren estos parches y han probado la marca A sobre 12 de ellos y la marca B sobre 11.
A partir de estos pacientes han obtenido que el tiempo medio que los pacientes que han usado el parche
marca A han permanecido sin dolor es de 54.5 horas con una desviacién tipica de 7.5 horas, mientras que
para los que han usado el parche marca B se ha obtenido un tiempo medio sin dolor de 58.9 horas con una
desviacién tipica de 6.9 horas.

Realiza las pruebas previas necesarias y el contraste de hipétesis adecuado para comprobar si los nuevos
parches (marca B) proporcionan a los pacientes un tiempo medio sin dolor significativamente mayor que
los parches convencionales (de marca A). Utiliza = 0.05. Explica las conclusiones que de este andlisis se
derivan.

Ejercicio 6.25.

Se desea investigar si el porcentaje de diabéticos con altos niveles de triglicéridos es significativamente
superior al porcentaje de no diabéticos que tienen altos niveles de triglicéridos. Los datos muestrales, de
que se disponen para hacer el estudio, indican que de 180 diabéticos, 103 tenia altos niveles de triglicéridos,
mientras que de 190 individuos no diabéticos 80 tenian altos niveles de triglicéridos. Plantea el contraste
necesario para resolver la investigacion e interpreta el resultado, en el contexto del ejercicio, en funcién del
p-valor. (a=0.1).

Ejercicio 6.26.

Estudios epidemiolégicos han senialado que el consumo moderado de bebidas alcohdlicas fermentadas
tiene un efecto protector sobre la aparicién y desarrollo de enfermedades cardiovasculares. Por ello, se desea
investigar si el consumo moderado de cerveza, de forma habitual, aumenta significativamente la concentra-
cién sérica media de HDL (colesterol bueno). El estudio debes llevarlo a cabo segin los datos siguientes:

Individuos que NO consumen ningtin tipo de alcohol: ny= 13, ;= 35.7 mg/dl, s1= 2.3 mg/dl.
Individuos que consumen cerveza moderadamente: na= 10, To= 42.5 mg/dl, so= 1.2 mg/dl.

Realiza las pruebas previas necesarias y el contraste de hipdtesis adecuado para comprobar si son ciertas
las sospechas de la investigacién. Utiliza = 0.05. Explica las conclusiones que de este andlisis se derivan.
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Capitulo 7

Analisis de la varianza

7.1. Introduccion al analisis de la varianza

(ANOVA)

En el capitulo 6 estudiamos la comparaciéon de las medias de dos poblaciones. En este capitulo intro-
ducimos el anélisis de la varianza, cuyo objetivo es comparar dos o mas medias simultdneamente. Si por
ejemplo queremos valorar el nivel medio de mercurio en sangre de los habitantes de tres ciudades diferentes
(C1, C2 y C3) querriamos comparar 3 medias simultdneamente: u1, g2 y pus. Detrds de la comparacién
de estas tres medias podemos ver el estudio de la relacién de dos variables, una cuantitativa (nivel de
mercurio en sangre) y otra categérica (ciudad). A la variable categérica (ciudad) se le suele llamar factor
y en este caso se trata de un factor con tres categorias (C1, C2 y C3). Para llevar a cabo esta comparacién
planteariamos un modelo de andlisis de la varianza de una via ( de un factor). Si tuviéramos mds de un
factor para estudiar, por ejemplo queremos comparar diferentes ciudades y diferenciar entre hombres y
mujeres, tendriamos dos factores en estudio: ciudad (C1, C2 y C3) y sexo (H y M), y el modelo seria
de Anaélisis de la varianza con més de un factor. En esta asignatura vamos a introducir tinicamente la
comparacién cuando tenemos un factor.

Siguiendo con el ejemplo de comparar el nivel medio de mercurio en sangre de los habitantes de 3
ciudades, podriamos pensar en comparar los valores medios de los habitantes de estas ciudades dos a dos,
es decir, podriamos comparar el de C1 con C2, C1 con C3 y C2 con C3. El problema es que si cada una
de esas comparaciones la realizamos con un nivel de significatividad « = 0,05, la comparacién global no
tendria este nivel de significatividad, sino uno mayor (en este caso alrededor de 0,14). Recordamos que
« representa la probabilidad de rechazar la hipétesis nula siendo cierta, y en general solemos tomar 0,05
como esta probabilidad de equivocarnos si rechazamos Hp. En el caso de realizar las tres comparaciones
que hemos comentado, estamos diciendo que la probabilidad de rechazar al menos uno de ellos siendo ser
cierta Hp aumentaria hasta un 0,14, por tanto, la probabilidad de equivocarnos globalmente si encontramos
diferencias en alguno de ellos serfa de un 14 %.

Para solventar este problema, algunos autores proponen algunas correcciones sobre cada una de las
comparaciones. Por ejemplo, Bonferroni propone realizar cada una de las comparaciones tomando un
nivel de o menor de forma que el nivel global con las tres comparaciones sea 0,05. Asi, por ejemplo, si
realizamos cada una de las tres comparaciones que hemos comentado utilizando un nivel de significatividad
de a = 0,0167, el nivel de significatividad global seria aproximadamente 0,05. El problema que tiene esta
aproximacion, es que para rechazar la hip6tesis nula en cada una de las comparaciones anteriores tendriamos
que observar diferencias muy muy grandes, puesto que el p-valor obtenido tendria que ser inferior a 0,0167,
y por tanto, esta técnica es muy conservadora si lo que queremos es saber si para la variable que estamos
midiendo (nivel de mercurio en sangre) existen diferencias significativas entre diferentes grupos (ciudades).
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El andlisis de la varianza, realiza las comparaciones simultdneamente y con el a global que deseemos,
y es capaz de determinar si en general existen diferencias significativas entre los grupos que estamos
comparando o no las hay.

7.2. Contraste de hipdtesis

Supongamos que tenemos una variable cuantitativa Y cuyo valor medio queremos comparar en dife-
rentes grupos (definidos por las k categorias de una variable categérica llamada factor). El contraste de
hipétesis que nos planteamos es:

Ho:p1=p2=... = g
Hi : p; # pj para algin i, j

Si el p-valor obtenido de este contraste es menor que «, se rechazaria la hipétesis nula y se concluirfa que
al menos dos de las medias difieren entre si. Posteriormente, si resulta de interés, habria que valorar cual
o cuales son las medias entre las que hay diferencias.

7.2.1. Datos

Los datos disponibles habitualmente en este tipo de problemas son una muestra para cada uno de los
k grupos:
1: }/117 Y12, ceey Y1n1

2: Y21, YQQ, very Y'an

k: Ykl, Yk27 ceey Yknk

Si el disefio de partida es equilibrado los tamanos de las muestras de cada grupo seran iguales, es decir
n1 = N2 = ... = Nk, Pero no necesariamente tendra que serlo.

7.2.2. Idea intuitiva del funcionamiento del contraste

Aunque en esta asignatura no pretendemos calcular el estadistico de este contraste manualmente,
si queremos dar algunas ideas intuitivas sobre el funcionamiento del mismo y la justificacién de por qué a
la técnica que utilizamos para comparar medias de diferentes grupos se le llama Andlisis de la varianza.

A continuacién se muestra una figura en la que se pueden observar una muestra de tamafno 8 de cada
una de las siguientes distribuciones: N(45,5), N(40,5), N(30,5),N(20,5).
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Y en la siguiente figura podemos visualizar una muestra, también de tamano 8, de cada una de cuatro
distribuciones iguales: N(35,5) (o lo que es lo mismo, cuatro muestras de la misma poblacién con media
35 y desviacién tipica 5).
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En ambas figuras podemos observar en la parte izquierda (separada por una linea) las 32 observaciones
juntas, y en la parte derecha separadas para cada uno de los grupos. En la figura superior, en la que las
medias difieren de un grupo a otro, podemos observar que la varianza que tenemos de los datos dentro de
cada grupo es menor que la varianza que tenemos en el conjunto de datos total (izda.). Mientras que en
el caso del gréfico inferior, en el que las medias de todos los grupos coinciden, no hay mucha diferencia
entre la variabilidad que tenemos dentro de cada grupo con la variabilidad que tenemos en el conjunto
de datos total. Esta idea refleja, que comparando varianzas (dentro de cada grupo con la total) podemos
detectar que el comportamiento es diferente cuando las medias coinciden y cuando no. En esta idea, entre
otras (algunas por supuesto mds tedricas), se basa la técnica ANOVA, que mediante la comparacién de la
variabilidad total, la que hay dentro de cada grupo y la que hay entre grupos permite obtener conclusiones
sobre el comportamiento de las medias (es decir, sobre si existen diferencias significativas entre las medias
0 10).

7.2.3. Resolucién del contraste de hipdtesis

Supongamos que tenemos datos de un total de n individuos, repartidos en k grupos diferentes definidos
por las k categorias de una variable categérica (es decir, n = n1 +na + ... + ny individuos) La resolucién de
este contraste de hipdtesis estd basada en la comparacién de dos varianzas (llamadas varianza entre grupos y
varianza intra-grupos), que, bajo la hipétesis nula de igualdad de medias deben ser iguales. Estas varianzas
se comparan mediante su cociente en un estadistico al que llamamos F'. Si la hipdtesis nula es cierta se
observaran valores del estadistico cercanos a 1, mientras que si la hipdtesis nula no es cierta, se observaran
valores grandes del estadistico F'. Por tanto, estamos ante un contraste de hipétesis unilateral. Para resolver
este contraste se utiliza el estadistico F', que bajo la hipdtesis nula sigue una distribuciéon F' de Snedecor
con k—1y n—k grados de libertad. A partir del valor calculado del estadistico F', y bien mediante la regién
de rechazo o bien mediante el p-valor a partir de la distribucién F(j_1 ,_x) tendriamos como solucién el
rechazar o no poder rechazar la hipétesis nula. Un resultado en el que rechazariamos la hipétesis nula
indicarfa que tenemos evidencias suficientes para concluir que existen diferencias significativas entre las
medias, es decir, al menos existiria un par de medias que diferirian entre si. Mientras que un resultado
en el que no pudiéramos rechazar la hipétesis nula indicaria que no tenemos evidencias para concluir que
existan diferencias significativas entre la medias.

7.3. Hipotesis necesarias para la aplicacion del ANOVA
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7.3.1. Muestreo aleatorio

Todos los individuos que componen las observaciones de cada uno de los grupos deben haber sido
elegidos de la poblacién y asignados aleatoriamente a cada uno de ellos.

7.3.2. Normalidad

Los valores de la variable se distribuyen normalmente (o siguen una distribucion Normal) en cada uno
de los grupos definidos por el factor, es decir, para cada grupo i, Yi; ~ N(u:,0?). La violacién de este
supuesto no afecta mucho a las conclusiones del anélisis de la varianza si el tamano de las muestras de
cada grupo es relativamente grande (por ejemplo mds de 30 datos por grupo). Si el nimero de datos por
grupo no es excesivamente grande es recomendable realizar un contraste de hipétesis como el siguiente:

Hy : Los valores siguen una distribucién Normal

H, : Los valores no siguen una distribucién Normal

y en caso de no rechazar la hipétesis nula podriamos decir que no es un disparate asumir que el compor-
tamiento de los datos es normal. Existen diferentes pruebas para contrastar la normalidad, pero una muy
extendida en uso es la llamada Prueba de Shapiro- Wilks. Si el p-valor obtenido en esta prueba es supe-
rior al nivel de significatividad (normalmente a = 0,05) no podemos rechazar la hip6tesis de normalidad y
por tanto podemos asumirla como cierta.

7.3.3. Homocedasticidad

La Homocedasticidad, o 1o que es lo mismo, la Homogeneidad de varianzas, asume que las varianzas de
todos los grupos a comparar son homogéneas (es decir, que no se detectan diferencias significativas entre
las varianzas de los grupos a comparar). La violacién de esta hipétesis impide asumir como correctos los
resultados que de este anilisis se deriven, y por tanto impiden la utilizacién de ANOVA. En los casos en
los que no se pueda asumir esta premisa como cierta se recomienda utilizar otros métodos de comparacion
de medias, como los llamados no paramétricos, entre los que se encuentra la prueba de Kruskall-Wallis
y que no forma parte del temario de esta asignatura. Para poder asumir como cierta esta hipdtesis, es
recomendable realizar el siguiente contraste de hipdtesis:

Hozof:crgz...:crk
2 2 L
H, : 07 # 0] para algin 4,
Existen diferentes pruebas para llevar a cabo este contraste, pero las més extendidas en uso son el Test
de Barlett y el Test de Levene. Si al realizar alguna de estas dos pruebas obtenemos un p-valor superior

al nivel de significatividad (normalmente o = 0,05) no podremos rechazar la hipétesis de homogeneidad
de varianzas y por tanto podemos asumirla como cierta.
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Capitulo 7

Ejemplo 7.1.

Supongamos que estamos interesados en comprobar si existen diferencias significativas en
el nivel medio de hemoglobina (Hb) en tres tratamientos diferentes para personas con cierto
tipo de anemia diagnosticada. Con el fin de realizar la comparacion correspondiente se
toman 45 pacientes con este tipo de anemia diagnosticada y se reparten al azar entre los
tres tratamientos (15 en cada grupo). A continuacion mostramos el andlisis correspondiente
para llevar a cabo esta comparacion.

En primer lugar mostramos los datos obtenidos del nivel de Hb. en cada uno de los tres grupos:

Nivel de Hb en tres tratamientos
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Como primera apreciaciéon tras la representacion grafica, si que parece que el tratamiento 2 obtenga
unos niveles de Hb inferiores, de media, a los de los otros dos tratamientos. El anélisis adecuado para
comprobar si existen diferencias significativas entre los niveles medios de Hb. en los tres tratamientos es
un ANOVA, pero en primer lugar debemos comprobar que se cumplen las hipétesis de aplicabilidad de
esta técnica:

= Muestreo aleatorio: Esta hipdtesis se cumple, pues los 45 pacientes disponibles son asignados
aleatoriamente a cada uno de los tres tratamientos.

= Normalidad: Para comprobar esta hipdtesis puedo realizar, por ejemplo, un test de Shapiro-Wilks
en la que comprobaria si es asumible esta hipétesis, o por lo contrario, los datos la violan de forma
clara. Con este fin, para cada uno de los tres grupos plantearia el siguiente contraste de hipdtesis:

Hy : Los valores siguen una distribucién Normal

Hi : Los valores no siguen una distribucién Normal
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Supongamos que los p-valores obtenidos para este contraste en cada uno de los grupos fueran:

Capitulo 7

1. Tratamiento 1: Test de Normalidad Shapiro-Wilk (p-valor=0.7645)
2. Tratamiento 2: Test de Normalidad Shapiro-Wilk (p-valor=0.5438)
3. Tratamiento 3: Test de Normalidad Shapiro-Wilk (p-valor=0.8341)

Como en todos los casos, el p-valor para este contraste es mayor que 0.05, en ninguno de los casos
7 7

puede ser rechazada la hipétesis de normalidad, y por tanto, podemos asumir que se cumplen (al

menos estamos seguros que no se desvian demasiado de cumplirse)

= Homocedasticidad u Homogeneidad de varianzas: En este caso, planteamos el contraste de
hipdtesis:
2 2
Hy:0i =05 =..=o0}
2 2 P
Hi : 07 # o; para algun 1, j

Supongamos que realizamos un Test de Levene y el resultado obtenido es: Test de igualdad de
varianzas de Levene (p-valor=0.2859). Puesto que el p-valor es mayor que 0.05, no podemos
rechazar la hipétesis nula y por tanto no podemos rechazar que la igualdad de varianzas se
cumpla. Asi, podemos asumir esta hipétesis como cierta (como en el caso anterior, al menos
estamos seguros de que en caso de no ser cierta no se desvia mucho de la misma).

Una vez comprobado que las hipdtesis necesarias para poder aplicar el ANOVA se cumplen, ya
estamos en disposicién de aplicar esta técnica y obtener conclusiones sobre la igualdad o no de los
niveles medios de la variable cuantitativa sobre los distintos grupos.

Planteamos el contraste ANOVA:

Hy : p1 = p2 = ... = pi( Nivel medio de Hb igual en los tres trat.)

Hi : p; # p; para algin 4, j ( Nivel medio de Hb no igual en los tres trat.)

A partir de los datos obtenemos el estadistico F que tiene un valor F=11.229. Bajo la hipétesis nula
el estadistico F sigue una distribuciéon F con 3 — 1 = 2 y 45 — 3 = 42 grados de libertad, es decir
una F{3 42y. La regién de rechazo (para a = 0,05) serfa aproximadamente (3,23, 400), y por tanto
con el valor de nuestro pivote rechazarfamos la hipétesis nula. El p-valor resultante es 0,0001.
Conclusion: Tenemos evidencias para concluir que existen diferencias significativas entre los niveles
medios de Hb de los tres tratamientos, y por tanto, que al menos hay dos tratamientos entre los
que los niveles medios de Hb difieren.

7.4. Comparaciones multiples

Una vez realizado el andlisis de la varianza, si se detectan diferencias estadisticamente significativas
entre las medias de los grupos comparados, en ocasiones tiene interés el determinar entre qué pares de
medias existen esas diferencias y para ello se utilizan las llamadas pruebas de comparaciones maltiples.
Existen diferentes pruebas para llevar a cabo esta comparacién de todos los pares de medias (dos a dos),
pero en todos los casos se tiene en cuenta que se van a realizar multitud de comparaciones y se consideran
cada comparacién de forma adecuada para que el nivel de significatividad global sea el deseado (por ejemplo
a = 0,05). Las pruebas més utilizadas son Tukey, y en menor medida Sheffé y Dunnett, y en todas
ellas tenemos finalmente para cada comparacién, o bien un p-valor o bien un intervalo de confianza para
la diferencia de las medias de cada comparacion.
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Ejemplo 7.2.

Siguiendo con el ejemplo anterior, ahora queremos comprobar donde se encuentran las
diferencias detectadas por la técnica ANOVA. Sabemos que los tres tratamientos no obtienen
el mismo nivel medio de Hb pero....;entre qué tratamientos se encuentra las diferencias?
Con ayuda de R-Commander obtenemos la comparacion de todas las medias dos a dos bajo
el criterio de Tukey. Los resultados se muestran a continuacion:

Diferencia Intervalo 95% | Intervalo 95 %

Comparacién | media estimada Lim.Inf. Lim.Sup. p-valor
T2-T1 -5.7075 -7.4544 -3.9606 < 0,001 ***
T3-T1 -1.4692 -3.2161 0.2777 0.114
T3-T2 4.2383 2.4914 5.9853 < 0,001 ***

Podemos observar que existen diferencias significativas entre los tratamientos 2 y 1, y también entre los
tratamientos 3 y 2, mientras que no existen diferencias significativas entre los tratamientos 3 y 1. Este
resultado lo podemos apreciar o bien a través de los intervalos de confianza para la diferencia de niveles
medio de cada par de grupos, o bien a través del p-valor. Por un lado, en los resultados mostrados para
la comparacién de los tratamientos 2 y 1 y de los tratamientos 2 y 3 el intervalo estimado no contiene al
0, es decir, tiene o bien los dos extremos positivos, o bien los dos negativos y ademés el p-valor es inferior
al nivel de significatividad (0.05). Por otro lado, en los resultados mostrados para la comparacién de los
tratamientos 1 y 3 observamos un intervalo para la diferencia de medias que contiene al 0 y un p-valor
superior al nivel de significatividad (0.05).

Asi, tendriamos dos grupos de tratamientos homogéneos entre si, el formado por los tratamientos 1 y 3
que tienen niveles medios que difieren significativamente y el formado por el tratamiento 2, que tiene un
nivel medio diferente a los que forman el otro grupo.

Estos resultados, también pueden ser observados a nivel grafico en la siguiente representacién (también
proporcionada por el R-Commander):

95% family-wise confidence level

Linear Function
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7.5. Ejercicios Capitulo 7
Ejercicio 7.1.

Un epidemidlogo desea comparar tres variantes de una vacuna para la meningitis. Se seleccionaron 75
personas que posteriormente fueron repartidas al azar en los tres grupos que posteriormente recibieron
cada una de las variantes. Las respuestas de los anticuerpos se registraron dos semanas después para cada
persona. A continuacién se muestran algunos resultados obtenidos junto con algunas preguntas que debes
resolver:

= A continuacién se muestra una representacién gréafica de los resultados obtenidos. ;Qué crees que
se obtendra como resultado de un anélisis de la varianza? ;Crees que se cumplirdn las hipdtesis de
aplicabilidad?

.
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= Se dispone de los siguientes resultados:

e Test de Levene (p-valor=0.3758)

e Variante 1: Test de Shapiro-Wilk (p-valor=0.4567)
e Variante 2: Test de Shapiro-Wilk (p-valor=0.4538)
e Variante 3: Test de Shapiro-Wilk (p-valor=0.0834)

Plantea el contraste correspondiente a cada p-valor y explica las conclusiones que se deriva de cada
uno de ellos. §Se cumplen todas las hipdtesis de aplicabilidad del ANOVA? Justifica tu respuesta

= Tras aplicar el ANOVA los resultados obtenidos son: F' = 35,3 y p — valor = 0,0004
e ;En qué distribucién nos fijaremos para calcular la regién de rechazo o el p-valor?
e ;Cudl es el contraste de hipdtesis asociado a este p-valor y cudl es la conclusién del mismo?

e A partir del ANOVA podemos saber qué tratamientos difieren entre si y cudles no?

= Tras el ANOVA se han obtenido los siguientes resultados y la siguiente representacién gréfica. In-
terprétalos:

Contrastes de Tukey
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Diferencia Intervalo 95% | Intervalo 95 %
Comparaciéon | media estimada Lim.Inf. Lim.Sup.
2-1 1.03 0.53 1.54
3-1 1.56 1.05 2.06
3-2 0.42 0.02 1.02

95% family-wise confidence level

0.0 0.5

T T T
1.0 15 2.0

Linear Function
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Ejercicio 7.2.

Se desea estudiar si hay diferencias significativas en el peso medio de los nifios de 8 afios que realizan la
comida principal (mediodfa) en diferentes situaciones. Concretamente se han considerado tres grupos
de nifios: ninos que comen con los padres(P), nifios que comen con familiares (abuelos, etc,...)(F) y
ninos que comen en comedor escolar (C). Para ello se dispone de una muestra aleatoria de 100 ninos
de 8 afios (35 del primer grupo, 32 del segundo y 33 del tercero), para los que se ha registrado el
peso y el d&mbito en el que realiza la comida a mediodia.

1. Sobre estos datos se ha realizado un primer anélisis estadistico con un nivel de significacién de
a = 0,05 y se han obtenido los siguientes resultados:

e Test de Levene (p-valor=0.09578)

e Grupo P: Test de Shapiro-Wilk (p-valor=0.0672)
e Grupo F: Test de Shapiro-Wilk (p-valor=0.5581)
e Grupo C: Test de Shapiro-Wilk (p-valor=0.0848)

Explica para qué nos sirven estos resultados y plantea el contraste correspondiente a cada
uno de los p-valores anteriores. Explica las conclusiones que se derivan de cada uno de ellos.
{Qué conclusién global podemos obtener de estos resultados? Justifica tu respuesta.

2. Tras realizar la prueba estadistica ANOVA sobre estos datos se ha obtenido un valor del
estadistico F' = 0,515, pero se desconoce el valor del p-valor. A partir de este valor debes
plantear y resolver el contraste asociado a la técnica ANOVA y explicar las conclusiones que se
derivardn de ella (Ayuda: puedes resolverlo mediante al cdlculo de las regiones de aceptacion-
rechazo)

Ejercicio 7.3.

Un psicologo clinico desea evaluar la eficacia de un farmaco para reducir la ansiedad. Para ello, selec-
ciona al azar 15 pacientes de su consulta que sufren este problema y forma aleatoriamente tres grupos
del mismo tamano. A cada grupo le administra aleatoriamente una dosis de foirmaco (10 mg, 20 mg
y 30 mg). Al cabo de un tiempo les mide su nivel de ansiedad. Tras la experiencia, el psicélogo reali-
za un andlisis estadistico bajo un nivel de significacién de a= 0.05 y obtiene los siguientes resultados:

Test de Levene (p-valor= 0.3966)

Dosis 10mg : Test Shapiro - Wilk (p-valor= 0.3254)
Dosis 20mg : Test Shapiro - Wilk (p-valor= 0.1185)
Dosis 30mg : Test Shapiro - Wilk (p-valor= 0.3254)

a) Plantea el contraste correspondiente a cada uno de los p-valores anteriores y explica las con-
clusiones que se derivan de cada uno de ellos. jSe cumplen todas las hipdtesis de aplicabilidad del
ANOVA? Justifica tu respuesta.

b) Tras resolver la prueba ANOVA se obtiene que F = 67.5. Plantea el contraste de hipétesis al que
contesta este pivote y explica la conclusién del mismo.

¢) Los contrastes de Tukey dan lugar a la siguiente tabla. Interpreta los resultados.

Diferencia Intervalo 95 % | Intervalo 95 %
Comparaciéon | media estimada Lim.Inf. Lim.Sup.
H20 — H10 -3 -4.38 -1.62
H30 — K10 -6 -7.38 -4.62
H30 — H20 -3 -4.38 -1.62

Ejercicio 7.4.

Se desea valorar si existen diferencias significativas en el tiempo medio de recuperacién de una in-
tervencion quirurgica, para la extirpacién de un tumor en la vejiga, segin tres técnicas quirurgicas:
A (Laparoscopia), B (Cirugfa abierta cldsica), C (Cirugia abierta innovadora). Para llevar a cabo
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el estudio se tom6 una muestra de 58 pacientes con este tipo de tumor y se les aplicd, al azar, una
de las tres técnicas. 25 pacientes fueron intervenidos por laparoscopia, 13 pacientes fueron interveni-
dos por cirugia abierta cldsica y 20 por innovadora. Segin los resultados que aparecen a continuacion,

Test de Levene (p-valor= 0.6082
Técnica A: Test Shapiro - Wilk
Técnica B: Test Shapiro - Wilk
Técnica C: Test Shapiro - Wilk
ANOVA: F=80.13

~

p-valor= 0.3444)
p-valor= 0.5688)
p-valor= 0.3060)

Diferencia Intervalo 95% | Intervalo 95 %
Comparacién | media estimada Lim.Inf. Lim.Sup.
B-A 8.43 6.06 10.80
C-A 10.28 8.20 12.36
C-B 1.85 -0.61 4.32

a) (Se cumplen los criterios de aplicabilidad del ANOVA? Justifica tu respuesta, escribiendo los
contrastes necesarios para la discusién.

b) Escribe el contraste al que contesta la prueba ANOVA y razona a qué conclusién conduce su
resultado.

¢) A partir de la prueba ANOVA, ;podemos saber qué técnicas quirtrgicas difieren entre si? Justifica
la respuesta.

d) Comenta las conclusiones que se deducen de las comparaciones de Tukey.
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Ejercicio 7.5.

Una empresa de gestién hospitalaria desea investigar si existen diferencias significativas en el tiempo
medio de hospitalizacién (expresado en dias), tras una intervencién quirurgica de las mismas carac-
teristicas, en 3 hospitales de la ciudad (A, B y C). Tras el anélisis estadistico adecuado, R-Commader

otorgé los siguientes resultados.

> AnovaModel.l

¥ sSunmary

<- aov(Tiempo
({AnovaModel.3)

~ Hospital, data=Datos

> leveneTest (DatoziTiempoHosp, Datos$Hospital, center=median)
Levene's Test for Homogeneity of Variance (center = median}
Df F value Pr(>F)
group 2 0.8129 0.4531
30

Figura 7.1: .

> shapiro.test (DatosiTiempoHosp[Datos$Hospital=="A"])
Shapiro-Wilk normality test

data:
|'W'=

Datos$TiempoHosp [Datos$Hospital == "A"]
0.9066, p—-value = 0.2224
> shapiro.test (DatostfTiemp

osp[ 3¢Hospital=="B"])
Shapiro-Wilk normality test

data: DatosSTiempoHosp[Dateos$Hospital == "B"]
W= 0.9634, p—-value = 0.8131
> shapiro.test (DatosfiTiempoHosp[Datos$Hospital=="C"])
Shapiro-Wilk normality test
data: Datosf{TiempoHosp|[DatocsfHospital == "C"]
m = 0.9312, p-value = 0.4227
Figura 7.2: .

DEf Sum Sq Mean S5gq F value PBrxr(>F)
Hospital 2 210.6 105.31 6.577 ?2?
Residuals 30 4B0.4 16.01
Signif. ‘codegz O--Teesr. g QO veelo g 0] AR ogh-a ooy oA
Figura 7.3: .
95% family-wise confidence level
i
|
i
|
B-A - }
i
1
i
H
1
i
C-A L 1
i
1
i
i
i
C-B ¢ t !
i
|
T T I T ] T T T
-4 2 0 2 4 & 8 10
Linear Funclion
Figura 7.4: .

a) Plantea el contraste correspondiente a cada p-valor y explica las conclusiones que se deriva de
cada uno de ellos. ;Se cumplen todas las hipétesis de aplicabilidad del ANOVA? Justifica tu respuesta

b) Tras aplicar el ANOVA:

e ;Cudl es el contraste de hipétesis asociado a esta prueba?

Estima el p-valor del contraste
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e ;Cudl es la conclusién que podemos obtener?

c¢) Interpreta el grafico.

Ejercicio 7.6.

Estudios epidemiolégicos han senalado que el consumo moderado de bebidas alcohdlicas fermentadas
tiene un efecto protector sobre la aparicién y desarrollo de enfermedades cardiovasculares. Por ello,
se desea investigar si el consumo moderado habitual de cerveza o vino produce diferencias significa-
tivamente en la concentracién sérica media de HDL (colesterol bueno) respecto a las personas que
sélo consumen agua. Para llevar a cabo el estudio se han seleccionado aleatoriamente 43 pacientes.

L, }

> leveneTest (MisDatos
Levene's Test for Homogeneity of Variance
DE F wvalue Pr(>F)
group 2 2.2525 0.02116 *
40

CossBebid
os$Bebida,

center=median)
{center = median)

> AnovaModel.l <- aov|

Signif. codes: 0 **%%' 0.001 "#*' 0.01 '%* 0.05 *." 0.1 ' ' 1 |5 sunnarv(Anovabodel .l
Df Sum S5g Mean 5g F value Pr(>F
Bebida 2 1834.9 917.4 149.3 XXXXXX
Residuals 40 '245.7 6.1
I?lgllra 7.5: . Signif. codes: 0 '"#%¥%' §_ Q01 '*%' .01 "#* Q.05 '_.' 0.1 ' ' 1
> shapiro.test (MisDatos$E M Bebida=—"cerveza™])

Shapiro-Wilk normality test

data: MisDatos$HDL[MisDatos$Bebida =—
W = 0.9046, p-value = 0.1118

"cerveza™]

» shapiro.te=st (MisDato
Shapiro-Wilk normality test

ebida=="wino"])

data: MisDatos$HDL[MisDatosiBebida ==
W = 0.9739, p-value = 0.8977

nying™]

» shapiro.test (MisDa [k Da

s$Bebida=—"agua"] )
Shapiro-Wilk normality test

data: MizDatosSHDL([MisDatosiBebida ==
W = 0.9%448, p-value = 0.5593

"agua™]

Figura 7.6: .

Figura 7.7: .

Multiple Comparisons of Means:
Linear Hypotheses:

Tukey Contrasts

Estimate lwr upr
cerveza — agua == 0 14.5583 12.2219 16.8%5947
vino — agna == 0 14.5685 12.2648 16.8723
ving — cerveza = 0 0.0102 -2.1579 2.1783
Figura 7.8: .

a) Plantea el contraste correspondiente a cada p-valor y explica las conclusiones que se deriva de
cada uno de ellos. ;Se cumplen todas las hip6tesis de aplicabilidad del ANOVA? Justifica tu respuesta

b) Tras aplicar el ANOVA:

e ;Cuadl es el contraste de hipétesis asociado a esta prueba?

e ;En qué distribucién nos fijaremos para calcular el p-valor?

Estima el p-valor del contraste

e ;Cuadl es la conclusién que podemos obtener?

A partir del ANOVA, jpodemos saber qué bebidas difieren entre si y cudles no?.

c¢) Interpreta el resultado de las comparaciones miltiples.

Ejercicio 7.7.

Un proyecto de investigacién pretende comparar la resistencia media de tres tipos de vendas: las
vendas tipo I, las de tipo II y las de tipo III. Con este fin, se dispuso en un laboratorio un experi-
mento que consistia en tirar de un trozo de venda desde ambos lados y medir la fuerza horizontal
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necesaria para romperla. Se tomaron 60 piezas de venda, de las cuales 20 fueron de tipo I, otras 20
de tipo II y otras 20 de tipo III. El encargado del analisis estadistico les proporciond, a modo de
resumen, la informacién que a continuacién se detalla, pero no llegé a explicarles el significado de
estos resultados, y para eso te necesitan a ti. Utiliza y ordena los resultados proporcionados para
explicar detalladamente el procedimiento seguido para realizar el analisis. En todos los casos indica
cudl es el contraste de hipdtesis asociado, para qué sirve y cuales son sus conclusiones. Si falta algin
cédlculo para poder dar una conclusién, realizalo y concluye. Explica con claridad tus conclusiones.

Utiliza = 0.01.

Diferencia Intervalo 95% | Intervalo 95 %
Comparacién | media estimada Lim.Inf. Lim.Sup.
I1-1 0.35 -0.08 0.92
II1-1 1.50 1.17 1.97
III-11 0.90 0.37 1.27

Test de Levene (p-valor= 0.1876)
ANOVA: F=44.5 (pivote)

Vendas tipo I: Test Shapiro - Wilk (p-valor= 0.085)
Vendas tipo II: Test Shapiro - Wilk (p-valor= 0.024)
Vendas tipo III: Test Shapiro - Wilk (p-valor= 0.342)
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Test Chi-cuadrado

En capitulos anteriores estudiamos el test t de comparacién de dos medias en muestras independientes
y extendimos esta técnica a la comparacién de dos o méas medias mediante la técnica ANOVA. En este
tipo de problemas estudiamos la relacién entre una variable categdrica (que define dos o mds grupos) y
una variable cuantitativa, cuyo valor medio queremos comparar en los diferentes grupos definidos por la
variable categérica.

También estudiamos la comparacién de dos porcentajes. Esta técnica nos permite comparar los por-
centajes de una categoria concreta de una variable categdrica en los diferentes grupos definidos por otra
variable categdrica. En este caso, estamos estudiando la relaciéon de dos variables categéricas, una con
dos categorias y la otra con una categoria de interés. En este tema, extenderemos esta comparacion de
dos porcentajes a la comparacién simultanea de varios porcentajes, definida por el cruce de dos variables
categoricas con cualquier nimero de categérias cada una de ellas.

Por tanto, nos planteamos la relacién o influencia entre dos variables cualitativas o categéricas
(cada una con dos o més categorias). El test x? nos proporciona una prueba para valorar si existe relacién
(influencia) entre ellas. Diremos que existe relacién entre 2 variables categéricas o que dichas variables
son dependientes si las proporciones de respuesta de cada categoria que se dan en una de las variables
dependen de la categoria de la otra variable.

Ejemplo 8.1.

Relacion de la exposicion al tabaco con la presencia de migranas en personas menores de 25
anos

Un estudio se estd planteando la posible relaciéon entre la exposiciéon al tabaco y la aparicién de
migranas en personas menores de 25 anos. Con este fin, se han medido dos variables sobre una muestra
de j6venes menores de 25 anos: su exposicién al tabaco (medida como Fumador, Fumador pasivo y No
Fumador) y si padece habitualmente migranas (medida como No y S%).

En este caso, si por ejemplo la proporcién de jévenes con migrana fuera distinta dependiendo de si se
tratara de jévenes fumadores, fumadores pasivos o no fumadores, es decir, si la propocién de jévenes con
migrana dependiera de la categoria de exposicién al tabaco que estuviéramos valorando, hablariamos de
una posible relaciéon entre ambas variables.

Sin embargo, si, independientemente de que nos centraramos en jovenes fumadores, fumadores pasivos
o no fumadores la proporcién de jévenes con migrana fuera la misma (o muy similar) dirfamos que no
parece existir relaciéon entre ambas variables.
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Hasta ahora hemos resumido las variables categéricas mediante la proporcion de veces que se ha dado
cada una de sus posibles respuestas (frecuencias relativas) independientemente de los valores que toman
otras variables. A esta distribucién de la respuesta, que ignora el valor de otras variables, le llamamos
distribucién marginal de la variable.

Para valorar si dos variables son dependientes o independientes, habremos de atender a su tabla de
contingencia. En dicha tabla cada fila y cada columna representan las categorias de cada una de las dos
variables que estamos resumiendo, y en cada casilla de la tabla de contingencia disponemos del ntimero de
veces que hemos observado la correspondiente combinacién de ambas variables en nuestra muestra. Es decir,
en la tabla de contingencia se muestran las frecuencias absolutas (o relativas) de todas las combinaciones
de las categorias de ambas variables dos a dos. A los valores de las casillas de la tabla de contingencia, los
cuales resumen el comportamiento relativo de las dos variables conjuntamente le llamamos distribucién
conjunta de las variables.

Ejemplo 8.2.

Supongamos que el estudio sobre la relaciéon de migranas y nivel de exposicion al tabaco
hemos recogido informacién sobre 300 jovenes menores de 25 anos. A continuacién mostra-
mos como quedaria la tabla de contingencia

Fumadores Fumadores Pasivos No Fumadores | Total
No migranas 39 43 188 270 (90%)
Si migranas 11 7 12 30 (10%)
Total 50 50 200 300
(25 %) (25 %) (50%)

Podemos observar en el interior de la tabla la distribucién conjunta de ambas variables. Observamos, en
frecuencias absolutas, el comportamiento conjunto de ambas variables.

En los totales, tanto por fila como por columna, se muestran en letra negrita las distribuciones marginales
(como frecuencias absolutas y porcentajes).

A la vista de una tabla de contingencia podemos analizar la posible relacién de dependencia o, por el
contrario, la independencia entre las dos variables cualitativas en estudio.

Si las variables fueran independientes, las distribuciones marginales que observamos en la tabla se deben
reproducir de forma aproximada también en cada fila y/o en cada columna. Si por ejemplo consideramos
las distribucién marginal de la variable que defina las filas de la tabla de contingencia, las proporciones
que definen esta distribucién marginal debemos encontrarla en cada una de las columnas de la tabla. De
la misma forma, las proporciones de la distribucién marginal de la variable que defina las columnas de la
tabla de contingencia esperamos encontrarlas en cada una de las filas.
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Ejemplo 8.3.

Andlisis de las distribuciones marginales y conjunta de la tabla del ejemplo anterior.

En la tabla de contingencia mostrada en el ejemplo anterior, observamos que la distribucién
marginal de la variable Migranas (si/no) queda definida con un 10 % de jévenes que padecen migrafia,
frente a un 90 % de jévenes que no las padecen. Si las dos variables fueran independientes, esperariamos
que esta misma proporcién se repitiera (aproximadamente) en cada una de las columnas de la tabla, es
decir, en cada uno de los grupos que define la variable exposicién al tabaco. Asi, esperariamos que en los
j6venes fumadores el 10 % padeciera migranas y el 90 % no, en los jévenes fumadores pasivos los mismos
porcentajes, y exactamente los mismos para los jévenes no fumadores (10 % padeciendo migranas frente
a un 90 % que no las padezcan). Si ésto fuera asi, dirfamos que la proporcién de jévenes con migrafia es
la misma en cualquier grupo de exposicién al tabaco, por lo que las variables son independendientes y
no esté relacionado el hecho de tener mayor o menor exposicién al tabaco con la aparicién de migranas.
En la medida en la que estos porcentajes se desvien de este comportamiento, aumentaran los indicios
de que existe una posible relacién de dependencia entre las variables.

Si queremos realizar este andlisis reflexivo desde las perspectiva de la distribucién marginal de la
variable Exposicién al tabaco, observamos que en total el 25% de los jévenes son fumadores, el
25 % fumadores pasivos y el 50 % restante son no fumadores. Esta misma distribucién de porcentajes
esperariamos observar tanto en los jévenes que padecen migrafias como en los que no las padecen. En
la medida en la que los porcentajes de una fila y la otra se distancien crecerdn nuestras evidencias en
contra de la independencia de estas variables.

Vamos a observar exactamente como se comportan los porcentajes por columna, por ejemplo, y
compararlos con el comportamiento total (distribucién marginal). Como hemos comentado, observamos
que en total el 10 % de los jévenes padecen migrafias frente al 90 % que nos las padecen. Si exploramos
estos porcentajes para cada uno de los grupos que define la variable Exposicién al tabaco obtenemos:

Fumadores Fumadores Pasivos No Fumadores Total
No migrafias 8% 86 % 94 % (90 %)
S{ migrafias 22 % 14 % 6 % (10%)

Esperdbamos el 90% y 10% en cada columna, y observamos que en este caso ésto no es asi. En los
fumadores se observa mayor porcentaje de jévenes con migrafias (22%), en fumadores pasivos algo
menos (14 %), pero todavia por encima del 10 % esperado. Por dltimo, en no fumadores se observa un
porcentaje de jévenes con migrafias mucho menor que en los otros dos grupos (y también menor que el
10 % esperable si las variables fueran independientes). En este caso, observamos que este comportamiento
no es acorde con la independencia de las dos variables, ya que la presencia de migranas depende del grupo
de exposicién al tabaco que se considere. Por tanto, estos datos apuntan a una posible relacién entre
ambas variables (las variables son dependientes)

8.2. Valores Observados y Valores Esperados

Los valores que se encuentran en cada casilla de la tabla de contingencia se llaman Valores Observados.

El analisis detallado de una tabla de contingencia puede apuntar a una posible relacién de depen-
dencia entre las variables o bien hacia la independencia de las mismas. Como hemos comentado, si el
comportamiento de las proporciones en cada fila, o en cada columna, es igual (o similar) al que muestra la
distribucién marginal de la variable en cuestién, estard apuntando a la independencia de las variables. Por
tanto, sabemos qué comportamiento cabe esperar si las variables fueran independientes: en cada casilla de
la tabla esperamos un valor que se corresponda con el porcentaje que le otorga la distribucién marginal.

133



& ceu g

Capitulo 8

Ejemplo 8.4.

Valores Esperados del ejemplo anterior.

Si enfocamos este estudio segin la distribucién marginal de la variable migranas (no/si), como
hemos analizado en el ejemplo anterior esperarfamos un 10% de jévenes con migranas frente a un
90 % de jévenes que no las padecieran, independientemente del grupo de exposicién al tabaco que
analizaramos. Por tanto, los 300 jévenes que componen nuestra muestra, de los que 50 eran fumadores,
50 fumadores pasivos y 200 no fumadores, esperariamos que se distribuyeran en la tabla de contingencia
de la siguiente forma:

Fumadores Fumadores Pasivos No Fumadores | Total
No migranas 45 45 180 270 (90%)
Si migrafnas 5) 5 20 30 (10%)
Total 50 50 200 300
(25 %) (25 %) (50%)

De esta forma se obtendrian las mismas distribuciones marginales (para las dos variables) y se obtendrian
los mismos porcentajes por filas y por columnas.

A esta tabla se le llama la tabla de Valores Esperados, atendiendo que es el comportamiento que
esperarfamos si las variables fueran independientes (es decir, bajo la hipétesis de independencia).

En la medida en que los Valores Observados se asemejen de los Valores Esperados se estaria apuntando
a una independencia de las variables. Y por el contrario, en la medida en que los Valores Observados se
alejen de los Valores Esperados se estaria apuntando a una dependencia de las variables. Pero, ;cémo
podemos valorar ante cualquier ejemplo real hasta qué punto los valores Observados y Esperados son
razonablemente parecidos o por el contrario difieren los suficiente como para afirmar que hay relacién de
dependencia entre las variables? Necesitamos una herramienta estadistica que nos permita valorar estas
diferencias y nos ayude a transformarlas en un valor asociado a una determinada probabilidad.

8.3. Distribucion Chi-cuadrado

La distribucién x? es una distribucién asimétrica y con una tnica cola ya que inicamente toma valores
superiores a 0. Esta distribucién puede tomar las siguientes formas:

Distribucién Chi—cuadrado

0.25
1

0.10
1
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En el grifico anterior observamos varias distribuciones, y es que la distribucién x? al igual que la
distribucién t tiene como pardmetro los grados de libertad. Asi, en la representacién anterior observamos
esta distribucién con 3, 5 y 10 grados de libertad respectivamente. Observamos que cuanto mayor es el
ntimero de grados de libertad la distribucién 2 admite valores mayores, es decir una variable x? con un
numero de grados de libertad bajo tomara valores bajos mientras que una variable con un nimero alto de
grados de libertad en su distribucién tomara valores mas altos con mayor probabilidad.

8.4. Test de independencia de dos variables categéricas y?

El test x? se plantea el siguiente contraste de hipétesis a partir de dos variables categéricas:

Hy : Las variables son independientes (No existe relacién entre ellas)
H, : Las variables no son independientes (Existe relacién entre ellas)

Todo contraste de hipétesis lleva asociado, para su resolucién, un pivote, cuya distribucién es conocida
bajo la hipétesis nula. En este caso necesitamos definir la siguiente notacién para definir el pivote:

» ny denotard el nimero de filas de la tabla de contingencia (el nimero de categorias de la variable
que se situa por filas)

= n. denotard el nimero de columnas de la tabla de contingencia (el nimero de categorias de la variable
que se sitia por columnas)

= j denotard cada una de las filas de la tabla de contingencia
= j denotard cada una de las columnas de la tabla de contingencia

s O;; denotard el Valor Observado en la casilla (¢, ) de la tabla de contingencia, es decir, en la casilla
que se corresponde con la fila ¢ y la columna j.

» E;; denotard el Valor Esperado en la casilla (¢, j) de la tabla de contingencia bajo la hipétesis nula,
es decir, el valor que esperariamos en esa casilla si las variables fueran independientes.

Con esta notacion, el pivote se construye de la siguiente forma:

X2=Z( i N C

i J

donde g representa los grados de libertad de la distribucién x? que viene dado por g = (ny — 1) - (ne — 1).

Cuando las variables son independientes, los valores observados en los datos se asemejan a los valores
esperados (que son los que esperarfamos si las variables fueran independientes) y, en ese caso, el pivote
toma valores pequenos. Cuando las variables no son independientes y por tanto existe entre ellas algin
tipo de relacion, los valores observados en los datos se alejan de los valores esperados y, en ese caso, el
pivote toma valores més grandes. Por tanto, valores bajos del pivote apoyan la hipdtesis de independencia
(Ho) y valores altos de este pivote apoyan la hipétesis de dependencia (H1). Por este motivo, se trata de
un contraste de hipétesis unilateral, en el que la regién de rechazo esté formado por el a x 100 % de valores
mayores en la distribucién x? que corresponda.
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Ejemplo 8.5.

Continuando con el ejemplo que hemos empleado durante todo el capitulo, vamos a con-
trastar st existe o no una relacion significativa entre las variables presencia de migranas y
nivel de exposicion al tabaco en jévenes menores de 25 anos. Utilizaremos como nivel de
significatividad o = 0,05

Tenemos, como datos, nuestra tabla de Valores Observados:

Fumadores Fumadores Pasivos No Fumadores | Total

No migranas 39 43 188 270

Si migrafias 11 7 12 30

Total 50 50 200 300

A partir de ella calculamos la tabla de Valores Esperados:

Fumadores Fumadores Pasivos No Fumadores | Total

No migranas 45 45 180 270

Si migranas 5 5 20 30

Total 50 50 200 300

Ayuda: Para simplificar el cdlculo de esta tabla puede usarse como regla para calcular el valor de la

casilla (z, j) el cdlculo del total de la fila ¢ multiplicado por el total de la columna j y dividido por el total

de individuos en la tabla. Por ejemplo, la primera casilla tiene un valor de 45 que puede verse como 5%‘0207 O}

Planteamos el contraste de hipétesis:

Hy : Las variables son independientes (No existe relacién entre ellas)
Hi : Las variables no son independientes (Existe relacién entre ellas)

Calculamos el pivote:

2 (39—45)%  (43—45)>  (188—180)> K (11—5)>  (7—5)>  (12—20)°
X'="—% ‘v T 1 +t 5 T 5 T g 124

x° =12,44 ~ X3
donde los grados de libertad se han calculado teniendo en cuenta que la tabla tiene 2 filas y 3 columnas:
g=(2-1)-(3-1)=2
= Regién de Rechazo: El percentil 0.95 de la distribucién Chi-cuadrado con 2 grados de libertad es
5,99, por lo que la regién de rechazo es (5,99, +00). Dado que el pivote se encuentra en la regién
de rechazo rechazamos la hipétesis nula.

» P-valor: Calculamos la probabilidad (aproximada) de obtener en la distribucién x3 un valor supe-
rior al pivote:
p —valor = P(x5 > 12,44) ~ (1 — 0,995) = 0,005.
Puesto que el p-valor es menor que el nivel de significatividad («), rechazamos la hipétesis nula.
Por tanto, podemos concluir que existe, tal y como intufamos al analizar los valores de la tabla de
contigencia, una relaciéon significativa entre las variables migrana y nivel de exposicién al tabaco. La

mayor o menor presencia de migranas en los jovenes menores de 25 anos depende de su grado de exposicién
al tabaco.
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8.5. Ejercicios Capitulo 8
Ejercicio 8.1.

En una empresa que utilizaba para la fabricacién de pinturas cierto producto quimico se detectd que
algunos empleados comenzaron a tener ciertos problemas de salud relacionados con alteraciones respirato-
rias. Se estaba contemplando la posibilidad de que el producto quimico pudiera tener algo que ver con los
problemas respiratorios. Para valorar esta hipdtesis se seleccioné al azar a 500 empleados de la empresa,
los cuales fueron clasificados en base a su nivel de exposicién al producto y si tenian o no los sintomas de
tales alteraciones respiratorias. Los resultados se presentan en la siguiente tabla:

Contacto directo  Contacto limitado No contacto | Total

Si alteraciones resp. 185 33 17 235
No alteraciones resp. 120 73 72 265
Total 305 106 89 500

1. Explica cudl es tu impresion sobre la hipdtesis de trabajo inicamente analizando la tabla de datos.

2. ;Tenemos evidencias que indiquen, a nivel de significacién 0.05, la existencia de relacién entre el nivel
de exposicién y la presencia de sintomas de alteraciones respiratorias entre los empleados? Plantea y
resuelve el contraste de hipétesis adecuado tanto por el método de las regiones de aceptacién/rechazo,
como por el método del p-valor. Explica las conclusiones obtenidas.

Ejercicio 8.2.

Un estudio realizado por logopedas tenia como objetivo valorar la relacién del grupo socioeconémico
de las familias de los nifios y la presencia o ausencia de cierto defecto en la pronunciacién. Para valorar
esta relacion seleccioné aleatoriamente a 500 nifios de escuela primaria, los cuales fueron clasificados con el
grupo socioeconémico de sus familias (como Alto, Medio-Alto, Medio-Bajo,Bajo y la presencia o ausencia
del defecto en la pronunciacién. Los resultados fueron los siguientes:

Alto Medio-Alto Medio-Bajo Bajo | Total

Defecto pronun. presente 8 24 32 27 91
Defecto pronun. ausente 42 121 138 108 409
Total 50 145 170 135 500

1. Explica cudl es tu impresion sobre la hipétesis de trabajo tnicamente analizando la tabla de datos.

2. ;Son compatibles estos datos con la hipdtesis de que el defecto en la pronunciacién no esté relacionado
con el estado socioeconémico (o = 0,05)7. Plantea y resuelve el contraste de hipétesis adecuado para
responder a esta pregunta y calcula el p-valor del mismo.

Ejercicio 8.3.

Se estd llevando a cabo un estudio para comparar dos fArmacos distintos, a los que llamaremos F1 y F2,
donde ambos son tratamientos para dolor agudo provocado por migrafia. A cada paciente se le clasifica,
tras una hora de la aplicacién del tratamiento, como: Elimina dolor, Reduce intensidad, y No nota nada.
Se administra el tratamiento F'1 a 32 pacientes y el F2 a 28 pacientes. De los 12 casos en los que se Elimina
dolor 7 corresponden al farmaco F1 mientras el resto corresponden al farmaco F2; de los 30 casos en los
que Reduce intensidad, 17 corresponden al farmaco F1 y el resto al farmaco F2; y de los 18 casos en los que
No nota nada, 8 corresponden al firmaco F1 y el resto al fAirmaco F2. ;Son igualmente efectivos ambos
farmacos para el tratamiento de las migranas? Plantea y resuelve el contraste de hipétesis adecuado para
responder a esta pregunta y explica tus conclusiones. Utiliza como nivel de significatividad a = 0,05.

Ejercicio 8.4.
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El habito de fumar es fuertemente nocivo para la salud, ya que no sélo dana el corazén, los pulmones y
cada una de las células de cuerpo, sino que puede destruir tus musculos progresivamente, y que sus efectos
en el organismo, culminan deteriorando la masa muscular. Ante la sospecha de que el habito de fumar
pueda influir en la masa muscular, se tomaron dos muestras, una de fumadores y otra de no fumadores,
y se midié la sintesis de proteinas musculares. Para cada uno de ellos se midi6 el nivel de proteina (N P)
total en sangre en g/dL en relacién con los percentiles de la poblacién (menor que el percentil 10, entre el
10 y el 90 y mayor que el percentil 90). El resultado se expresa en la tabla siguiente:

Capitulo 8

NP < Pig Pio < NP < Py NP > Py
Persona fumadora 117 529 19
Persona no fumadora 124 1147 117

(Existen evidencias significativas a favor de la sospecha a la vista de los resultados de la muestra?

Plantea y resuelve el contraste de hipétesis adecuado (considerando o =
contraste y explica tus conclusiones.

0,01). Calcula el p-valor del

Ejercicio 8.5.

Un estudio odontolégico pretendia evaluar la relacién existente entre el motivo de la primera visita al
dentista en nifios de entre 3 y 6 afios y su comportamiento en cuanto al miedo que presentaban los nifios
atendidos. Para ello, se tomaron ninos con edades comprendidas entre los 3 y los 6 anos que acudian por
primera vez al dentista. Para cada uno de ellos se evalué el motivo de su primera visita como Prevencion,
Accidente o Curacion. El grado de Miedo para cada uno de ellos se clasificé como Alto, Medio y Bajo. Los
datos obtenidos se muestran a continuacién:

N.Miedo Alto N.Miedo Medio N.Miedo Bajo | Total
Prevencién 2 3 45 50
Accidente 3 7 5 15
Curacién 8 12 40 60
Totales 13 22 90 125

Plantea y resuelve el contraste de hipdtesis adecuado para valorar si existe o no una relacién significativa
entre el Motivo de la primera visita y el Grado de Miedo entre ninos de 3 y 6 anos. Calcula el p-valor del
contraste y explica con claridad tus conclusiones. Utiliza o = 0,10.
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Capitulo 9

Regresion lineal simple

En este tema abordamos el estudio de la relaciéon entre dos variables cuantitativas. El estudio de
esta relacién nos puede indicar si existe dependencia o no entre ambas variables y, en el caso de que exista,
de qué tipo es.

Ejemplo 9.1.

Supongamos que queremos explorar la relacion entre la Edad (en meses) y la Talla (en cm) de
ninos con edades comprendidas entre los 3 y los 9 meses, a partir de una muestra de 14 ninos.

Los datos diponibles para ambas variables se muestran a continuacion:

Nino 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14
Edad (meses) | 3 | 6 5|15 |3 4|9|8|9]|7]|6]|5]|8]|6
Talla (cm) 55 | 68 | 64 | 66 | 62 | 65 | T4 | 75 | 73 | 69 | 73 | 68 | 73 | 71

Respecto a estas dos variables (cuantitativas) nos podemos plantear cuestiones como las siguientes:
n ;Cudl es la relacion de la talla con la edad?.

= ;Podemos predecir cudl serd la talla que tendrd un nino que, por ejemplo, tiene 6 meses de edad?
Y, en caso de poder hacerlo, ;seria bueno ese prondstico?.

Si se piensa que una variable puede depender (estar relacionada) con la otra se puede cuantificar esta
relacion. A este proceso se le denomina Regresion. Los objetivos de la Regresion, a grandes rasgos, son:

» Estudiar si dos variables aleatorias estan relacionadas.
= Estudiar el tipo de relacion, si existe, que las une.
= Predecir los valores de una de ellas a través de los valores de la otra.

La relacién que pretendemos explorar entre las dos variables cuantitativas no se corresponde con una
relacion deterministica, es decir, una relaciéon perfecta exacta, como la que puede existir entre el espacio
recorrido (E) por un mévil con velocidad cte (V) en un tiempo (T"), que puede ser calculado como E = V-T'.
La relacién que abordamos explorar es una relacién aleatoria, en la que sabemos que dado un valor de una
de las variables, los valores que puede tomar la otra no estan determinados con exactitud, pero si podemos
conocer de forma aproximada su distribucién de probabilidad.

Para introducir una idea intuitiva de regresion, supongamos que disponemos de n parejas de valores
de las dos variables cuantitativas en estudio, a las que denotaremos por X e Y. Los datos disponibles son
los pares (z;,y;) para ¢ = 1,...,n. Cada par de valores define un punto que puede ser representado en el
plano cartesiano, dando lugar todos ellos en conjunto a lo que conocemos como una nube de puntos. Si a
dicha nube de puntos se le puede ajustar alguna curva se dice, entonces, que se puede llevar a cabo una
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regresion.A tal curva se le llama linea de regresidn. A la variable ubicada en el eje horizontal (abcisas) se
la llama wvariable independiente y a la ubicada en el eje vertical (ordenadas) variable dependiente.

Las nubes de puntos originadas a partir de dos variables cuantitativas pueden tener infinidad de formas.

Algunas de estas formas se muestran a continaucion:

Relacioén lineal Relacién curvilinea

¢SAusencia de relacion? ¢Hipérbola? ¢ Parabola?

Dependiendo de la forma de la nube de puntos intentaremos ajustar una linea de regresion diferente.
Cuando la forma de la nube de puntos se asemeja a una recta, decimos que una de las variables esta rela-

cionada linealmente con la otra variable, y denominamos al proceso de estudiar dicha relacién Regresion
Lineal.

A partir del estudio de la relacién lineal entre dos variables podemos determinar la fuerza de la asocia-

cién (lineal) entre las dos variables. Ademas, si existe una relacién lineal entre ellas, es posible predecir los
valores de una de ellas ( Variable Dependiente) en funcién de los valores de la otra ( Variable Independiente).
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Ejemplo 9.2.

Continuando con el ejemplo anterior vamos a obtener la representacion grdfica de la nube
de puntos que definen los datos recogidos por ambas variables.

A partir de los datos de la muestra anterior se obtiene el siguiente diagrama de dispersién (o
nube de puntos).
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Como podemos apreciar se trata de una nube de puntos a la que se le podria ajustar una recta, por
tanto, tiene sentido apliar una regresion lineal para cuantificar la relaciéon entre ambas variables.

Si existe relacion entre dos variables X e Y, no necesariamente tiene que ser por que una sea causa de
la otra. En general, se puede dar cualquiera de las situaciones siguientes:

= Que una de ellas sea realmente causa de la otra.
= Que ambas variables se influyan mutuamente.

= Que ambas variables dependan de una causa comun (una tercera variable que no se esté consideran-
do).

9.1. Coeficiente de correlacion lineal

El coeficiente de correlacién lineal mide la fuerza de asociacién lineal con que dos variables aleatorias
estdn ligadas (linealmente). Esta fuerza es medida por el coeficiente de correlacién lineal poblacional (p ).
El coeficiente de correlacién lineal poblacional es adimensional (no depende de las unidades de medida)
y puede tomar valores en el intervalo [—1, 1]. Para interpretar el coeficiente de correlacién lineal debemos
interpretar por separado su magnitud y su signo:

= Su signo indica el sentido de la asociacion:

e p > 0 = Asociacién positiva. Al aumentar los valores de una de las variables aumentan los
valores de la otra.

e p < 0 = Asociacién negativa. Al aumentar los valores de una de las variables disminuyen los
valores de la otra.

= Su magnitud indica la fuerza de la asociacion:

e p cercano a 0 = Independencia lineal o falta de asociacién lineal.
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e p cercano a 1 o -1 = Fuerte asociacién lineal.

Capitulo 9

Como todos los parametros poblacionales, no es posible conocer el valor del coeficiente de correlacién
lineal poblacional existente entre dos variables cuantitativas, su valor se estima mediante el coeficiente
de correlacién muestral (r) obtenido a partir de los datos de la muestra (z;,y;) para las i = 1,...,n
observaciones. El coeficiente de correlacion lineal muestral se interpreta, a partir de su signo y su magnitud,
exactamente igual que el coeficiente de correlacién lineal poblacional, y s calcula a partir de la férmula:

(zy)
(z2)(yy)

donde (zz), (yy) y (zy) son las llamadas Sumas de Cuadrados que se obtienen de la siguiente forma:

n

(o) = Yy - i) ()

n

Ejemplo 9.3.

Continuando con el ejemplo de la Edad y la Talla de los ninos de 3 a 9 meses mostramos el
cdlculo y la interpretacion del coeficiente de correlacion lineal muestral.

Si consideramos como variable X la variable Edad, y como variable Y la variable Talla, a partir
de los datos de este ejemplo podemos obtener:

(zz) =52  (yy) =402,86 (xy) =127

_ 127
(52) - (402,86)
Entre las variables Edad y Talla el coefciente de correlacién lineal muestral obtenido toma el valor 0.88.
Puesto que se trata de un valor positivo indica que la asociacién lineal entre ambas variables es positiva,
es decir, a medida que aumentan los valores de la Edad también aumentan los valores de la Talla (y
viceversa). Su magnitud (0.88, cercana al valor 1), indica que se trata de una asociacién lineal fuerte.

)

Obtenido un coeficiente de correlacion muestral, jhasta qué punto podemos afirmar que existe una
relacion lineal significativa entre ambas variables? Existird una relacién lineal significativa siempre que el
coeficiente de correlacién poblacional (p) sea significativamente diferente de 0. Con este fin vamos a definir
el llamado Test de Independencia lineal para el coeficiente de correlacién que contrasta precisamente si el
coeficiente de correlacién lineal es significativamente diferente de 0.

9.1.1. Test de independencia lineal para el coeficiente de correlacién
lineal (p)

Este test se plantea el siguiente contraste de hipdtesis:

Hy:p=0
Hi:p#0

La resolucién de este contraste se lleva a cabo mediante la defincién del pivote correspondiente que, bajo
la hipétesis nula sigue una distribucién t de Student con n — 2 grados de libertad. La expresion de este
pivote se muestra a continuacion:

(n—2)r2

1—r2 ~ tn—2

Pivote =
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Ejemplo 9.4.

A partir de los datos del ejemplo con el que estamos ilustrando este tema mos pregunta-
mos si existe una relacion lineal significativa entre la Edad y la Talla de los ninos de 3
a 9 meses de edad (consideraremos, como es habitual, un nivel de significatividad de o = 0,05.

En primer lugar nos planteamos el contraste adecuado:

Ho:p=0
lep#O

Conocemos que, para este problema, el coeficiente de correlacién lineal muestral toma el valor de r = 0,88
y que el valor de n en este caso es 14, ya que disponemos de 14 parejas de valores (o de datos de 14
individuos). Pasamos a calcular el pivote asociado a este contraste:

(14 — 2)(0,88)2

Pivote =
ivote 1= (0,88)2

=641

Bajo la hipdtesis nula, el pivote sigue una distribucién ti12. El p-valor asociado a este pivote, en esta
distribucién y en un contraste bilateral es < 0,001, por lo que se rechaza la hip6tesis nula (independencia
lineal entre las variables) y podemos concluir que existe una relacién lineal significativa entre la Edad y
la Talla de los nifios entre 3 y 9 meses.

9.2. El modelo de regresiéon lineal

Cuando el coeficiente de correlacién lineal muestral indica que existe una relacién lineal entre las
variables en estudio tiene sentido ajustar un modelo de regresion lineal entre las dos variables. Ajustar un
modelo de regresién lineal entre las variables es equivalente a ajustar la recta que mejor ajusta la nube de
puntos que definen las dos variables conjuntamente.

En este momento es necesario fijar cudl serd la variable dependiente y cudl serd la variable indepen-
diente. La variable dependiente es la variable que nos gustaria predecir conociendo los valores de la otra
variable, de la variable independiente. En determinados ejemplos, es indiferente fijar una u otra como
variable dependiente. Sin embargo, en otros es importante reflexionar sobre qué variable debe tomar cada
posicién. Si por ejemplo, una de las variables es dificil de medir, mientras que la otra resulta mucho mas
sencilla de obtener, lo légico es fijar como variable dependiente la de dificil medicién y como variable
independiente la mds sencilla. De esta forma, si la relacién lineal lo permite, podremos estimar (con un
determinado error) qué valor tomard la variable dificil simplemente conociendo el valor que toma en la
variable que se mide de forma mas sencilla. También ayuda el pensar qué variable pensamos que depende
de la otra. Si simplemente la relacién es mutua no importa el papel asignado a cada una de ellas, pero si
resulta mas 16gico pensar que los valores de una de ellas dependen de los valores de la otra, y no al revés,
esa debe ser la variable dependiente.

A la variable independiente la denotaremos con la letra X y a la variable depediente la denotaremos
con la letra Y. Graficamente, la variable X se suele representar en el eje de abscisas (también conocido
como eje z) y la variable Y en el eje de ordenadas (también conocido como eje y).

Puesto que tratamos de ajustar una recta a la nube de puntos que definen las dos variables, debemos
recordar que cualquier recta tiene como expresién:

Y=A4+B-X

donde A representa la ordenada en el origen y B representa la pendiente de la recta. La ordenada en el
origen indica el valor que toma la Y cuando la X toma el valor 0. La pendiente representa el valor que se
incrementa la variable Y por cada valor que aumenta la variable X.

El ajuste de una recta sin més, no representaria la relacién aleatoria que queremos estimar (se asemeja
mds a la expresién de una relacién determinista). Sabemos que las variables X e Y estardn relacionadas

145



I Universidad
& ceu .. -

pero, sin embargo, sabemos que el concocer el valor de una de ellas (de X por ejmplo) no nos conduciré de
forma determinista al valor que tomar4 la otra (la Y). Por este motivo, entendemos que la relacién lineal
(en la poblacién) que unird a las variables X e Y s puede expresar a partir del siguiente modelo:

Y=A+B - X+¢

donde ¢ es el responsable de la varianza. Conocido el valor de X esperamos que la variable Y tome un
valor aproximado de A + B - X con un determinado error que viene dado por €. Concretamente se asume
que € ~ N(0, 02). Al parametro B, pendiente de la recta de regresién lineal, se le conoce también como
coeficiente de regresion.

Los pardmetros A y B representan los coeficientes de la recta de regresién que mejor se ajusta a la
nube de puntos que definen las variables X e Y en la poblacién (y o? la varianza asociada a esta relacién).
Como siempre, estos valores son parametros de la poblacién dificiles o imposibles de determinar, por lo
que, como es habitual, obtenemos una estimacién de los mismos a partir de la muestra.

Calcularemos la recta de regresiéon que mejor se ajusta a los datos proporcionados por nuestra muestra
(mediante una técnica llamada Minimos cuadrados) y la pendiente de esta recta (b) y su ordenada en el
origen (a) serdn estimadores puntuales de estos mismos pardmetros en la poblacién. Los estimadores a y
b se calcularan a partir de las férmulas que indicamos a continuacién:

donde (xy), y (zz) son las sumas de cuadrados definidas en la seccién anterior, y T y ¥ son las medias
muestrales de los valores de X e Y en la muestra, respectivamente. La varianza poblacional de la recta,
o2, serd estimada mediante el estimador s> que se calcula mediante la férmula:

2
2 (yy) — &
n—2

La varianza s2, y por tanto la desviacién tipica s, representan una estimacién del error de prediccién con
la recta estimada.

A continuacién mostramos, a modo de resumen, los parametros poblacionales asociados a la recta de
regresién lineal y su correspondencia con sus estimadores muestrales:

Pardmetro poblacional | Estimador puntual (muestra)
Ordenada en el origen A a
Pendiente B b
Recta de regresién Y=A+B-X Y=a+b-X
Varianza del modelo o? s?
Desviacion tipica del modelo o s
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Ejemplo 9.5.

Continuamos con el ejemplo de la Edad y la Talla de los ninos de 3 a 9 meses. Vamos
a calcular a continuacion la estimacion de la recta de regresion lineal que mos permitiria
estimar la Talla de los ninos en funcion de su Edad.

En este caso, tal y como estd planteado el ejemplo, vamos a considerar que la variable depen-
diente es la Talla (pues es la que queremos predecir) y la variable independiente es la Edad. Asi,
conociendo el valor de la edad de un nino, el modelo de regresién nos permitira estimar su talla esperada

(con un determinado error). Partiendo de los siguientes céalculos: (zy) = 127, (zx) = 52, T = 6 y
Y = 68,29, podemos obtener los coeficientes de la recta de regresion:
12
b= 5—27 =244 a=6829— (2,44)(6) = 53,65

2
(402,86) — 42D
s% = % =772 = s=+s2=/7,72=2778

La ecuacién de la recta ajustada es:
Talla = a+b- Edad = 53,65 + 2,44 - Edad

Y el error que esperamos cometer, de media, cuando realicemos una prediccién de la talla de un nino a
partir de su edad utilizando esta recta es de 2.778 unidades.

Mediante la recta de regresion estimada podemos realizar predicciones de qué valores tomard la variable
Y (en promedio) para un individuo que tome una valor xo para la variable X. En ese caso nuestra prediccién
para el valor de Y de ese individuo sera:
Y=a +b-x0
Estas predicciones deben ser utilizadas iinicamente para individuos que tomen valores de la variable X
en el rango en el que se han tomado los datos.

Ejemplo 9.6.

Estimacion de la Talla media espera de un nino de 5.5 meses y de otro nino de 15 meses.

La primera estimaciéon podemos hacerla a partir de la recta de regresion:

Y = 53,65+ 2,44 - 5,5 = 67,07

Para un nino de 5.5 meses esperariamos una Talla media de 67.07 cm. El error que esperariamos cometer
con esta prediccion es de 2.778 cm.

Sin embargo, para la predicciéon de la Talla de un nifio de 15 meses no deberfamos utilizar la misma
recta, pues el rango de edades que hemos contemplado en nuestro estudio y del que tenemos datos no
abarca los 15 meses, por lo que en ese caso no sabemos qué comportamiento va a tener la relacién entre
ambas variables. No debemos utilizar la recta de regresién estimada para realizar esta estimacién.

9.2.1. Coeficiente de determinacion

El coeficiente de determinacién poblacional es un indicador de la bondad del ajuste que proporciona la
recta de regresién. Este coeficiente se calcula como p? y representa la proporcién de la variabilidad total
de Y que es capaz de explicar la variable X. Este coeficiente toma valores dentro del intervalo [0, 1]. En
cuanto a su interpretacién nos podemos apoyar en las siguientes indicaciones:

» Si p? es cercano a 0, la variabilidad observada en Y no se explica por su relacién con X.

= Si p? es cercano a 1, la variabilidad observada en Y se debe, en gran parte, a la variacién de X.
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La estimacién del coeficiente de determinacién poblacional p? es su correspondiente pero a nivel mues-
tral 2. Habitualemente, para expresar la informacién que proporciona se suele pasar a porcentaje (sim-
plemente multiplicdndolo por 100).

Capitulo 9

Ejemplo 9.7.

Coeficiente de deteOrminacion en el ejemplo anterior

A partir de los datos del ejemplo de la Edad y la Talla hemos obtenido un coeficiente de correlacién
muestral de r = 0,88. Por tanto, el coeficiente de determinacién muestral serd r* = (0788)2 =0,7744. Un
77.44 % de la variabilidad observada en la Talla queda explicada por su relacién con la Edad (y cémo
varfa esta ultima variable).

9.2.2. Test de independencia lineal para el coeficiente de regresién (B)

De la misma forma que podemos contrastar si la relacién lineal entre las dos variables es significativa,
podemos realizar un contraste equivalente mediante la pendiente del modelo. Si la pendiente de la recta
de regresién poblacional fuera 0, indicaria ausencia de relacién lineal entre las variables (el incremento
de la variable independiente no tendria efecto sobre la variable dependiente). Por este motivo, es posible
plantear un test de independencia lineal equivalente al planteado mediante el coeficiente de correlacion
lineal poblacional, pero en este caso a partir de la pendiente poblacional:

Este test se planteard el siguiente contraste de hipdtesis:

Hy:B=0
H1 : B # 0
La resolucién de este contraste se lleva a cabo mediante la defincién del pivote correspondiente que, bajo

la hipétesis nula sigue una distribucién t de Student con n — 2 grados de libertad. La expresiéon de este
pivote se muestra a continuacion:

Pivote = ~ tn_2

s2

(za)

Ejemplo 9.8.

A partir de los datos del ejemplo con el que estamos ilustrando este tema nos preguntamos
st existe una relacion lineal significativa entre la Edad y la Talla de los ninos de 3 a 9
meses de edad. En este caso, lo realizaremos mediante el test de independencia mediante la
pendiente del modelo lineal (consideraremos, como es habitual, un nivel de significatividad
de o =0,05.)

En primer lugar nos planteamos el contraste adecuado:

HQIBZO
HliB#O

Conocemos que, para este problema, el coeficiente de correlacién lineal muestral toma el valor de r = 0,88
y que el valor de n en este caso es 14, ya que disponemos de 14 parejas de valores (o de datos de 14
individuos). Pasamos a calcular el pivote asociado a este contraste:

2,44 — 0
V/7,7252

Bajo la hipdtesis nula, el pivote sigue una distribucién ti12. El p-valor asociado a este pivote, en esta
distribucién y en un contraste bilateral es < 0,001, por lo que se rechaza la hipé6tesis nula (independencia
lineal entre las variables) y podemos concluir que existe una relacién lineal significativa entre la Edad y
la Talla de los nifios entre 3 y 9 meses.

Pivote = = 6,33
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Adema3s de resolver el test de hipétesis de independencia lineal con la pendiente de la recta de regresién
lineal, seria equivalente calcular el intervalo de confianza, con la confianza deseada, y comprobar si el valor
0 estd contenido en este intervalo. La expresién que nos permite calcular el intervalo de confianza al
(1 — «) x 100 % es la siguiente:

52 52
b—tii—a po b+t—o o
( (1-5,n=2) (ZE%’) ; + (1-5,n=2) (ZXC) )

Ejemplo 9.9.

Calculamos ahora el intervalo de confianza al 95 % para el coeficiente de regresion que
relaciona la Talla con la Edad de los ninos.

(2,44—2,179-,/75722 . 2442179 75722):(1,60 | 3,28)

Con un 95% de confianza, la pendiente de la recta de regresién que explica la Talla de los nifios en
funcién de su Edad esta contenida en este intervalo. Puesto que el 0 no esta contenido en este intervalo,
existe una relacién de dependencia lineal significativa entre la Talla y la Edad de los ninos entre 3 y 9
meses.
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9.3.

Ejercicios Capitulo 9

Ejercicio 9.1.

Reflexiona, en cada uno de los casos que se exponen a continuacién, sobre cudl de las dos variables

de los

siguientes pares, fijarias como variable dependiente y cudl como independiente. Ademds, expresa

también si consideras que la relacién que se obtendria es positiva o negativa:

1.
2.
3.

potencia de un coche y precio.
peso de una persona y su estatura.

consumo de tabaco y duracién de vida.

Ejercicio 9.2.

Se desea estudiar si la altura de los hijos se puede explicar linealmente en funcién de la altura de sus
padres.

Padres | 1.70 | 1.77 | 1.68 | 1.75 | 1.80 | 1.75 | 1.69 | 1.72 | 1.71 | 1.73
Hijos 174 | 1.78 | 1.72 | 1.77 | 1.78 | 1.77 | 1.71 | 1.76 | 1.73 | 1.74

Ayuda: (xx)=0.0128, (yy)=0.0058, (xy)=0.0078. Utiliza como nivel de significativad a = 0,05.

1.
2.

6.

Determina cudl es la variable independiente y cudl es la variable dependiente

Calcula el coeficiente de correlaciéon muestral. Determina, en funcién del test de independencia sobre
el coeficiente de correlacién lineal, si la asociacién entre las dos variables es significativa. Indica el
sentido de asociacién.

Estima la recta de regresion que mejor ajusta a los datos e interpreta sus coeficientes en el contexto
del ejercicio.

Estima el error de prediccién que se comete cuando se utiliza la recta de regresién del apartado
anterior.

Plantea y resuelve el contraste de independencia sobre el coeficiente de regresién. Explica si las
conclusiones que obtienes son equivalentes a las obtenidas con el test de independencia del coeficiente
de correlacion lineal.

Estima el coeficiente de determinacion e interpreta su resultado en el contexto del ejercicio.

Ejercicio 9.3.

Un estudiante que busca piso ha tomado los siguientes datos de los precios de alquiler semanal y de la
superficie de los pisos en metros cuadrados.

Superficie | 60 | 60 | 80 | 90 | 100 | 110 | 120
Precio 70 | 8 | 80 | 90 | 8 | 110 | 115

Ayuda: (xx)= 3285.714, (yy)= 1571.429, (xy)= 1957.143. Utiliza como nivel de significativad

a=0,

1.
2.

05.

Determina cudl es la variable independiente y cuél es la variable dependiente

Calcula el coeficiente de correlacién muestral. Determina, en funcién del test de independencia sobre
el coeficiente de correlacion lineal, si la asociacién entre las dos variables es significativa. Indica el
sentido de asociacion.

Estima la recta de regresién que mejor ajusta a los datos e interpreta sus coeficientes en el contexto
del ejercicio.
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6.

Estima el error de prediccién que se comete cuando se utiliza la recta de regresién del apartado
anterior.

Plantea y resuelve el contraste de independencia sobre el coeficiente de regresién. Explica si las
conclusiones que obtienes son equivalentes a las obtenidas con el test de independencia del coeficiente
de correlacién lineal.

Estima el coeficiente de determinacién e interpreta su resultado en el contexto del ejercicio.

Ejercicio 9.4.

Una encuesta de salarios entre graduados proporciona los datos siguientes:

Edad (anos) 28 | 28 | 32 | 35 | 38 | 44 | 49 | 52 | B8 | 62 | 66 | 70
Salario (miles de euros) | 2.2 | 2.2 | 3.8 | 42 | 42 | 53| 73 | 64 | 6.7 | 53| 6.0 | 5.1

Ayuda: (xx)= 2445.667, (yy)= 29.58917, (xy)= 196.1833. Utiliza como nivel de significativad
a = 0,01.

1.
2.

6.

Determina cudl es la variable independiente y cudl es la variable dependiente

Calcula el coeficiente de correlacién muestral. Determina, en funcién del test de independencia sobre
el coeficiente de correlacion lineal, si la asociacién entre las dos variables es significativa. Indica el
sentido de asociacién.

Estima la recta de regresién que mejor ajusta a los datos e interpreta sus coeficientes en el contexto
del ejercicio.

Estima el error de prediccién que se comete cuando se utiliza la recta de regresién del apartado
anterior.

. Plantea y resuelve el contraste de independencia sobre el coeficiente de regresiéon. Explica si las

conclusiones que obtienes son equivalentes a las obtenidas con el test de independencia del coeficiente
de correlacién lineal.

Estima el coeficiente de determinaciéon e interpreta su resultado en el contexto del ejercicio.

Ejercicio 9.5.

Se desea estudiar si el nivel en sangre de estradiol tiene relacién lineal con la edad de las mujeres, con
el objetivo de predecir y modificar su nivel farmacolégicamente en edades que lo necesiten. Para ello, se
considera una muestra de 10 mujeres de las que se ha tomado su edad (en afnos) y su nivel de estradiol (en

pg/ml):

Edad 14.3 21.2 25.7 35.2 382 | 41.8 | 47.2 | 51.3 | 54.5 | 62.7
Estradiol | 193.7 | 195.2 | 185.3 | 152.7 | 120.7 | 88.3 | 75.2 | 47.5 | 25.1 | 24.2

Ayuda: (xx)= 2146.769, (yy)= 42024.19, (xy)= -9222.199. Utiliza como nivel de significativad

a = 0,05.

1. Determina cudl es la variable independiente y cudl es la variable dependiente

2. Calcula el coeficiente de correlacién muestral. Determina, en funcién del test de independencia sobre
el coeficiente de correlacién lineal, si la asociacién entre las dos variables es significativa. Indica el
sentido de asociacion.

3. Estima la recta de regresién que mejor ajusta a los datos e interpreta sus coeficientes en el contexto
del ejercicio.

4. Estima el error de prediccién que se comete cuando se utiliza la recta de regresién del apartado
anterior.

5. Plantea y resuelve el contraste de independencia sobre el coeficiente de regresién. Explica si las

conclusiones que obtienes son equivalentes a las obtenidas con el test de independencia del coeficiente
de correlacién lineal.
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6.

Estima el coeficiente de determinacién e interpreta su resultado en el contexto del ejercicio.

Ejercicio 9.6.

La siguiente tabla contiene la tensién arterial sistélica (TAS), medida en mm de Hg y la hemoglobina
glicosilada (HBA;1), expresada en %, de una muestra de 5 pacientes.

TAS 150 | 120 | 145 | 140 | 130
HBA, 82 | 6.1 | 7.2 7 6

AYUDA: (xx)= 3.24, (yy)= 580, (xy)= 39.5. Utiliza como nivel de significativad a = 0,05.

1.
2.

6.

Determina cudl es la variable independiente y cudl es la variable dependiente

Calcula el coeficiente de correlacién muestral. Determina, en funcién del test de independencia sobre
el coeficiente de correlacion lineal, si la asociacién entre las dos variables es significativa. Indica el
sentido de asociacion.

Estima la recta de regresién que mejor ajusta a los datos e interpreta sus coeficientes en el contexto
del ejercicio.

Estima el error de prediccién que se comete cuando se utiliza la recta de regresién del apartado
anterior.

Plantea y resuelve el contraste de independencia sobre el coeficiente de regresién. Explica si las
conclusiones que obtienes son equivalentes a las obtenidas con el test de independencia del coeficiente
de correlacién lineal.

Estima el coeficiente de determinacién e interpreta su resultado en el contexto del ejercicio.

Ejercicio 9.7.

Se desea investigar si el peso de las personas tiene influencia lineal sobre el colesterol LDL.

LDL (mg/dl) | 131 | 143 | 178 | 189 | 121 99
Peso (Kg) | 67 | 71.24 | 89.56 | 92.50 | 81.70 | 65.80

AYUDA: (xx)= 673.10, (yy)= 5903.5, (xy)= 1659.1. Utiliza como nivel de significativad o = 0,1.

1.
2.

6.

Determina cudl es la variable independiente y cuél es la variable dependiente

Calcula el coeficiente de correlaciéon muestral. Determina, en funcién del test de independencia sobre
el coeficiente de correlacién lineal, si la asociacién entre las dos variables es significativa. Indica el
sentido de asociacion.

Estima la recta de regresién que mejor ajusta a los datos e interpreta sus coeficientes en el contexto
del ejercicio.

Estima el error de prediccién que se comete cuando se utiliza la recta de regresién del apartado
anterior.

Plantea y resuelve el contraste de independencia sobre el coeficiente de regresién. Explica si las
conclusiones que obtienes son equivalentes a las obtenidas con el test de independencia del coeficiente
de correlacion lineal.

Estima el coeficiente de determinacién e interpreta su resultado en el contexto del ejercicio.

Ejercicio 9.8.

Se desea estudiar si un nuevo farmaco es eficaz en el control de la glucemia para diabéticos. Para ello,
se dispone de la dosis de tratamiento recibida por cada paciente (en ml) y el nivel medio de glucemia tras
la ingesta del tratamiento. Los datos se muestran en la siguiente tabla:

Dosis (ml) | 65 | 52 | 80 | 64 | 54 | 50
Glucemia | 125 | 110 | 150 | 132 | 115 | 102
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AYUDA: (xx)= 636.83, (yy)= 1485.33, (xy)= 951.33. Utiliza como nivel de significativad a = 0,05.

7.

Determina cudl es la poblacién de estudio.
Determina cudl es la variable independiente y cudl es la variable dependiente

Calcula el coeficiente de correlaciéon muestral. Determina, en funcién del test de independencia sobre
el coeficiente de correlacion lineal, si la asociacién entre las dos variables es significativa. Indica el
sentido de asociacién.

Estima la recta de regresion que mejor ajusta a los datos e interpreta sus coeficientes en el contexto
del ejercicio.

Estima el error de prediccién que se comete cuando se utiliza la recta de regresién del apartado
anterior.

Plantea y resuelve el contraste de independencia sobre el coeficiente de regresién. Explica si las
conclusiones que obtienes son equivalentes a las obtenidas con el test de independencia del coeficiente
de correlacion lineal.

Estima el coeficiente de determinacién e interpreta su resultado en el contexto del ejercicio.

Ejercicio 9.9.

La dexametasona es un corticoide que se utiliza en el tratamiento del asma, sin embargo su utilizacién
aumenta la glucemia. Se desea investigar si la glucemia se puede explicar linealmente en funcién de la
dosis de dexametasona (ml/dfa) para pacientes con este tipo de enfermedad. Para ello, se han obtenido los
siguientes datos de 5 pacientes:

dexametasona (ml/dia) 1 4 3 5 10
glucemia (mg/dl) 132 | 152 | 141 | 153 | 173

AYUDA: (xx)= 45.2, (yy)= 946.8, (xy)= 203.4. Utiliza como nivel de significativad a = 0,01.

7.

Determina cudl es la poblacién de estudio.
Determina cudl es la variable independiente y cuél es la variable dependiente

Calcula el coeficiente de correlacién muestral. Determina, en funcién del test de independencia sobre
el coeficiente de correlacién lineal, si la asociacién entre las dos variables es significativa. Indica el
sentido de asociacion.

Estima la recta de regresién que mejor ajusta a los datos e interpreta sus coeficientes en el contexto
del ejercicio.

Estima el error de prediccién que se comete cuando se utiliza la recta de regresién del apartado
anterior.

Plantea y resuelve el contraste de independencia sobre el coeficiente de regresién. Explica si las
conclusiones que obtienes son equivalentes a las obtenidas con el test de independencia del coeficiente
de correlacion lineal.

Estima el coeficiente de determinacién e interpreta su resultado en el contexto del ejercicio.

Ejercicio 9.10.

Se desea investigar si el colesterol, medido en mg/dl, depende linealmente del peso de las personas,
medido en Kg. Para ello, se lleva a cabo un estudio sobre una muestra de 100 pacientes. Los datos analizados,
con el programa R-Commander, han proporcionado la siguiente salida:
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Capitulo 9

Ll o

> ammary (fegiodel.i)

Call;
1w (formala = col@scarpl ~ pepd, Hata = dac.oolesac)

Bealduale:
Hin i Median 3g Mex
-12.771% -1.9041 -0.8053 2.1754 27.85E0

Coefficienta:

Eatimate S5td. Exrox & walae Bz [=|E])
(Incercept) -14.51748 4,8T25 —2.98 O0.00364 &
peEao 1.7665 O.OTEL 23,21 L Z=-1F "W

Siqnif. . modean. f rmwEson OO tEEeRogd e ogogs ok o0 bl

Bealdual acandard error: 5.717 on 26 degreea of freedaom
Bultiple A-—aguarsd: 0.246]1, Adiynated BE-agoersd: 0O.34%5
F-atati=tic: 3358.8 on 1 apd 28 DF, p—valce: < 2.2e-16

Determina cuél es la poblacién de estudio.
Determina cudl es la variable independiente y cudl es la variable dependiente
Indica cudl es el coeficiente de determinacién e interpreta su resultado en el contexto del ejercicio.

Calcula el coeficiente de correlacién muestral. Determina, en funcién del test de independencia sobre
el coeficiente de correlacién lineal, si la asociacién entre las dos variables es significativa. Indica el
sentido de asociacion.

Escribe la recta de regresién que mejor ajusta a los datos e interpreta sus coeficientes en el contexto
del ejercicio.

6. Indica el error de prediccién e interpreta su resultado.

Indica qué distribucién se ha utilizado para calcular el p-valor que aparece en la linea del peso.
Escribe el contraste de hipdtesis al que da respuesta. Explica si las conclusiones que obtienes son
equivalentes a las obtenidas con el test de independencia del coeficiente de correlacién lineal.
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Formulario de Estadistica

Formulario Estadistica

Estadistica descriptiva

Desviacion tipica.
Media. R
— E?:I_ Jli: o Jl] LB jlﬂ + sss T jl."-! g8 = |IIIE?=I[3I!. _T-:IE - ﬁlrl'lll::jl.- _ T}_j + ::jlﬂ _ T}_j + _ leﬁ — T
0 0 n— 1 n—1
Coeficiente de variacion. Percentil al p %%.
o= P
OV =—=-100 Pos=(n+1)- —
T $=t D 106
deci{ Pos) - X|posj+1 + (1 — deci(Pos)) - X{pos
Rango. Rango intercuartilico.
Rango = Marimo — Minimo RIC. =Q3—Q = Prs — Pas
Valores atipicos (outliers)
[ —15-RIC.,Q3+15- RI.C]
Intervalos de confianza
Una media
; i ; a [ S 5
- Sz — f_m - — |5 il I, : S
|.?“ - Jn T + £ z x-"ﬁ] __1 —.f,_,,_-_.:|_;!., 1,-"'_? ; +Ir.,._|:__._3.: ﬁ]
Un porcentaje
. |II .d-j o _ ..-5. . .'I .--3 i _ fj'll
|7P_21_$_. I,f (100 — F) L PiZ_s- I,_J' (100 — F)
L - ]', m T 1‘, m J
Dos medias
(T To) + il AL (FTy —Ta2) £t < & ."IIL+L
1 L) = Zl—‘%_‘— a \" ny n ! 2 '[:ljnl—'ng—Qll [1—%—]) o 1‘,' T na
Donde
2 2
g2 _ (n1—1)-S7 4+ (n2—1)-5;

(n1 + n2 — 2)

Dos porcentajes

5 5 [ B . (100— B1)  B»- (100 — P
{PI—PQ}:El_%_-\.'I - ( 1), P )

f T n2




Formulario de Estadistica
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Contrastes de hipotesis

Una media
T — . T —
—L ~ N(,1) L
Un porcentaje
P-P
—_——— ™ _-"'\-r([].. ]_l:|
[ P-(100-P) '
Dos medias
(T1 —T2) — (p1 — pa) ¢
™ by 4+ng—2
. [ 1 1
S T TTE D ~ N(0,1) | ponge
o ‘l,.; Ty + na 3 3
g2 _ (n1—1)-S7{+ (n2—1)-5;
N (n1 + n2 — 2)
Dos porcentajes
(P — P3) — (P, — P,) ~ N(0,1)
[ Py-(100—Py) Po.(100— Pa) _ ’
f T + T2 )
Dos varianzas
g2 ,
) S?. o3 " ST o3
F: ,]_J:‘.r—;: — . _:-,. ““-'-F‘n—:m—'-

Recordatorio:

1
F{m,ﬂ},a - I3

(nm)l—o

Chi-cuadrado
2 _ (OU - EU ) 2
X — Z E _ ~ X (n-D*m-1)

Donde E. =—_'"J
N
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Regresion lineal

m Sumas de cuadrados:

() =D %" —@; () =2 —(Zyi)z ) =Dy, _@

m Coeficiente de correlacion muestral:

(xy)

v (xx) - (yy)

m Ecuacion de la recta de regresion estimada:

r =

Y =a+ bX

con @ya—y—bx

m Varianza y desviacion tipica residual:

{(W)_ ((Xxyx)) }
s* = , S= \/872

n-2

m Contraste de independencia para el coeficiente de correlacion:

(n—2)r?
pivote=1|~ -2 ~ bz

1-r?

m Contraste de independencia para el coeficiente de regresion (pendiente):
b—B

Pivote= | g2
(xx)
m Intervalo de confianza para el coeficiente de regresion (pendiente):

]

tn—2
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Capitulo 2
Tabla de probabilidades de la distribucién N(0,1)
[P(Z < 2)]

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | 0.5000 0.5039 0.5079 0.5119 0.5159 0.5199 0.5239 0.5279 0.5318 0.5358
0.1 | 0.5398 0.5437 0.5477 0.5517 0.5556 0.5596 0.5635 0.5674 0.5714 0.5753
0.2 | 0.5792 0.5831 0.5870 0.5909 0.5948 0.5987 0.6025 0.6064 0.6102 0.6140
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6330 0.6368 0.6405 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6590 0.6627 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6843 0.6879
0.5 | 0.6914 0.6949 0.6984 0.7019 0.7054 0.7088 0.7122 0.7156 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7290 0.7323 0.7356 0.7389 0.7421 0.7453 0.7485 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7703 0.7733 0.7763 0.7793 0.7823 0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7938 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8105 0.8132
0.9 | 0.8159 0.8185 0.8212 0.8238 0.8263 0.8289 0.8314 0.8339 0.8364 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8437 0.8461 0.8484 0.8508 0.8531 0.8554 0.8576 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8707 0.8728 0.8749 0.8769 0.8790 0.8810 0.8829
1.2 | 0.8849 0.8868 0.8887 0.8906 0.8925 0.8943 0.8961 0.8979 0.8997 0.9014
1.3 ] 0.9032 0.9049 0.9065 0.9082 0.9098 0.9114 0.9130 0.9146 0.9162 0.9177
1.4 ] 09192 0.9207 0.9221 0.9236 0.9250 0.9264 0.9278 0.9292 0.9305 0.9318
1.5 | 09331 0.9344 0.9357 0.9369 0.9382 0.9394 0.9406 0.9417 0.9429 0.9440
1.6 | 0.9452 09463 0.9473 0.9484 0.9494 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9544
1.7 ] 0.9554 0.9563 0.9572 0.9581 0.9590 0.9599 0.9607 0.9616 0.9624 0.9632
1.8 | 0.9640 0.9648 0.9656 0.9663 0.9671 0.9678 0.9685 0.9692 0.9699 0.9706
1.9 | 09712 09719 09725 09731 09738 09744 0.9750 0.9755 0.9761 0.9767
2.0 | 09772 09777 09783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9807 0.9812 0.9816
2.1 ] 0.9821 0.9825 0.9829 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9849 0.9853 0.9857
2.2 | 0.9860 0.9864 0.9867 0.9871 0.9874 0.9877 0.9880 0.9883 0.9886 0.9889
2.3 | 0.9892 0.9895 0.9898 0.9900 0.9903 0.9906 0.9908 0.9911 0.9913 0.9915
2.4 ] 09918 0.9920 0.9922 0.9924 0.9926 0.9928 0.9930 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 | 0.9937 0.9939 0.9941 0.9942 0.9944 0.9946 0.9947 0.9949 0.9950 0.9952
2.6 | 0.9953 0.9954 0.9956 0.9957 0.9958 0.9959 0.9960 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 1 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9971 0.9972 0.9973
2.8 | 0.9974 0.9975 0.9975 0.9976 0.9977 0.9978 0.9978 0.9979 0.9980  0.9980
2.9 | 0.9981 0.9981 0.9982 0.9983 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986
3.0 | 0.9986 0.9986 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989  0.9989
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Capitulo 4
Tabla de probabilidades de la distribucion t de Student
[P(t <T)]

g\T | 0.650 0.700 0.750 0.800 0.850 0.900 0.950 0.9750 0.990 0.995
10509 0.726 1.000 1.376 1.962 3.077 6.313 12.706 31.820 63.656
2| 0444 0617 0816 1.060 1.386 1.885 2919 4302 6.964  9.924
3] 0424 0.584 0.764 0.978 1.249 1.637 2.353 3.182 4.540 5.840
410414 0568 0.740 0.940 1.189 1.533 2131 2776  3.746  4.604
51 0.408 0.559 0.726 0.919 1.155 1.475 2.015 2.570 3.364 4.032
6 | 0404 0.553 0.717 0.905 1.134 1439 1943 2446  3.142  3.707
710401 0549 0.711 0.896 1.119 1.414 1.894  2.364 2997  3.499
8 10399 0.545 0.706 0.888 1.108 1.396 1.859 2.306 2.896 3.355
91 0.397 0.543 0.702 0.883 1.099 1.383 1.833 2.262 2.821 3.249

10 | 0.396 0.541 0.699 0.879 1.093 1.372 1.812 2.228 2.763 3.169
11 1 0.395 0.539 0.697 0.875 1.087 1.363 1.795 2.200 2.718 3.105
12 | 0.394 0.538 0.695 0.872 1.083 1.356 1.782 2.178 2.680 3.054
13 1 0393 0.537 0.693 0.870 1.079 1.350 1.770 2.160 2.650 3.012
14 1 0.393 0.536 0.692 0.868 1.076 1.345 1.761 2.144 2.624 2.976
15 ] 0.392 0.535 0.691 0.866 1.073 1.340 1.753 2.131 2.602 2.946
16 | 0.392 0.535 0.690 0.864 1.071 1.336 1.745 2.119 2.583 2.920
17 | 0391 0534 0.689 0.863 1.069 1.333 1.739 2109 2566  2.898
18 | 0.391 0.533 0.688 0.862 1.067 1.330 1.734 2.100 2.552 2.878
19 |1 0.391 0.533 0.687 0.860 1.065 1.327 1.729 2.093 2.539 2.860
20 | 0.390 0.532 0.686 0.859 1.064 1.325 1.724 2085  2.527  2.845
21 | 0.390 0.532 0.686 0.859 1.062 1.323 1.720 2.079 2.517 2.831
22 | 0.390 0.532 0.685 0.858 1.061 1.321 1.717 2.073 2.508 2.818
23 [ 0.390 0531 0.685 0.857 1.060 1.319 1.713  2.068 2499  2.807
24 | 0.389 0.531 0.684 0.856 1.059 1.317 1.710 2.063 2.492 2.796
25 | 0.389 0.531 0.684 0.856 1.058 1.316 1.708 2.059 2.485 2.787
26 | 0.389 0.530 0.684 0.855 1.057 1.314 1.705 2055 2478  2.778
27 1 0.389 0.530 0.683 0.855 1.056 1.313 1.703 2.051 2.472 2.770
28 | 0.389 0.530 0.683 0.854 1.055 1.312 1.701 2.048 2.467 2.763
29 | 0.389 0.530 0.683 0.854 1.055 1.311 1.699 2045 2462  2.756
30 | 0.389 0.530 0.682 0.853 1.064 1.310 1.697 2.042 2.457 2.749
40 | 0.388 0.528 0.680 0.850 1.050 1.303 1.683 2.021 2.423 2.704
60 | 0.387 0.527 0.678 0.847 1.045 1.295 1.670  2.000  2.390  2.660
120 | 0.386 0.525 0.676 0.844 1.040 1.288 1.657 1.979 2.357 2.617
co | 0385 0.524 0.674 0.841 1.036 1.281 1.644 1959  2.326  2.575
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