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Capitulo 1

El lenguaje: Conjuntos y
aplicaciones

1.1 Conjuntos, elementos y subconjuntos. Ejemplos: N, Q, R
y C.

Un conjunto A es un objeto matematico que tiene elementos. Indicamos que un elemento
a es del conjunto A con el simbolo

a € A que se lee: a pertenece a A.

Entre los conjuntos mas usados en Matemaéticas se encuentran los conjuntos cuyos ele-
mentos son nimeros. Los nimeros mas conocidos son los nimeros naturales, que se intro-
ducen para contar. El conjunto de los nimeros naturales lo representamos por N, y el de los
nimeros naturales excepto el 0 por N*

N={0,1,2 34,5 ..}, N*={1,2 3 4,5 ..}

Lo que acabamos de hacer es un modo estandar de describir un conjunto: poniendo entre
llaves los elementos que lo contienen. En este caso, como la cantidad de elementos es infinita
y no los podemos describir todos, ponemos los puntos suspensivos que permiten entender
al lector los elementos que estamos considerando. Ordinariamente habra que emplear otros
“trucos” que permitan describir (con més precisién que los puntos suspensivos) los elementos
del conjunto.

En el conjunto N tenemos bien definidas las operaciones de suma y producto. Si, en él,
consideramos la ecuacion

xr+m=mn, conm,n €Ny xlaincognita,

nos encontramos con que solo tiene solucién si m < n. Para tener soluciones cuando m > n,
necesitamos ampliar el concepto de nimero, introduciendo los enteros negativos, tenemos
as{ un nuevo conjunto de niimeros, el de los niimeros enteros

Z={..-5 -4, -3, -2, -1,0,1,2, 3, 4,5, ... }.
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Denotaremos por Z* el conjunto de todos los nimeros enteros menos el nimero 0.
Si ahora consideramos la ecuacion

mx =n,

solo tiene solucién en Z si n es un multiplo de m. Para tener soluciones cuando no es asi,
necesitamos introducir los niimeros fraccionarios. Aparece asi el conjunto de los niimeros
racionales

Q:{%; meZ, neZl}.

Acabamos de hacer ahora una descripcién maés usual de los elementos de un conjunto.
Como hicimos cuando describimos los naturales, hemos colocado los elementos del conjunto
entre llaves, pero ahora hemos descrito con precision sus elementos, hemos dicho que el
conjunto Q estd formado por todos los elementos de la forma 7 para cualesquiera ntimeros
enteros m y n, con n # 0 (lo que hemos descrito por m € Z, n € Z*).

De nuevo aparecen magnitudes (como /2, m, ... ) que no son nimeros racionales, no
estan en Q, y es preciso introducir el conjunto R de los nimeros reales, que contiene, ademas
de los nimeros racionales, nimeros no racionales como v/2, m, v/3, e, ... . Se tiene

NCcZc QCR,

donde el simbolo C significa (y se lee) “contenido”. En general, dados dos conjuntos A y B,
decimos que A es un subconjunto de B o que A estd contenido en B si todo elemento de A
es también un elemento de B, lo que simbdlicamente se escribe asi:

AC Bsiz e Aimplicaz € B,

0, también
A C B siy solo si para todo = € A se tiene que = € B,

0, mas abreviadamente
ACB < (r€ A = z€B).

Si consideramos ahora la ecuaciéon
ax’+bx+c=0, (1.1)

sabemos que sus soluciones en R vienen dadas por

_ —b=E Vb2 —4dac

xr =
2a ’

de donde se deduce que las soluciones existen si y solo si b2 — 4ac > 0. Por lo tanto, si
queremos que la ecuacién (1.1) tenga solucién siempre, necesitamos que la raices de nimeros
negativos existan. Esto es lo que lleva a la definicion de los ntimeros complejos.
Comenzamos definiendo el nimero 4. Es un niimero (imaginario) que verifica que /—1 =
i 6, equivalentemente, que % = —1.
Una vez que tenemos definido el nimero ¢, existira la raiz de cualquier nimero negativo,

' V=a=+/a (-1)=+vavV-1=+ai=i+/a, dondea>0.
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Tenemos asi definidos los ntimeros imaginarios, que son los productos por i de los ntimeros
reales.

Queremos que los nuevos ntimeros a introducir, los complejos, contengan estos nimeros
imaginarios (que son las raices de nimeros negativos) y, ademads, los nimeros reales, por
lo tanto deberan contener la suma de un nimero real y un nimero imaginario. Definimos
entonces el conjunto de los nimeros complejos por

C={a+1ib; a,b e R}.

Dado un nuimero complejo z = a + i b, se llama parte real de z a R(z) = a y parte
imaginaria a 3(z) = b.

Escribiremos 0 +¢ b =14 b, y a+¢ 0 = a, de este modo se puede considerar que todo
nimero real a es complejo identificindolo con a 4+ ¢ 0. Resulta asi R C C.

Ejercicios
1. Escribe todos los elementos de los siguientes conjuntos:
(a) {n*neZy —2<n<3}, (b){a%zecR}
() {z2z=14+4,ne€Z —-1<n<1}, (d){zeR; 22+z—-1=0},
(e){reR; 22 +2x+1=0}, (){reC;2?+2+1=0}.

2. Di si son ciertas o no, y explica por qué, las siguientes relaciones:
(a) 8 € {n* neN}, (b)(1,2) € {(z,y); € QuyeR},
(c) (3,4) € {(z,y); 3 <z <5, 3<y<6},
(d)3e{reR; 23 —22—2—-15=0}, (e)1+i€{z€C; 22=1},
(f) 3,4) € {(z,y); v,y eR, x+y=7, v —y= -1},
(g) (3,4) € {(v,y); 2,y €ER, z+y=T7, z—y=1}.

3. Di cuales de los siguientes niimeros son naturales, enteros, racionales, irracionales,
reales, complejos, imaginarios puros (si de alguno no sabes exactamente qué tipo de
nimero es, di al menos por qué no lo sabes y, en su caso, lo que te parece més probable):
3, 314159, 7, 5/8, V/3, V2, 1/4142, e, 271828, 1'73205, 2, &, 3 34+ 4, 314159 i, 1,
i—5/8,3i+V3, V=2, V1'4142, \/—e, (V2'71828)*, (v —1'73205)%, £, S — T i, (=2 i)?

1.2  Operaciones con conjuntos: union, interseccion y com-
plementario. Ejemplos con intervalos.

Dados dos conjuntos A y B, definimos su unidn por

AUB={z; x € A6z € B},
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dicho de otra manera, AU B es el conjunto formado por todos los elementos que estan en A
6 B. Intuitivamente, la uniéon de dos conjuntos es el conjunto que resulta de juntar los dos.
Del mismo modo, dados n conjuntos Ay, ... , A,, se define su unién por

AU UA, ={x; v € A; paraalgin i € {1,...,n}},

o también,
AU UA, ={x; z € A; para algin i, 1 <i < n},
o también,
AU UA, = {x; existeun i € {1,...,n} tal que xz € 4},
o también,

A1 U...UA, ={z; existe un i, 1 <i < n tal que x € 4;}.
La interseccion de conjuntos se define asi:

ANB={z; x € Ay z € B},

dicho de otra manera, AN B es el conjunto formado por todos los elementos que estdn en
Ay en B. Es decir, la interseccién de dos conjuntos es el conjunto que resulta de tomar los
elementos que estan a la vez en los dos conjuntos.

Del mismo modo, dados n conjuntos Ay, ... , Ay, se define su interseccién por

Ain..NA, ={x; v € A; paratodoi e {1,...,n}},

o también,
Ain..NA, ={z; vz € A; paratodo i, 1 <i<n},
o también,
Arn..NA, ={x; para todo i € {1,...,n} se verifica que z € 4;},
o también,

ArN..NA, ={x; para todo i, 1 <1i <mn se tiene que = € A;}.

El conjunto que no tiene ningin elemento se llama conjunto vacio, y se escribe ().
Dos conjuntos Ay B que no tienen ningin elemento en comin tienen intersecciéon vacia,
AN B =10,y se dice que son disjuntos.

Dado un conjunto X y un subconjunto A C X, se llama diferencia de X y A, o, también,
complementario de A (en X ), al conjunto

X-A={z;z2eXyaxd¢A}

Se deduce de esta definicion que X — A =0 siysolosi X = A,y X — A= X si y solo si
A=0.

También para el caso A,B C X se define B— A = {z; x € By x ¢ A}. Con esta definicién se
tiene que B— A=0siysolosi BC A, yB—A=Bsiysolosi BNA=10
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Unos conjuntos que manejaremos mucho a lo largo de este curso son los intervalos. Se
definen de la siguiente manera:

Unintervalo I es un subconjunto de R de una de las siguientes formas:

Intervalo cerrado de extremos a y b:

[a,b] = {z € R; a <z <b}.
Intervalos semiabiertos de extremos a y b:
la,b) ={z € R; a <z < b}
(donde puede ocurrir que a = —oc0 y, entonces: | —o00,b] ={z € R; 2 <b})y

[a,b[={z € R; a <z < b}
(donde puede ocurrir que b = oo y, entonces: [a,o0[= {z € R; a < z}).
Intervalo abierto de extremos a y b:

Ja,b[={z € R; a <z < b}

(donde puede ocurrir que a = —oo 6 que b = oo, y, entonces: | — 0o, b= {x € R; = < b},
la,00[={z €R; a <z}, | —00,00[=R.)
Un intervalo de extremos a # 0o, b # oo se dice que es un intervalo acotado.

Para las uniones e intersecciones de los intervalos se tendra que:
Sia<b<c<d,]a,blN[e,d= 0, mientras que ]a,b[U[c, d[= {

Sid>b>c>a, Ja,bNc,d=][c,b vy ]a,blUc d=]a,d].

[a,b] N [b,d] = {b}, [a,b]Ub,d] = |a,d].

El resto de casos de posibles uniones e intersecciones de intervalos se deja como ejercicio
al lector.

Como ejemplos de complementario de un conjunto en R tenemos:

R_] —OO,CL] :]G,OO[, R_}avb] :] - oo,a]U]b,oo[, R — {a} :] —OO,G[U]CL,OO[-

Ejercicios

Calcula las intersecciones y uniones que se indican a continuacién:

. {n?neZy —2<n<3}n{neN;1<n<T7}

[\

2%z e RINR,
3. {23 z e RyN{z? +1; z € R},

4. {2 zeR}N{z+1; 2R}, (e) {z* zeR}N{z—1; z € R}

Ut

Axd zeRIN{22+1; 2 eR}N{z? - 1; x € R}

(@)

({23 v eRIN{2*+1; zeR}) U{z—1; z € R}
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7. ({2% v eR}U{z* -1, zeR}) n{z+1; z € R}

8. 1v2,v3Ini3. 2l IV2,v3[Ul5, 2

9. 1- V2 VAN - .2 1- V2 V3U - §,2

10 ] = VIZ,—V3IN - 2.-3 ]- VI%,—V3[n - 2,4l

1.3 Producto cartesiano de conjuntos. Ejemplos con conjun-
tos de nimeros. Introduccion al espacio n-dimensional

Dados dos conjuntos X e Y, se define su producto cartesiano como el conjunto X x Y
formado por los pares de elementos (z,y), donde z € X e y € Y. Es decir,

XxY={(z,y;zeXyyeY}.
En general, dados n conjuntos X1, ..., X,,, su producto cartesiano es

X1 x .. x Xy, ={(x1,22,...,x,);2; € X; para cada i € {1,....,n}}.
n
Si X; =..=X, =X, escribiremos X" en lugar de X x ... x X.
De acuerdo con la definicién que acabamos de dar, no es estrictamente cierto que (X X
Y)xZ =X x (Y xZ)=X x (Y x Z), pero aceptaremos, por convenio, que se tiene la
igualdad anterior (es decir, aceptaremos que ((z,y),2) = (z, (y, 2)) = (z,y, 2)).

Veamos algunos ejemplos:

RZ2=R xR = {(z,y); z,y € R}, es decir, R? es el conjunto de elementos con dos
coordenadas reales, que, a menudo, identificaremos con los puntos del plano porque, cuando
se elige un sistema de coordenadas, cada punto del plano viene dado por un par de niimeros
reales (sus coordenadas).

R3 =RxR xR = {(z,y,2); =,y, 2 € R}, es decir, R? es el conjunto de elementos con tres
coordenadas reales, que a menudo identificaremos con los puntos del espacio, por razones
semejantes a las anteriores.

En general, R” = R x S xR= {(z1,...,2n); z; € R para todo i € {1,...,n}}.

Anéloga es la descripcién de N, Z" y Q™. Gréaficamente podriamos describir asi los
productos R?, N? y 7Z2:

R
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RZ=RxR

NQ Z2

Para intervalos, tenemos:
[0,1[x]0,1[= {(z,9); 0 <2 <1, 0<y<1},
0,1] x [0, 1[= {(z,9); 0<z <1, 0<y <1},

10,1] [0,1]

[0,1]

[0, 1]
[0,1[x]0, 1 [0,1] % [0, 1]

A R" se le llama habitualmente espacio de dimensién n, de modo que la dimensién aparece
aqui como el nimero de variables (o nimeros reales) que tiene cada elemento del espacio
(o que describe cada punto del espacio). Con maés precisiéon (pero sin llegar a la precisién

matemaética), la dimension de un conjunto es el nimero minimo de variables necesario para
describir los elementos de un conjunto.

Ejercicios
1. Describir y/o dibujar, cuando sea posible, los siguientes conjuntos:
a) | —m,w[x[0,1], b)]—m7r[x{neN;1<n <3},
c) {neN;1<n <3} x[0,1], d)]—-m7a[x{";mnecZ 0<m<1, 1<n<3},
e) {(m,z) €ZxR;—2<m <1}, f){(mz)€eZxR;—1<xz<3}
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2. Indica las dimensiones de los siguientes espacios: R?, R%27, R” x R, R x R x R3 x R?,
[0,1]x]1, 3[xR, R'2 x [0, 1]x]1, 3[xR

3. Calcula las intersecciones y uniones que se indican a continuacién, y dibidjalas cuando
sepas hacerlo:

(a) {(n®,0); neN}N{(2,y); € Q, y €R, 0 <z <27},

() {(n,0); neN}U{(z,y); €Q, yeR, 0 <z <27}

(c) {(z,y); 3<x <5, 3<y<6}n{(r,y); 2,y ER; 22— 2 —15=0},
(d) {(z,y);

d) {(z,y); = € R, y =0} N{(z,9);2,y €R; 2* —x — 15 =0}.

1.4 Funciones. Funciones inyectivas, suprayectivas y biyec-
tivas. Grafica de una funciéon. Ejemplos de funciones
reales.

Una funcién o aplicacion f entre dos conjuntos X eY, f: X — Y es una regla que a
cada z € X le asigna un unico elemento f(z) € Y, que se llama imagen de x por f.

El conjunto X se llama dominio de f, y también espacio o conjunto de partida de f. El
conjunto Y se llama espacio o conjunto de llegada. El conjunto f(X) = {y € Y; existe un
x € X que verifica y = f(z)} formado por todas las imdgenes f(z) de elementos z € X por
f se llama imagen de f o, también, imagen de X por f, o rango de f.

A menudo se dan funciones sin especificar el dominio ni el rango. En estos casos, el
dominio estd implicito por el conjunto de niimeros sobre el que esta operaciéon tiene sentido,
dentro del conjunto de nimeros sobre el que se estd trabajando. Por ejemplo, podemos
leer en un libro que determinado proceso fisico sigue una ley dada por la funcién ++/z. El
signo mas delante de la raiz indica que estamos trabajando con nimeros reales y que, de los
dos posibles valores de la rafz cuadrada (++/ y —/x), tomamos el positivo. El espacio de
llegada es, por tanto, el de los niimeros reales. La expresién v/z solo tiene sentido si z > 0,
luego el dominio de la funcién es {x € R; = > 0}.

Una funcién f: X — Y se dice que es inyectiva si, para cualesquiera z,y € X, f(x) =
f(y) implica & = y, es decir, si dos elementos distintos de X tienen dos imagenes distintas.
Por ejemplo, la aplicacién sen : [0, 7/2] — R es inyectiva, pero no lo es sen : R — R.

Una aplicacién f : X — Y se dice que es suprayectiva (o sobreyectiva, o sobre) si
f(X) =Y, es decir, si para todo y € Y existe un x € X tal que f(x) = y. Por ejemplo, la
aplicacién cos : R — [—1, 1] es suprayectiva, pero no lo es cos : R — R.

Una aplicacién f : X — Y se dice que es biyectiva si es inyectiva y supreyactiva. Por
ejemplo, ninguno de los cuatro ejemplos anteriores es una funcién biyectiva, pero si lo es la
aplicacién sen : [0,7/2] — [0, 1]

El conjunto G(f) = {(z, f(z)) € X xY; x € X} se llama grdfica o grafo de la funcion f,
y es un subconjunto de X x Y. La gréafica de una funcién lleva toda la informacién sobre la
funcién, pues estd formada por pares en los que el primer elemento recorre todo el espacio
de partida y el segundo dice cual es su imagen.
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En el caso en que X,Y C R, estas funciones f : R — R se llaman funciones reales de
variable real, y su gréafica G(f) es un subconjunto de R x R = R2. Asi, si tenemos las dos
posibles graficas de funciones siguientes:

17.5
15 3

;)

la de la izquierda representa la grafica de una funcién, mientras que la de la derecha no.
Por otro lado, en las siguientes figuras

3 T \ /
"'-- N 1.3 -'"l
e \ /
2 } .
f’l ‘\ ‘.r'
/ N 2.8 f
£ 1 b ) f
;.r \\ /l’
/ : By
| =2 ‘\\ 2/ 4
I 2
-2.5 2,5 5 T.5 1p 12.5 -1-5‘,\“‘---_--*"

la de la izquierda representa la grafica de una funcién biyectiva, mientras que la de la derecha
representa a una funcion no biyectiva.

En el caso en que X = R"™, Y = R™, estas funciones f : R® — R" se llaman funciones
vectoriales de varias variables reales, y su gréifica G(f) es un subconjunto de R” xR™ = R+,
Cuando m = 1, las funciones f : R® — R se llaman funciones reales de varias variables
reales, y su grafica G(f) es un subconjunto de R™*1,

A continuacién se muestran dos ejemplos de subconjuntos de R? que son graficas de

funciones de R? en R y otros dos que no pueden ser la grifica de ninguna aplicacién de R?
en R3.
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Las razones por las que las primeras figuras son gréficas de funciones y las segundas no
son semejantes a las que se dieron para funciones de R en R y se deja al lector como ejercicio
que las escriba.

Dadas dos aplicaciones f: X — Y, g: Y — Z, se define la aplicacién composicion de
fyy

gof:X — Zporgo f(z)=g(f(z)) !
X Y
Para entender las composiciones de apli-
caciones, a menudo es 1til considerar diagra-
mas como el adjunto. gof 7
Cuando una aplicacién f: X — Y
Z

es biyectiva, existe la aplicacidn inversa f~!, que es aquella aplicacién f~!:Y — X tal
que foft=flof=1Id.

Asi, por ejemplo, la funcién f(z) = 22 es biyectiva como aplicacién de [0, 0o[ en [0, oo
(aunque no lo es como aplicacién de R en R), y su inversa es f~!(x) = /z. La funcién
sen : [0,7/2] — [0, 1], que vimos antes que era biyectiva, tiene una inversa arcsen : [0,1] —
[0,7/2].

Si G(f) es la gréfica de una funcién f : R — R, la grafica de su funcién inversa se
obtiene cambiando los ejes X e Y, como en el siguiente ejemplo:

0.5 \ N
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Aunque se use la misma notacién, no hay que confundir la funcién o aplicacién inversa
de una funcién biyectiva con la antiimagen de un conjunto o punto.

Dada una aplicacién f : X — Y, y dado un subconjunto B C Y, se llama antiimagen
de B por f, y se denota por f~!(B) al conjunto

fH(B) ={z € X; f(z) € B}.

En particular, cuando B consta de un solo elemento, es decir, cuando B = {y} para un
y €Y, se tiene

{y}) ={z e X; f(2) = y}.
Y se suele escribir f~!(y) en lugar de f~'({y}).
Asf, por ejemplo, dada f : R — R definida por f(z) = 2%, f71([0,00]) = R, f71(0) =
{0}, f71(1) = {~1,1}.

Obsérvese que, mientras las antiimagenes f~!(B), f~!(y) estdn definidas cualquiera que
sea la aplicacién f, la aplicacién inversa sélo estd definida si f es biyectiva.

Ejercicios (Muchos lectores deberan estudiar la seccién 1.5 antes de intentar resolverlos)

1. Dadas las aplicaciones f, g, h de cada uno de los apartados siguientes, escribir f o g,
gof,hof, hogo f, indicando el dominio y el rango de cada una de esas aplicaciones:
(a) f(z) =senz, g(x) = 2?, h(z) = /x,

(b) f(2) = tgw, g(x) = a2’ +bw, hiz) =,

(c) f(z) =logigz, g(z) =107, h(z) = %7

(d) f(z) = 115, 9(z) = cosa?, h(z) = /x.

2. Para cada una de las aplicaciones f que se dan a continuacién, escribir su dominio y su
imagen. Decir también si tienen o no inversa, y si es posible que la tengan restringiendo
su dominio o el espacio de llegada. En todos los casos en que se haya podido ver que
existe inversa, calcularla:

(a) f: R — R definida por f(z) = 22, f(z) = 2* + 222, f(z) = 254 223, f(2) = tgx,
f(z) =10", f(z) = 23, f(z)senz

(b) f :]0,00[— R definida por f(z) = log,oz, f(z) = z, z(z) = 21, f(@) = 3,
flz) = cosz?, h(z) = s

1.5 Ejemplos clasicos: las funciones elementales

Se llama funciones elementales a las funciones f : R — R mads simples y mejor conocidas.
Son las que damos a continuacion:

Una funcién lineal es una funcién de la forma f(z) = a . Se llaman asi porque su
grafica es una recta de pendiente! a que pasa por el origen y porque, ademads, verifica las
propiedades:

1Se llama pendiente de una recta en el plano a la tangente del 4ngulo que dicha recta forma con el eje de
las x
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(11) f(x+y) = f(x) + f(y), para cualesquiera z,y € R,

(12) f(Ax) = X f(z), para cualesquiera A,z € R,

como le resultard facil comprobar al lector.

Una funcién afin es una funcién de la forma f(x) = a x + b. Su grafica es una recta
de pendiente a que pasa por el punto (0,b). Como se ve, se diferencia de una lineal sélo en
la constante b, y, naturalmente, una funcién lineal es un caso especial de funcién afin (caso

b= 0).

L 1.2 ;
0.8 1 y
8 0.8
rd i
0.4 ) 0.
02/ 0dl
.'"'l'. ".II
DU I T R - 0
A2 <
-1 0.5 0.5 1 1.5 2
P P

Una funcién polinémica es una funcion de la forma

p
flz) = Zanx" = ap + a1x + agx® + ... + apal,

n=0

que se llama polinomio (o funcién polinémica) de grado p, ag es el término independiente, a,
es el coeficiente del término de grado n, a, es el coeficiente del término de grado maximo, y ag
se llama también término independiente. Los polinomios mds sencillos son los de grado cero,
cuya grdfica es una recta horizontal, y los de grado 1, cuya grdfica es una recta inclinada,
y son las funciones afines. Las funciones lineales son los polinomios de grado 1 sin término
independiente (monomios de grado 1). Algunas gréficas de otras funciones polinémicas son

Plotfx*2=x+1 , bz, =3, &<D Plotfx*3=x"2+x=1 ; I, =3, d<D

12 ul

| 40 /
10 /

I Fa
B 0 /
\ ; -
\ / -3 -1 A T SR R |
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Plotd =Hax"d+x"3=x"24x-10 | Bx, 0.5, 1.5<0

Flotfx*3-x"2-1 , Ox, =1, 4<0
| |
| i |

-0.4 [ \ |
| \ I|
i , \ L8 |
| '.I I|
| 1
-0.8 I \ L8 /
| h! i
| \ 1.4 /
i LY {
il b /!
-3 -z -1 A F] 3 4 \ /
£10 1.2
-1.2 \
_;',4 -0.5 N ;{ 1.5
| 0.8 7
1.6 -
|
, bx, -2, 2¢0

Plotfx*d=x"2+1

1
|
1
1.15
! [ | 1.3 |
I|I | | |
I 153
".. { | |
\ 1.08 | ' 1.1 I'
"\\\\ II I l
: o S { : { o~
0.5 =, 0.5 1 1.5 -1 -1 Fi *-,1 1 2
I 1 \ )
0.95 \ \ '5‘ SN
\"- 'I I| |'r ."u |I
, f 1 i Y I
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Una funcion racional es un

la forma
@) = G

donde P y @ son polinomios. Como ejemplos:
Tnfd)e BlotdBrd o 410 Bt dan'2atl, by, o3, 42D

Injl)i= Plotfia‘2=x+1L Br*den*24nadl | b, o3, deD

-4 |
4 definida) en los puntos

Obsérvese como la funcién se hace oo (y, por lo tanto, no est

en que el denominador se anula.
Las funciones trigonométricas circulares son sen, cos, tg, cot, cosec = 1/sen y

sec = 1/ cos, cuyas gréficas son:
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que conviene recordar tienen las siguientes propiedades:
cos(a +b) = (cosa)(cosb) — (sena)(send),

sen(a + b) = (sena)(cosb) + (cosa)(senb),

2

cos®a +sen’a = 1,
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y, como consecuencia de las dos primeras férmulas,

cos2a = cos’a —sen’a, y

Las funciones trigonométricas hiperbdlicas son

sen2a = 2(sena)(cosa).

T _ o~ % x —x
sh(z) = senh(z) = %, ch(z) = cosh(z) = € 4_26
sh(z) ch(z)
th = tanh = th =
(@) = tanh(z) = . corh(a) =
1 1
h == h =
cosech(z) h(x)’ sech(x) h(z)’
cuyas graficas son:
150 . W .'
'. i :
100 i
i 1
- 74 ol ..-/
[ -l ! I
senh(z) cosh(x)
1 — I
rd 7.5
0.5 S:I'.
2.5\
4 -2 / 2 ! & e
II.' _2\:.5
-ais _dl
|
Iy -7.5
coth(z)
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cosech(x) sech(z)

Estas funciones tienen las siguientes propiedades:
ch(a +b) = (cha)(chd) + (sha)(shd),
sh(a +b) = (sha)(chb) + (cha)(shb),
ch?a —sh?a =1,

y, consecuencia de las dos primeras férmulas es
ch2a = ch?a+sh?a, y sh2a=2(sha)(cha).

Funciones exponencial y logaritmica

e’ 10*

Ya conocido el nimero e, la funcién exponencial es e, y, para cualquier otro a € R se
puede considerar la funcién a®, cuya relacién con e” veremos al recordar la definicién de
logaritmo.

Ademss, se verifica:
a®V = a"aV.

La funcién logaritmo de base a > 0, log, « se define como la funcién inversa de la funcién
a”. En particular, In z = log, x es la funcién inversa de la exponencial e” y se llama logaritmo
neperiano. Con mads precision:

log, x =y siysolosia’ ==z, y, como Inz =log,z, Inx =y siysolosie=uz,
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y resulta de esta definiciéon que

log,1=0=1In1, log, (zy) = log, = + log, v,

log,(2) = ylog,z,  log, g = log, x —log, y,
y, de la tercera propiedad, resulta que, si y = lnz, e =z y ylog, e = log, x, de donde,
log, x =log,e Inzx.
Y de la misma propiedad tercera se deduce que Ina®* = zIlna, de donde

a® = e(ln a)a:,

lo que explica la relacién entre las graficas de 10% y e* dadas anteriormente. La gréafica del
logaritmo es, como le corresponde por ser la inversa de la funcién exponencial, la que resulta
de cambiar los ejes X e Y entre si en la grafica de la exponencial, asi:

Inx loglo x

Obsérvese que a® > 0 para todo z, luego log, x, que es su funcién inversa, sélo esta
definida para x > 0, siendo lim,_.qlog, x = —o0.
1.6 Operaciones con funciones

Entre las funciones podemos considerar las mismas operaciones que con los numeros
reales. Dadas f: X — Ry g: X — R, se definen:

e 1. Lasuma f+g como la aplicacién f+¢g : X — R definida por f+g(z) = f(x)+g(z),
e 2. El producto fg como la aplicacién fg: X — R definida por (fg)(z) = f(z)g(x),

e 3. Sig(z) # 0 para todo x € X, el cociente f/g como la aplicacién f/g: X — R
definida por (f/g)(z) = f(x)/g(x),

e 4. El producto de f por un escalar A € R como la aplicaciéon Af : X — R definida
por (Af)(z) = Af(z),
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e 5. En general, para cualquier operacién R que se pueda hacer con numeros reales,
se puede definir la correspondiente funcion R con funciones de la siguiente manera:

(R(f))(z) = R(f(x)), asi, por ejemplo, se definen:
5.1. f*: X — R por f°(x) = (f(z))b.2
5.2. el : X — R por ef (z) = /@),
53. Inf: X — R por (In f)(x) = In(f(x)).

Asi, por ejemplo, si f(z) = 22 y g(z) = €%, entonces
(f+o)@)=a®+e", (f/g)(x)=2"/e", (fg)(z) =a®e"

(3f +29 — L) (z) = 322 + 27 — 3 = Isrerdlaeh b

iOJO!: No confundir el producto de funciones con valores reales fg con la composicion
de funciones f o g. Ambas expresiones tienen sentido cuando f y g son aplicaciones de R
en R, pero se trata de sentidos muy diferentes. FEsto, ademds, da lugar a dos notaciones,
ambas legitimas, pero con significados totalmente distintos, que se conocen por el contexto
0, si no, preguntdandole al autor del escrito en que se encuentre esa motacion. Se trata de
%, 8i f: R — R es una aplicacion, f? puede significar fo f 6 ff, lo primero si se estd
componiendo funciones, y lo sequndo si se estd multiplicando funciones.

Ejercicios
1. Expresar cada una de las funciones

Sen2x
) = t6(e"), h) = e, A) = o)

6+ cos?(c)
como composicion de dos funciones f y g.

., 1y — 1, si x<3 .
2. La funcién f(z) = { a:23— 6249 si >3, tiene :
la grafica que se ve a la derecha. ;Tiene inversa?. Si
la tiene, encontrarla (Ayuda: z? — 6z +9 = (z — 3)?) g
S = ! ,Cudl es el dominio d A |
3. Sea f(z) = G-2@-3 ° udl es el dominio de J-
f7. iCudl es la imagen de f7. ;Existe la inversa de 2

f7. Encontrar el dominio més grande en el que estén ’
definidas tanto f como f~!. e

4. a) Calcula f(z) sabiendo que f(z + 1) = 22 — 6z + 10. b) Calcula f(x) sabiendo que
fBx+1) =

241

2Cuando b € Z, la expresién f° admite dos interpretaciones, una como lo acabamos de hacer aqui, otra
como la composicién de f consigo mismo b veces si b > 0, o de la inversa de f consigo misma b veces si b < 0.
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5. Encuentra funciones f y g de modo que f o g(x) = sen(vz? + 1).
6. Muestra que cos(arcsen(x)) = 1 — 22 para —1 <z < 1.

7. Sean a y b dos nimeros reales fijos, con a # 0. Obtener la funcién inversa de f(x) =
ax+b.

1.7 Componentes o funciones coordenadas de una funcién

Por definicion de aplicacién (o funcién), una funcién f : X — Y x Z verifica que
f(z) € Y x Z, es decir, f(x) se escribe de la forma (y,z), con y € Y, z € Z. Podemos
entonces definir dos funciones f; : X — Y, fo: X — Z por fi(z) =y, fo(x) = z. Dicho
de otra manera, como f(x) es un elemento de Y x Z, es un par con dos componentes (también
llamadas coordenadas), la primera en Y y la segunad en Z. Definimos entonces la funcién
f1: X — Y como aquella que a cada x € X le hace corresponder la primera cocomponente
de f(x), y definimos f : X — Z como la funcion que a cada x € X le hace corresponder
fa(@).

A las funciones f; y fo definidas a partir de f : X — Y x Z como lo acabamos de hacer
se las llama funciones coordenadas de f.

Con esta definicion de funciones coordenadas de f se tiene que f(z) = (f1(x), f2(x)) para
todo z € X.

Por ejemplo, si f : N — Z x N es la funcion definida por f(n) = (—n,n?), entonces f;
es la funcién f; : N — Z definida por fi(n) = —n y f2 es la funcion fs : N — N definida
por fo(n) = n’.

La construccién anterior la aplicaremos con frecuencia a aplicaciones f : R¥ — R2.
Como R? = R x R, f tiene dos funciones coordenadas f; : R¥ — Ry fo : R¥ — R tales
que f(x) = (fi(x), fo(x)) para todo x € R¥,

De manera analoga, una funcién f : R¥ — R™ tiene n funciones coordenadas asociadas
f1: R¥ — R™ que verifican

f(x) = (fi(z), ..., fu(x)) para todo z € R¥.
Asi, por ejemplo, la funcién f : R? — R3 definida por f(z,y) = (zy,sen(z?),z — y)
tiene como funciones coordenadas fi(z,y) = xy, f2(z,y) = sen(x?), f3(z,y) =z —y.
1.8 Sobre antiimagenes, ecuaciones y tipos de aplicaciones

Vamos a repasar los conceptos de aplicacién inyectiva y suprayectiva, y de antiimagen de
un punto desde el punto de vista de las ecuaciones.
., Qué es una ecuacién?. Es una expresion de la forma

fx) =y, (1.2)
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en la que f: X — Y es una aplicacién. La expresion (1.2) se interpreta como el siguiente
problema: “dado y € Y, encontrar todos los x € X que verifican la expresién (1.2)”. Los
x € X solucién de este problema son las soluciones de la ecuacién f(x) =y.

Ahora bien, el problema que hemos entrecomillado en el parrafo anterior es equivalente
al siguiente: “dado y € Y, encontrar todos los x € X tales que y = f(x)”. Pero, segin
la definicién de antiimagen de una aplicaciéon que dimos antes, el conjunto de los x del
entrecomillado anterior es {x € X; f(x) = y} = f~}(y). Es decir: “el conjunto de las
soluciones de la ecuacion f(x) =y” es lo mismo que “f~(y)

Por ejemplo, la ecuacién 22 = 0 tiene como solucién = = 0. Para la ecuacién 22 = 0
en la forma (1.2), tengamos en cuenta que x? representa la funcién f : R — R dada por
f(z) = 22. Entonces las soluciones de 22 = 0 son los elementos del conjunto f~1(0) = {0}.

Cuando, en la ecuacién (1.2), X = R" e Y = R, se dice que (1.2) es una ecuacién con
n incégnitas (o variables). Si X = R"™ e Y = R™, se dice que (1.2) es un sistema de m
ecuaciones con n incégnitas (o variables). Asi, por ejemplo,

”

32242y —senz = 0
4z + 3y =1

es un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas, que se corresponde con la expresion (1.2)
cuando X = R3 Y =R?, f(x,y,2) = (322 + 2y —senz, 42 +3y) ey = (0,1).

Habitualmente (pero no siempre), la solucién de un sistema de ecuaciones existe si el
ntumero de ecuaciones es menor o igual que el de incégnitas y no existe cuando el niimero de
ecuaciones es superior al de incognitas. Cuando la solucién existe, para que sea tnica hace
falta que el nimero de ecuaciones coincida con el nimero de incégnitas.

. Qué tienen que ver la existencia y unicidad de las soluciones de una ecuacién como (1.2)
con la suprayectividad e inyectividad de la aplicacién f7.

Que f sea suprayectiva quiere decir que para todo y € Y existe un x € X tal que
f(x) =y, es decir (recordando la definiciéon dada hace un momento de la solucién de una
ecuacién), f es suprayectiva si para todoy €Y la ecuacion f(x) =y tiene solucion.

Que f sea inyectiva quiere decir que para todo punto en la imagen de f tiene una unica
antiimagen, es decir, que para todo y € f(X) existe un dinico x € X tal que f(x) =y. Es
decir (recordando la definicién dada hace un momento de la solucién de una ecuacién), f es
inyectiva si para todo'y € f(X) CY la ecuacion f(x) =y tiene solucion unica.

Juntando estas dos observaciones tenemos que f es biyectiva si para todoy € Y la
ecuacion f(x) =y tiene solucion unica.

Ejercicios

Para cada una de las funciones f, los nimeros a € R, n € N y los elementos b € R"
siguientes, encontrar f~!(a) o f~1(b), segiin los casos,

1. f:R— R, f(z) =sen(z); a = 1.
2. f:R—R, f(x) =2%a=4

3. f:R2 —R, f(z,y) =2+ 3y; a = 2.
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4. iR — R f(r,y,2)=(r+y—z,x —y+z,x+y+2);b=(1,1,1).

5. fiRP —R% f(z,y,2) = (z+y— 2z —y+2);b=(1,1).

1.9 Solucion grafica de ecuaciones

Como vimos en la seccién 1.2, una ecuacién (para una variable real) viene dada por una
expresion de la forma

f(z) = a siendo f: R — R una aplicacién, (1.3)

y el problema de resolver la ecuacion consiste en encontrar los valores de x para los que esa
expresion sea correcta.

. Cémo encontrar las soluciones de la ecuacién (1.3) cuando se conoce la grifica de f7?.

El nimero z( es una solucién de (1.3) si su imagen por f es a. En la grifica de f, la
imagen f(xo) se obtiene levantando una vertical desde z( y, en el punto donde esa vertical
encuentra a la grafica de f, trazando una horizontal, de modo que f(xg) es el punto del eje
Y donde esa horizontal lo corta.

Por lo tanto, las soluciones de (1.3) se obtienen trazando una recta horizontal que pase por
el punto y = a y viendo donde esa horizontal corta a la grafica de la funcion f. Las soluciones
son enotnces los puntos del eje X que se obtienen como proyecciéon de esas intersecciones.

Otras veces, unaa ecuacién puede estar escrita bajo la forma

h(z) = g(z) siendo h,g : R — R aplicaciones. (1.4)

Las soluciones de (1.4) son los xy para los que (1.4), y, pensando del mismo modo que lo
hemos hecho para deducir el modo de encontrar las soluciones en la ecuacién (1.3), se ve que
las soluciones de (1.4) se obtiene proyectando sobre el eje X las intersecciones de las graficas
de las funciones h y g.

‘.;':’:'

i A
—z -1 _/1

Soluciones de f(z) =1 Soluciones de h(x) = g(z)
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1.10 Funciones polinémicas de varias variables

Las funciones polinémicas (y en particular las lineales y afines) también se pueden
definir para varias variables. Asi, una funcién f : R” — R se dice que es un polinomio
de grado p si se puede escribir de la forma

n

n n
f(z1,...,xn) = ao+ E a;T; + E a;JT;xj + ... + E Qiy.iy Tiy -+ T
i=1 i<j=1 i1<...<ip=1

obsérvese que, en la escritura habitual, en lugar de repetir coordenadas, se escribira, poten-
cias, asi, por ejemplo

34 4z + 2y — 3xy + 422 — 5y? + Txy? + ba’y

es un polinomio de dos variables de grado 3 que, en el modo de escribir de la férmula anterior
se expresaria:
3+4x+2y—3zy+4dzrzx—-Syy+T7xyy+dzrxy.

Por lo tanto, en el modo de escribir corriente, el grado de un polinomio de varias variables
es el del monomio de mayor grado, y el grado de un monomio es la suma de los coeficientes
de las incognitas de ese monomio. Un polinomio se dice que es homogéneo si cada uno de los
monomios que lo constituyen son del mismo grado. A continuacién se dibujan las graficas
de dos ejemplos de polinomios de dos variables:

Gréfica de 2% — 3 + 2%y —ay? —xy+ 22 —y + 2 Gréafica de y? — 2% —y + 2

Como en el caso de una variable, una funcién afin es una funcién polinémica de grado
1, es decir, una funcién de la forma f(z1,...,x,) = a121 + agx2 + ... + apzy, + b, y una
funcién lineal es un polinomio homogéneo de grado 1, es decir, una funcién de la forma
flx1, ..., xp) = a1 + a2xa + ... + apxy,. De nuevo, una funcién lineal verifica las propiedades

(Inl) f(x +y) = f(x) + f(y), para cualesquiera z,y € R",

(In2) f(Ax) = A f(x), para cualquier A € R, y para todo =z € R",
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y su grafica es la de un hiperplano que pasa por el origen (el punto (0,0, ...,0)), mientras que
la grafica de una funcién afin es la de un hiperplano cualquiera. A continuacién se muestran
las gréaficas, para dos variables, de una funcién lineal y de otra afin.

Gréfica de una funcién lineal Gréfica de una funcién afin

El siguiente paso en complicacién consiste en considerar aplicaciones f : R — R™, es
decir, funciones de varias variables con imagenes en varias variables. Como ya vimos en la
seccion 1.7, una funcion de este tipo se puede escribir de la forma

f@, wn) = (fr(@e, o @n)s ooy (@1, 20)).

La complicaciéon de la funcion f provendrd de la complicacion de las funciones fi, ... |
fm. Por lo tanto, las funciones f mds sencillas serdn aquellas en las que fi, ..., fin sean
polinomios. Cuando estos polinomios son de primer grado, las funciones f reciben el mismo
nombre que recibian las correspondientes funciones con valores en una variable. Asi:

Una aplicacion f : R® — R™ se dice que es afin si lo son cada una de sus funciones

coordenadas fi, ... , fm; es decir, si sus funciones coordenadas son polinomios de grado 1.
Una aplicacion f : R® — R™ se dice que es lineal si lo son cada una de sus funciones
coordenadas fi, ... , fm; es decir, si sus funciones coordenadas son polinomios homogéneos

de grado 1.



Capitulo 2

Matrices y aplicaciones lineales

2.1 Suma y producto por un escalar en R"

Dados v = (v1, ..., vp), w = (w1, ...,wy) € R" y A € R, se definen

Suma de vectores: v+ w = (v1 + wi, ..., Uy, + Wy),

Producto de un escalar por un vector: \v = (\ vy, ... , A v,),

Dado un vector v, se llama vector opuesto a —v = (—1)v.

Usando las operaciones anteriores, se define la diferencia de vectores: v — w = v +
(—Dw = (v1 — w1, ..., Vy, — Wy,).

Se demuestra que esta definicién es equivalente a la siguiente definicién grafica:

v+ w es el vector que se construye a partir de v y w siguiendo la regla del paralelogramo:
v+ w es el vector que une el origen de R™ con el vértice opuesto del paralelogramo formado
por v, w y dos rectas paralelas a estos vectores, o, equivalentemente, es el vector que une el
origen de R"™ con el extremo del vector w cuando el origen se pone en el extremo de v.

Av es el vector que tiene la misma direcciéon que v si A > o, la opuesta si A < 0, y cuyo
moédulo es A veces el de v.

Obsérvese que las operaciones suma y producto verifican las siguientes propiedades:

(EV1) (v+w) 4+ x = v+ (w + x) para cualesquiera v, w,z € V (asociativa),

(EV2) v+ 0 =0+ v = v para cualquier v, € V (existencia de elemento neutro: 0),

(EV3) v — v = —v + v = 0 para cualquier v, € V (existencia de elemento opuesto: —v),

(EV4) v + w = w + v para cualesquiera v,w € V (conmutativa),

(EVS) X (v+w) =Av+Awy (A+p) v=Xv+ pu v para cualesquiera v,w € V' y
A, 1 € R (distributivas),

(EV6) 1 v = v para cualquier v € V, (EVT7) (A u) v = A (p v) para cualquier v € V.

24
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2.2 Matrices

Segun vimos en la seccién 77, los ejemplos mas sencillos de funciones f : R — R™
son aquellas cuyas funciones coordenadas yi (1, ..., zp), ... , Ym(21,...,Z,) son polinomios en
las indeterminadas x1, ..., x,. De entre ellos, dejando aparte el caso trivial de las funciones
constantes, el caso mas sencillo es aquel en el que las funciones coordenadas son polinomios
homogéneos de grado 1., es decir, el caso de las funciones lineales (que introdujimos en el
capitulo 1). La expresion general de una funcién de este tipo es:

f(z1,..oyxy)

= (a11x1+a121‘2+...+a1nxn, a21T1+0a99T2+...+a2n,Tn, ..., amlwl—l—amgm—i—...—i—amnxn),

de modo que, si ahora escribimos los elementos de R™ y de R™ en forma de columna y no
de fila, tendriamos que la aplicacién f se puede describir con el siguiente diagrama

T a11r1 + aj2x2 + ... + a1py
T2 f a21T1 + a22x2 + ... + ATy
, (2.1)
—
Tn Am1T1 + Amax2 + ... + AmnTn

de modo que la aplicacién f queda totalmente determinada por el conjunto ordenado de
nimeros

a1 a2 A1n
a21 a22 a2n

, (22)
Aml Am2 ... Gmn

que actian sobre un elemento arbitrario (z1,...,x,) de R™ segun la regla dada por (2.1).
Este es uno de los ejemplos clasicos que muestran el interés de introducir un concepto
nuevo llamado matriz.
Una matriz m X n es un conjunto ordenado de m.n numeros escritos de la forma
(2.2)

En una matriz se distinguen las filas
(ain a2 ... aip) 1 — ésima fila

y las columnas

, J — ésima columna.

amj

Se dice que una matriz es cuadrada si el nimero de filas es igual al de columnas
(m =n).

Se llama diagonal principal de una matriz cuadrada al conjunto de los elementos
de la forma a1, ..., Gpn.
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Una matriz cuadrada se dice que es diagonal si sus tnicos elementos no nulos son los
de la diagonal principal (i.e. si a;; = a;0;;) *

Un caso especial de matriz diagonal es la matriz identidad, que es aquélla en la que los
elementos de la diagonal principal son el 1 y todos los demés el 0 (i.e., la matriz identidad
Id (que a veces denotaremos también por I) es aquella cuyos elementos son a;; = d;;).

Una matriz cuadrada se dice que es triangular si todos los elementos de la misma que
estan por encima (o por debajo) de la diagonal principal son nulos; es decir, A = (aj)1<i<n
1<j<n
es triangular si a;; = 0 siempre que ¢ > j (o siempre que i < j). o

La matriz traspuesta A’ de una matriz A es la que se obtiene de a cambiando filas por
columnas, es decir si A = (a;;) y A" = (b;;), entonces A’ es la traspuesta de A si y solo si

bij = Ay
Una matriz cuadrada se dice que es simétrica si es igual a su traspuesta (i.e. a;; = a;;)
y antisimétrica si es igual a la opuesta de su traspuesta (i.e. a;; = —aj;).

Una matriz B se dice que es una submatriz de A si se obtiene de A quitdndole algunas
filas y/o columnas.

Operaciones con matrices.

e Se define la suma de dos matrices como la matriz que resulta de sumar sus elementos
uno a uno, asi:

all a2 e QA1n bu b12 . bln
asy ago . aon b21 b22 . bgn
A+ B= . . . . +
aml Am2 ... Omn b1 bm2 ... bmn
air +bi1 aiz+biz ... ai,+biy
B ag1 + bay ass +boa ... aon + boy
Am1 +bm1 am2 +bm2 ... amn + bn

e El producto por un escalar se define multiplicando cada uno de los elementos de la
matriz por el escalar, asi

all a19 e A1n /\a11 /\a12 e /\aln

as1 Qs ... Qop Aas1  Aagy ...  Aaop
A= | T T =T T

Ami Om2 .. Gmn Am1 AAm2 ... Aamn

e El producto de dos matrices A de tipo m x r y B de tipo r X n (en ese orden) se
define como la matriz C' = A B cuyos elementos c;; se obtienen multiplicando, por orden, los

16:; es un sfmbolo, llamado delta de Kronecker, cuyo significado es el siguiente:

5ii = 1 si 1=y
YT0 st i#g
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elementos a;;, de la fila i de la matriz A por los elementos by; de la columna j de la matriz
B y sumando a continuacion, es decir,

,
si A= (ajj), B = (bij), entonces AB = (¢;;) con c¢;j = Zaikbkj.
k=1

Ejemplo:

12 3 i’ i C [1x342x1+3x5 1x2+2x4+3x6) (20 28
45 6) 5 o) \4x3+5x146x5 4x2+5x4+6x6) " \47 64)°

Es importante observar que el producto de matrices no es conmutativo, ni siquiera cuando
ambas matrices son cuadradas. Es decir, en general, AB y BA seran matrices diferentes.

Sin embargo, si que se verifican las siguientes propiedades del producto de matrices:
(AB)C = A(BC) (asociativa),

ATl=1A= A, siendo I la matriz identidad,

AB+C)=AB+ ACy (A+ B)C = AC + BC (distributiva),

(A = A,

(AB)t = BtA!,

(A+Bt=A"+B' y

(A A)t =\ AL

Dada una matriz A, se llama matriz inversa de A a una matriz A~! que verifique
AA =471 A=1]d

Una matriz A se dice que es invertible o regular si admite una inversa. Puesto que ha
de ser posible hacer tanto el producto A A~! como el producto A~ A, y, ademés, ambos han
de ser iguales, la matriz A ha de ser cuadrada para que sea invertible. Ademas, si una matriz
es regular, su inversa es unica. Se puede saber si una matriz es invertible o no calculando
su determinante. Vamos a definirlo.

Para una matriz 2 x 2, se define su determinante por la expresién:

a b a b
c d’det(c d)ad—bc.

Para una matriz n X n con n > 3, la definicién se hace por induccién a partir del
determinante definido cuando n = 2. Asi, si M;;(A) es el determinante de la matriz que
resulta al eliminar la fila ¢ y la columna j de A, definimos:

cij(A) = (1) My;(A)

det(A) = ailcﬂ(A) + aiQCiQ(A) + ...+ amcm(A),

que se llama desarrollo del determinante por la i-ésima fila, o, equivalentemente,

det(A) = aljclj(A) + (ZQjC2j(A) + ...+ (lnanj(A)a
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que se llama desarrollo del determinante por la j-ésima columna.
Asi, por ejemplo,

-1 3
0 —1|=1(00x6—(—1)x1) = (=1)(Ix6—(-1)x2)+3(1x1—0x2)=12.
1 6

DO = =

Algunas propiedades del determinante de una matriz son:

(05 ai; + bli N QA1n [0 5 ay; ... A1n ai] ... bli .o QA1n
as1 ... a9;+bgy ... agp as1 ... Q@ ... G2p asy ... by ... a9
) =|. . S N . E
apl +-- Qpi+bni ... ann Apl - Gpi .. Gpn apl -+- Gpi ... Gpp
ai] ... A ai; ... QA1p aiy ... ai; ... QA1p
asr ... A az; ... aon asr ... ag; ... aon
=\ ,
apl +-- AGni ... Qpn apl -+- Gpi ... Gpp
ai] ... ai; ... CLU e QAn ajlp ... alj e ajq e (050D
azy ... az; ... agj . e a9, a ... agj e a; e a9,
[077% (079 SN anj e Ann [07%% N Qnj ... QAny e Ann

Las dos primeras propiedades se llaman de linealidad respecto de las columnas, y la
tercera, de antisimetria en las columnas. Ademés también se verifica que

det(A") = det(A),

de donde se deduce que las propiedades anteriores para las colummnas también con ciertas
para las filas. También se verifica que

det(AB) = det(BA) = det(A) det(B).

El siguiente resultado es fundamental: “Una matriz cuadrada es invertible si y solo
si su determinante es distinto de cero”. Vamos a demostrar una de las afirmaciones que
contiene este resultado, en concreto, que si una matriz tiene inversa, entonces su determinante
es distinto de cero. En efecto: si existe A7! tal que A A~ = A=' A = Id, tomando
determinantes, det(A) det(A™!) = det(A™! A) = det(Id) = 1, de donde det(A4) # 0, vy,
ademas,

1

~ det(A)

det(A™1)

Otras consecuencias (y, muchas, simples reescrituras) de las propiedades anteriores son:

1. Si A tiene una fila de ceros, det(A) = 0.
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2. Si dos filas o dos columnas de A son proporcionales (o iguales), det(A) = 0.

3. Si A es triangular, det(A) es igual al producto de los coeficientes de la diagonal prin-
cipal.

4. detA= det(A?).

5. Si B se obtiene al multiplicar una sola fila 0 una sola columna de A por A, det(B) = A
det(A).

6. Si B se obtiene de A al intercambiar dos filas o dos columnas de A, det(B) = —det(A).

7. Si B se obtiene de A al sumar a una fila de A una combinacién lineal de las restantes
filas de A, det(B) = det(A).

8. Si B se obtiene de A al sumar a una columna una combinacién lineal de las columnas
de A, det(B) = det(A).

Cilculo de la matriz inversa Si una matriz A = (a;j) es invertible, su inversa es la
matriz A~ = (b;;) cuyas componentes son

1
bii — — e (A).
) det(A)cﬂ( )
1 -1 3
Asi, por ejemplo, la inversa de la matriz A= |1 0 —1] es:
2 1 6
‘0 —1‘ ‘—1 3‘ ‘—1 3‘
1 6 1 6 0 -1
A—l_i_l_l 1 3 13 _ 1 —183111
12 2 6 2 6 L1 12y o gy
1 0 -1 1 -1
2 1 2 1 1 0
Ejercicios

1. Sean A y B dos matrices de orden 4 x 5 y C, D, E y F matrices de ordenes 5 x 2,
4 x2,5x2y5 x4, respectivamente. Determina cudles de las siguientes expresiones
matriciales estdan bien definidas y, en tal caso, da el orden de la matriz resultante. (i)
BA | (ii) AC + D, (iii) AE + B, (iv) AB + B, (v) E(A+ B), (vi) E(AC), (vii) E'A,
(viii) (A" + E)D.

2. Dadas dos matrices A y B, demuestra que si AB y BA estdn bien definidas, entonces
AB y BA son cuadradas.
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2.3 La matriz de una aplicacion lineal

Vimos al comienzo del apartado anterior que una de las utilidades de las matrices era la
posibilidad de describir con ellas las aplicaciones lineales. En este apartado vamos a estudiar
esta relacion entre matrices y aplicaciones lineales con méas detalle.

Dada una aplicacién lineal

. n m —
f:R" —R"  f(x1,....zn) = (Y1, e, Ym),
cuyas funciones coordenadas tienen la expresiéon
y1(x1, ..., Ty) = a1121 + a12%2 + ... + A1 Tp,
y2(x1, ..., Ty) = 2121 + a22%2 + ... + A2nTp,

(2.3)

ym(xla axn) = Am1T1 + Am2T2 + ... + Gy Tn,

se llama matriz asociada a f a la matriz F' de tipo m x n formada por los coeficientes de los
polinomios de la expresiéon anterior

ail a2 ... Qin
asy a9 e aon
F= (2.4)
aAml aAm2 ... Amn,
que tiene la propiedad de que
ail a1 . A1n T
asy ano e aon i)
f(l'l’---’-rn) = . . . : : ) (25)
aml1 Qm2 ... Amn Tn

es decir, si escribimos el vector x = (1, ..., ;) en forma de matriz columna X = (7 ... z,)°,

entonces f(z) = FX.

Las ventajas de este modo de representacién son: 1) facilita el cdlculo, 2) todas las opera-
ciones con aplicaciones lineales se corresponden perfectamente con las mismas operaciones
entre matrices, asi:

Si F' es la matriz m x n de una aplicacién lineal f : R® — R™ y G la matriz p x m
asociada a una aplicacion lineal g : R”™ — RP, entonces:

a) La matriz asociada a f + g es F' + G,

b) La matriz asociada a A\f es AF,

c¢) La matriz asociada a go f es GF

d) f es biyectiva si y sélo si F es regular. Si f es biyectiva y lineal f~! también, y la
matriz asociada a f~1 es F~1.

Otro modo de obtener la matriz de una aplicacion lineal es el siguiente:
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Sean e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), ...,e, = (0,...,0,1) € R™. Si f es la aplicacién
descrita por (2.3) o, equivalentemente, por (2.5), se tiene, sustituyendo la expresién de los
vectores e, eg, ..., e, en (2.3):

f(el) = (a117a21, -~-,am1)7
f(e2) = (a12,a22, ..., am2)

f(en) = (alna A2, ~-7amn)7

lo que muestra que la matriz F' de la aplicacién lineal f se puede obtener escribiendo, como
columnas ordenadas, las imagenes de los vectores eq,es, ..., €.

Veamos algunos ejemplos:

Ej.1) Determina las coordenadas de la imagen del vector (1,0, —1) por la aplicacién lineal

1 00
f :R?® — R3 que tiene por matriz asociada | 2 1 0
-1 3 0

Bastara con hacer actuar la matriz sobre el vector, asf:

1 00 1 1

2 10 0 ]=1|2

-1 3 0 -1 -1

Ej.2) Determina las coordenadas de la imagen del vector (1,3,—1) por la aplicacién
lineal f : R? — R3 que lleva los vectores eg, ea, ez en los vectores (1,0,0),(1,2,1),(2,0,1)
respectivamente.

Primero hay que calcular la matriz de esa aplicacion, que, como indicamos antes, se
obtiene poniendo como columnas de la matriz las componentes de las imagenes de eq, es, €3,
luego la matriz de la aplicacién anterior es

1 1 2
02 0],
01 1

y la imagen del vector (1,3, —1) por esta aplicacién es

1 1 2 2
0 20 3 1=16
011 2

Ejercicios
1. Determina las coordenadas de la imagen del vector (1,2,3) por la aplicacién lineal

f:R3 — R3:

1 2 3
a) f que tiene por matriz asociada [ 2 1 0
-1 0 3
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b) g que lleva la base canénica en los vectores {(1,1,0).(1,—1,0),(0,0,1)}
c¢) h que lleva la base canénica en los vectores {(1,0,—1).(1,0,1),(0,1,0)}.

Comprueba la correspondencia entre las operaciones definidas sobre las funciones lin-
eales y las definidas sobre sus matrices asociadas (es decir, las propiedades a), b), ¢) y
d) de la seccién 2.3) en las aplicaciones f, g, y h definidas en los apartados anteriores.

2.4  k-planos vectoriales

Diremos que un vector v € R™ es combinacion lineal de los vectores vy, ..., v, si existen
A,y A € R tales que v = Avg + ... + Ao, Los A, ..., A\ se llaman coeficientes de la
combinaciénén lineal.

Por ejemplo, el vector (2,2, 1) es una combinacién lineal de los vectores (1,1,0) y (0,0, 1),
porque se puede escribir

(2,2,1) =2(1,1,0) + (0,0,1).

En este caso, los coeficientes de la combinacién lineal son 2 y 1.

Se llama espacio vectorial generado por vy,...,v, € R" al conjunto V de todas las
posibles combinaciones lineales de los vectores vy, ..., v,.. Se dice también que vy, ..., v, son un
sistema generador de V o que generan V. Se usarda la notacién V =< {vy,...,v.} >
6 V = span{vy, ..., v, } para indicar que V es el espacio vectorial generado por vy, ..., vy.

Por ejemplo, el espacio vectorial generado por los vectores (1,—1,0) y (0,1, 1) es el espacio
V formado por todas las combinaciones lineales A\(1,—1,0) + x(0,1,1), donde A y p varian
en el conjunto de todos los ntimeros reales, es decir

Vi={(\ A+ p); A peR},
lo que se puede escribir también asi

V={(z,—z+2,2) 2,z e R} ={(z,y,2); y=—x + z}.

Se demuestra que V es un espacio vectorial si y solo si verifica que para cualesquiera
v,w €V y X €R, se tiene

vtweV y eV (2.6)

En particular, tomando A = 0, resulta que

0:=(0,...,0) pertenece a cualquier subespacio vectorial V; 'y,

siv €V, la recta en la direccion de v que pasa por el origen (es decir, {\ v; A € R})
estd contenida en V.

Obsérvese que denotamos por 0 tanto el nimero 0 como el vector (0, ..., 0).

Es fécil ver que la condicién (2.6) es equivalente a

A+ pw € Vo para cualesquiera v,w € V 'y A\, u € R. (2.7)

Por ejemplo, son espacios vectoriales los conjuntos R?, W = {(y,v,2);y,z € R}, {0} x R?,
R x {(0,0)}.
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W {0} x R? R x {(0,0)}

Se dice que el conjunto de vectores {vi,...,v,} es linealmente independiente (l.i.), o,
también, que los vectores vq, ..., v, son linealmente independientes si

Av1 + .. + Apv = 0 implica A = ... = A, =0, (2.8)

es decir, solo hay una combinacién lineal de los vectores vy, ..., v, que da 0, y esta corresponde
al caso en que todos los coeficientes de la combinacién lineal son cero.

Se dice que el conjunto de vectores {vi,...,v.} es linealmente dependiente (1.d.), o,
también, que los vectores v1,...,v, son linealmente dependientes si no se verifica la
propiedad (2.8), es decir, si existen Ap, ..., \r, no todos nulos, tales que A\jv; + ... + Apv, = 0,
y esto es equivalente a que uno de los vectores v; se pueda combinacion lineal de los demas
Vly «evy Vi—1y Vigly ooy Up.

Asi, por ejemplo, vamos a ver si los vectores (1,1,1,0), (0,1,0,1) y (1,0,1,0) son o no
lLi.. Para ello tomamos una combinacién lineal de ellos e igualamos a 0:

A(1,1,1,0) + 4(0,1,0,1) + v(1,0,1,0) = 0,

de donde resultan las ecuaciones:

Ad+v =0

A4up =0
Ad+v =0("
w =0

que tienen como solucién tnica A = 0, p = 0, v = 0, luego se trata de vectores linealmente
independientes.

En cambio, si consideramos los vectores (1,1, 1,0), (0,1,0,1) y (1,0,1, —1), tomando una
combinacién lineal e igualando a 0,

)‘(1717170)+M(07170’ 1)+V(1?0717_1) :Ov (29)
obtenemos las ecuaciones:
Atv =0
A4p =0
Adv =0("

p—v =0
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que tienen solucion cualesquiera A, u, v que verifiquen A = —v = —pu, y basta tomar u # 0
para tener la igualdad (2.9) con coeficientes no nulos.

Se llama k-plano vectorial de R" o espacio vectorial de dimensién k al espacio vectorial
de R” generado por k vectores linealmente independientes, que se llaman base del k-plano
vectorial. Por lo tanto, una base de un espacio vectorial V de R"™ es un conjunto de
vectores de R” linealmente independientes y que generan V. Se demuestra dos bases de un
mismo subespacio vectorial tienen el mismo nimero de elementos, por lo que la definicién
de dimensiéon que acabamos de dar es correcta.

Si ug,...,ur €s una base cualquiera de un k-plano vectorial V y v € V, se llaman co-
ordenadas o componentes de v respecto de la base {uj,...,u;} a los nimeros reales
v1, ...,V tales que v = viug + ... + vpug. Se demuestra que estas componentes son Unicas
para cada vector una vez fijada la base.

Resulta de la observacién anterior que la dimensiéon de un k-plano vectorial estd de
acuerdo con la nocién de dimensién que dimos en el capitulo I como niimero minimo de
variables necesario para describir los elementos de un conjunto. En efecto, si V es un k-
plano de base ui,...,ux, todo elemento v € V se puede describir por sus k coordenadas
Vlyeeey Vo

El ejemplo més importante de base es el conjunto de vectores e; = (1,0, ...,0), ea =
(01,0,...,0), ... , e, =(0,...,0,1), que forman una base de R™ que se llama base candnica.
Por lo tanto R™ es un espacio vectorial de dimension n.

Vamos a comprobar que la base canénica de R™ es una base:

e ¢q,...,e, generan R™. En efecto, todo v = (vy,...,v,) se puede escribir como v =
v1€e1 + ... + Upln.

e son linealmente independientes: Aje; + ... + Ape, = 0 implica (Mg, ..., A,) = 0, lo que
daXi=..=X,=0.

R™ tiene otras muchas bases, por ejemplo:

(1,1,0,...,0), (1,—1,0,...,0), (1,0,1,0,...,0), (1,0,0,1,0,...,0), ..., (1,0, ...,0,1).

Entre los ejemplos de subespacio vectorial descritos antes, W y {0} x R? tienen dimensién
2,y R x{(0,0)} tiene dimensién 1.

Vamos a encontrar una base de cada uno de estos espacios. Los vectores del espacio W
son aquellos de la forma (y, y, z), luego pueden escribirse en la forma

(yvyv Z) = y(17 L, 0) + 2(0707 1)7

luego todo vector de W es combinacién lineal de (1,1,0) y (0,0,1), luego estos vectores
son un sistema de generadores de W. Para ver que son base, solo falta comprobar que son
linealmente independientes, lo que se deja al lector. Puesto que W tiene una base formada
por dos vectores, tiene dimensién 2.

Anslogamente, los vectores de {0} x R? son de la forma (0,y, z) que se pueden escribir
como (0,y,z) = y(0,1,0) + 2(0,0,1), y se comprueba, como antes, que (0,1,0) y (0,0,1)
forman una base de {0} x R2.

También de modo andlogo se ve que el vector (1,0,0) es una base de R x {(0,0)}.

Proposiciéon Si V es un m-plano vectorial, son equivalentes las siguientes afirmaciones:
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(i) m vectores ey, ..., ey, de V' son linealmente independientes,
(ii) m vectores ey, ..., ey, de V son un sistema de generadores de V', y
(iii) m vectores eq, ..., ey de V son una base de V.

Como consecuencia de esto, para comprobar que un conjunto de m vectores son una base
de un espacio vectorial V de dimensién m, bastara con probar, bien que son linealmente
independientes, o bien que son un sistema de generadores. Veamos dos ejemplos:

Ej.1) Los vectores (1,1,0), (1,—1,0) y (0,1,1) son 3 vectores de R? que verifican que

A(L,1,0) + p(1,~1,0) + »(0,1,1) = 0

implica
Adp =0
A—pu+v =0,,
v =0

y, por tanto, A = —u = v = 0, luego (1,1,0), (1,—1,0) y (0,1,1) son Li. y, por la proposicién
anterior, son una base de R3.

Ej.2) Veremos més adelante que se demuestra que el siguiente espacio W = {(z,y, z,w) €
RY 24+y—2=0, 2+ y+w = 0} tiene dimensién 2. Sabiendo esto, por la proposicién
anterior, para encontrar una base de W bastara con encontrar un sistema de generadores, lo
que hacemos despejando, de las ecuaciones que definen W, dos variables en funcién de las
otras dos, asi:

r+y—2z2 =0

T+y+tw :0}’ FETTYyW=—roy,

de modo que W = {(z,y,z +y,—x —y); z,y €R}, y
(xayax + Y, —T — y) = x(l?()? 17 _1) + y(oa 1a 17 _1)7

de donde se deduce que (1,0,1,—1) y (0,1,1,—1) son dos vectores que son un sistema de
generadores del espacio vectorial W de dimensién 2, y, por lo tanto, una base de W.

2.5 Mas propiedades de las matrices

El rango de una matriz A de tipo m x n es el mayor p tal que existe una submatriz
regular B de tipo p x p. Asi, por ejemplo:

1 9 1 2
rango | -8 0 4 1| =3, rango | —
1 -3 10

-~ 0o
O O O

El siguiente resultado es especialmente practico:

r vectores de R™ son linealmente independientes si y solo si la matriz formada con las
componentes de esos vectores en una base dada tiene rango r (es decir, tiene el mdzimo
rango posible).
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1

s UF) de Voson lineal-

Dicho de otra manera: Los vectores v1 = (v{,...,v7),...,v, = (v

ol ol

mente independientes si y solo si la matriz | .. . | tiene rango r.
n n
LA T

Se deduce de aqui que un conjunto de n vectores son una base de un n-plano vectorial
V' si y solo si la matriz de sus componentes es regular, o, lo que en este caso es equivalente,
tiene rango maximo.

También se deduce que el k-plano vectorial generado por r vectores {v1, ..., v, } coincide
con el espacio vectorial generado por todos los vectores de entre los {vy,...,v,} que sean
linealmente independientes, ya que el resto de los vectores de {vi,...,v,} estdn incluidos
entre las combinaciones lineales de los que sean linealmente independientes. Por lo tanto, la
dimension del espacio vectorial generado por los vectores {v1,...,v.} coincide con el rango
de la matriz de sus componentes.

Veamos algunos ejemplos de aplicacion:

Ej.1) {Cudl es la dimensién del espacio vectorial generado por los vectores (1,1,0,1),
(1,0,0,1), (2,1,0,2)7.

La dimensién del espacio generado por (1,1,0,1), (1,0,0,1), (2,1,0,2) es la del nimero de
vectores linealmente independientes que hay entre esos tres, que, segun el resultado anterior,
coincide con el rango de la matriz:

11
10
21

o O O

1
L,
2

que se deja al lector comprobar que es 2, luego el espacio generado por esos vectores es 2.
Ej.2) Los vectores (2,0,0), (1,3,0) y (2,2,1), ;forman una base de R3?.
Como son 3 y estan en un espacio vectorial de dimensién 3, bastara ver que son Li., y
para saber si lo son bastara con calcular la matriz de sus componentes

200
det |1 3 0] =6+#0
2 21
y, por lo tanto, son 1. i., y base de R3.

2.6 Mas sobre aplicaciones lineales y matrices

Si f : R™ — R™ es una aplicacién lineal, el espacio imagen f(R™) es un espacio vectorial
de R™ precisamente el generado por las imagenes de la base de R™. La dimensién de f(R")
se llama rango de f.

El conjunto f~!(0) se llama niicleo de f. Este conjunto es un espacio vectorial de
R™.

Como ya hicimos notar en el capitulo 1 a propdsito de la antiimagen de un punto por una
funcién, f=1(0) es el conjuntode vectores v de R™ que son solucion del sistema de ecuaciones
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f(v) = 0. Un tal sistema de ecuaciones puede no tener ninguna solucién, una o muchas.
Consideremos dos ejemplos de tales sistemas de ecuaciones con muchas soluciones.

{x—y—z—i—w—() }{x—y—z—o } (2.10)
rz+y+z+w=0 r+y+2=0

Ambos sistemas de ecuaciones tienen infinitas soluciones, pero tenemos la sensacién de que el
primer sistema tiene més soluciones que el segundo. ;Cémo medir ese ”tener mas”, cuando
ambos conjuntos son infinitos?. Nos ayuda a ello la propiedad que acabamos de enunciar de
que el nucleo de una aplicacién lineal (y, por lo tanto, el conjunto de solucines de un sistema
de ecuaciones lineal) es un espacio vectorial. La dimensién de ese espacio vectorial serd lo
que mida lo grande que es el espacio. A calcular esa dimension (y, por lo tanto, a saber la
magnitud del conjunto de soluciones) nos ayuda el siguiente resultado.

La dimension del nicleo mds el rango es igual a n (dimension del espacio de partida), lo
que podemos expresar con la siguiente formula: Si f : R — R™ es una aplicacién lineal,

n = dim(f71(0)) + dimf(R"), o bien n = dim(f~*(0)) + rango(f). (2.11)

De la representacion de f como una matriz y de la relacién entre la independencia lineal
de vectores y el rango de la matriz de sus componentes se deduce que el rango de una
aplicacion lineal es igual al rango de su matriz.

Por ejemplo, si f : R? — R? es la aplicacién lineal f(z,y,2) = (x +y,y — 2), su matriz
es

(flen sl fe)=(y 1 )

. 1\ . . .
y su rango es 2 porque la submatriz tiene determinante no nulo. Como consecuencia,

1
0 1
aplicando la férmula (2.11), el nicleo de f tiene dimensién 3 —2 = 1.
Si queremos encontrar explicitamente el niicleo de f, tendremos que resolver la ecuacién
f(z,y,2) = (0,0), es decir
z+y =0
y—z = O} ’

cuyas soluciones son los vectores de la forma (—y,y,y) = y(—1,1,1), de donde se deduce
que (—1,1,1) es un sistema de generadores de f~!(0), que sabemos es un espacio vectorial
y acabamos de ver que su dimensién es 1, luego (—1,1,1) es una base de f~1(0).

El ntcleo de una aplicacién lineal da una manera estandar de representar un espacio
vectorial de R™. Si f : R™ — R™ es una aplicacién lineal de rango m (por lo tanto n > m),
su nucleo, que viene descrito como el conjunto de vectores x que verifican la ecuacién

f(z) =0, (2.12)

es un espacio vectorial de dimensién n — m, y a la ecuacién (??7) se la llama ecuacién
en implicitas del subespacio vectorial. Si usamos la matriz A que representa a f, la
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ecuacién (2.12) se escribe como

a1

am1

0, realizando el producto de matrices,
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Q1n xr1

Amn T,

o+ apTy, =0

“+ amnxn =0

que es el modo desarrollado habitual en que se dan las ecuaciones en implicitas de un sube-
spacio vectorial (de dimensién n — m = numero de incégnitas-nimeros de ecuaciones si el
rango de la matriz A es igual a m =numeros de ecuaciones, en cuyo caso se dice también

que las ecuaciones son independientes).
Veamos algunos ejemplos:

1. ;Cudl es la dimensién del espacio vectorial definido por la ecuacién matricial

1 2
4 2
3 0

3 T 0
0 yl=1(0]7
-3 z 0

como la matriz es 3 x 3, representa una aplicacién f : R3 — R3. Como el rango de la
matriz (y, por lo tanto, de la aplicacién) es 2, la dimensién del espacio definido por la
ecuacién matricial, que coincide con la del nicleo de la aplicacién, es

dimensién del espacio de partida - rango =3 —2 = 1.

2. ;Cudl es la dimensién del espacio vectorial definido por la ecuacién matricial

(5

(2] - 0)

como la matriz es 2 x 3, representa una aplicacién f : R?3 — R2. Como el rango de
la matriz (y, por lo tanto, de la aplicacién) es 1, la dimensién del espacio definido por
la ecuacion matricial, que coincide con la del nicleo de la aplicacion, es

dimensién del espacio de partida - rango =3 — 1 = 2.

3. {Cudl es la dimensién del espacio vectorial vectorial definido por las ecuaciones

r+2y+3z =0

2x+y =0,7

3x+3y+3z =0
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Estas ecuaciones son las del nicleo de una aplicacién lineal cuya matriz asociada es
1 2 3
2 1 0],
3 3 3

cuyo rango es 2, y, por lo tanto, definen un espacio vectorial de dimensién 3 —2 = 1.

Nota 2.0.1 * Obsérvese que, en los ejemplos anteriores, las preguntas se podrian haber
formulado, de modo equivalente, del siguiente modo: ;Cudl es la dimension del espacio
vectorial de las soluciones del sistema de ecuaciones homogéneo ...%.

Ejercicios
1. Dados los siguientes subconjuntos de R3:

S={(z,y )2,y e R}, L ={(z,y,2)iz+y = 0,2 -2 =0}, M = {(z,9,2); 22 +
y—32=0}, N={(xr—y,y— 2,2 —x);x,y,z € R}, determinar cuales son subespacios
vectoriales y cuales no. De aquellos que sean subespacios vectoriales, decir cual es su
dimensién y encontrar una base.

2. Calcula las ecuaciones en paramétricas y en implicitas del subespacio vectorial generado
por los vectores (1,2,0) y (0,—1,2).

3. Decir si los siguientes conjuntos son o no espacios vectoriales:

(a) V = {(z,y,2) € R} z =y =2}, (b) V = {(z,y,2,t) € RY; 2+t =2}, (c)
V= {(l‘,y,Z) € R?); Ty = 3}7 (d) V= {(l‘,y,Z) € Rg; Tty = 0}7 (e) V= {(:C,y,z,t) €
R%; 22+t =y}, (f) V = {(z,y) € R? tal que = = y°}.

4. Decir en los siguientes casos si el vector v pertenece o no al espacio vectorial V:
(a) v=(1,2,5), V=<{(1,3,2),(2,4,1),(1,5,7)} >,
(b) v=(8,1,1), V=< {(1,3,2),(2,1,1)} >.

5. Decidid si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente independientes:
a) {(1,1,2,3,4),(2,3,3,1,3),(5,7,4,1,5)},
b) {(1,1,1),(2,3,1),(0,1,7),(6,5,14)},
c) {(2,1,3),(4,1,5),(2,1,2)} , d) {(1,1,1),(2,3,4),(1,3,7),(2,4,6)}.

6. Decidid si los siguientes conjuntos de vectores son o no base del espacio vectorial V :
a) {(1,1,1),(1,2,3),(2,1,1)}, V = R3.
b) {(1,1,1,1),(1,2,3,2),(2,5,6,4),(2,6,8,5)}, V. =R*.

c) {(1,2,0),(0,0,1)}, V = {(x,y,2) € R®z =y}

d) {(1,2,3,0),(0,0,0,1),(1,1,0,4)}, V = {(z,y,2,t) e RY;, 2z =z +y}.
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7.

10.

11.
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Hallad una base de los siguientes espacios vectoriales:
(a) V ={(z,y,2) ER3 z+y+ 2 =0}

(b) V ={(z,y,2) ER* =y =z}

(c) V ={(z,y,2,t) €RY; 2z =3z,y =t}
(d)V=<{(1,2,53),(2,3,1,4),(3,8,3,5)} >.

En R? se consideran los vectores u = (1,2,1), v = (1,3,2), x = (1,1,0), y = (3,8, 5).
Demostrar que < {u,v} >=< {z,y} >.

. Demuestra que

(a) El subespacio vectorial definido por la ecuacién matricial

1 2 3 x 0
2 10 y| =10
-1 1 3 z 0
tiene dimensién 1 (se dice entonces que es un a recta vectorial).

(b) El subespacio vectorial definido por la ecuacién matricial
1 2 3 x 0
2 10 y|l =10
-1 0 3 z 0

se reduce al vector 0.

(c) El subespacio vectorial definido por la ecuacién matricial

12 3\ (") (o
-1 -2 -3) (Y]~ \o
z
tiene dimensién 2 (es un plano vectorial)

En los casos (a) y (c), da las ecuaciones en implicitas y en paramétricas de ese sube-
spacio vectorial.

Averigua si, de la familia de vectores {(1, 2, —3), (3,2, 3), (=5, —2,—1), (2,0, 2) } se puede
extraer una base. Caso de respuesta afirmativa, encuentra las coordenadas de (3, —1,2)
en esa base.

Determina la dimensién del espacio de las soluciones de los siguientes sistemas de
ecuaciones, dependiendo de los valores de m, a y n:

|
o

r+y—6z = 0) z4+ay+z = 0 rT+y+z
r—2y+6z = 0p,z24+y+az = 0,2z —my+nz =
3r —y+mz = 0) az+y+2z = 0 T+ z =0

o
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r+y+z = 0
2r—y = 0

Describe, en cada caso, de qué aplicacién lineal son el nicleo las soluciones de cada
sistema de ecuaciones. Indica también, en cada caso, cual es el menor nimero de
ecuaciones para describir el mismo espacio.



Capitulo 3

Sobre la Geometria de R"

3.1 Aplicaciones afines y k-planos afines

Después de estudiar las aplicaciones lineales, el siguiente caso mas sencillo de aplicacién
continua es el de las aplicaciones afines, que son. segun dijimos al final del capitulo 1, aquellas
funciones f : R” — R™ cuyas funciones coordenadas yi(z1,...,Zn), e, Ym(T1, ..., Tpn) son
polinomios (no necesariamente homogéneos) de grado 1, es decir, son de la forma

Y1(Z1, .oy Ty) = a1171 + a12%2 + ... + a1pTy + b1,

Y2(T1, ooy Tp) = a2121 + a20%2 + ... + a2,2, + ba,

ym(xlv ,an) = Am1T1 + Gm2T2 + ... + AmpTy + bma

que también se puede escribir en forma matricial usando dos matrices: la matriz F' de tipo
m x n formada por los coeficientes de los polinomios de la expresiéon anterior, y la matriz B
de tipo m x 1 formada por los términos independientes de los polinomios

a1 a2 ... Qin b1

asy ago . aon b2
F = . . . . ) B =

Aml Gm2 .- Qmn by,

que tiene la propiedad de que

ail a1 . A1n X1 bl

asy ano . aon i) bg
fl@r, oy n) = : : - : : T I

Amli Gm2 .- Qmn Tn bn,

es decir, si escribimos el vector x = (1, ..., 7,,) en forma de matriz columna X = (1 ... ,)%,

entonces

f(z) =FX + B.

42
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A F se la llama matriz de la aplicacion lineal asociada a f, y a B la parte traslaciéon de

Veamos algunos ejemplos:
Ej.1) Determina las coordenadas de la imagen del vector (1,0, —1) por la aplicacién afin

1 00
f :R?® — R3 que tiene por matriz de la aplicacién lineal asociada asociada [ 2 1 0]y
-1 3 0
1
cuya parte traslacién es | 2
—1

Bastard con hacer actuar la matriz sobre el vector en forma de columna y sumarle, a la
matriz columna resultante, la matriz de la parte traslacion, asi:

1 0 0 1 1 2
2 10 O+ 2 ]=1]4
-1 3 0 -1 -1 -2

Segun se ve, una aplicacién afin f se descompone en una parte lineal de matriz F' y la
suma con un vector de coordenadas las de la matriz B, que es la llamada parte traslacion,
pues corresponde a trasladar todos los vectores de R™ sumdndoles un vector fijos cuyas
coordenadas son las de los elementos de la matriz B, asi, si nos preguntan:

Ej.2) Determina las coordenadas de la imagen del vector (1,3, —1) por la aplicacién afin
f : R? — R3 cuya parte lineal lleva los vectores e1, ez, e3 en los vectores (1,0, 0), (1,2, 1), (2,0, 1)
respectivamente, y cuya parte traslacién viene dada por el vector (—1,3,11).

Primero hay que calcular la matriz de la parte lineal, que se obtiene poniendo como
columnas de la matriz las componentes de las imagenes de e, e, ea, luego la aplicacion
anterior actia sobre el vector dado asi:

1 1 2 1 -1 1
0 20 3|+ 3]=129
011 -1 11 13

Para ver como es la grafica de una de estas aplicaciones, remitimos a la pagina 16.

Los k-planos afines estan relacionados con los k-planos vectoriales como las aplicaciones
afines con las lineales: Un espacio afin F de R" es el que se obtiene de un espacio vectorial
V' por una traslacién de un vector p € R™, es decir, un espacio afin es un subconjunto de R"
de la forma p+V = {p+v; v € V}, donde p € R” y V es un espacio vectorial de R". En
particular, cuando p = 0 se obtiene un espacio vectorial como caso particular de un espacio
afin. Asi, los espacios afines son la generalizacién, a dimensién arbitraria, de las rectas y
planos de R3. Cuando esas “rectas y planos” pasan por el origen, son espacios vectoriales,
si no, son, simplemente, espacios afines.

Un espacio afin £ = p+ V se dice que tiene dimensién k si el espacio vectorial V tiene
dimension k, y, entonces, se le llama también k-plano afin.

De su definicién resulta que un espacio afin £ = p + V queda determinado cundo se
conoce uno de sus puntos p y una base de sus espacio vectorial asociado V.
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Usando los ejemplos de espacio vectorial de la seccién 2.4, podemos dar los siguientes
ejemplos y dibujos de espacio afin. Sip = (1,1,1) y W = {(y, v, 2); y, 2 € R}, son subespacios
afines (de dimensiones respectivas 2, 2 y 1) los siguientes:

p+ W p+{0} x R? p+Rx{(0,0)}

Las aplicaciones afines tienen las siguientes propiedades anélogas a (y consecuencia de)
las de las aplicaciones lineales:

La imagen f(R™) de una aplicacién afin f : R” — R™ es un espacio afin. Con més
precision, si f tiene la representacién matricial

f(z)=FX + B,

entonces f(R™) es un espacio afin de dimensién igual al rango de la matriz F', y que contiene
al punto b € R™ cuyas coordenadas son los elementos de la matriz B. Asi, por ejemplo, la
imagen de R? por la aplicacién afin del ejemplo 1 de la pagina 47 es un 2-plano afin que pasa
por el punto (1,2, —1).

3.2 Distancia en R"

Se define el producto escalar de dos vectores u = (uy,...,u,), v = (v1,...,v,) de R
por la férmula
UV = ULV] + ...+ UpUp,

que también se denotard en ocasiones asi: (u,v) =30 wiv;.
Obsérvese que el producto escalar de dos vectores es un escalar (es decir, un nimero real
positivo. Ademés, verifica las siguientes propiedades:

o i) u.(v+w)=uv+uw

e ii) u.(Av) = X w.v, siendo A € R,

e iii) u.v = v.u.

e iv) (u,u) >0,y (u,u) =0 siy solosiu=0.

El médulo de un vector u es

lu| == Vuu =/ (u1)? + ... + (uy)2.
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El médulo, el producto escalar y el angulo que forman dos vectores estan relacionados
por |u.v| = |u||v|cosB, 6= L(u,v).

La distancia entre dos puntos p,q € R" se define como el médulo de la diferencia de
los vectores p y ¢, es decir

dp,)=lp—adl=vVp1— @)+ P2— @)+ + Pn— )%

siendo P = (p17p27 -~-7pn) Yy q= (ql; q2, 7Qn)
Obsérvese que cuando n =1 y, por lo tanto p y q son nimeros reales, su distancia |p— ¢

es el valor absoluto de la diferencia.

Dos vectores se dice que son ortogonales si su producto escalar es 0, lo que equivale
a que forman un dngulo de 90° 6 /2 radianes, y también a que la proyeccién de un vector
sobre el otro sea 0.

Un vector u se dice que es unitario si su médulo es 1, i.e. si |u] = 1.

Ejercicios
1. Dados los vectores u = (2,1), v = (8,—6) y w = (=3, —4) de R?,

(a) Calcular |u+v|, |u| + |v|, 5 |u| +| =2 v|, y |5 u — 2 v|. Relacionar los resultados
con una conocida desigualdad general.

(b) Encontrar el vector 2 de R? que satisface la ecuaciéon v —3 z = v + 2 w + 2.
(¢) Expresar u como suma de un vector en la direccién de v y otro ortogonal a v.

(d) Calcular d(v,w), (v,w) y £L(v,w).

2. Mostrar que la distancia entre dos puntos v y w de R"™ aumenta cuando aumenta el
dngulo 6 = £L(v,w) (recuérdese que tomamos 6 € [0, 7).

3. (a) Si a y b son dos nimeros reales que satisfacen la ecuacién 3a + 5b = 0, interpretar
esta ecuacion como el producto escalar de dos vectores, y escribir al menos dos pares de
nameros a, b diferentes que definan vectores que sean ortogonales al vector que sugiere
la ecuacién anterior.

(b) repetir el mismo problema con el sistema de ecuaciones:

3a+5bb+c =0
2a —3b—c =0~

4. Determinar los angulos entre los siguientes pares de vectores:

(a) (3,-1), (2,1), (b) (1,1,0), (-1,-2,1) (c) (—6,0,2), (—5,3. —2).

3.3 Bases ortonormales, ortogonalidad y proyeccién sobre un
subespacio.

Una base {uy, ..., ux } de un espacio vectorial V se dice que es ortonormal si los vectores
que la componen son unitarios y ortogonales dos a dos, es decir, si e;.e; = d;;, siendo d;; la
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delta de Kronecker que introdujimos en el apartado de las matrices. Como ejemplo, la base
candnica de R" es una base ortonormal.

Si {uq,...,ux} es una base ortonormal de V, v € V' y v;, 1 <i < k son las componentes
de v en la base {u1,...,ux}, entonces v; = v.u;, 0, lo que es lo mismo,

vV=0v.u1 Ul + -+ VU Uk

Si k vectores {u1,...,u} de un espacio vectorial V' de dimensién k verifican u;.u; = d;5,
entonces forman una base ortonormal, ya que la condicién de ortonormalidad implica la
independencia lineal. En efecto, si u;.u; = d0;; y

Aug + ... + Agug = 0,
multiplicando escalarmente por u; (j =1, ..., k), se tiene
)‘j = )\juj.uj + ...+ )\1U1.Uj + ...+ )\kuk.uj =0,

de donde se deduce que {uy, ..., u} son Li..

Ademads, todo subespacio vectorial admite una base ortonormal.

Se dice que dos subespacios vectoriales de R son ortogonales si todo vector de
uno es ortogonal a todo vector del otro.

Dado un subespacio vectorial V de R", se llama complemento ortogonal de V al
conjunto V1 de todos los vectores de R™ que son ortogonales a todos los vectores de V', es
decir

VvVt ={ueR" (u,v)0 = para todo v e V}.

Se demuestra que (V1 es un subespacio vectorial de R" y que dim/(V) + dim(V+) = n.
Vamos a ver que todo vector w € R™ se puede escribir (de forma inica) como

w=v+u, conveVyuecVt (3.1)

(de forma tnica significa que los vectores v € V' y
u € V7 tales que w = v + u son tnicos). En
VJ- efecto, sean {eq,...,ex} una base ortonormal de V, y
{exs1,...,en} una base ortonormal de V-, entonces
{e1,..., €k, k11, ..., €n} €s una base ortonormal de R",
luego se puede escribir w = w.e; €1 + ... + w.ep ex +

ua
w W.€kt1 €kt1+ ... T W.Ep €y, ¥y, COMO V = w.€] €1 +... +
wegex, €EVyu=w.egr epy1 + ... +weey e,y € v
- Vv tenemos probado lo que buscdbamos.

V=TIyW Al v de la férmula (3.1) se le llama proyeccién

ortogonal de w sobre V, y se escribe v = myw. La
misma demostracién que hemos dado de que (3.1) es
correcta da la férmula para calcular

Tyw = W.e1 €1 + ... + W.ei €.
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Veamos un ejemplo: en R?, la proyeccién ortogonal de (1,2,3,4) sobre V = {0} xR? x {0}
es (0,2,3,0), lo que se puede calcular con el procedimiento anterior de la siguiente forma:
{(0,1,0,0),(0,0,1,0)} es una base ortonormal de {0} x R? x {0}, por lo que

m(1,2,3,4) = (1,2,3,4).(0,1,0,0) + (1,2,3,4).(0,0,1,0)
= (O’ 2’ 07 0) + (O’ 07 37 O) = (07 27 37 0)'

Si el espacio V' tiene dimensién 1 (se dice entonces que V' es una recta vectorial) y v es

un vector no nulo de V, entonces e = ITUI es una base ortonormal de V' y, para todo w € R,
L (w)
myw = w.e e = —=(w.v) v.
|v]?

Veamos un ejemplo: Calcular 7y (1,2,3) cuando V es el espacio generado por el vector
(1,1,1). Procediendo como acabamos de indicar:

B (1,1,1)\ (1,1,1)
7rvw—<(1,2,3). \/§> NG =(2,2,2).

Si dim(V) = 2 y {u,v} es una base de V, se puede construir una base ortonormal a
partir de la base dada de la siguiente forma: primero se toma e; = u/|u|, luego se busca un
vector de V' que sea ortogonal a ej, que es lo mismo que ser ortogonal a u y, dividiéndolo
por su norma tendremos el vector que completa la base ortonormal. Ese segundo vector que
buscamos, por pertenecer a V' se podra escribir como combinacién lineal de la base dada, es
decir, de la forma Au + pv. La condicién de que sea ortogonal a u es equivalente a

0= u.(\u+ pv) = Nul® + p w.v,
de donde resulta que Au + pv es ortogonal a u si y solo si los niimeros A y p verifican

_puwv
Juf?”

tomando p = 1, y dividiendo el vector resultante por la norma obtenemos el vector es que
completa la base ortonormal

—Mu;}u—i-v
o U I
1 = |u‘7 62_ /,L’u,.'U )
'—MQ u—+v

que se puede usar para calcular la proyeccion sobre V. Veamos un ejemplo: Calcular
my(1,2,3) cuando V es el espacio generado por los vectores (1,1,1) y (1,—1,—1). Procedi-
endo como acabamos de indicar: e; = (1,1,1)/v/3, (A(1,1,1) + u(1,—1,-1)).(1,1,1) = 0,
de donde A = /3, luego podemos tomar ex = ((1/3)(1,1,1) + (1,—-1,-1))/|(1/3)(1,1,1) +
(1,-1, _1)’ =(2,-1, _1)/\/6

(1,1,1) (1,1,1) (2,—1,—1) (2,—1,—1)
\/§> V3 *(“’2’3)' NG > NG

=(2,2,2) + (-1

Tyw = ((1,2,3).

11 55
=) =(1,2,9).
530 =Lg3)
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La férmula (3.1) usada para definir la proyeccién ortogonal se puede reescribir como
w=Tyw + TyLw,
de donde, despejando, resulta
TvWw =w — Ty, LW,

que es 1til para calcular proyecciones cuando dim(V+) < dim(V), es decir, cuando k > n/2.
Veamos como usarla en el mismo ejemplo ejemplo anterior a esta observacion: Si V es el
espacio generado por los vectores (1,1,1) y (1, —1,—1), entonces VL esta generado por un
vector (a, b, ¢) que sea ortogonal a ambos, por lo tanto, que verifique

(a,b,¢).(1,1,1) =a+b+c =0
(a,b,¢).(1,-1,—-1) =a—-b—c =0/’

y, resolviendo este sistema de ecuaciones, a = 0, b = —c¢, luego (0,b, —b) es una base de VL,
Yy

m(1,2,3) = (1,2,3) — mp1 (1,2,3) = (1,2,3) — ((1,2,3)_ (07$1)> (0, }/,5—1)

11 5 5
= (1,2,3)—(0,—5,5):(1,7 =).

Sabemos que un espacio vectorial V' de dimension k puede darse por las ecuaciones

k41101 +e. + QgpipTn =0
.. , (3.2)
an1T1  +e. +  apprn, =0

y el espacio vectorial ortogonal a V estd formado por aquellos vectores (v1,...,v,) que, al
multiplicarlos escalarmente por los vectores (z1,...,z,) de V dan 0, es decir, que verifi-
can v1x] + ... + vpxy, = 0. Pero ésta es justamente la condicién que verifican los vectores
(@kt1,15 s Qkt1n)s - (@1, ..., Gnp) seglin se observa en (3.2), luego son n — k vectores del
ortogonal, que tiene dimension n —k, y son linealmente independientes, pues la matriz de sus
coeficientes tiene rango n — k, luego son una base de V+. Por lo tanto, cuando se expresa un
subespacio vectorial por un sistema de ecuaciones como el (3.2), el espacio vectorial ortogo-
nal a su espacio vectorial director es el que tiene como base los vectores cuyas componentes
son los coeficientes (de las incognitas) de las ecuaciones.
y + =
+ z = O}

Asi, por ejemplo, el espacio vectorial ortogonal a la recta vectorial -

+ o+

de R3 es el que tiene como base los vectores (1,1,0) y (1,0,1).

3.4 Ecuaciones de k-planos afines

Como ya vimos en la primera seccién de este capitulo, un k-plano afin es un subespacio
de R" de la forma p+ V, donde p € R y V C R™. Si vq,..., v es una base de V, todo
elemento del k-plano se puede escribir como

Yy=p+ pv1 + ... + pgpog; f1y ooy fi € R (3.3)
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o, usando coordenadas,
Yi = pi + U1V + oo+ LUk i=1,..,n. (3.4)

Estas ecuaciones ((3.3) o (3.4)) se llaman ecuaciones en paramétricas de p + V.
Por ejemplo, si R es la recta de R® que pasa por (1,2,1) en la direccion del espacio
vectorial generado por (1,1,0), su ecuacion es

(1,2,1) +£(1,1,0) = (1 +¢,24+t,1);  teR,

0, equivalentemente,

r = 1+t
y = 2+t
z = 1

Si Vi1, ...,V es una base del espacio V- ortogonal a V, para cada y € p + V se tiene que
(y —p); = 0 para todo j = k+1,...,n, de modo que los elementos y € p + V se pueden
caracterizar como aquellos y que verifican las ecuaciones

(y —p).vj = 0; j=k+1,...n. (3.5)
0, detallando coordenadas,
(Y1 — p1)Vks11 + o+ (Yn — Pn)Vikt1n =0
...................................................................... (3.6)
(yl _pl)an + ...+ (yn - pn)Vnn = 0

Estas ecuaciones ((3.5) o (3.6)) se llaman ecuaciones en paramétricas de p + V.
Por ejemplo, si P es el plano de R® que pasa por (1,2,1) y es ortogonal al vector (1,1,0),

Su ecuacion es
((:L‘,y,z) - (1727 1))(17 170) =0

0, equivalentemente,
(z-1)+(@y—-2)=0

3.5 Producto vectorial en R?

El producto vectorial u A v de dos vectores u,v de R3 se define por la férmula

it 7 k
uNv=|ur uz uszl|,
V1 VU U3

donde {i, 7, k} es la base canénica de R? y u;, v; son las componentes de u y v respectivamente
en esa base.
El producto vectorial verifica las siguientes propiedades:

e i) u Av es ortogonal a uy a v.
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e ii) |u Av| = |u| |v]senb, siendo 0 = £(u,v),
e iii) uANv=—vAu,
e iv)uAN(v+w)=uAv+uAw,

e v)uAN(Av)=AuAwv

u uy U2 U3
o vi) (uAv)w=u.(vAw)=det | v | =|vi wv2 wv3|
w w1 wy W3

El producto vectorial se puede usar para calcular dreas y volimenes asi:
Area de un paralelogramo generado por dos vectores u y v. Como se observa en
la figura, usando los conocimientos de geometria elemental (ver figura) y la propiedad ii)
anterior,
Area = |ulh = |u||v|sen = |u A v|

Resulta de ahf que area del triangulo

generado por los mismos vectores es
Area(tridngulo) = % |ul|v[sen @ = L|uA

— 2
vl.

Asi, por ejemplo, el el area del
tridngulo de vértices (1,0,0), (0,1,0) y
(1,1,1) se puede calcular considerando
este tridngulo como el generado por los
vectores u = (0,1,0)—(1,0,0) = (—1,1,0)
yv=(1,1,1) —(1,0,0) = (0,1,1), aplicando entones la férmula anterior, tenemos

ik
uAv=|-1 1 0/=(1,1,-1) y Area(tridngulo) = J|ju Av| = @
0 1 0

El volumen de un paralelepipedo gene-
rado por tres vectores u, v y w se puede calcular,
como se observa en la figura, multiplicando el
area del paralelogramo generado por w y v que,
segtiin acabamos de ver es |u A v|, por la altura
a del paralelepipedo, que, como se observa de w
nuevo en la figura, es el médulo de la proyeccién
de w sobre uAv, es decir, a= |w|| cos |, de donde
se deduce que

Volumen = |u A v||w|| cos B]|(u A v).w|

Como el paralelepipedo generado por tres
vectores se puede dividir en tres tetraedros
iguales al generado por los mismos vectores (ver
la figura anterior), el volumen del tetraedro generado por los vectores u, v y w es

A UAV

Volumen(tetraedro) = %|(u A v).w|.
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Asi, por ejemplo, el volumen del tetraedro de vértices (1,0,0), (0,1,0), (1,1,1) y (1,2,
se puede calcular considerando este tetraedro como el generado por los vectores u = (0, 1,0)
(1,0,0) = (—-1,1,0), v = (1,1,1) — (1,0,0) = (0,1,1) y w = (1,2,1) — (1,0,0) = (0,2,1)
aplicando entones la férmula anterior, tenemos

)

-1 1 0
Volumen de ese tetraedro =|(u A v).w| = + médulode | 0 1 0| = %, y el volumen del
2 1

0
paralelepipedo generado por los mismos puntos es 1.

Vamos a ver ahora lo que se entiende por ortogonalidad o perpendicularidad de
subespacios afines.
Dados dos subespacios afines E'y F' de R",

e (a) si la suma de las dimensiones de E' y F' es menor o igual que n, entonces se dice
que F y F son ortogonales si sus subespacios vectoriales directores son ortogonales
(en particular, en R3, una recta es ortogonal a otra recta o a un plano si su espacio
vectorial director es ortogonal al de la otra recta o al del plano),

e (b) si la suma de las dimensiones de E y F' es estrictamente mayor que n, entonces se
dice que F y F son ortogonales si los espacios vectoriales ortogonales a sus espacios
vectoriales directores son ortogonales (en particular, en R?, dos planos son ortogonales
si un vector ortogonal al espacio vectorial director de uno de ellos es ortogonal a un
vector ortogonal al espacio vectorial director del otro plano.

Ejercicios

1. Encontrar las proyecciones ortogonales del vector u = (1,1,1,1) € R* sobre el sube-
spacio V generado por los vectores (1,—1,1,1) y (1,1,—1,1) y sobre su ortogonal V=.
Descomponer « como suma de un vector de V' y otro de V-,

2. Determinar la componente del vector u = (2,3,1) en la direccién del vector (1,2,1) y
la componente de u ortogonal a v.

3. Decir cual es la dimensién y encontrar una base de los subespacios vectoriales V' de R"
que se dan a continuacién y de sus ortogonales:

(a) V={(z,y,z,w) eRY; z+y+2=0, y—z—w=0},

() V= {(z —y.y— 22— ww) e BY 2,y.2,0 cR),
©V={@—yy—z22)cRY zyzweR),

(d) V ={X(1,0,1,0)) + u(0,-1,1,0) € R*; X\, u € R},

)V ={(z,y,z,w) ERY; y—z—w=0,2+y+2z+w=02—y =0}
)V ={(z,y,z,w) € Rz +y+2z+w=0}.

4. Dado el vector w = (1,—1,1,1) € R*, obtener sus proyecciones sobre cada uno de los
subespacios V dados en el ejercicio anterior y sobre cada uno de sus ortogonales V.
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5. Calcular las dreas de
(a) los paralelogramos generados por:  (al) los vectores (2,1,0) y (1,0,2),
(a2) los vectores (1,1,1) y (0,2,3),
(b) los trlangulos de vértices (bl) (1,1,1), (2,3,4) y (5,6,7),
(b2) (4,7,8),(2,2,2) y (7,4,8),
(c) los cuadrildteros de vértices (cl) (0,0), (0,2
() (1,0), (L,1), 2,00y 2.2), (3) (1,1), (2,3), (0,2) y (0,3).

6. Calcular los volimenes de

(a) los paralelepipedos generados por los vectores :

(al) (2,1,0), (0,0,1) y (1,0,2), (a2) (1,1,1), (—1,0,0) y (0,2,3),
(b) los tetraedros de vértices
(

bl) (1,1,1), (2,3,4),0,0,0) v (5,6,7), (b2) (4,7,8),(2,2,2), (1,1,1) y (7,4,8).

7. Calcular las areas de los tetraedros del ejercicio anterior.



Capitulo 4

Limites y continuidad

4.1 Funciones continuas

Dada una funcién f : R® — R™, y a € R", se dice que lim,_,, f(z) = b si para
todo ¢ > 0 existe un § > 0 tal que si |z —a|] < §, entonces |f(x) — b < e. Esta es
la manera formal de expresar la idea de que el limite b = lim,_,, f(z) de la funcién f
cuando z tiende a a es el valor al que se aproxima f(x) (esa proximidad es lo que se
indica cuando se dice |f(z) — b| < €) cuando z se aproxima a a (y esta otra proximidad
es lo que significa |z — a| < 9).

Una funcién f : R” — R™ se dice que es continua en a € R” si lim, ., f(z) =
f(a). De acuerdo con la definicién anterior de limite, la continuidad de la funcion f en a
significa que f(x) se aproxima a f(a) cuando x se aproxima a a.

En el caso n = 1, también tiene un sentido intuitivo decir que un punto tiende a co o a
—00, ¥, por ello, para funciones f : R — R™, se definen también los limites:

lim, o0 f(x) = b si para todo € > 0 existe un M € R tal que si x > M, entonces
|f(x) —b| <e, lo que significa que, cuando x se hace muy grande, f(x) se aprozima a b.

lim, .o f(x) = b si para todo € > 0 existe un M € R tal que si x < M, entonces
|f(x) —b| <e, lo que significa que, cuando x se hace muy negativo, f(x) se aprozima a b.

La gréfica siguiente corresponde a una funcién f :]0,o00[— R que converge a ¢ = 0.5
cuando x — oo. En ella se observa que, si ¢ = 0.1, todos los f(x) para > 16 se encuentran
dentro de una franja de anchura 2¢ = 2 x 0.1 alrededor de ¢ = 0.5, esta grafica muestra el
significado geométrico de la nocién de limite cuando = — oc.

1
0.8
0.6 —
- 1/ N\ / \ ye=01
14 0504 \U/ 7 1 e )
052
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El limite de una funcién puede no existir, asi, por ejemplo, la funciéon

Logi
fx) = {“ 70 (4.1)

0 si =0’

no tiene limite cuando x — 0. Se deduce de ello que esta misma funcién no es continua en 0.

Tampoco tiene limite la funcién f(r) = x? cuando x tiende a 0o o —oo, pero en un

sentido distinto a la anterior funcién. En este caso se puede decir que la funcién 2?2 tiende a
infinito cuando x tiende a co y también cuando z tiende a —oo, de acuerdo con la siguientes

definiciones generales:

Una funcién f : R” — R tiende a oo (resp. —o0) cuando x tiende a a € R™ si f(z) se
hace muy grande (resp. muy negativo) cuando x se aproxima a a, lo que se enuncia de una
manera mas precisa asi: lim,_,, f(x) = oo (resp. lim,_, f(x) = —o0) si para todo M € R
existe un § € R tal que si [z — a| < 4, entonces f(z) > M (resp. f(z) < M).

Para funciones f : R — R™, se dice que f tiende a a € R™ cuando z tiende a oo (resp.
—o0) si f(z) se aproxima a a cuando z se hace muy grande (resp. muy negativo), lo que se
enuncia de una manera méas precisa asi: lim,_,o, f(z) = a (resp. lim,,_ f(x) = a) si para
todo € € R existe un M € R tal que si z > M (resp. x < M), entonces |f(z) —a| < €.

El limite de una funcién f(z) cuando z tiende a un punto, si existe, es unico.

Una funcién f: U C R®™ — R™ se dice que es acotada si existe un ntimero M > 0
tal que |f(z)] < M para todo z € U.

Una funcién f : U € R®" — R se dice que es acotada superiormente (resp.
inferiormente) si existe un ndmero M > 0 tal que f(z) < M para todo x € U (resp.
f(z) > M para todo = € U). El nimero M se llama cota superior (resp. inferior) de f.

Dado un subconjunto X C R, una cota superior de X es un nimero mayor que todos
los nimeros de X, y el supremo de X, sup X, es la menor de las cotas superiores de X.
Una cota inferior de X es un niimero menor que todos los nimeros de X, y el infimo
de X, inf X, es la mayor de las cotas inferiores de X. La definicién de que un subconjunto
X C R esté acotado superior o inferiormente es andloga a la definicion dada para sucesiones.
Un conjunto se dice que estd acotado si lo estd superior e inferiormente. Un conjunto esta
acotado superiormente si y solo si posee un supremo y estd acotado inferiormente si y solo
si posee un infimo.

Todo esto permite definir:
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El infimo de una funcién f : U C R" — R como el infimo del conjunto {f(x);x € U}.
Este infimo es un ntmero real si y solo si f esta acotada inferiormente, y, si no, se dice que
este Infimo es —oo.

El supremo de una funcién f : U C R” — R como el supremo del conjunto { f(z);x €
U}. Este supremo es un nimero real si y solo si f estd acotada superiormente, y, si no, se
dice que este supremo es oo.

Una funcién f: I C R — R se dice que es creciente (resp. no decreciente) si x < y
implica que f(z) < f(y) (resp. f(z) < f(y)). Es fécil distinguir una funcién creciente (resp.
no decreciente) por su grafica: siempre va hacia arriba (resp. nunca va hacia abajo).

Una funcién f: I C R — R se dice que es decreciente (resp. no creciente) si x < y
implica que f(z) > f(y) (resp. f(x) > f(y)). Es facil distinguir una funcién decreciente
(resp. no creciente) por su grafica: siempre va hacia abajo (resp. nunca va hacia arriba)

Veamos ahora la relaciéon de estos conceptos con el de limite.

Una funcion f : I C R — R que es no decreciente y acotada superiormente,
tiene limite cuando z tiende a oo, y lim,_.o f(2) = sup{f(z); = € R}. Por ejemplo,
la funcién {1 — 1/} definida sobre |0, 0] es creciente y acotada, y lim, ,oo(1 — 1/2) =
sup{l —1/z; x € R} = 1.

Una funcién f: I C R — R que es no creciente y acotada inferiormente, tiene
limite cuando z tiende a oo, y lim, . f(z) = inf{f(x); € R}. Por ejemplo, la funcién
f :]0, 00[— R definida por f(z) =1+ 1/x es decreciente y acotada, y limg; oo (1 + 1/z) =
inf{l1+1/x; x € R} =1.

Estos resultados sirven para dar una definicién del nimero e. La funcién (14 1/z)*
es creciente y estd acotada superiormente (por ejemplo, 3 es una cota superior), luego tiene
limite, definimos el ntimero e como ese limite, es decir:

e= lim (1+ l)x
T—00 x
Dado un subconjunto A C R™, una funcién f : A — R™ se dice que es continua en A si
lo es en cada a € A.
Son ejemplos de funciones ccontinuasontinuas de R en R todas las funciones elementales
estudiadas anteriormente en cada intervalo en que estdn bien definidas (no se hacen +00).
No es continua en a = 0 la siguiente funcién:

-1 s1i <0
1 si x>0

Si f y g son dos funciones continuas de R™ en R” y A es un ntmero real, también son
continuas:

e [+ g, que es la funcién definida por (f + g)(z) = f(x) + g(x),
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Af, que es la funcién definida por (Af)(z) = Af(z),

fg cuando m =1 (lo que permite definir la funcién producto fg(z) = f(z)g(z)),

g o f donde sea posible hacer esta composicién, vy,

e de nuevo cuando m = 1, f/g en los puntos en que g # 0, donde la funcién f/g se

define por (f/g)(z) = f(z)/g().

Para muchas funciones de R en R se puede adivinar su continuidad a partir de su grafica:
si ésta es de trazo continuo, es continua, y si se observa un salto en la gréafica, la funcion
no es continua, tiene una discontinuidad precisamente donde da el salto. Sin embargo, hay
funciones continuas y discontinuas cuya grafica tiene un aspecto mas complicado. Ya vimos
antes la funcién (4.1) que no era continua en 0 y que no era fécil saberlo por la gréfica por
ser esta muy complicada. Presentamos a continuacién un ejemplo de funciéon de R en R que
es continua en todo punto, pero cuya grafica también es complicada:

Una funcién f: R®™ — R se expresa en coordenadas como

fxr,enxn) = (i(x1, e Tn)y ooy Y (T14 ooy ), (4.2)

y se tiene entonces que

Jim f(z) = (lim y1(2),..., lim g (2)), (4.3)
de donde se deduce que:

Una funcion f : R® — R™ que se expresa en coordenadas como f(x1,...,xy,) =
(y1(z1, ey Tn)y ooy Ym (1, ..oy Tn)) €5 continua si solo si cada una de las funciones y1, ...
Ym €S continua.

Son ejemplos de funciones continuas todas aque-
llas cuyas componentes son combinaciones de fun-
ciones elementales (productos, sumas, y las vistas
en el tema 1) de las variables x1, ..., ;.

Asi, la funcién f : R? — R? definida por f(z,y) =
(zyz,sen(xy)) es continua porque lo son las fun-
ciones y1(z,y, z) = xyz e yo = sen(zy).
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Un ejemplo de funcién no continua en los puntos
y = 0 del plano R? es la funcién f : R?> — R dada
por :

_ Yy sio y<0 eje x
fay) = {xy—i— 1 si y>0.
Veamos un ejemplo de aplicacién de (4.3) Si f :
RF — Res continua y {f; : R — R}, j =1,...,k
son funciones con lim,_., fj(x) = ¢;, entonces la
funcién f o (f1,..., fx) verifica
Tim foo (fi, o fo) (@) = [l ooy br), (4.4)

incluso cuando a = +o00.
Asi, por ejemplo,

3zt 222 1 3 2 1
31‘4—21‘2-1—1 . Txg,—m%"i‘g . E—F—Fﬁ
M e AT F L aE Al 3 0

T—00 x° + 3x T—00 1275—’_? T—00 1_|_p

donde hemos aplicado (4.4), en la tltima igualdad, a fi(z) = 2, fo(z) = r%, fa(x) = m—lg,,

fa(z) =1+ x% y f(x1, 29,23, 24) = % Andlogamente,
I 1— 427 4 I =32+ +2
m ———— = — im =
a0 17 + 122 ’ T—00 3+ Tx

El siguiente criterio de convergencia se llama criterio del bocadillo o del sandwich:

Dadas las funciones convergentes f : R — Ry g : R — R tales que lim,_,, f(z) =
lim, ., g(z) = a, si h : R — R es otra funcién que verifica f(z) < h(z) < g(x) para todo x
préximo a a, entonces limy_, h(z) = a, y esto aunque a = +oo. Asi, por ejemplo:

La funcién {“2*} verifica

COS T

1 1 1 1
——-< <—,y lim(—=)=0= lim —, luego lim =0.
x x x r—00 T—00 I z—o0 I
Otros hechos ttiles que conviene saber para calcular limites son
sen x er 1\* 1
lim =1, lim — = oo para todo n, lim <1 — > = -
z—0 r—00 ™ T—00 T e
el‘ xr
lim — =1, de donde se deduce que lim — = oo para todo n > 0,
z—0 T z—0 "
. |Inz . Inz
lim |—| = o0, para todon > 1 lim — =0 para todo n > 1,
z—0| ™ x—oo "
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Ejercicios

1. Calcula los limites

2

. 9 1 3x R |

xlinolo(x e, alzli% x2 — 2z’ alzl—% 20 — 7’
(x —1)2 . 2r—4

lim ) lim .
xﬂl$3—2l’ +x =222+ 2x—6

2. Calcula los siguientes limites (si existen)

l+x—e” . sen(2x) . —In(z+1)-1
im — —_— i :
z—oo x(e? — 1)~ a—oo wcosx = w00 x2
3. Calcular los siguientes limites
i sen(5x) ) sen(2z) . cos’z senw . sen(wx)
im ———= im ——= _— ——
e—0 x =0 xcosx -0 x2+x  2-0x%4 2z
4. Calcula los limites siguientes
6
52—6 St : 3xt—22241
limg o0 1z+10° limg o0 4+7 ) limg o0 W’
1-4 : 2,208 2241
hm:v—>oo x7+71z2$7 hmz—>oo ﬂ—lg 2 hma:—>oo :cm +5— ?7
. Az . 1010 /z
limg oo Vo limg oo T
. 1\ 5 . 1\ . c\3x
lim, o0 (1 + 5)-25-1’ hmxﬂool( — 1—2) , limg e (1 + E) ,
. x . = .
img o0 = img_ .o Cz con ¢ img o0 ¢* con |c
1 1+1 o1 >0, 1 x <1,
. 21 . oz . T -
limy 00 3T > limg o0 y ) limg o0 %7 limg o0 xx z

5. Calcula el limite limg_,o0 (1 + ?)%

6. Di si son continuas o no las siguientes funciones

f(x)— 3x si 0<x<1 f()— 3x si 0<x<1
12z —-1 si 1<2<2’ S l2x+1 si 1<x<2’

fa) = 1—2? si —1<z<2 (@) = 1—2? si —-1<z2<2
Tl -3 st 2<a <4 Tl -E s 2<w<4

2¢ — 1 si 2<zxr<-—1 .
ST < seng si —n1m<x<0

f(z) = x? sio —1<z<1 , f(x):{ o i ,
< <
P2 +1 si 1<z<?2 22741 st O<z<l

y, en caso de respuesta negativa, di cuales son los puntos de discontinuidad.



Capitulo 5

La derivada

5.1 Concepto de derivada de una funcién de una variable

Dada una funcién f : R — R, la nocién de derivada de f en un punto ¢ tiene dos modos
basicos de ser entendida. La primera corresponde a una visién analitica, y corresponde a
entender la derivada como “velocidad”. La segunda corresponde a una visién més geométrica
y corresponde a la visién de la derivada como pendiente de la recta tangente a la grafica de
la funcién, o, lo que es lo mismo, a la visién de la derivada como aproximacién de f (funcién,
en general, no lineal, cuya grafica es una curva no recta) por una funcién lineal (cuya gréfica
es una recta). Este dltimo modo de ver estd también relacionado, como veremos, con el
desarrollo en serie de Taylor.

Comenzaremos con la definicion de derivada como una velocidad. En Fisica se
considera, con frecuencia, algo que se mueve recorriendo un espacio e en un tiempo ¢, a cada
instante de tiempo t corresponde un espacio recorrido e, lo que define e como una funcién
de t, e = f(t). El primer concepto de velocidad aparece como el cociente del espacio por el

tiempo, es la llamada
espacio

velocidad media = — ,
tiempo

de modo que, si consideramos la velocidad media del trayecto entre los tiempos t; y to > t1,

esta sera

f(t2) = f(t1)
ty—t1
Si ahora pretendemos hablar de velocidad instantdnea en un instante tg, es l6gico considerar
esta velocidad como el limite (si existe) de velocidades medias entre instantes to y to + At
muy préximos a tg, esta proximidad cada vez mayor de ty + At a ty se expresa haciendo
tender At a 0. De modo que

velocidad media (entre t1 y t3) =

velocidad instantédnea (en o) = lim

y esta es precisamente la definiciéon que daremos de derivada de una funcién. Con precision:
Dada una funcién f : R — R, se define la derivada de f en tg como el siguiente limite
(si existe):
. to+ At) — f(t
f,(to): hm f(o ) f( 0>’
At—0 At

(5.1)

99
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esta derivada la denotaremos, indistintamente, por
df
f'(to) o por %(to)-

Si el limite anterior (la derivada de f en tg) existe, se dice que la funcién f es derivable en
to, y, si no existe, se dice que no es derivable.

De las definiciones de derivada y de continuidad se deduce que
Una funcion derivable en tg es continua en tg.

Todas las funciones elementales que estudiamos antes son derivables en todos los puntos
en que estan definidas, y sus derivadas son, como se puede deducir aplicando la definicién
(5.1), las siguientes:

i) ¢ =0, donde indicamos por ¢ la funcién constante f(t) = c € R,
ii) (t*)" = at®! para cualquier a € R, en particular, (v/t)’ = 1/(2v/%)

i) (et) =€,

1
iv) (Int) = o
v) (sent)’ = cost,
i) (tgt) = —5—
i) (1) =

vii) (sht)’ = cht,

- 1
viii’) (tht) = m,

iii’) (a')’ = a' Ina

iv’ (log, t) = —=

Inat’

vi) (cost) = —sent,

29 tt / I
vi”) (cot t) enZ(@)’
viii) (cht)’ = sht.

1

iii” tht) = ——5—,

viii”) (cotht) 22(0)

Y, ademas, si f y g son funciones derivables, se verifica que:
ix) (f +9)'(t) = f'() +4'(1), x) (fg)'t) = f(t)g'(t) + [ (H)g(D),
de donde se deduce que
xi) (¢ f)'(t) = ¢ f'(t), donde c tiene, como antes, el doble significado de constante real y
de funcién constante conlvalor const,ante c.
t t)— f(t)g (T
) (£) - 2070070
g g(t)
Si, ademaés, tiene sentido la composicién g o f,
xiii) (g o f)(t) = ¢'(f(t)) f'(t). Esta férmula tiene particular importancia, y se llama
regla de la cadena.
Una consecuencia es que, si f es biyectiva,
1
xiv) (f Y (t) = .
R TEI0)
En particular, aplicando estas férmulas a las funciones trigonométricas inversas,

1 1
,  vi”) (arccost) = —

, que puede deducirse de (ii) y (x),

v’) (arcsent)’ =

i e
vi””) (arctgt) = e vi””?) (arccot t) = i
vii’) (arcsht) = \/1;_;#, viii’) (arccht) = \/_117_1‘_#
viii”) (arctht) = g viii”?) (arccotht) = T

Las derivadas de las deméds funciones elementales pueden deducirse a partir de estas
reglas.
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Otra observacién importante es que es cierto el reciproco de la regla de derivacién i),
en concreto: si una funcion tiene derivada 0 sobre un intervalo, i.e. f'(x) = 0 para todo
x € I, entonces esa funcion es constante sobre ese intervalo, i.e. f(x) = ¢ para todo x € I
(caracterizacién de las funciones constantes).

La regla de la cadena sirve también para calcular la derivada de una funcion definida
de forma implicita. Como ya indicamos en la leccién 1, una funcién y(z) puede definirse
implicitamente como aquella que es solucién de una ecuacion de la forma f(x,y) = 0, siendo
f una funcién de dos variables (es decir, f : R? — R), asf, por ejemplo, f(x,y) = sen(zy)—x
define una funcién y(z) = (1/z) arsen x. Podemos calcular su derivada derivando la funcién
(1/x) arsen x respecto de x, o, también, usando la regla de la cadena del siguiente modo:

Si y(z) es solucion de f(z,y) = 0, se tiene que f(y(z),z) = 0, luego

d(f(y(z),x)

X

=0,

y, de aqui. se despeja y'(x), lo que resulta mds simple, en muchos casos, que obtener la
expresion de la funcién y(z) y derivar. La regla de la cadena se usa para el célculo de

A (y(e), )

Veamoslo en el ejemplo anterior.
Si sen(xy) — x = 0, derivando aplicando la regla de la cadena al primer sumando:

1 1
cos(xy)(y +xy') —1 =0, de donde y' = = < — y> .
x \ cos(zy)

Otro ejemplo: Calcular la derivada de la funcién y(x) que verifica la ecuacién y° + zy +
x? = 3. Derivando aplicando la regla de la cadena,

5y + y+ 2y’ + 22 = 0 de donde ¢/ = ﬂ
S5yt + x
Vamos ahora a ver la derivada como la
pendiente de la recta tangente a su grafica.
Uno de los significados que se atribuye a la
expresion. “esta cuesta tiene una pendiente del (x+Ax,y+Ay)

5%” es que cada 100 metros que se avanza en
horizontal se sube una altura de 5 metros. Si
expresamos la pendiente en tantos por uno, una
pendiente del 5% es una pendiente de 5/100 =
0.05. Expresado graficamente, si representamos ]
la cuesta por una recta del plano como la de la

by

A
figura, su pendiente es el cociente A—y, que es
T

el mismo en todo punto (z,y) de la recta y que
tampoco depende del valor de Az que se tome.

Para ver la relacién entre la pendiente de una
recta en el plano y su ecuacion en implicitas, recordemos que esta ecuacion es, en general,
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de la forma a z + b y = ¢, de donde y = m = +n con m = _ﬁ’ n= g La pendiente de una

b

recta con esta ecuacion es

Ay  (y+Ay)—y  (m(zr+ Az)+n)— (mz +n)

Ar (v +Az)a (x +Ax) —x
Si ahora queremos definir la pendiente de una
funcién f (de la gréfica de una funcién f) vemos
en la figura adjunta que no es posible definirla
como en el caso de una recta, pues la pendiente
en un punto (x,y = f(x)) depende del valor de
Ax, pues se observa que, para esta funcién de
la figura adjunta, Ay/Ax # dy/dz. La solucién,
para tener una pendiente bien definida, es tomar

el limite de ese cociente cuando Az — 0, es decir:

A
Pendiente (de f en ) = Alimo A—z

o fet An) — f()
Ax—0 Ax
en la ultima expresion la derivada de f en z,

f(@).

Por otro lado, la recta tangente a la funcién f
en el punto x se define como el limite de la rectas
que pasan por (z, f(z)) v (z + Az, f(x + Az))
cuando Ax — 0. Vamos a calcular la ecuacién de esta recta. Comenzamos considerando la

recta que pasa por (z, f(z)) v (z + Az, f(z + Ax)). Si (Z,7), son las coordenadas de un
punto genérico de la recta, su ecuacion es T y—f@) , de donde se obtiene

A Ax flz+ Azx) — f(x)
7 f@) = L2 LD I

Ar (T — ), que podemos poner en la forma estandar y = ma + n
x+ Ax) — f(z x4+ Ax) — f(z

flas D) @) o fat Aa) -~ f@)

Para obtener la ecuacién de la recta tan-

gente, tomamos limites cuando Az — 0, y
obtenemos

y=1[() 7+ (f2) - fl(z) o), (5:2)

ecuacién que muestra que f’(x) es la pendiente
de la recta tangente a f (a la grafica de f) en x. (%,f(x))

, v es facil reconocer

asi: y =

(x+ Ox, f(x+0x))

X+ A, F(x+

recta tangente

Obsérvese, ademas, que la recta tangente () — |
(5.2) a la grafica de la funcién f en el punto T
x es la grafica de la funcién afin

//
y:R— R -~

Z—y@) = f'(z) T+,

con b = (f(z) — f'(z) x, que es la funcién afin -
de entre las que toman el mismo valor que f en
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el punto = (y(x) = f(x))- que mds se aproxima a la funcién f para valores de T préximos a
x, y que tiene por aplicacién lineal asociada f’(x). Con otras palabras: la derivada de una
funcién en un punto es la aplicacion lineal asociada a la aplicacién afin que mejor aproxima
la funcién f en las proximidades de x, es decir a la aproximacién afin de f en x, que, por
abuso de lenguaje, se llama aproximacién lineal de f en x.

Veamos dos ejemplos de rectas tangentes:

e Recta tangente a la grafica de la funcién y = 4+ senx en x = w/4. Como la pendiente
de esa recta es y/(m/4) = cos /4 = \/2/2, la ecuacién de la recta tangente serd de la forma
y = V2/2 x + n, y esta recta pasa por el punto (7/4,y(n/4)) = (7/4,4 + v/2/2), luego
n=y—-Vv2/2x=(4+v2/2) - (vV2/2)(n/4) = (16v2 + 4 — 7)/4/2, y la ecuacién de la

recta tangente que buscabamos es

V2 16\/§—|—4—7T
2 44/2

e Recta tangente a la grafica de la funcién y = 1 + 22 en x = 0. Calculando como antes,
tenemos m =y’ (0) =2x = —enxz=0—=0,ey(0) =1, dedonden =y—maz=1-0=1,
y la ecuacion de la recta tangente es

y =1

Si nos interesa la ecuacién de la recta normal a la grafica de la funcién f(x) en un
punto z, tenemos en cuenta que si m = tg 0 es la pendiente de la recta tangente, la pendiente
de la normal serd tg(f + 7/2) = —cotd = —1/m. El lector puede, como ejercicio, calcular
la recta normal a las gréficas de las funciones anteriores en los puntos en los que hemos
calculado su recta tangente.

5.2  Solucién aproximada de ecuaciones (métodos numéricos).

Vamos a ver dos métodos iterativos de encontrar soluciones aproximadas de ecuaciones

de la forma

f(a) =0 (5.3)
y de estimar el error cuando f admite hasta la segunda derivada continua. La primera
observacién que hay que hacer es que la ecuacién (5.3) puede no tener ninguna solucién, o
tener infinitas. Los métodos que vamos a ver dan buen resultado cuando buscamos soluciones
de (5.3) para z variando en un intervalo en el que f es mondtona (es decir, creciente o
decreciente) y que toma valores de signo opuesto en los extremos del intervalo. En este caso
se puede asegurar (el lector puede convencerse facilmente dibujando una funcién arbitraria
que cumpla estas condiciones) que existe una solucién dnica de (5.3), y los métodos que
vamos a ver permiten encontrarla con tanta precisién como se quiera.

Supongamos, por tanto, que f : [a,b] — R es una funcién que admite segunda derivada
en todo punto y tal que f(a) f(b) <O.

Método de regula falsi. Tomamos la funcién Lg(z) = mz + n cuya gréfica es el
segmento de recta que une (a, f(a)) con (b, f(b)), por lo tanto, cuyos coeficientes m y n
satisfacen el sistema de ecuaciones

f(b) = mb+ n}
¥ )

(a) = ma+n
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que, resolviéndolas, dan lugar a la siguiente expresion de Lo(x):

f(b)—f(a)x+bf(a)—af(b)
b—a b—a ’

Lo(x) =
y la solucién de Lo(x) = 0, que es

_af(h) ~bf(@
TR0 - f@)

es una primera aproximacién a la solucién ¢ de la ecuacién (5.3). El error que se comete
al tomar zp como solucién, es decir, el valor del médulo de la diferencia |zg — (|, se puede
acotar por arriba usando el teorema del valor medio, y la cota que se obtiene es

M
2o — ¢l = 5 —lao — allzo — b,

siendo M = sup{|f"(z)|; = €la,b[} y m = inf{|f'(z)|; = €]a,b[}.

Una vez obtenida esta primera aproximacion, se consideran los intervalos los valores
fla), f(xo)y f(b). Si f(a)y f(zo) tienen signo opuesto, se repite el proceso anterior en el
intervalo [a, zg] para obtener una nueva aproximacién xzj. Si f(a) y f(xo) tienen el mismo
signo, entonces f(xg)y f(b) tienen signo opuesto, y se repite el proceso anterior en el intervalo
[0, b] para obtener una nueva aproximacién x; (este es el caso en el ejemplo grifico que se
muestra en la figura adjunta). Asi se sigue hasta que se obtenga una cota superior del error
del orden que interese.

Método de Newton. Supongamos ahora f definida sobre [a — (b — a),b]. Tomamos la
funcién Lo(z) = f'(a)z + f(a) — f'(a)a cuya gréfica es la recta tangente a la grafica de f en
a, y la solucién de Lo(z) = 0, que es

_af'(a) = fla) _  f(a)
To=——77~ =0~
f'(a) f'(a)
es una primera aproximacién a la solucién ¢ de la ecuacién (5.3). En este caso es mds

dificil obtener el cdlculo del error, pero se puede demostrar que, si m = inf{|f'(z)|; = €
la—(b—a),b[} >0y se verifica que que

b—a
2

fla) <

m, (@) - F W) g%m para todo 2,y € [a— (b—a), b,

entonces el error que se comete al tomar xg como solucidon se puede acotar superiormente
por
|zo — (| < b—a.

Una vez obtenida esta primera aproximacién, se repite el proceso tomando la recta tangente
a la gréfica de f en el punto (zg, f(zo)). Al cabo de n iteraciones se obtiene el valor

o= _ f(zn-1)
n n—1 f/(xnfl),
y la cota superior del error es
b—a
|zn — (] <
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Como consecuencia de que es necesario que se cumplan unas hipdtesis sobre la derivada de f
para que la cota superior del error cometido tienda a 0 cuando el nimero de iteraciones tiende
a infinito, ocurre en la practica que si la primera eleccién de a no estd suficientemente préxima
a la raiz (o cero) verdadero ¢ de f, el método puede fallar y la sucesién x—,x1,x2, ..., Tp, ...
puede no converger.

aXo a C

174 A T TA
Método de falsa posicion
o regula falsi Método de Newton

Como ejemplo, vamos a calcular una solucién aproximada de la ecuacién 2> = 5 usando
el método de Newton (que es lo mismo que encontrar un valor decimal aproximado para
V/5). Nuestra funcién es f(z) = 22 — 5. Su derivada es f'(x) = 22. Comenzamos tomando
a = 2. Entonces

x0:2—J;/((22>):2—:11:2’25 (5.4)
o/ f/(2/25) o/ (2125)2 -5 __ 9/
x1—225—m—225—T—2236... (5.5)

En el intervalo [1'5,2'5] se verifica que |f'(z)| = 2|z| > 2(1'5)2, f(2) = —1 < O;—52(1’5)2 y
If'(z) — f'(y)] = 2|z —y| <2< (1'5)2, luego el error cometido al tomar el punto xo es menor
que 0’5 y el error cometido al tomar el punto 1 es menor que 0,25. En realidad el error es
mucho menor, como se puede comprobar mirando la expresién de v/5 en una calculadora.

5.3 Derivadas de funciones de varias variables

Comenzaremos estudiando la derivada de una curva ¢ : I — R™ en un punto g
interior de I. Puesto que tenemos una definicién de derivada para funciones reales de una
variable, la primera idea serd ver si la misma definicién que dimos en ese caso puede servir
aqui. Afortunadamente la definicién analitica se generaliza sin dificultad. Si miramos aquella
definicién, no tenemos més que cambiar f por ¢ para escribir (lo que serd nuestra definicién):

de c(to + At) — c(to)

—(ty) = = i
g7 o) = (o) := lim, At ’
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que tiene perfecto sentido (aunque el limite puede no existir) por estar bien definida la
diferencia en R™, asi como el cociente de un vector por un escalar.

Cuando ((tp) existe, se dice
que c es dferivable eg to, y se dice A%Q(C(to + Aty) — c(t)) ¢ (to)
que es derivable o diferenciable en 4 1
I si lo es en cada punto inte- C(fo + A1) —c(to) &g (elto + Atz) — c(to))
rior de I. De esta definicion de /
deri,va.da y de la pro'p/iedad para (to + Ats) — c(to)
el limite de una funcién con val-
ores en R se deduce que, si ¢(t) =
(z1(t), ...,z (1)),

1) = (24 (£), oo ().
Geométricamente, ¢/(t) se inter-

preta como la velocidad o el vec-La curva de la figura es ¢(t) = (tcost,sent) y el vector tangente
ndibujaudo es ¢/(1/2) = (—1/2sen(1/2) + cos(1/2), cos(1/2))

tor tangente de la curva ¢(t). E

efecto, obsérvese en la figura como

C(to + Atz) — C(tO)
At;

los segmentos se aproximan al vector tangente ¢/(tp) a medida que At;

se va haciendo menor.

Vamos a tratar ahora de definir derivadas para funciones f : R® — R™ para n > 1.
Puesto que una derivada mide una variaciéon y sabemos medir variaciones de funciones
definidas sobre una recta (eso son las curvas), comenzaremos definiendo la derivada de f
cuando la consideramos restringida a una recta (o segmento de recta) contenida en su do-
minio. Esta serd la derivada direccional que pasamos a definir.

Dada f : U C R®* — R™, seap € Uy
v € R™, definimos la derivada direccional D, f
de f en p en la direccién de v como

fp + tv) D,f = df(detr tv) ).

Obsérvese que, puesto que t — f(p+tv) es una
curva en R™, la derivada anterior tiene sentido.
,Dyf) En el dibujo a continuacién se muestra la recta

M — o+t p + tv sobre el plano XY, la grifica de una
funcién f(x,y), la curva f(p + tv) y el vector
D, f con origen en p cuya pendiente da el valor

de D, f. Como ejemplo, calculemos la derivada

direccional de la funcién f : R? — R? definida

por f(z,y) = (zy,x —y). Parav = (1,1) y

p = (1,0), se tiene f(p +tv) = (t +t2,1) y

Dof(p) = (t+12,1)(0) = (1+2¢,0)(0) = (1,0).

Las derivadas direccionales en la direccién

de los vectores de la base canénica de R" se

llaman derivadas parciales. Con maés precisiéon: Si e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), ...
, en = (0,0,...,0.1) es la base candénica de R™, f : R™ — R™ es una funcién derivable, y

f(z,y)
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€ R", se llama derivada parcial de f con respecto a z; (la coordenada iésima) en p a

of
89@

(p) = De, f(p)-

El nombre de derivada parcial estd relacionado con el modo de calcularla a que conduce
la definicién anterior. En efecto, si continuamos escribiendo, después de la definicién, la
expresién para D, f(p), usando la notacién p = (p1,p2, ..., Pn), tenemos

af _ df(p177p’b+t77pn)
&Ti <p) - dt (0)’

y, aplicando la regla de la cadena (propiedad xiii de la pag.55) de la derivada de funciones de
una variable, se tiene que el cdlculo de la tdltima derivada es equivalente a calcular la derivada
de f respecto de la variable z; como si las demas fueran constantes. asi, por ejemplo: si
f : R? — R? estd definida por f(z,y) = (vy,z — y),

) 9 0 0
Town Loo=0n L-w-n Lao=-0-n

La derivada direccional (y, por lo tanto, la derivada parcial) mide la variacién de una
funcién en una direccién dada. Buscamos ahora una generalizacién del concepto de derivada
que mida la variacién de la funcién en todas las direcciones, esta serd la diferencial de una
funcién derivable f : R™ — R™, que se define como la aplicacién

df (p) = df, : R" — R™ tal que dfy(v) = Dy f(p) = (Do f)(p) = (Duf)p-

Usando la definicién de derivada direccional, es facil demostrar que la diferencial df (p) = df,
de f en un punto es lineal, es decir, que verifica:

dfp(v +w) = dfp(v) + dfp(w), y

dfy(Av) = Mdfp(v) para todo A € R.

Como tal aplicacién lineal, elegidas una base del espacio de partida y otra del de llegada,
viene representada por una matriz. Vamos a ver cual es esa matriz cuando tomamos en
R™ (el espacio de partida) y en R™ (el espacio de llegada), las respectivas bases candnicas
{e1, . en} v {e1,...,em}. Segiin lo visto cuando estudiamos aplicaciones lineales!, la matriz

'En el curso 2006-2007 la matriz de una aplicacién lineal la calculdbamos de otra manera, segin esta
manera de calcular la demostracién que sigue a continuacién quedaria asi:

dfp(vier + vaea + ... + vnen) = vidfp(e1) + vadfp(e2) + ... + vadfp(en)
= (vidfp(er)r, vadfp(er)z, ..., vadfp(er)m) + (vadfp(e2)1, vadfp(e2)2; .., vadfp(e2)m)
+ .+ (vndfp(en)1, vndfp(en)2, .., vndfp(en)m)
= (vidfp(e1)1 + vadfp(e2)1 + ... + vndfp(en)t,
vidfp(e1)2 + vadfp(e2)2 + ... + vndfp(en)2,

vldfp(el)m + U2dfp(€2)7n + ...+ 'Undfp(en)m)

y, segin lo visto cuando estudidbamos aplicaciones lineales, la matriz de esta aplicacién es (5.6)
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de la aplicacién lineal df,, se obtiene escribiendo como columnas las componentes de las
imagenes de la base de R"”, es decir, si

f(mb axn) = (yl(-rla "'7mn)7y2($1> "'7mn)7 "'7ym(x1a "'73311))7

_9of

y teniendo en cuenta que dfy(e;) = De, f(p) = %(p),
j

dfpler)r dfple2)r ... dfplen)

Matriz de df, — dfp(:€1)2 dfp(:€2)2 dfp(:en)z (5.6)
dfp(el)m dfp(CZ)m dfp(en)m
Oy Iy oY1
8761(10) 6762(10) 87%( )
on o o

| o o Bw, V| (5.7)

Oy 8yn; ‘ 8yr;
Tm(p) (97952( ) O (p)

en particular, cuando f : R — R,

dfp=(gl(p) ggg;(p) g}(@)-

Puesto que tenemos un modo de calcular explicitamente la matriz de df,, serd muchas
veces mas cémodo, para calcular D, f, calcular primero la matriz de df y, a continuacion,
aplicar esa matriz a v, obteniendo asi D, f = df (v). Veamos algunos ejemplos:

- Calcular df(, ) v (D(1,1)f)(2,) Para la funcién f : R? — R? definida por f(z,y) =
(22, sen(wy)). Calculamos primero:

%(3: y) %(x Y)
Yem= |58 S :< o) = oo >>’
D) Gy |\ costm) sty

y, usando esta expresion matricial de df(, ),

(Dan ey = <y c(fsx(:cy) x cog(xy)> G) B <(9C+y)2ios(x?/)> '

Si ahora queremos saber lo que valen la diferencial y la derivada direccional anteriores en el
punto (1, ), no hay mas que sustituir z = 1 e y = 7, resultando

2 0 2
df(1,m) = (—7r _1> ;o (Danfam = (—w _ 1) .
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- Caleular df (1 0.1y y (D(o,1,1)f)(1,0,1) Parala funcién f : R* — R? definida por f(x,y,z) =
(w2, ). Calculamos primero df, , .y y sustituimos (z,y, 2) por (1,0,1):

8f1 8f1 afl
2
Y

Way) = | 0f, o 0f> ye xe 0

%(:c,y,z) 87(33,1%2) E(xvyvz) :< 2 0 1;)
%(.’E,Z/,Z) B (w,y,z) E(J;>y7z)

y, sustituyendo en (1,0, 1),
1 0 1

y la derivada direccional sera

0
1 0 1 1
(Do, f),00) = <0 1 0) 1 - (1) '

Para funciones f : R — R, (que denotaremos f(z)), df, en un punto (que ahora es
numero real) p € R es una aplicacién lineal de R en R, luego viene dada por una matriz
1 x 1, es decir, por un nimero real. Si calculamos ese nimero real por el procedimiento que

= %(p) = f'(p), por lo tanto dfy(u) = f'(p)u, es decir, la

diferencial de una funcién f(z) real de una sola variable real en un punto p es la aplicacién
lineal de R en R que actia sobre un nimero multiplicindolo por f/(p).

acabamos de ver, serd ——(p)

Para el caso m = 1 (y n arbitrario) hay un vector relacionado con la diferencial que
es muy importante, tanto por su utilidad para calcular derivadas direccionales, como por
su interpretaciéon como direccion en la que se da la maxima variacién de la funcién. Es el
gradiente de una funcién f : R® — R, que se define como el vector grad f, también
denotado como V f, cuyas componentes son las mismas de la matriz de df, es decir.

gradszf:z(afaf af),

Ox1’ Oz’ 7 Oz,
y su valor en cada punto p € R" se escribe asi:

9f
8901

) gL ), (%@) |

Su utilidad para calcular la derivada direccional procede del siguiente calculo, que lo
haremos sin especificar el punto p en que estamos calculando, es decir, escribiremos grad f,

df y Dyf en lugar de grad f(p), dfy y (Dof)y:

grad f, = grad f(p) := (

V1
of of of (%) of of of
D,f = === = ... =— =] —— — ..  ——
f = dfv) <3m1 Oxo arn) : ”1ax1 +U28x2 Tty Oz,
U,

of 0 0
= (U1, 02, .y Up). (856]017 83‘3];, e 3;;) =wv.grad f.
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Ademsds, ésta misma férmula nos va a permitir obtener la interpretacién del gradiente
como direccién de méaxima variacién. Aclaremos primero qué quiere decir eso de variacion.
Recordando la definicién de derivada direccional D, f(p) = W (0) = lima¢—o W,
vemos que ésta da una medida de lo que varia f en la direcciéon v, y, para comparar la
variacion segun distintas direcciones marcadas por distintos vectores, necesitamos que esos
vectores tengan el mismo mddulo, por eso,

la variacion de f en la direccion de v viene dada por ‘Dﬁf‘ .
v
Aclarado este concepto, vamos a ver que

Proposicion 5.1 Si f es una funcion derivable sobre un abierto de R™, grad f da, en cada
punto, la direccion de mdzima variacion de f, es decir

‘D grad s f| > |Dyf] para todo v tal que |v] = 1.

| grad f|

En efecto Por la férmula anterior,

|Dyf| = |v.grad f| < [v||grad f| = | grad f| =

grad f. D gaay f

[ grad f]

9

grad f | ‘
| grad f|

como queriamos demostrar.

Veamos un ejemplo: ;Cudl es la direccién de maxima variacién de la funcién f : R> — R
definida por f(z,y) = zy en el punto (3,4). ;Cuél es esta variaciéon?. La direccién de méxima
variacion sera la de

vy la maxima variaciéon en ese punto serd
d
D graay f| = g]radf.M = |grad f| = Vy2 + 22 = V32 +42 =35,
| grad f| ‘ gl“ad f|

Vamos a estudiar ahora como es la diferencial de una composicion de funciones en
términos de las diferenciales de cada funcién. Es la llamada

Teorema 5.2 (Regla de la cadena) Se consideran las funciones f y g como en el diagrama

stguiente
v — y=f(x) — 2=g(y) =9(f(z))

Para cada p € R™ se verifica que

d(go f)p = dgyp) © dfp,

o0, lo que es equivalente,

9z Zm:aziayj 1<i<n, 1<(<k
= ) ara S1Tsn, SES K.
oxy o Oy;j Oxy p
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Es instructivo ver la equivalencia entre las dos expresiones de la regla de la cadena.

Partiremos de la primera y llegaremos a la segunda por una serie de pasos reversibles.

Si escribimos la primera expresion usando las matrices de esas aplicaciones, tenemos, sin
explicitar el punto en el que calculamos,

0z1 0% 0z 0z1 O Oz dy1 Oy oy
0zx,  Oxs 0zn oy1 Oys OYm, Oz, Ozs Oy
O0x1  Oxg Oy Oy Oy OYm Or1  Oxg Oy (5.8)
Om 0m om | |0x 9n O0n || %um Oy O
ox1 Oxo oxy, 0y1 Oyo Y, O0x1 Oxg oxy,
m 020y G 021 0y m 021 0y
Ej =1 Oy;j Ox1 Zj =1 0y; Ox2 Ej:l 0y;j Oxy,
s 9220Uj gm0z 0y; s 922 0y;
7=l Oy;j Ox1 7=l Oy;j Ox2 7=l Ay; Oxn | |
m 00y 0Dy w0 Oy
Zj:l 0yj 0x1 Zj:l Oy; Oxa Zj:l Oy;j Oxy,
(5.9)

que es equivalente a la segunda expresién escrita més arriba para la regla de la cadena.
Veamos un ejemplo. Sean las funciones f : R? — R? y g : R? — R? definidas por
(u(@,y, 2),v(2,y, 2)) = f(z,y,2) = (%Y, 5°2) ¥ (s(u,v), t(u,v)) = g(u, v) = (sen(uv), cos(uv)).
S
Vamos a calcular 2 aplicando la regla de la cadena y sin aplicarla, y comprobaremos que
x
sale lo mismo;
Aplicando la regla de la cadena:

0s 0sdu 0sdv

— = —— 4+ —— =wvcos(uv)2zx weos(uv) 0 = 2zy32 cos(z?y32).

Ox 8u8x+8v3x (uv)2wy + (uv) Y (7yz)
Y, sin aplicar la regla de la cadena, calculando s(x,y, 2) = sen(u(z, y, 2)v(z,y, 2)) = sen(z?y32)
y derivando en esta expresion,

s 3 2,3
— = 2x cos .
o8 = a2 cos(aty)

Naturalmente, este es un ejemplo en el que es mejor calcular directamente que aplicar la
regla de la cadena. Pero hay muchos casos en que no es asi. La regla de la cadena resulta
especialmente interesante en combinacién con los teoremas de la funcién inversa y de la
funcién implicita.

5.4 Diferencial de la funcidén inversa

Recordemos que una aplicaciéon f : X — Y es biyectiva si cada punto del espacio de
llegada tiene una antiimagen unica, es decir, si f(X) ={y = f(z);z € X} =Yy f(z) = f(y)
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si y solo si # = . Cuando una aplicacién es biyectiva, existe su inversa f~!:Y — X, que
verifica f(f~'(y)) =y v f~'(f(2)) = =.

Nos interesamos ahora en el estudio de aplicaciones f : R® — R™ que son biyectivas y
derivables y tienen inversa que también es derivable. Queremos averiguar si existe alguna
relacion entre las aplicaciones que verifiquen estas condiciones y la biyectividad de df.

Sea f : R™ — R™ diferenciable con inversa diferenciable. Tenemos las aplicaciones

Idgn = flof:R" —R" y Idgm =fof!':R™ — R™,

y, si calculamos su diferencial, tenemos

dz1 - Oz Oz,
dr, dxo T Oy
83:; 8x§ Oxo 10 0
— — ... == 01 .. 0
dIan == aQj]. 8'/1:2 axn == . . . . == Ian7
O0x1 Oxy =~ Oxn
y, analogamente, dIdgm = Idgm, de donde resulta, aplicando la regla de la cadena, si

q = f(p), que
df; o dfy, = Idgn y dfy o df; "t = Idgn,

luego df, es biyectiva (pues admite una inversa), y su inversa es

(dfy)~" = df, . (5.10)

Es decir, si una funcion es diferenciable con inversa diferenciable, entonces su diferencial es
una aplicacion lineal que tiene inversa, y la inversa de su diferencial es la diferencial de su
1NVErsa.

Si una aplicacién lineal tiene inversa, su matriz asociada también, luego es una matriz
cuadrada regular, luego la imagen de la aplicacién lineal tiene la misma dimensién que el
espacio de partida. Por lo tanto, si f : R” — R™ es una funcién diferenciable con inversa
diferenciable, entonces n = m.

El teorema de la funcién inversa (cuyo enunciado preciso no estudiaremos en este curso)
dice que el reciproco del resultado anterior es cierto al menos para un conjunto de puntos
cercanos al punto en que la diferencial sea una aplicacién lineal biyectiva.

Estos resultados que acabamos de comentar (especialmente la férmula (5.10)) permiten
calcular la diferencial o las derivadas parciales de la aplicacién inversa sin necesidad de
calcular explicitamente la expresién de la funcién inversa (cosa ésta que en muchos casos no
seremos capaces de hacer). Veamos algunos ejemplos:

a) Sea f : R2 — R? la aplicacién definida por f(z,y) = (sen(zy), cos(zy)). Si calculamos

su diferencial
i = y cos(zy)  x cos(xy)
(zy) — —y Sen(;py) —x sen(xy) ’

vemos que su determinante detdf(, ,) = 0 para todo (z,y) € R?, luego df 2,4y DO es biyectiva
en ningun punto, luego f no tiene inversa en ningiin conjunto del plano y no podemos calcular,



C5 Derivadas 73

ni la diferencial de su inversa ni sus derivadas parciales, pero no porque no sepamos, Sino
porque no existe.

b) Sea f : R? — R? la aplicacién definida por f(x,y) = (u(z,y),v(z,y)), con u(z,y) =
22+ y% y v(z,y) = 22 — y2. Como antes, calculamos

2z 2y 2z 2y
df(x’y):<2x _9 y>’ydetdf(x’y):‘2;p _9 y‘:—8£€ Y,

que se anula si y solo si x = 0 6 y = 0. Luego, para todo punto (z,y) del plano en el que
ambas coordenadas son distintas de cero existe un conjunto conteniendo a ese punto sobre
el que f tiene inversa diferenciable. La diferencial de esa inversa es

L Ox 1 0z 1 Oy oy 1

1

= 1
d—l — 4 x 4z de donde == = — . =2 — zd _ - I _
f(u(w,y),v(z,y)) ( ﬁ —411/)’ ¢ Gonee 5y x’ Ov 4ax Ou 4y Ov 4y’

c¢) Consideremos la aplicacién f : R?2 — R? definida por f(r,6) = (r cos®,r senf), (que
define las coordenadas polares (r,6) de un punto (z,y) de R2, que estudiaremos con més
detalle en un capitulo posterior sobre integracién). ;Cuél es la expresién de las derivadas
parciales de r y 6 respecto de x e y en los puntos en que existe la funcién inversa?. Como
antes, calculamos la matriz de df y de su inversa:

-1
_ cosf —rsend cos 6 sen 6
ot = ( ) = (e fann)

senf) rcos6 —%sen@ ;cosﬁ

de donde
or or @ 1 @ 1

5.5 Curvas y superficies de nivel. Funciones definidas en
forma implicita.

Un caso especialmente importante de antiimagen de un punto por una funcién es el de
las curvas, superficies o hipersuperficies de nivel.

Consideremos primero una aplicacién f : R?> — R. Sea ¢ € R. Una curva de nivel de
f es el conjunto C = f~1(c), donde ¢ € R. Dicho de otra manera: es el conjunto de puntos
/z,1y) € R? solucién de una ecuacién de la forma f(x,y) = ¢, donde ¢ es una constante.

Asi, por ejemplo, si f(x,y) = 22 + v, las curvas de nivel de f son, para cada c € R, el
conjunto de puntos de R? que verifican 22 4 32 = ¢, es decir, una circunferencia de radio /c
si ¢ > 0, el punto (0,0) si ¢ = 0, y el conjunto vacio si ¢ < 0 (en la figura de la izquierda
estan dibujadas las curvas de nivel para ¢ = 1,4,9, 16, 25).
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Si f(z,y) = 22 +4y?, las curvas de nivel de f son, para cada ¢ € R, el conjunto de puntos
de R? que verifican 22 + 4y? = ¢, es decir, una elipse si ¢ > 0, el punto (0,0) si ¢ = 0, y
el conjunto vacio si ¢ < 0 (en la figura de arriba a la derecha estdn dibujadas las curvas de
nivel para ¢ = 1,4,9, 16, 25).

El nombre de curva de nivel proviene de la Cartografia. Si consideramos el terreno
representado por el mapa como un subconjunto A de R? y consideramos la altura h como
una funcién h : A — R que a cada punto de ese terreno le hace corresponder su altura,
entonces las curvas de nivel de h son las llamadas curvas de nivel en Cartografia: curvas que
unen los puntos del mapa que estan a la misma altura.

e B en—— e ——
{ <\ /[ — N
(17 _;\N\ | I{/Z: |
I 3 f vl
L L ) ) |
| LR N |1 A0
LA AN /]
=/ =
o e —
P W e
s\ 17 '
=1 I|I I?:'r;’-;:\\l |'I|| ||II(|. |,/rf":;‘\\,|\|\|l
| ) | Fll
RN _/.'I 1% A ,.'|||
=) \\\-:E: /i"'lll.'l |'|". \:_:::i:’ /|
"N— S N ———

Las curvas de nivel no tienen por qué ser cerradas, como muestran los siguientes simples
ejemplos: Si f(x,y) = x + y, las curvas de nivel de f son, para cada ¢ € R, el conjunto de

puntos de R? que verifican = + y = ¢, es decir, las rectas y = ¢ — x (ver figura de abajo a la
izquierda).

Si f(z,y) = x — y, las curvas de nivel de f son, para cada ¢ € R, el conjunto de puntos
de R? que verifican = —y = ¢, es decir, las rectas y = x — ¢ (ver figura de abajo a la derecha).
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Dada una funcién f : R3 — R, se llama superficie de nivel de f a cada uno de los
conjuntos S de puntos solucién de una ecuacién de la forma f(x,y,z) = ¢, donde ¢ es una
constante, es decir, a cada uno de los conjuntos f~!(c) = {(z,y,2) € R3; f(z,y,2) = ¢},
ceR.

En general, dada f : R — R, se llama hipersuperficie de nivel de nivel de f a cada uno
de los conjuntos f~1(c), para ¢ € R, o, lo que es lo mismo, a cada uno de los conjuntos de
soluciones de las ecuaciones f(x1,za,...,x,) = c.

Las curvas de nivel estan relacionadas (la misma practica de los ejercicios hard ver como)
con un modo especial de definir las funciones: las funciones definidas de modo implicito.
Se entienden por tales las funciones que se obtienen como solucién de una ecuacién. Natu-
ralmente, el que esa funcién esté definida depende de que exista solucién de la mencionada
ecuacion y, en este caso, se dice que la funcién estd implicitamente definida por la ecuacion.
Asi, en general, si f es una funcién de dos variables, una ecuacién de la forma f(x,y) = ¢,
donde ¢ es una constante, define, de modo implicito, una funcién y = g(x), que es la solucién,
si existe, de la ecuacién f(z,y) = c. Si esta ecuacién tiene varias soluciones, entonces define
varias funciones de modo implicito, y haran falta otras condiciones si queremos determinar
una sola entre todas esas funciones. Veamos como ejemplos las funciones definidas de modo
implicito por las curvas de nivel vistas hasta ahora:

La ecuacién

2?4+t =c (5.11)

define, de modo implicito, dos funciones y = g(x) si y solo si ¢ > 0. En efecto, si ¢ < 0, la
ecuacién (1.5.1) no tiene ninguna solucién, pues la suma de los cuadrados de dos niimeros
no puede ser negativa. Si ¢ = 0, la unica solucién de (1.5.1) es y = 0 = z, lo que no define
ninguna funcién. Si ¢ > 0, despejando de (1.5.1), tenemos y = +v/¢ — 22, lo que define dos
funciones

g+ [_ﬁ7\ﬁ] — R y g-: [_\/Ev\ﬁ] —>R)
por las férmulas

y=gi(@)=Ve—22 y y=g (x) = —Ve—a2

La funcién g, es la tnica de las dos definidas implicitamente que tiene valores estricta-
mente positivos, y la funcién g_ es la unica de las dos definidas implicitamente con valores
estrictamente negativos.
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La ecuacion
rT—y=c (5.12)

define, de modo implicito, una funcién y = g(x) cualquiera que sea el vqlor de ¢. En efecto,
despejando de (5.12), tenemos y = = — ¢, lo que define la funciones

g:R— R por y=g(z) =2 —c,

y esta es la funcién definida implicitamente por (5.12).

Ejercicios
1. Calcula las curvas de nivel de las siguientes funciones:

a) f(z,y) =x+y+1. b)glzy) =a*—1y°

asi como las funciones implicitas definidas por cada una de esas curvas de nivel

2. Calcula las superficies de nivel de las siguientes funciones:

asi como las funciones implicitas definidas por cada una de esas curvas de nivel

5.6 Diferencial de una funcién definida de modo implicito

Vamos a ver ahora como estudiar las funciones definidas de modo implicito. Veamos
un ejemplo de lo que se entiende por una funcién implicita o definida de modo implicito.

Consideremos la funcién f : R? — R definida por f(z,y,2) = 22 + 3% + 2%, y sea 72 una
constante. La ecuacién 22 + 32 + 22 = r? define de modo implicito una funcién z = z(x,y)
que verifica esta ecuacién, es decir, tal que x? + 32 + z(x,y)? = r2. En este caso sencillo,
esta funcién z se puede obtener despejando de la anterior ecuacién, de modo que se obtiene
2(z,y) = /12 — 22 —y? y 2(x,y) = —/1r%2 — 22 — y? (en realidad, pues, la ecuacién anterior
define implicitamente dos funciones de R? en R).

No siempre es facil o posible despejar (obtener explicitamente) una funcién z(zx,y) a
partir de una ecuacién f(x,y, z(x,y)) = ¢, asi es que es interesante conocer condiciones que
permitan asegurar que esta funcién z(z,y) existe. Este es el contenido del teorema de la
funcién implicita, que en este curso tampoco estudiaremos con detalle, sino que trabajaremos
casi siempre con funciones que cumplen las condiciones de ese teorema, como consecuencia
de las cuales se tiene que:
si tenemos un sistema de m ecuaciones (definidas por funciones cumpliendo las condiciones
del teorema) con n incégnitas y n > m, entonces podemos despejar m incégnitas en funcién
de las otras p = n — m. O, dicho de otra manera,

Si f: R®™ — R™ una funcién diferenciable y n = p + m, casi siempre estaremos en el
caso en que la ecuacién f(z,y) = C (con z € RP, y € R™ define una funcién (no tdnica)
g:U — R™ tal que f(z,g(x)) = C para todo =z € U.



C5 Derivadas 77

La funcién g que verifica las condiciones anteriores se suele elegir, entre todas las posible,
como aquella cuya gréfica contiene a cierto punto (a,b) solucién de la ecuacién f(z,y) = ¢
(es decir, verificando f(a,b) = C), es decir, como aquella g que verifica g(a) = b. Asi, en el
ejemplo anterior en que f(z,y,2) = 2% + y? + 22 (por tanto f : R? — R) y la ecuacién era
22 +y? + 22 = r2, vimos que habia dos posibles funciones z(x,y) definidas por esta ecuacion,
z(z,y) = Q—xz—y y 2(z,y) = —/r? — 22 — y2. Para a = (0,0), b = r sale la z(x,y)
positiva y, para a = (0,0), b = —r, sale la z(z,y) negativa.

Vamos a ver otro ejemplo: f : R* — R? definida por f(z,v,2,w) = (z + 2,y + w).
Sia=(0,1), b = (1,0), f(a,b) = (1,1). Entonces f(z,y,z,w) = (1,1) define (z,w) como
funcién de z,y). Podemos obtener esta funcién simplemente despejando (z,w) en el sistema
de ecuaciones definido por (z + z(z,y),y + w(z,y)) = (1,1),loquedaz=1—-z,w=1—y

En los ejemplos anteriores ha sido facil obtener expresiones explicitas de funciones definidas
de modo implicito. En general no es asi, podemos saber que un sistema de ecuaciones define
una funcién de modo implicito, pero no conocer la expresion explicita de esa funciéon. La
regla de la cadena permite calcular la diferencial (equivalentemente, las derivadas parciales)
de una funcién definida de manera implicita sin necesidad de conocer su expresion explicita.
El procedimiento es el siguiente:

Dada la funcién y = y(x) definida de manera implicita por f(z,y) = ¢, para calcular
0y;
ox;’

Puesto que f(x,y) = ¢, al derivar el miembro derecho de la igualdad sale 0 por ser ¢
constante, luego lo mismo ha de ocurrir en el izquierdo, y, derivando con la aplicacién de la
regla de la cadena, si se define h(z) = f(z,y(x)), tenemos:

hacemos:

Ohy,  Ofy Ofx Oy,
= =0, k=1,...,m, 5.13
o0x; 0x; Z Oyj ox; m ( )
que es un sistema de ecuaciones lineales del que puedo obtener los valores de 8y
Xq

Asi, en el ultimo ejemplo visto, el sistema de ecuaciones (5.13) para calcular la parcial
respecto de x es

Ofi [ 0510z Ohow _, 14122090 92 _
B g e TR
8:1: 828&6 ow dr + (97—’_ or or
Veamos otro ejemplo: Dada la ecuacién 22 + yx + rsenz = 1, sea z = z(w, y) la funcién
definida por esta ecuacién que, ademads, verifica que z(1,0) = 0. Obtener las derivadas

parciales de z respecto de x y de y.
Comprobamos primero que f(1,0,2(1,0)) = f(1,0,0) =1+ 0+ 0 = 1. Para calcular las
derivadas de z(z,y), hacemos como antes
of  0f oz

0
By —1-5% =0, de donde 2:E+y+senz—|—3:cosz6—; =0y

€T

9z 2zx+tydsenz 2m+y+@

or T COS 2 N 2 ’
sl — (MTW)
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gi + g{:g; =0, de donde x—|—mcoszgz =0y
0z I 1
oy coSs 2 L (1_9[:;_%).

EJERCICIO: Dada la ecuacién 3+ y2x + 222 = 3, sea z = z(z,y) la funcién que verifica
la ecuacién anterior y z(1,1) = 1. Obtener las derivadas parciales de z respecto de = y de y.

5.7 Normal y tangente a curvas y superficies de nivel y a
curvas de R? definidas de forma implicita

Una superficie de R? definida en forma implicita es el conjunto S de puntos solucién
de una ecuacion de la forma f(x,y,z) = c¢. En muchos casos esta ecuacién define, de modo
implicito, una de las coordenadas (z, y o z) en funcién de las otras dos. Como la grafica de
una funcién de R? en R la vemos como una superficie, la definicién anterior de superficie es
razonable.

Proposicion 5.3 El gradiente como vector normal El grad f es, en cada punto, un
vector normal a la superficie S = {(z,y,2) € R3; f(z,y,2) = ¢} (lo que quiere decir que
grad f(x,y, z) es ortogonal a todas las curvas contenidas en S que pasan por (x,y, z)).

En efecto Sea c : I =]a,b[C R — R3 una curva contenida en S (es decir, tal que c¢(I) C S),
entonces c(t) = (x(t),y(t), 2(t)) € S paratodot € I, luego f(z(t),y(t),2(t)) = ¢, y, derivando

aplicando la regla de la cadena,
ofdr _ofdy 0fd-
Ordt Oydt 0zdt
of 97 9f de dy dz =0, es decir
Ox’ 0y’ 9z) \dt dt’dt) ’

grad f.c(t) = 0,

=0, es decir,

como queriamos demostrar.

De modo andlogo se define una curva de R? en forma implicita como el conjunto C
de puntos soluciéon de dos ecuaciones de la forma

9(x,y,2) =df’

donde ¢ y d son constantes y f y g son funciones derivables. Como se tiene dos ecuaciones
y tres incognitas, en muchos casos esas ecuaciones definiran dos coordenadas en funcién de
la tercera, y C se puede dar como la grafica de una funcién de R en R?, cuya gréfica define
una curva en el sentido que ya conocemos (por ejemplo, si las ecuaciones definen z = z(x)
y ¥y = y(x), entonces C es el conjunto imagen de la curve y(z) = (x,y(z), 2(x)), luego es
natural la definicién que hemos dado como curva definida de modo implicito.
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Obsérvese que, con la definicién que hemos dado, la curva C aparece como la interseccion
de las superficies S1 = {(z,9,2) € R3; f(x,y,2) = c} vy S2 = {(x,y,2) € R® g(x,y,2) = d}.
Como grad f es ortogonal a S; y gradg es ortogonal s S, y C' estd contenida en ambas
superficies, se tiene que grad f y grad g son ortogonales a C, y, si son linealmente indepen-
dientes, generan, en cada punto de C, el espacio vectorial ortogonal a la recta tangente a C,
luego el vector X = A, u, v) (definido salvo el producto por un escalar) tangente a C' es aquél
que es simultaneamente ortogonal a grad f y a grad g, que se puede calcular de dos modos:

of | of of
_ A=+ pu=—+v=— =0
a) resolviendo las ecuaciones X.gradf = 0} , i.e. %”C gy gz
X.gradg =0 A£+Mﬁ+yﬁ —0
Ox oy 0z
of of of
b) o calculando el producto vectorial X =grad fAgradg= |9z dy 0z|-
99 09 99
or Oy 0z

Un caso mas sencillo es el de una curva de R? definida de forma implicita, que es
es el conjunto C' de puntos solucién de una ecuacién de la forma f(z,y) = ¢, donde ¢ es una
constante y f : R? — R es una funcién derivable. Es decir C = {(z,y) € R?; f(z,y) = ¢}
Por los mismos argumentos que en los casos anteriores, resulta que grad f = (a—, a—) es

L oy
normal (ortogonal) a la curva C' y que todo vector tangente a la curva es un miltiplo de
( of of

Oy’ Ox

Veamos algunos ejemplos:

), que es, como es inmediato comprobar, ortogonal a grad f.

- Obtener la ecuacién del plano tangente a la superficie 22 4+ 32 — 22 = 1 en el punto
(1,1,1).
Calculamos primero el vector normal

grad f = (2z,2y,—22) = | en el punto (1,1,1)] = 2(1,1,—1),

y la ecuacién del plano tangente sera la ecuacion del plano que pasa por (1, 1,1) y es ortogonal
a (1,1, —1), que es, calculando como lo haciamos en el tema de Geometria Analitica,
r+y—z=1.

2
- Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva

(1,1,1).
Calculamos primero los vectores normales

24,2
ity —z2c =1
22 o _ 2} en el punto

grad f = (2x,2y,—2z) = | en el punto (1,1,1)] = 2(1,1,-1), y

grad g = (2x,2y,0) = | en el punto (1,1,1)| = 2(1, 1,0),
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y la ecuacién de la recta tangente serd la ecuacién de la recta que pasa por (1,1,1) y es
ortogonal a 1,1,—1) y (1,1,0), que, calculando como lo hacifamos en el tema de Geometria
Analitica, es la que viene dada por las ecuaciones en implicitas

z+y—z =1
r+y =2
Usando el producto vectorial

k
-1 =(1,-1,0),
0

grad f A gradg =

RN
(S

la ecuacion de la recta tangente en paramétricas es

(z,y,2) = (1,1,1) + A(1,-1,0).

Ejercicios

1. Calcular la derivada de la funcién y(x) que verifica la ecuacién sen(y®) +In(zy) + 2% = 3

2. Calcular la derivada de la funcién y(x) que verifica la ecuacién (sen y)®+In(z)y+z2—y =
0

3. Considera la pardbola y = x2. Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal
en el punto (2,4).
Calcula ahora, en general, la ecuacién de la recta normal en un punto cualquiera P de
la parabola.

Encuentra el punto interseccion () de la recta normal anterior con la misma parabola.

4. En los dibujos a continuacién, la segunda hilera son las gréaficas de las derivadas de las
funciones representadas en la primera hilera. Di que graficas se corresponden como la
de una funcién y la de su derivada y razona la respuesta.

Funcions

¥ ¥ ¥ Y Y
& N Y - g
(3) (4)

[&)]

57

[§)) (2)

Derivades

AV Y,
-

-
X X

(a) (b) () (d) )
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5. Resuelve, por el método de Newton, las ecuaciones

a) tanz = x, b) 2t — 323+ 822 -5 =0, c) zcosx = 1.

6. Calcula, aproximadamente, las raices de las siguientes ecuaciones

a) r —tanz = 0, b) sinx =3z + 1.

7. Resuelve, por el método de Newton, la ecuacién x — sinz = 2.
8. Determina una raiz de la ecuacién (5 — x)e” = 5 que esté entre 4.8 y 5.

9. Encuentra una raiz aproximada de la ecuacién 7 — 2 = 0.

10. Calcula las primeras y segundas derivadas parciales de las siguientes funciones:
a) f(x,y,2) =523y +cosx —xz%.  b) g(x,y,2) = zyz.
c) h(z,y, 2) = tg(2*y?2%).  d) j(z,y,2) = 2y® — yz°,

2. 1) U(z,y,2) = F(z,9)G(y, 2).

e) k(z,y,z) ==z

11. La superficie 22 + 32 + 22 = 49 se corta por el plano = 6. Encuentra el angulo
aguo entre la recta tangente a la curva interseccion y el plano XY en el punto (6,2, 3).
Representa la figura.

12. La superficie 22 + y? 4+ 22 = 11 se corta por el plano y = 2. Encuentra el 4ngulo agudo
entre la recta tangente a la curva interseccién y el plano XY en el punto (4,2,1).
Representa la figura.

13. Determina las ecuaciones de la recta tangente a la curva z = 322 + y?, 2 = 1 en el
punto (1,2,7). Representa la curva.

14. En los problemas siguientes, calcula la derivada direccional de la funcién f, en el punto
Py, y en la direccion u:

b) f(z,y) =coszy, Po=(2,7), u=(4-1),

o flry) =", P=(L1),  u=(125),

d) f(z,y) = varctan(¥), Py=(1,1), u=(2,-1),

e) f(z,y,2) =In(x? + y* + 22), Py = (3,4,12), u=(3,6,—2),
f) f(z,y,2) = coszy + €¥* + In(xz2), Py = (1,0, %), u=(1,2,2).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
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En los problemas siguientes, calcula la direccién de mayor crecimiento de f, en el punto
Py, y calcula también la razén del cambio en esa direccion:

a) f(z,y) = x? + cos zy, Py = (1, %)7
b) f(x7y7z):exy+227 POZ(O7273)7
) fwy,2) =(x+y -2+ Be-y-6)%  R=(L10).

En los problemas siguientes, calcula la direccion de mayor decrecimiento de f, en el
punto Py, y calcula también la razén del cambio en esa direccion:

a) f(z,y) =a*+ay+y?,  Po=(-11),
b) f(x,y,2) = (x+y)* + (y+2>+(z+2)?  P=(2-12),
c) flz,y,2) = zIn(z? + 3?), Py=(1,1,1).

Calcula el vector gradiente de las siguientes funciones
a) u=1z%— 22%y + 3.
b) u = arctg(%).

¢) u=Inz2+y?+ 22

Cudnto cambiard aproximadamente la funcién

flx,y,2) = In(v/22 + y2 + 22)

si el punto P(z,y, z) se desplaza desde P(3,4,12) una distancia de As = 0.1 unidades
en la direccién u = (3,6, —2)7

Cuanto cambiard aproximadamente la funcién

f(z,y,2) = e" cosyz

si el punto P(z,y,z) es desplaza desde el origen una distancia de As = 0.1 unidades
en la direcciéon u = (2,1, —2)7

En qué dos direcciones se anula la derivada de f(z,y) = xy-+y? en el punto Py = (2,5)?

En qué dos direcciones se anula la derivada de f(x,y) = % en el punto Py = (1,1)7

En los problemas siguientes, determina el plano tangente y la recta normal a la super-
ficie dada en el punto Fjy:

a) 22 +y? +22 =9, Py =(1,2,2),
b) 2 4 y% — 22 = 18, Py = (3,5,—4),
c) (z+y)? + 22 = 25, Py = (1,2,4).
d) z = 2% + 92, Py = (3,4,25),

y = sinz, Py =(0,0,0),
z=1—x—y, Py =(0,1,0).
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23.

24.

25.

La derivada de una funcién f(z,y,z) en un punto Py es mayor en la direccién u =
(1,1,—1) y el valor de la derivada es 3v/3. Calcula el vector gradiente de f en P.
Calcula la derivada de f en Py en la direccién (1,1,0).

Calcula la derivada de f(z,y,z) = xyz en la direccién del vector velocidad de la hélice
c(t) = (cos(3t),sin(3t), 3t)

en el instante ¢ = 3.

La curva c(t) = (—t,/t,Int) corta a la superficie

y + 227 + y?

z = In( 1 )

en t = 1. Calcula el angulo de la interseccién, es decir, el angulo entre su vector
velocidad y el plano tangente a la superficie en el punto de interseccién.



Capitulo 6

La derivada II: Optimizacion

6.1 Puntos criticos para funciones de una variable. Maximos
y minimos absolutos.

Sea I un intervalo como los que describimos en el capitulo I, de extremos a y b, a < b,
y sea f una funcién real definida sobre I. Diremos que un punto z € I es un maximo
de f, y que f(z) es un valor maximo si f(z) > f(y) para todo y € I. Diremos que un
punto z € I es un minimo de f, y que f(z) es un valor minimo si f(z) < f(y) para
todo y € I.

Un punto =z € I se dice que es un punto critico de una funcién f definida sobre I si
f'(z) =0, y al correspondiente ntimero f(z) se le llama valor critico de f.

Se verifica que si x € I es un mdzimo o un minimo para la funcion f definida y derivable
sobre I, entonces x es un punto critico de f.

Es facil entender el por qué de este resultado estudiando la relacién del signo de la
derivada con el crecimiento o decrecimiento de la funcién. De la interpretacion geométrica
se intuye que la pendiente de la curva en un punto es positiva si y sélo si la funcién es
creciente (r <y = f(z) < f(y)) en las proximidades de ese punto. También se de-
duce este hecho analiticamente a partir de la definiciéon de derivada: f es creciente en las
proximidades de z si para Az > 0 suficientemente pequeno f(z + Ax) > f(z), de donde
#(x) = limag_o f($+A§;Z_f($) f(w+AA02—f($)
suficientemente pequeno debe de ocurrir que %ﬂw > (0. Un argumento analogo se
puede escribir para funciones decrecientes, resultando asi que wuna funcion derivable f es
creciente (resp. decreciente) en x si y solo si f'(x) > 0 (resp. f'(z) < 0). Resulta, por
tanto, que los puntos en que la funcién es derivable y se alcanza un méaximo o un minimo
deben de ser puntos criticos, pues, si  no es un punto critico, entonces, o bien f’'(z) <0, y
la funcién es creciente en x, o bien f’(x) < 0, y la funcién es decreciente en x.

> 0, y reciprocamente, si lima, .o > 0, para Az

Se deduce de la proposiciéon anterior que relacionaba los maximos y minimos con los
puntos criticos que, para encontrar los maximos y minimos de una funcién (que no tienen
por qué ser unicos, aunque si lo son el valor méximo y el valor minimo), basta con estudiar
los valores de f en los puntos criticos y en los extremos del intervalo, pues son los tnicos

84
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candidatos a méximos o minimos. También ayuda en la determinacién de los maximos y
minimos el siguiente resultado:

Una funcion continua definida sobre un intervalo cerrado y acotado [a,b] tiene al menos
un mdximo y un minimo en ese intervalo.

Vamos a ver como se usa todo esto en algunos ejemplos:

e Encontrar los maximos y minimos de la funcién y(x) = 2 — 223 definida en el intervalo
formado por los puntos = que verifican 0 < z < 1.

Primero, observamos que estamos considerando la funcién definida sélo sobre el intervalo[0, 1],
que es cerrado, y que la funcién que nos dan es continua, luego existen el maximo y el minimo.
Los puntos a considerar son: 0, 1 y aquellos z tales que y'(x) = 0. Calculemos primero estos
puntos:

1
0=19'(z =1—622%, de donde z = —,
) V6
ya que la otra solucién & = —1/1/6 de la ecuacién anterior no se encuentra dentro del intervalo

[0,1]. Los valores maximo y minimo se han de dar, pues, en 0, 1 0 1/v/6. Calculemos y en
cada uno de esos puntos:

y(0) =0, y(1)= 1, y(%) -2

de donde se deduce que 1 es el minimo y % es el miximo, —1 es el valor minimo y ese

2
3v6
valor maximo.

e Encontrar los maximos y minimos de la funcién y(x) = 2 — 223 definida en el intervalo
formado por los puntos x que verifican 0 < x < 1.

En este caso, el intervalo |0, 1[ sobre el que estd definida la funcién no es cerrado, y no
podemos asegurar la existencia de maximo y minimo como antes, pero podemos emplear un
truco. Podemos darnos cuenta de que la funcién sigue estando bien definida y es continua en
el intervalo cerrado [0, 1], resolver el problema como en el caso anterior (ahora es el mismo
problema de antes) y luego eliminar las soluciones que no caigan dentro del intervalo en que
estd definida nuestra funcién. Asi, usando el ejercicio anterior, la respuesta a este es que f
no alcanza su valor minimo (no tiene minimos), y tiene un méximo en 1/v/6.

e Encontrar los maximos y minimos de la funcién y(z) = 1/x definida en el intervalo
formado por los puntos x que verifican 0 < z < 1.

En este caso, el intervalo |0, 1] sobre el que estd definida la funcién no es cerrado, y
no podemos asegurar la existencia de maximo y minimos, ni podemos tampoco emplear el
truco anterior, ya que la funcion no estd definida en x = 0. Vamos con los detalles. Primero
calculamos los = que verifican

que no existen, pues —x% < 0 para todo z. Ademés

1
y(l)=1< — paraz €]0, 1],

luego esta funcién tiene un minimo en x = 1 y no tiene ningiin maximo.
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En todo lo que hemos considerado hasta ahora estamos suponiendo (aunque no lo hayamos
dicho) que la funcién f de la que queremos estudiar los maximos y minimos es derivable,
pues es una condicién que esté en la proposiciéon que hemos usado que dice que los maximos
y minimos deben de ser puntos criticos. Por lo tanto, si la funcién no es derivable en algunos
puntos del intervalo en que estd definida la funcién, estos puntos son candidatos también a
ser maximos o minimos. Veamos un ejemplo:

e Encontrar los maximos y minimos de la funcién y(z) = 23 definida en R.

La funcién esta definida y es continua sobre todo R, pero como R no es un intervalo
cerrado, de momento no sabemos si y(x) tiene maximos o minimos. Los candidatos a tales
puntos son (puesto que en los extremos +oo del intervalo la funcién no estd definida) los
puntos criticos y los puntos en que no es derivable. Para encontrarlos, calculemos

2
y,($) = §$_ )

Wl

que no se anula nunca (luego y(z) no tiene puntos criticos) y que estd definida en todo R
excepto en = = 0 (en el que 3’ se hace 00), luego x = 0 es el tinico punto en el que y(z) no es
derivable y, por lo tanto, el inico candidato a ser maximo o minimo. Para descubrir qué es,
vamos a considerar la restriccién de y(z) = 2% al intervalo cerrado [—a, a], sobre el que sigue
siendo continua. Entonces sabemos que, en ese intervalo, esta funcién tiene un maximo y un
minimo, y los tnicos candidatos a serlo son a, —a y 0. Calculando en esos puntos, tenemos

luego, para cada a > 0, 0 es un minimo de y(x) sobre el intervalo [—a, a], luego, como para
todo x € R existe un a > 0 tal que = € [—a, a], se tiene que y(0) < z para todo x € R, luego
0 es un minimo (el tnico ademds) para la funcién 2% definida sobre R.

r st x>0
e Encontrar los maximos y minimos de la funcién y(z) = ¢ 0 si x =0 definida sobre
2?2 si r<0
R. Se resuelve como el ejemplo anterior.

Ejercicios

1) Encontrar los méximos y minimos de la funcién

2
e +x+1 .
y(r) = ———-— definida en todos los puntos en los
x4 —2x —2
que tiene sentido la expresion. a

2) Encontrar el paralelogramo de drea maxima
cuyo perimetro es 36.

3) Encontrar la regién formada por dos paralelo-
gramos pegados como los de la figura que encierran
un drea maxima y tales que su perimetro (contando el
lado interior) es 36.
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6.2 Maximos y minimos relativos. Concavidad y convexidad.
Dibujo de graficas.

Dada una funcién f definida sobre un intervalo I, un punto zg € I es un maximo
relativo de f si existe un € > 0 tal que para cualquier x que verifique |x — 2| < € (es decir,
x €]zg—e,x0+e[) se tiene que f(x) < f(xp). Se dice que z¢ es un minimo relativo de f si
existe un € > 0 tal que para cualquier x que verifique |z — x| < € (es decir, x €|xg—e, xo+¢])
se tiene que f(z) > f(xo.

Obsérvese que un maximo (absoluto) es un maximo relativo y que un minimo (absoluto)
es un minimo relativo.

Dado un intervalo I, un punto x € I se dice que es un punto interior de [ si no es
ninguno de los extremos del intervalo.

En un punto interior, el aspecto de un méximo y de un minimo relativo respecto de los
puntos préximos es el que se indica en las siguientes figuras:

minimo
maximo

Xo Xo

Para encontrar los méaximos y minimos relativos se usa con frecuencia el siguiente

Teorema 6.1 Sea f: I — R es una funcion que admite derivada continua en todo punto
de I.

(a) Si xog es un punto interior de I y es un mdzimo o un minimo relativo, entonces es
un punto critico de f, es decir, f'(xg) = 0.

(b) Si f admite seqgunda derivada f"(x¢) en zo, f'(x0) =0y f"(x0) > 0, entonces xq es
un minimo relativo de f.

(c) Si f admite sequnda derivada f"(xo) en zo, f'(xo) =0 y f"(zo) < 0, entonces xq es
un mdximo relativo de f.

Idea de la demostracion La damos en las dos figuras siguientes
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2%

Figl: A la izquierda de un méximo xq, la
funcién es creciente (o al menos no decreciente),
por lo que la pendiente de la recta tangente
f'(z) es positiva ( o al menos no negativa). A
la derecha de ese mismo méximo z, la funcién
es decreciente (o al menos no creciente), por lo
que la pendiente de la recta tangente f'(x) es
negativa (o al menos no positiva), luego, en x,
donde f’ pasa de positiva a negativa, ha de ser
f'(xo) = 0. Se observa, ademés, que la pendi-
ente de las rectas tangentes va decreciendo (o,
al menos no crece) constantemente.

Si suponemos f/(xzg) = 0: f” es la derivada
de f', si f"(x0) < 0, sigue verificdindose que
f"(z) < 0 para puntos x préximos a zg, lo
que indica que, cerca de xg, f’ es decreciente
y, como es 0 en xg, es positiva a la izquierda
de xg y negativa a la derecha de xg, luego f es
creciente a la izquierda de x( y decreciente a la
derecha de xg, luego xg es un maximo relativo

de f.

Fundamentos Matematicos E. M. A.

"

Fig. 2: A la izquierda de un minimo xg, la
funcién es decreciente (o al menos no creciente),
por lo que la pendiente de la recta tangente
f'(x) es negativa (o al menos no positiva). A
la derecha de ese mismo maximo xg, la funcién
es creciente (o al menos no decreciente), por lo
que la pendiente de la recta tangente f’(x) es
positiva (o al menos no negativa), luego, en xg,
donde f’ pasa de negativa a positiva, ha de ser
f'(xo) = 0. Se observa, ademds, que la pendi-
ente de las rectas tangentes va creciendo (o, al
menos no decrece) constantemente.

Si suponemos f'(z0) = 0: f” es la derivada
de f/, si f"’(x9) > 0, sigue verificindose que
f"(z) > 0 para puntos x préximos a zg, lo que
indica que, cerca de xg, f’ es creciente y, como
es 0 en xg, es negativa a la izquierda de zg y pos-
itiva a la derecha de z(, luego f es decreciente
a la izquierda de x( y creciente a la derecha de
xg, luego xp es un minimo relativo de f.

No son ciertos los reciprocos de ninguno de los apartados del teorema anterior. Asi,

i) Contraejemplo al apartado a) La funcién y = x

3 verifica »/(0) = 0 y, sin embargo,

0 no es un maximo ni un minimo relativo, puesto que, para cualquier a > 0, se tiene

y(—a) = —a® < 0 =y(0) < a® = y(a).

ii) Contraejemplo al apartado b) La funcién y = x* tiene un minimo (absoluto) en z = 0,
puesto que, para cualquier a € R, y(a) = a* < 0 = y(0), por lo tanto, también es un minimo

relativo, y, sin embargo, y”(0) = 0.

iii) Contraejemplo al apartado c) La funcién y = 4 — z* tiene un maximo (absoluto) en
x = 0, puesto que, para cualquier a € Bbb, y(a) = 4 — a* < 0 < 4 = y(0), por lo tanto,
también es un méximo relativo, y, sin embargo, y”(0) = 0.
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Ademds de para detectar maximos y minimos, la segunda derivada también sirve para
detectar si la funcién es de una forma especial: céncava o convexa. Describamos primero lo

que significan estos nombres:

Una funcién rectilinea (cuya gréfica es una recta) tiene pendiente constante y, por lo

tanto segunda derivada 0.

Llamaremos funcién convexa a una funcién que ver-
ifique que, cuando uno dos puntos de su grafica por
un segmento de recta, el segmento de curva de la
grafica correspondiente queda por debajo del seg-
mento de recta. Una funcion verifica esta propiedad
si y sélo si crece siempre mas deprisa que su recta
tangente (ver dibujo a la derecha), luego una fun-
cién es convexa si y solo si su derivada es cre-
ciente, es decir, si y solo si f”(z) > 0 para todo x.
Llamaremos funcién céncava a una funcién que ver-
ifique que, cuando uno dos puntos de su grafica por
un segmento de recta, el segmento de curva de la
grafica correspondiente queda por encima del seg-
mento de recta. Una funcidn verifica esta propiedad
si y sblo si decrece siempre mas deprisa que su
recta tangente (ver dibujo a la derecha), luego una
funcién es céncava si y solo si su derivada es de-
creciente, es decir, si y solo si f” < 0 para todo
x.

Con el estudio de los maximos y minimos relativos y la concavidad-convexidad se puede
hacer uno una idea aproximada de como es la grafica de una funcién, pudiendo entender
asi el por que de la forma que esta tiene cuando se dibuja usando una calculadora grafica o
un ordenador, pudiendo ayudarse también de esto para saber que intervalo he de poner en
el ordenador al dibujar la grafica si me quiero hacer una idea global de su forma. Veamos

algunos ejemplos.

e Grafica de la funcién y = 22 + 2 + 1.

Para averiguar los méaximos y minimos, calcu-
lamos la derivada e igualamos a cero: 3’ = 2x+1 =
0, la solucién es © = —1/2. Calculamos ahora la se-
gunda derivada y sale y” = 2 > 0, luego la funcién
es convexa y £ = —1/2 es un minimo, luego su as-
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pecto serd como el de la figura adjunta.

e Gréfica de la funcién y = 2% + 22 + 1.

Para averiguar los maximos y minimos, calcu-
lamos la derivada e igualamos a cero:

y':3m2+2x:0,
las soluciones son x = —2/3, x = 0. Calculamos
ahora la segunda derivada y sale

<0 en xz<-1/3

y'=6x+2={=0 en z=-1/3,
>0 en z>-1/3 =2 i3 1
luego z = 0 es un minimo, z = —2/3 es un
maximo,

la funcién es céncava en z < —1/3 y convexa en
x > —1/3, luego su aspecto serd como el de la
figura adjunta.

e Gréfica de la funcién y = (22 — 7o + 12)/(z — 2).
Primero observamos que esta funcién no estd definida en
x = 2 (punto en el que se anula el denominador). Para
averiguar los maximos y minimos, calculamos la derivada
e igualamos a cero: y' = (2% — 4z +2)/(x — 2)? = 0, las
soluciones son x = 2 + \/5, z = 2 —+/2. Calculamos ahora
la segunda derivada y sale

20

T (2+2p@ >0 en z>2’

" 4 {<0 en <2 -2 &6 8
luego = = 2 + v/2 es un minimo, z = 2 — v/2 es un méximo,
la funcién es concava en r < 2 y convexa en r > 2, luego su
aspecto serd como el de la figura adjunta. -20

Ejercicio:
Dibuja el aspecto de la gréfica de la funcién

N3

T 241

Y

6.3 Teoremas de Rolle y del valor medio. Regla de L’Hopital.

En algunos casos, la derivada es también 1til para el cdlculo de limites de cocientes de
funciones, especialmente cuando numerador y denominador tienden simultaneamente a 0.
Ello es gracias a la siguiente:

Teorema 6.2 (Regla de L’Hopital) Si f y g son funciones derivables, definidas sobre un
intervalo I, xo es un punto interior de I, y se cumplen a) limy_.o, f(x) = 0 = limg_,5, g(x),
b)g'(z) # 0 para x en un intervalo abierto que contiene a xg, y
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¢) existe imy ., f'(x)/g'(x) (que puede ser también +00 0 —o0),
entonces se verifica que

f@) . f@)

roso gla)  aro f(z)

La demostracion de esta regla puede hacerse usando el desarrollo de Taylor que veremos en
la seccién siguiente, pero es mas corriente demostrar esta regla usando el teorema del valor
medio, que, a su vez, se puede demostrar usando el teorema de Rolle. Enunciamos estos dos
teoremas a continuacién.

Teorema 6.3 (Teorema de Rolle) Si f es una funcidn continua en un intervalo cerrado
[a,b] y derivable en el correspondiente intervalo abierto |a,b| tal que f(a) = f(b), entonces
existe (al menos) un punto x €la,b| tal que f'(x) = 0.

Idea de la demostracidn Si f'(x) no se anulara nunca, f serfa creciente o decreciente en todo
el intervalo ]a, b[ y, por lo tanto, no podria tomar en b el mismo valor que en a. La siguiente
grafica muestra también lo intuitivo de este teorema:

recta tangente en x

/’
AN

Teorema 6.4 (Teorema del valor medio) Si f es una funcién continua en un intervalo
cerrado [a,b] y derivable en el correspondiente intervalo abierto la,b|, entonces existe un

punto x €|a,b[ tal que f(b) — f(a) = f'(z) (b—a).

Idea de la demostracion Basta aplicar el teorema de Rolle a la funcién

De nuevo es posible considerar natural este teorema observando la siguiente grafica
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Un ejemplo de aplicacién, y también de no aplicabilidad, de la regla de L’Hopital es el
siguiente: supongamos que queremos calcular

. Ssen r
lim T
x—0 pl’p_

Para p > 1 y par se cumplen todas las hipdtesis de la regla, y se tiene que

1 .
=3 S1 p = 2
= =00 si p>2ypar ,
no converge si p > 2 e impar

. senx ) CoS T
llm 1 — 111m 72
z—0 p P~ z—0 p(p — 1)xp_

pero si p = 1 no se cumple la condicién b), y

pues el limite de la izquierda da 0 y el de la derecha no estéd definido.

Si queremos calcular
. 1l—coszx
lim ———,
z—0 xP
distinguimos nuevamente:

para p = 1 se cumplen todas las hipotesis de la regla de L’Hopital, y se tiene

. l—coszx . senzx
lim ——— = lim =0,
z—0 T z—0 1
para p > 1 el cociente de derivadas es justamente el del ejercicio anterior, que no se puede
saber a priori si cumple la condicién c) o no, pero se averigua si la cumple o no volviendo a
aplicar L’Hopital, como hicimos antes.

Laregla de L’Hopital también es cierta cuando la condicién a) se cambia por lim, ., f(z) =
+oo = limg_,4, g(x). Asi, por ejemplo,

o x— 222 1 —dx 2
hm —_— =
z=00 32 + b

= lim = .
z—o0 6 + 5 3
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6.4 Desarrollo en serie de Taylor.

El desarrollo de Taylor permite aproximar una funcién derivable por un polinomio, con
una aproximacién mayor cuanto mayor se el grado del polinomio. La propiedad que permite
esta aproximacion es la siguiente:

Sea f una funcion derivable hasta el orden n+1 en un intervalo |a —e,a+¢[. Para todo
x en ese intervalo se verifica que

F@) = F@) + £ (@) — a) + 3 @) (& — @) + i /" (@) a)f +
1

i @ - )" (6.1)

@) a) 4 TEay

donde c € [a,x] sia <z yc€lx,a] six<a.
La férmula (6.1) se llama férmula de Taylor, el polinomio

1 1 1
Pu(f,a) = f(a) + f'(a)(w = a) + 5 f"(a)(x — a)” + 5/ (@)~ a)’ + ... + Ef(”)(a)
se llama polinomio de Taylor de orden n o desarrollo de Taylor hasta el orden n de
la funcién f en a o alrededor de a. El iltimo sumando

1
(n+1)!

Ry(x) = FOI () (@ —a) !

mide el error que se comete cuando se aproxima la funcién f(x) por P,(f,a)(x).
Obsérvese que, para todo nimero natural p < n, como c¢ estd entre a y x,

o S@ = Pafa)@) o Baw) () (o - )

T—a (x —a)P z—a (r — a)P  25a (n+1)! (z—a)P

=0,

por lo que se dice que R, es un término de orden superior a n. Un término de orden superior
an (en a), o infinitésimo de orden n en a, es una funcién O(n) que verifica

L O)(@)

= 0 para todo p < n,
z—a (r — a)p

por eso se escribe el desarrollo de Taylor a menudo en la forma

£(2) = F(@)+ £ (@) —a) + 3" (@) (@ =0+ 5 (@) =)+t ) (a) (= )"+ Om).

Veamos algunos ejemplos:
Desarrollo de Taylor de e” alrededor de x = 0:

1 1 1
ex:1+x+§x2+§x3+...+ax”+0(n),

y es de aqui de donde se deduce que

1
n=1
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Una vez que tenemos el desarrollo de Taylor de e*, nos podemos preguntar: ;hasta qué orden
del desarrollo de Taylor hemos de tomar para calcular e* con un error menor que 0’01 cuando
x € [0,0'1]?. Para responderla usaremos (6.1), que nos dice que el error que se comete al
tomar el desarrollo hasta el orden n viene dado por R,. La pregunta anterior se traduce,
por lo tanto, en: jcual es el valor minimo de n para que |R,(z)| < 0’01 cuando z € [0,0'1]?.
Para f(z) = €,

1

| R ()] = ——5effa" ™| <

0'l/n/1\n+1
0'1 <
(n+1)! e ()

(n+1)! (n+1)!

que es = 0’01 sin = 1, luego basta con tomar n = 1, es decir, en el intervalo [0,0'1], e¥ ~ 1+x
con un error menor de una centésima.
Desarrollo de Taylor de senz en z = 0:
15 1

1 1
o e R T | _1ym-1
sent = x 3!17 +5!x 7!:1: —I—Q!x + ...+ (-1

1

2m—1 _
(2m—1)!$ +0(2m —1).

. Hasta qué orden 2m —1 del desarrollo de Taylor de sen x hemos de tomar para calcular sen x
con un error menor que 0’01 cuando = € [—1,1]7. Argumentando como antes, buscamos un

m que verifique
1

|Rom—1(x)| = @

1
W\ sen ¢||z?™| <
que es menor que 0’01 cuando (2m)! > 100, lo que ocurre a partir de 2m > 5, es decir, para
2m — 1 > 4, es decir, para el desarrollo de Taylor de orden 2m — 1 = 5.

Ejercicios
: 14x—e” : sen 5x : sen(2x)
1. Calcula lim; .o (e =1)’ limg o *52%,  limg—o — o5
T __ —
2. Enuncia el resultado que se puede aplicar para calcular el limite lim,_ . 61n++1)1,

y calculalo.

3. Un plano M N separa un medio en el cual la velocidad de propagacién de la luz es vy de
otro medio en el cual la velocidad es v;. ;Cudl serd la ley de propagacion para que un
rayo de luz vaya del punto A al punto B en el intervalo de tiempo maés corto posible?

4. La intensidad de iluminacién de un punto es inversamente proporcional al cuadrado de
la distancia del punto al foco luminoso. Dos luces, la primera de ellas con 8 veces mas
intensidad que la otra, estdn separadas por 6 metros. ;A qué distancia de la luz de
mayor intensidad, y para un punto situado entre las dos luces, es la iluminacién total
minima?

5. Considera la pardbola y = 22. (a) Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y
normal en el punto (2,4). (b) Calcula ahora, en general, la ecuacién de la recta normal
en un punto cualquiera P de la pardbola. (c) Encuentra el punto interseccién @ de la



C6 La derivada II: Optimizacion 95

recta normal anterior con la misma pardbola. (d) Demuestra que la distancia de P a

V2 1

@ se minimiza cuando P = (£%%, 3).

6. Calcula la minima cantidad M de material para poder construir un cilindro circular
recto y vacio, abierto por la parte superior, para que pueda contener un volumen V' y
tal que el grosor de las paredes sea a.

7. Un dfa, al salir de casa, cuando ya te encuentras a 10 Km, te das cuenta de que te has
dejado un grifo abierto y decides dar media vuelta. El agua que sale del grifo cuesta 10
ptas. por hora. Ir en tu coche a una velocidad de s kilémetros por hora cuesta 6 +
ptas. por kilémetro.

La pregunta es: ja qué velocidad deberias de ir para minimizar la suma del coste del
agua y del viaje en tu coche?

8. Un fabricante de gafas de sol puede fabricar 50.000 unidades con un precio de venta
de 16 euros por unidad y con un coste fijo de 9000 euros mas 11 euros y medio por
unidad producida.

a) Explica por qué la entrada total de dinero, E, el coste total, C, i el beneficio, B,

han de satisfacer las ecuaciones

E = 16z, C =9000 + (11.5)z, B =F —C = (4.5)x — 9000.

b) El punto de ruptura entre pérdidas y beneficios es el nivel de produccién x para el
cual el beneficio es cero. Determinalo

c¢) Determina el nivel de produccién = para el cual el beneficio es de 4500 euros.

d) Si se producen mas de 50.000 unidades, la entrada total es

4 z?
E=16x — -——
9106’
mientras que el coste no cambia. Encuentra el nivel de produccién x que maximiza el
beneficio.
9. Dibuja esquemdticamente la gréfica de la funcién f(z) = 1157 Y enuncia todos los

resultados tedricos que utilices relacionados con las derivadas de la funcion.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

6.5

Fundamentos Matematicos E. M. A.

Dibuja la grafica de la funcién

8 4
y=x —x,

estudiando sus maximos y minimos relativos, crecimiento, decrecimiento, concavidad,
convexidad, ... .

Dibuja la grafica de la funcién
y:lnx—i—xQ—?)m,

estudiando sus maximos y minimos relativos, crecimiento, decrecimiento, concavidad,
convexidad, ... .

Escribe el desarrollo de Taylor alrededor de x = 0, hasta el término de orden 4, de la

funcién y = vz + 2.

Escribe el desarrollo de Taylor alrededor de x = 2, hasta el término de orden 4, de la
funcién y = e*2.

Escribe el desarrollo de Taylor alrededor de 2z = 2/3, hasta el término de orden 4, de
la funcién y = cos 3x — 2.

Escribe el desarrollo de Taylor alrededor de = = 7/2, hasta el término de orden 4, de

la funcién y = In(sen(x)).

Derivadas sucesivas. Maximos y minimos relativos para
funciones de varias variables.

Dada una funcién f : R — R, si es derivable podemos considerar sus derivadas parciales
en cada punto, definiéndose nuevas funciones

or R — R,
al’j

que, si son derivables de nuevo, permiten calcular también sus derivadas parciales, dando
lugar a lo que llamaremos segunda derivada parcial

*f 0 (of
8331‘(91’]‘_8%1‘ 81’j ’

y, en general, la derivada parcial k-ésima se define asi:

o 0 (0 of
axilaxiZ RN - 0i1 \ Oig o 837% )

Estas derivadas parciales sucesivas verifican la siguiente regla fundamental:
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Teorema 6.5 (Regla de las derivadas cruzadas) Si f : R” — R es derivable y sus
0 0
derivadas parciales —f, e —f también son derivables, entonces
0x1 O0xy,
0% f B 0% f
89@-6% N (91']81‘1

para todo i, =1,...n

Como consecuencia de esta regla, no hay que preocuparse del orden en que se calculan
las derivadas parciales, el resultado final es el mismo independientemente del orden. Asi, por
ejemplo, si f(x,y, z) = zsen(zy),

O f >’f

02010y~ Oydwdz cos(zy) — y sen(zy).

Vamos a estudiar ahora los méximos y minimos relativos de una funcién de varias vari-
ables f : R" — R.

La funcién f tiene un maximo (resp. minimo) relativo en un punto p € R” si existe
un r > 0 tal que el conjunto U de R™ de los puntos a distancia de p menor que r verifique
f(p) > f(z) (resp. f(p) < f(x)) para todo x € U. Se dice también que p es un punto
maximo o minimo relativo de f.

Para descubrir criterios que nos permitan decidir si f tiene un maximo o minimo local
en p, vamos a usar lo que sabemos de funciones de una variable. Para cada vector v € R"™,
consideremos una curva c(t) p + tv que pasa por p (i.e. ¢(0) = p) y es tangente a v en p (i.e.
(0) = v) (por ejemplo ¢(t) = p+tv), y consideremos la restriccién f(c(t)) de f a esa curva.
Si f tiene un maximo o minimo relativo en p, entonces f o ¢ tiene un méximo o minimo
relativo en 0, por lo tanto (f o ¢)’(0) = 0, y, usando la expresién matricial de df,, y la regla
de la cadena, si c(t) = (z1(t), ..., zn(t)), entonces

OF dan

R 7 0) = —

y, como esta igualdad se ha detener para todo v de R™, tenemos que

Teorema 6.6 Si f tiene un mdximo o un minimo en p, entonces df, = 0 (o, equivalente-

mente, grad f(p) = 0), es decir, gj(p) =0 para todo i € {1,...,n}.

Es decir, la primera condicién que ha de cumplir f para tener un maximo o minimo en p
es que df, = 0. Se dice que p es un punto critico de f si df, = 0. Suponiendo que p es un
punto critico de f, vamos a continuar el estudio con las segundas derivadas. Sabemos que
si (foce)(0) <0 (resp. (foc)’(0) > 0) entonces f o ¢ tiene un méximo (resp. un minimo)
en 0. Luego, si esto ocurre para toda curva c(t) que pasa por p', entonces p es un maximo
(resp. un minimo) relativo de f.

'basta con que ocurra para toda recta que pase por p
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Hagamos el célculo de (f o ¢)”(0):

~feomo dfy =01 = 3 5 (o) 050 - Y ;2L w0 %0 62
. i—1 7

donde hemos usado la regla de la cadena en la ultima igualdad.

Llamaremos Hessiano de f, y lo denotaremos por Hess f a la matriz

’f o f o f
871'% 0x10xy ~~~  0x10x,
>’f o’ f o’ f
Hess f = | 0z20x1 o2 T Oxy0z,
Of o’ f o’ f
0x,0x1 Oxpdxe 87:%

De la regla de las derivadas cruzadas se deduce que Hess f es una matriz simétrica. Definire-
mos su accién sobre dos vectores v = (v, ...,v,) ¥y w = (w1, ..., Wy ) POr

Of Of Of

Ox? 0x10xy ~~~  Ox10z,

o°f  0f 0% f .,
Hess f(v,w) = (v1 va ... v,) | 022011 ox3 7 Ox10z, 2

2f  f 02 f o

0x,0x1 0Oz,0x2 87%21

Se deduce de esta definicién y de la simetria de Hess f que Hess f(v, w) = Hess f(w,v) y que
es bilineal, i.e., Hess f(Av + pw,u) = AHess f(v,u) + pHess f(w,u) y Hess f(u, \v + pw) =
AHess f(u,v) + pHess f(u, w).

Con esta notacién, resulta de (6.2) que:
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e si Hess f(v,v) < 0 para todo v € R", v # 0, entonces

d2(foc " 9%f de; ,  dw
(dt2 )(0) 2 8$-8x-(p)7;(0) a0
=177
2 2 2
o°f of o’f dzq
02 Or1022 w10, | [~ (0)
d d d e o sl = (0)
— [ 41 a2 An Ox90x Ox2 T 0x10xy, dt <0
( () 2O . (0)) 2: 1 (I 1: | ,
it o |\ %)
0z,0x1 O0z,0x3 o2 dt

para toda curva ¢ que pasa por p, luego, para toda c que pasa por p, f o c tiene un
maximo relativo en 0 , luego f tiene un méaximo relativo en p,

e si Hess f(v,v) > 0 para todo v € R", v # 0, entonces f tiene un minimo relativo en p,
como se ve por un razonamiento analogo al anterior,

e si Hess f(v,v) > 0 para algin v € R", v # 0, y Hess f(w,w) < 0 para algin w € R",
w # 0, entonces f o ¢ tiene un minimo en 0 para algunas curvas ¢ y un maximo para
otras, por lo tanto f(p) no es ni un méximo ni un minimo relativo, y p se llama un
punto silla (recordemos que estamos bajo la hipdtesis general de que df, = 0, i.e., de
que p es un punto critico de f).

Veamos un ejemplo. Sea f : R? — R definida por f(z,y, z) = 22 +3%+22. Su diferencial
es df = (Z:L" 2y 22)), que es 0 solo en el punto (0,0,0), luego este es el tinico punto en el
que f puede tener un maximo o minimo relativo. Veamos si lo es calculando el Hessiano.
Calculando todas las segundas derivadas parciales, se obtiene

2 00 2 00 V1
Hessf=[0 2 0 y Hess f(v,v)=(v1 vy v3) [0 2 0 Vg
0 0 2 0 0 2 V3

=2(v? 403 +v3) =2v*>0siv#0,

luego f(p) es un minimo relativo.

No siempre es facil, como en el ejemplo anterior, calcular directamente el signo de
Hess f(v,v) para todo v. Vamos a ver que esto puede averiguarse indirectamente medi-
ante el cdlculo de determinantes. Vamos a dar una idea (es decir, una demostracién solo
parcial, que se limita a explicar la idea que hay debajo, sin pretender el rigor) de como puede
llegarse a ello.
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Supongamos que es posible hacer un cambio de sistema de coordenadas de modo que
Hess f sea una matriz diagonal?

pr 0 ... 0
Hess f = 0 ,u:2 0 )
0 6 Hn
entonces
w0 ... 0 V1
Hess f(v,v) = (Ul v ... Un) 0 'U;Q 0 1):2 = ulv% + ugvg + ...+ ,unv%.
0 0 ) \um

De donde se deduce que:

e i) si p; > 0 para todo i, entonces f(p) es un minimo relativo,
e ii) si p; < 0 para todo i, entonces f(p) es un maximo relativo,

e iii) si existe un p; < 0 y un p; > 0, entonces existe una curva c(t) pasando por p
(una que verifique ¢/(0) = (0,...,0,1,0,...,0) con el 1 ocupando el lugar i-ésimo) tal
que f oc(t) tiene un maximo relativo en 0 (porque (f o ¢)”(0) = Hess f(</(0),c(0)) =
pild(0)]> < 0) y existe una curva a(t) pasando por p (una que verifique o/(0) =
(0,...,0,1,0,...,0) con el 1 ocupando el lugar j-ésimo) tal que f oc(t) tiene un minimo
relativo en 0 (porque (f o «)”(0) = Hess f(a/(0),a/(0)) = u;|a’(0)|? > 0), por lo tanto
p es un punto silla.

Sea (Hess f)j la submatriz cuadrada de Hess f formada por los k primeros elementos de
las k primeras filas, entonces se tiene

det(Hess f)r = p1...pug-
Combinando esta expresion con la discusion anterior sobre los signos de los p;, resulta:
e i) si det(Hess f)r > 0 para todo k, entonces f(p) es un minimo relativo,
e ii) si (—1)*det(Hess f), > 0 para todo k, entonces f(p) es un maximo relativo,

e iii) si det(Hess f) # 0 existe un k para el que det(Hess f)or < 0, entonces p es un punto
silla.

Veamos algunos ejemplos, acompanados de dibujos que ayudaran a entender estos con-
ceptos:
Dada la funcién f : R? — R definida por f(x,y) = 22—%?, calculemos primero los puntos
criticos buscando los puntos en los que se anulan todas las primeras derivadas parciales:
of

0
2 —22=0 2= 9y =0

2lo que se puede demostrar que es cierto



C6 La derivada II: Optimizacion 101

que solo es el punto (0,0). El Hess f en ese punto es

Hess f = <(2) _02> )

y, como Hess f aparece en forma diagonal, podemos aplicar los criterios vistos para los ;.
Como hay un valor de la diagonal de la matriz positivo y otro negativo, se trata de un punto
silla.

Dada la funcién f : R? — R definida por f(z,y) = 2y, calculemos primero los puntos
criticos buscando los puntos en los que se anulan todas las primeras derivadas parciales:

of _ . — of _
6:U_y_ Y oy

z =0,

que solo es el punto (0,0). El Hess f en ese punto es

Hess f = (? é) ,

0

luego det(Hess f); = 0 y det(Hess f)2 = det 1 0

‘ = —1, por lo tanto estamos en el caso iii)

y se trata de un punto silla.
Dada la funcién f : R?> — R definida por f(z,y) = 2? + y? — 2y, calculemos primero
los puntos criticos buscando los puntos en los que se anulan todas las primeras derivadas

parciales:

of of

Loopy=0y L =2%-2=0

or r—y y y y—x )

2 -1
que solo es el punto (0,0). El Hess f en ese punto es Hess f = (_1 9 > , luego det(Hess f); =
2 >0y det(Hess f)2 = det _21 _21’ =3 >0, y se trata de un minimo.
flz,y) =2 —y? flz,y) =2y flz,y) = 2> +y° —ay

6.6 Desarrollo de Taylor de una funcién de varias variables

Como en el caso de funciones de una variable real, el desarrollo de Taylor de una funcién
f:R®™ — R aproxima la funcién f en las proximidades de un punto a € R" para una funcién
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polinémica en las variables z; — a;, siendo x = (x1,...,2,) € R" y a = (a1,...,a,) € R". La
férmula del desarrollo de Taylor para este caso es

"9 1w 0?2
) = 10+ 3 g =)+ 5 3 Gt (o) = aley — o)+
i=1 v Tig=1 """
1 < ok f
-t ] . %1 m(a)(ﬂﬁil — @y ). (i), — az,) + O(k),

donde O(k) indica términos de orden superior al de un polinomio de grado k en x; — a;.

6.7 Maximos y minimos absolutos para funciones de varias
variables

Sif:D CR"™ — R es una funcién definida sobre un dominio D de R"™ con frontera 0D
y queremos hallar los maximos (o minimos) absolutos de esa funcién, esos maximos pueden
darse en los siguientes tipos de puntos:

a) Un punto interior p de D (es decir, un punto que no esté en la frontera de D). Si
hay un maximo o minimo absoluto de f en esos puntos, también serd un maximo o minimo
relativo y, por lo tanto, un punto critico, en el que se debe verificar que df, = 0.

b) Un punto p de la frontera 0D. En este caso, la frontera puede, a su vez, descomponerse
en la unién de los trozos 0D, en los que es suave y los trozos dD, en los que tiene aristas
o vértices. Si f tiene un méaximo (o minimo) absoluto en dD;, también serd un méximo (o
minimo) relativo de la funcién f = f|sp,, y deberd verificarse que d?p = 0. Si el maximo
absoluto estd en dD,, se vuelve a dividir en pedazos suaves y no suaves como antes, y se
continia la argumentacién hasta llegar a un conjunto que estd formado solo por puntos
aislados.

De estas consideraciones se deduce que un proceso posible a seguir para encontrar maximos
y minimos absolutos de f puede ser el siguiente.

1. Primero se escribe y resuelve el sistema de ecuaciones df, = 0.
Si existen soluciones py, ..., p, de ese sistema de ecuaciones, se calcula f(p1),..., f(pr) ¥y

se determina el mayor (o menor) valor de los que f toma en esos puntos.

2. Se escribe y resuelve el sistema de ecuaciones df,, = 0 sobre 9D, y se calcula el mayor
(o menor) valor de f en los puntos solucién de ese sistema de ecuaciones.

3. Se continua el proceso con 9D, hasta que no queda ningin punto de 9D por estudiar.

4. El méximo (o minimo) valor de f sera el mayor de los valores encontrados en los pasos
anteriores, y los puntos maximos (o minimos) los puntos donde la funcién f alcance
esos valores.

Antes de ver un ejemplo concreto, vamos a repetir la explicacién de los casos anteriores
para el caso n = 2 y D un rectdngulo. Repetimos la explicacién del proceso anterior para
este caso:



C6 La derivada II: Optimizacion 103

1. Primero se escribe y resuelve el sistema de ecuaciones

of of

—(x,y) =0, —(x,y) =0.

L (wy) 5 )

A continuacién se calcula el valor de f en esos puntos (si existen y estdn dentro del
interior del rectdngulo que consideramos) y se determina el valore maximo (o minimo)

de entre ellos.

2. Si el rectangulo tiene por vértices los puntos (a, b), (a,c), (d,b), (d, c), su frontera suave
0D, esta formada por los segmentos S1 = {(a,t); b <t <c}, So={(d,t); b<t<c},
Ss={(t,b); a<t<d}yss={(tc); a<t<d}. Porlotanto, f sobre los puntos de
esta frontera es, cuando se restringe a cada uno de estos segmentos S;,

Jlsi = fa,t), @9 = @ (63
f|52 = f(d7 t)v S So (6'4)
f‘S1 = f(ta b)a (65)
?‘51 = f(t, C). (a,b) S3 (d,b) (6.6)

Como estas restricciones son funciones de una variable, las ecuaciones que ahora se
plantean son

df (a,t) Pt _ o Ay Ao

dt dt dt dt
Después de obtener las soluciones de estas ecuaciones que estan en los segmentos que

estamos considerando, se calculan los valores de f en esos puntos, y se determina cuales
dan el valor maximo (o minimo).

:0,

3. Por tltimo se calcula f en los cuatro vértices (a,b), (a,c), (d,b) y (d,c) y se determina
el valor maximo (o minimo) de esos cuatro valores.

4. El valor maximo (o minimo) de f serd el mayor (o menor) de los obtenidos en los
apartados 17), 2) y 3").

Veamos ahora un ejemplo: Determinar los valores (y puntos) méximo y minimo de la
funcién f(z,y) = xy? sobre el rectangulo de vértices (-2, —1), (2, —1), (=2,1), (2,1).
Primero calculamos las derivadas parciales e igualamos a cero:

of _2_qo 9 _
or 7 T Oy

= 22y =0,
cuya solucién es y = 0, y x arbitrario, es decir, las soluciones de esta ecuacién que esta
dentro del interior del rectangulo son todos los puntos de la forma (z,0) con —2 < z < 2.
En todos esos puntos el valor de f es f(x,0) =z 0% = 0.

A continuacién calculamos las derivadas de f restringida a los segmentos que forman la
frontera del rectangulo e igualamos a 0:

S S o =0, 2 g =
= 0, 0

dt dt =1=0 dt
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Las dos ultimas ecuaciones no tienes solucién (evidentemente). La solucién de primera es
t =0 y la de la segunda también ¢t = 0. Luego hemos de evaluar f en (—2,0) y en (2,0),
célculo que ya hicimos antes y cuyo resultado era 0.

Por 1ltimo calculamos los valores de f en los cuatro vértices:

f(=2,-1)=-2, f(2,-1)=2, f(-2,1)=-2, f(2,1)=2

Comparando todos los valore que hemos obtenido para f en cada uno de los casos ante-
riores, vemos que el valor mdximo es 2 y los puntos maximos (2,—1) y (2,1) y que el valor
minimo es —2 y los puntos minimos (—2,—1) y (—=2,1).

Ejercicios

1. Desarrolla en serie de Taylor, hasta los términos de tercer grado, la funcién sin(2z + 3y)
en el punto (3,0).

2. Determina los maximos, minimos y puntos de silla de las siguientes funciones, y calcula
también el valor de la funcién en esos puntos:

a) f(z,y) = 2> + zy +y* + 3z — 3y + 4,
b) f(z,y) = 2zy — 52 — 2y° + 4z + 4y,
(

C) f 337y) :$2+$y,
d) f(z,y) =2* —y* — 22y + 6,
e) f(z,y) = zsiny

3. Determina los maximos, minimos absolutos de las siguientes funciones en los dominios

dados:

a) f(z,y) = 222 — 42 + y?> — 4y + 1 en la placa triangular cerrada y acotada per las
rectas x = 0, y = 2, y = 2z en el primer cuadrante.

b) f(z,y) = 22 — 2y + y? + 1, en la placa triangular cerrada y acotada per las rectas
x =0,y =4, y == en el primer cuadrante.

c) f(z,y) = (2% — 4x) cos(y), en la regién 1 < z < 3, - <y<

[

4. Una placa circular plana tiene la forma de la regién 22 + y? < 1. La placa, incluida la
frontera 22 + y? = 1, se calienta de manera que la temperatura en un punto arbitrario
(2,y) es

T(x,y) = 2%+ 2y — z.

Determina los puntos mas calientes y mas frios de la placa, asi como su temperatura.

. . . . . 2 . .
5. Las parciales primeras y el discriminante fy;fyy — f;, de cada una de las siguientes
funciones es cero en el origen. Determina si la funcién tiene o no un maximo o un
minimo en el origen, imaginando, en cada caso, el aspecto de la grafica de la funcién,

a) f(z,y) = 2%,
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b) f(xay) =1- $2y27

C) f(SU, y) = $y2.

6. Calcula el volumen maximo del paralelepipedo rectangular inscrito en el elipsoide 2—; +

2 2
S+m =1

7. Calcula las aristas del mayor paralelepipedo rectangular que tiene tres caras en los
planos coordenados y un vértice en el plano 7 + % +Z=1

8. Determina las dimensiones del mayor paralelepipedo rectangular de base cuadrada que
se puede cortar de una esfera de madera de radio r.

9. Los lados de un tridangulo isésceles miden 20 em de largo. Determina la longitud de la
base cuando el drea es maxima.

6.8 Maximos y minimos condicionados

El problema de los méximos y minimos condicionados (por una sola condicién) es el
siguiente: Maximizar o minimizar una funcion f(z1,za,...,x,) de n variables sujeta a la
ligadura (condicion) g(x1,z2,...,xy) = 0, donde g es cualquier otra funcion de n variables.

Dicho de otra manera, el problema es encontrar los valores méximo o minimo de una
funcién f : R™ — R cuando la consideramos definida solo sobre una hipersuperficie de nivel
g($1,$2, 7xn) =0.

Este problema aparece con frecuencia relacionado con el problema anterior del estudio
de méximos y minimos absolutos de una funcién f definida sobre un dominio D. En efecto,
como vimos en la seccién anterior, para calcular esos extremos absolutos, estudidbamos los
posibles maximos y minimos de f en el interior de D y, también, en la frontera 0D de D.
Pues bien, en muchos casos 0D viene dada como una hipersuperficie de nivel, y la obtencién
de los valores extremos de f sobre 0D es un problema de méximos y minimos condicionados.
Asi, por ejemplo, si D = {(x,y,2) € R% 222+ y %2+ 22 < 1}, entonces 9D el el conjunto de
puntos que verifican la ecuacién 222 + y x 2 + 22 = 1.

Para encontrar las soluciones de este problema se aplica el

Teorema 6.7 Teorema del multiplicador de Lagrange Sea f : R — R wuna funcion que
tiene derivadas parciales de todos los drdenes, y sea g : R™ — R otra funcion del mismo
tipo. Si f, sujeta a la condicion g(z1,...,xn) = 0, alcanza un mdzimo o minimo en un

punto p = (p1,...,pn) en el que grad g(p) # 0, entonces grad f(p) = Agrad g(p) para alguna
constante A (que se llama multiplicador de Lagrange).

Demostracion Sea S = g=*(0) = {(z1,...,zn); g(z1, ..., 7} (la superficie de nivel 0 de g).
Como vimos, grad g es ortogonal a s en todo punto de S, en particular en el punto p en que
f alcanza su méximo o minimo. Si ¢(t) = (z1(t), ..., zn(t)) es una curva de S (i.e. ¢(t) € S
para todo t) que pasa por p (es decir, existe un ¢y tal que c(tp) = p, o, lo que es lo mismo,
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z1(to) = p1, -, Tn(to) = pn), entonces (f oc)(t) = f(c(t)) es una funcién de una variable ¢
que tiene un maximo o minimo en ¢y y, por lo tanto,

:dfoc)(t)_ﬁ@ Of dxo of dxy, de

- T (grad f(p), (1),

0 —
L T TR e T oz, dt dt

luego grad f(p) es ortogonal a toda curva de S que pasa por p, luego estd en la direccién
de cualquier vector ortogonal a S, por lo tanto en la direccién de grad g, es decir, existe un
A € R tal que grad f(p) = Agrad g(p), como querfamos demostrar.

Veamos como se aplica en algunos ejemplos:

E1) Minimizar la funcién f(z,y) = 22 + 2y? sujeta a la condicién 2z +y = 3.

De acuerdo con el teorema anterior, hemos de buscar puntos (x,y) que verifiquen

g(x,y) =2x4+y—3=0y (2z,4y) = grad f(x,y) = Agrad g(z,y) = A(2,1),
resultando de la igualdad de la derecha que

2 =2, y 4y = A,
que sustituido en la primera igualdad da la ecuacién 2\ + i)\ —3 =0, dedonde \ = %, T
Yy = % Luego el valor minimo de f sujeta a esa condicidn, si existe, se da en el punto (
y su valor es f(%, %) =2.

E2) Determinar los puntos de la superficie 22 — 22y = 3 méas préximos al origen (0,0, 0) €
R3.

Estdan mas préximos al origen los puntos que estdn a menor distancia, luego lo que
queremos es minimizar la funcién distancia al origen d(x,y,z) = /22 + y? + 22, o, lo que
es equivalente y mas sencillo, minimizar la funcién f(z,y,z) = 22 + y?> + 22. Como los
puntos més préximos que buscamos han de estar en la superficie 22 — 2zy = 3, la condicién
o ligadura a la que estd sujeta la funcién f es g(z,y,2) = 22 — 2zy — 3 = 0.

Como antes, hemos de resolver las ecuaciones

_ 4
4 P
33

)

g('ra Y, Z) = 22—2$y—3 =0 y (2377 2y’ 2Z) = gradf(m,y, Z) = )\gradg(a:,y, Z) = )‘(_2y7 _2$7 22)7
de las cuales, las que corresponden a la segunda igualdad dan lugar a
2c = —2\y, 2y=-2Xr y 2z= -2z,

de donde A = 1 y & = —y. Sustituyendo en la primera igualdad, obtenemos 22 + 22 = 3,

de donde se deduce que z = /3 —222 y —\/g <z < \/g Por lo tanto, los puntos de
la superficie donde se alcanza la minima distancia al origen son los puntos de la forma

(z,—z,v/3 — 222), con —\/g <z< %, y el valor minimo de la distancia es d(z,y,z) =
Fle2) = \Ja? + (—a)2 + (VB 222))? = V5.

El anterior resultado del multiplicador de Lagrange se generaliza al caso de que haya
varias ligaduras o condiciones de la siguiente manera
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Teorema 6.8 (Teorema de los multiplicadores de Lagrange) Sea f : R™ — R una
funcion que tiene derivadas parciales de todos los ordenes, y g1, ..., g : R® — R k funciones
del mismo tipo (k <n). Si f, sujeta a las condiciones gi(x1,...,xn) =0, ..., g (1, ..., Ty) =
0 alcanza un mdzimo o minimo en un punto p = (p1,...,pn) en el que grad g;(p) # 0 para
1 <1 <k, entonces grad f(p) = A grad g1(p) + ... + A\ grad gx(p) para k constantes Ay, ..., A\
(que se llaman multiplicadores de Lagrange).

Ejercicios
1. Encontrar la distancia més corta entre el punto (1,1,2) y el plano 2z — y + 3z = 2.
2. Minimizar la funcién 222 + 3y? sujeta a la ligadura 3z + 4y = 1.

3. Determinar los maximos y minimos absolutos de la funcién 3x — y + 4z definida sobre
el conjunto D = {(z,y, 2); 2% + % + 22 < 4}.

4. ;Qué punto de la hipérbola zy = 5 minimiza la funcién 3z + 2y?.

5. Encontrar el punto de la esfera (z —1)? 4+ 4% + (2 +1)? = 1 que est4 mas lejos del punto
(1,2,3).

6. Minimizar la funcién 2 — y + 222 — 1 sujeta a la ligadura 22 = z* + y*.
7. Minimizar la funcién 222 + y? + 322 sujeta a la ligadura zyz = 1.

8. Encontrar el valor mfnimo de la funcién 3z? — 2y? definida sobre el conjunto D =
{(z,y)iz+y<2 z—-y <0}

6.9 Apéndice: ajuste por minimos cuadrados

Supongamos que estamos estudiando un proceso (por ejemplo una reaccién quimica) en
el que nos interesa considerar solo un input (por ejemplo, cantidad de catalizador) y solo un
output (por ejemplo, velocidad relativa -respecto de una velocidad estdndar- de la reaccién
quimica). La cantidad y de output serd una funcién de la cantidad = de input (i.e. y = f(z).
Supongamos que tenemos una teoria segin la cual f es una funcién afin, es decir:

y=mux-—+n

y queremos conocer los valores de las dos constante m y n. Una manera natural de actuar es
hacer un experimento y obtener una tabla de valores correspondientes de = e y. Supongamos
que la tabla obtenida es la siguiente:

T 1 =1 To = 2 T3 =3 gy =4 T5 =05
y y1=-04 y2=0'8 y3=2'6 yw =32 ys="54
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Un hecho muy notable de estos datos es que no es consistente con la hipétesis y = m = + n,
es decir, el sistema de ecuaciones

04 =m1l+n
08 =m2+n
26 =m3+n
32 =md+n
54 =mb+n

es inconsistente (es decir, no tiene solucién). Pero ello no significa necesariamente que la
teoria de que y = m x + n sea falsa. Quizas los datos contengan errores. Si la teoria es
correcta y los errores no son muy grandes, los datos se pueden usar para estimar m y n. El
problema entonces es encontrar la recta y = mz + n (llamada recta de regresion) que mejor
se ajusta a los datos. Un modo de entender que m y n “se ajustan mejor a los datos” es
buscar los valores de m y n que minimicen la funcion

2 2 2 2 2
f(Tl,TQ,T‘g,’f’4,7"5) =T +’f’2 +7’3 +T4 +T5’

donde r; = y; — (mz; + n) es la diferencia entre el valor experimental y; de y y el valor
obtenido aplicando la férmula teérica al valor experimental de x;.

Puesto que se trata de encontrar los valores de m y n que minimizan f, consideramos f
como funcién de m y n. En el punto minimo de f debe de anularse la diferencial de f, o, lo
que es equivalente, deben de anularse sus derivadas parciales respecto de m y respecto de n.
Buscamos, por lo tanto m y n soluciones del sistema de ecuaciones:

5
gj;(m,n):—Z;Q ri ;=0 (6.7)
of

5
iy (m,n) =— ZQ ri =0, (6.8)
=1

es decir, para un nimero de observaciones arbitrario k£ (y no necesariamente 5), m y n son
las soluciones del sistema de ecuaciones

Zle(yi —(mx;+n))z; =0
S (i~ (maxi+n) =0

que son

<Z§=1 xz) (Z?:l ?Jj) —k Zf:l ZiYi Zle i mzi?:l zi

m = ) y Yy n=

k k k k
<Zi:l 5”%) kY @}
Si aplicamos estas formulas al ejemplo con el que hemos introducido esta cuestion, obtenemos
m = 1’4 y n = —1’88. El correspondiente dibujo de los puntos experimentales y la recta de
regresion es:



C6 La derivada II: Optimizacion 109




Capitulo 7

La integral para funciones de una
variable

7.1 Primitivas o antiderivadas

Definicion Se dice que una funcion real f es la primitiva o integral indefinida de otra
funcion real F, y se escribe f(x) = /F(a:)dx, si f'(x) = F(x).
La primitiva de una funcién verifica las siguientes propiedades:

i) Si f es una primitiva de F' y ¢ es una constante, entonces f+c también es una primitiva
de F, es decir: Si /F(m)da: = f(z), entonces, para todo ¢ € R, /F(:z:)dm = f(z) +c. En
efecto: si f'(z) = F(x), entonces (f(x) +¢) = f'(x) = F(x).

ii) Si f y ¢ son primitivas de F, entonces f — g = ¢ es una constante. Es decir: si

[F(z)dz = f(z) y [F(z)dx = g(x), entonces g(z) = f(z) + c. En efecto, si f' = F = ¢/,
entonces (f — g)' = 0 luego f — g = ¢ sobre un intervalo.

iii) Si /F(m)dm = f(x), /G(m)dm = g(z) y A\, € R, entonces \f(x) + ug(x) es una

primitiva de AF(x) + uG(x), es decir /()\F(x) + uG(z))dx = Af(x) + pg(z) + ¢, como se

comprueba inmediatamente.

Vamos a ver ahora algunos casos en los que resulta facil calcular la primitiva o integral
de una funcién:

Integrales inmediatas: son las que se deducen inmediatamente de las formulas de las
derivadas de las funciones elementales. He aqui una lista incompleta:

110
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x“"‘l
/x“dx— +1+c, sia#—1
a

aCE
/e’”d:):—ex+c, a®dx = — +c,
) In
/d:c—2\/5—|—c, senxdr = —cosx + c,
NZ3
s—dr =tgr +c,
coslx

dxr = arcsenzx + c,

1
/ dxr = —cotzx + c,

sen? x

\/1—1.7]2
v—11+.'13'2

= arcthz + c.

dx = arcshzx + c, dx = arcchzx + ¢,

1
/ v 11+ 22

dx = arctgx + c.

1— 22
Veamos algunos ejemplos en los que basta con saber esto y tener un poco de ingenio para
calcular integrales:

/
/
o
/
/
/

1+ 2

2 dr 42 2 ’
/31‘ +5VE—dr 2, /gxdx+5/x—é_/4dx+/ Zdr = 3%+10\/5—4x+21n!9«“|+0’
X

x

x 1 2x 1
———dr == | ——dz = =1In|2?
/x2+3x 2/:c2+3x glnle”+3l+e,
1 3 1 x
———dr = | —3—dzr = —arctg —= +¢,
/x2+3 /(})2_’_1 \/g g\/g
3

-2
/senx)dx = —/(cosx)_3(—senx)dx = _{cosa)™ +c _ +c.

cos3(c -2 ~ 2cos?zx

7.2 Las primitivas como soluciones de ecuaciones diferen-
ciales

De acuerdo con la definicién de primitiva dada en la seccién anterior, encontrar una
primitiva f(z) de la funcién F(z) es resolver la ecuacién f’(x) = F(z), una ecuacién en la
que la incégnita es la funcién f(z). Una ecuacién de este tipo, en la que la incdgnita es
una funcién y tal que en la expresion de la ecuacién aparecen las derivadas de la funcion
incognita, se llama una ecuacion diferencial.

La ecuacién f’(z) = F(z) define un campo de direcciones sobre R?, que asigna a cada
punto (x,y) la direccién de la recta que pasa por (z,y) y cuya pendiente es f'(z) = F(z).
Una solucién f(z) de la ecuacion define una curva z — (z, f(x)) (la grafica de la funcién f)
que, en cada punto (z, f(z)), es tangente a la direccién de pendiente f'(x), que es lo mismo
que decir que cada funcién f(x) solucién de la ecuacién f/'(z) = F(x) tiene una grafica
cuya pendiente en cada punto es f’(x). Las curvas solucién x — (z, f(x)) se llaman curvas
integrales del campo vectorial (z,y) — (1, F(x)).



112 Fundamentos Matematicos E. M. A.

Para representar graficamente esta interpretacién geométrica de la primitiva, conviene
representar cada direccién de pendiente f/(z) por el vector (1, f/(x)). Vamos a hacer esto
con un ejemplo.

Si queremos calcular las primitivas de F(x) = 2% cosz, eso es lo mismo que obtener las
curvas integrales del campo vectorial (1, 2?cosx). Este campo vectorial tiene la siguiente
representacion grafica:

-~ -

- T ¥ ¥ © = = - LA
) Y
4 § P A A . - S
U A T TS S S SR * X T T ¥ v e o= e v ¥ ¥ o L h
1 A
a4 . R i A
1
N T I S S R
4 4 Al P A . S N S Al
A AR TS S S I T
A ) A S O S
P A A IS S S T T T
Y Al h U A R S S S *
e I A D e
) 4 R
N v -
- - e e = T L A O A A S h
1 ) h r - v - h
- - - - e - .
- v o . - o
~ - - = - A T S
) Al R T S T U
v - v -
- T LT Sl R T .
Al . T
Lo A SRS S G A A
~ ~ U A S S S N SN
) A T T S
A S 4 <
N ~ R A
Al 1 ) |

y sus curvas integrales (que son las gréficas de las primitivas f(z) = 2 x cos z+ (22 —2) sen z+
¢), son

7.3 Algunos métodos de integracion

Integracion por cambio de variable. Vamos a ver como se hace mostrando unos
ejemplos. Comenzaremos por uno muy sencillo: el iltimo del caso anterior. Para calcular la
ultima integral vista, hacemos es cambio y = cosx, de donde dy = — sen zdz. Sustituyendo
estas expresiones en la integral, integrando respecto de y, y deshaciendo el cambio de variable
al final, se obtiene:

-2 -2
senx _ _ Y (cosx)
" dy = 3(—dy) = — 3dy= -2 — +e=~—"""""_ 1o
/Cosg(x) z /y (—dy) /y Y —5 e 5 ¢
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Para calcular la integral [ 2?y/1+ 2z dz hacemos el cambio u = 1 + 2z, de donde se
deduce que z = (u — 1)/2 y du = 2dx. Siguiendo ahora los mismos pasos que en el ejemplo
anterior,

2 8
1 =z 1 s
:%U —EUQ +EU2 +c
i Taveis Lttt
28 12
Para calcular la integral [ 22:;1 dx haremos el cambio de variable u = e*, asi du = e®dx

2z+1 x\2 4 —4
/6 da::e/ (e?) da;:e/ Y du:e/—i_udu
44 e” 44 e* 4+ 44+u

4
:e/<1—4+> du=e(u—4ln|u+4|) +c=e" —4deln(e” +4) +c.
u

Integraciéon por partes. Se basa en la regla de derivaciéon de un producto. Si u
y v son funciones de x, recordemos que (u v) = u' v+ u v/, de donde se deduce que
wv=[(uv) de= [v vdr+ [uv dz, de donde

/u’vdazzuv—/uv'dm—{—c,
que es la llamada férmula de integracion por partes. Veamos algunos ejemplos.

/COS2 xdx = /(senx)'cosx dr = senxcosx — /Senx(— sen x)dz
=senxcosx + /sen2 xdxr = senx cosx + /(1 — cos® z)dx

:senxcosw—l—/daﬁ—/costdx,

de donde se deduce que
2/(3052 xdr = senxcosx + /diL’ =senxcosx + ,

luego

1
/(3052 rdr = g(senwcosm +z)+c.

Una vez conocida esta integral es facil calcular

1
/sen2 xdx = /(1 — cos® x)dr = 5(3: —senxcosx) + ¢,
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que también podria haberse calculado por partes como antes. Otro ejemplo es

1
/lnxdwz/(x)/lnx dx:xlnx—/xdx:a:lnx—x—i-c.

T

y otro

%d:v = /e_m x dr = /(e_x)’ x dx
e
=—e " x— /(—e“)dm =—cz—e"+ec

7.4 La integral definida

La integral de una funcién real entre dos extremos de
un intervalo es el area, con signo, de la zona limitada por
la grafica de la funcién, el eje de las x y los dos segmentos

de la funcién. El signo del area se toma positivo en las zonas
con coordenada y > 0 y negativo en las zonas con coordenada
y < 0. Gréaficamente:

b
/ f(x)dx = area(zona rayada)

Esta érea de la zona rayada se calcula de modo aproxi- a b
mado dividiendo el intervalo [a,b] en subintervalos [z;, z; 1]
(a=x1 <x2 < ... <xy <b) de longitud Az; = x4 — x4
muy pequena, calculando el area de los rectangulos de base
Az; y altura f(z;) y sumando las dreas de estos rectdngulos. La integral o drea rayada se
define como el limite de estas sumas (si existe) cuando Ax; — 0, esto es:

verticales que van desde los extremos del intervalo a la grafica /

b N . . .y,
Con frecuencia, escribiremos esto con la notacion

dr = 1i NAz; ’

/a f(@)dz Agginio; f @) A, ( més condensada f; f(z)dx = limagz—o Y f(x)Am)
1=
0, de un modo maés formal, dando a todos los Ax; el mismo
valor, <
b \ B

=
71
(

b N _
/a flodde = Jim 3 iz =

Este limite (y, por tanto, f; f(z)dz) existe cuando a,b €

R y f es continua, pero también existe en otros casos en que
estas condiciones no se cumplen, por ejemplo: A X;

4

1

/ ——dr = §(1 — 2%)
1 (z—3)3 2
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10

-5

-10

La integral definida verifica las propiedades:

D) [P Az = A(b—a),

.. b b b

i) [JAf+pg)de =X [] f(x)dz + p [ g(x)dz,

iii) [©f(x)dx = fab f(x)dz + [ f(z)da,, siendo a < b < c.

El teorema fundamental del Célculo o regla de Barrow relaciona la integral que acabamos
de definir con la primitiva o integral indefinida que definimos en la seccién anterior, y dice
lo siguiente:

Teorema fundamental del Calculo o regla de Barrow. Si f es una funcion continua
e integrable sobre el intervalo [a,b], entonces

b
| #@do = F¥) - Pla)

siendo F una funcién diferenciable que verifica F'(x) = f(z), es decir, siendo F una primi-
tiva o integral impropia de f.
Idea de la demostracion Consideremos la funcién

xX
Fo) = [ fa)d,
a
su derivada verificard, teniendo en cuenta la propiedad iii),
F(z+ Az) — F(x)

r+Ax x r+Ax
. T f@)de — [ f(e)de [T f(x)da
F(z)= Jim Ar = Jm Ar e S v—

y, como para Az pequeno, f varia poco en el intervalo [z, + Az], usando la propiedad i)
se tiene que, aproximadamente, f;HAx f(x)dx = f(x)Az, luego

o) = tim o
Po=im ™ a ~ a4

fx)Axr
DA _ o),

y, de la propia definicién de F'(z), se tiene F'(a) = 0 y, por tanto,

b
F@—ﬂ@—ﬂw—/fmm,

lo que acaba la idea de la demostracién del teorema.
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7.5 Aplicaciones del calculo integral

De la propia definicién se deduce que las integrales sirven para calcular dreas. Asi, el
area de la regién limitada por las graficas de las funciones y = senbx y y = —sen bz entre
x =0y x =m7/5 (zona rayada de la figura adjunta, 1

w/5 w/5
Area = / sen Sxdr — / (—senbz)dx 85
0 0
w/5

cos bx
0 5

Cos bx
5

w/5 9 9
0 5

-1

El area de la regién limitada por las gréaficas de las funciones cos x y sen x desde el primer
x positivo en que se cortan hasta el segundo (ver figura) es

5m/4 5m/4 1
Area = / sin zdx — / cos xdx
w/4 /4 0.5
5m/4
= / (sinz — cosz)dx '
/4 -0.5
= —cosx—51nm]5ﬂ/4—2\/§ -1

El drea de la region R de la figura siguiente, limitada por la elipse

2 2
x
s
a b

la calculamos dividiendo la elipse en dos zonas R4 y R— de modo que cada una de ellas sea
la gréafica de una funcidn, lo que es facil de conseguir despejando y de la ecuacién anterior

/ 2
X
Yy = j:b 1 —’zzz,

-2 -1 1 2 ||||III\

regién R limitada por la elipse regién R4 limitada por regién R_ limitada por

y=by/1—(22/a?) y = —by/1— (22/a?)

Area(R) = Area(R4) + Area(R_)
2 a 2
(%Ml—%)dwzQ/ b\/1- Spda
a —a a

=1

de la elipse

2
/ b\/l—x—d$+

y resolvemos esta ultima integral haciendo el cambio de variable

/ 2
x T
— =senu, loqueda 1—— =cosu y dx=acosudu,
a a
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de donde resulta que si x varia entre —a y a, entonces u varfa entre arcsen(—1) = —7/2 y
arcsen 1 =m/2)y

a x2 /2 a /2 a
\/1—Sde = 2(w)du = = e =
/_a gz /_F/Qacos (u)du 5 (senucosu—l—u)Lﬂ/2 57

que, sustituido en la expresién de Area(R) da

Area(R) = Zbgw = mab.

La integral definida también permite el cdlculo del volumen de un sélido de rev-
olucién S, que es volumen de R? limitado por la superficie obtenida por la rotacién de la
grafica de una funcién f alrededor del eje X, y dos planos de ecuaciones t = a y x = b.

f(x) Ax

La idea para aplicar el cdlculo integral es que, dividiendo el intervalo [a,b] en que estéd
definida la funcién f en subintervalos de longitud pequena Az, el volumen que se quiere
calcular vendrd bien aproximado por la unién de cilindros de radio f(z) y altura Az, de
modo que

b
Volume(S) = lim Zﬂ'f(x)zAx:/ 7 f(x)3de.

Az—0 a

Como ejemplo, podemos calcular el volumen del elipsoide de revolucién obtenido por
rotacion de la elipse del ejercicio anterior. Por lo que ya vimos, este elipsoide £ se puede
obtener por revolucién de la grafica de la funcién y = by/1 — (22/a?). Por lo tanto, aplicando

la férmula anterior

3 |a

a 2 4
Volume(E) = / 7h> (1 — 22) de = 7b* x — %3 = §7T52a.

—a a
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También se puede usar la integracién para
calcular la longitud de una curva que es la
grafica I' de una funcién f del siguiente modo
Dividiendo de nuevo el intervalo [a,b] donde
esté definida la funcién en subintervalos de lon:
gitud pequena Ax, la longitud del segmento d¢
grafica entre (x, f(z)) y (x + Az, f(z + Az)
viene aproximada por el segmento de rect:
As entre esos mismos puntos, y los segmen-
tos Az, Ay = f(z + Ax) — f(x)) y As for
man un trigngulo rectangulo, luego (As)? =
(Az)? + Ay>2

Longitud(I") = hm ZAS— hrn Z\/ (Az)? + Ay)?

. (Az)*  (Ay)? /
:Alﬂoz\/ (Bt (B = dm 21 / Vi+(F@pde

También se puede calcular el area de una superficie de revolucién obtenida por
rotacién de la grafica de una funcién f entre los valores * = a y * = b. Un razonamiento
similar al empleado para el calculo de volimenes de revolucién, teniendo en cuenta el modo
en que hemos deducido la expresién anterior para la longitud de una curva permite ver que
una tal area viene dada por

b
Area = 277/ f(@)/1+ (f(x))?dz.

7.6 Métodos numéricos de integracién

A pesar de los muchos métodos de integracién que existen, para la mayor parte de las

funciones no es posible encontrar una primitiva. En esos casos, para encontrar un valor de
b

f(x) dz no queda mas remedio que acudir a métodos numéricos que dan valores aproxi-

a
mados de la misma. Estos métodos numéricos son los que emplean los distintos programas



C7 Integracion en una variable 119

que usan los ordenadores. Para hacerse una idea de como trabajan esos programas, va-
mos a describir los dos métodos mas sencillos, que se basan muy directamente en la misma
definicién de integral.

Método de los trapecios. Para calcular la integral entre a y b de una funcién f, se
divide el intervalo [a, b] en N partes iguales, de longitud h = IFT“; es decir, se hace la particién
a=129 < <x2<..<zxy_1<zxy=D>bdelintervalo [a,b] con z; —x;—1 = h = b_Ta, para
1 <i < N,y se toma como valor aproximado de la integral la suma de las dreas A; de los
trapecios de vértices (x;_1,0), (z;,0), (zi—1, f(zi—1)), (wi—1, f(x;)). El drea de cada uno de
estos trapecios es (ver figura)

flai) — f(xz-1)> _ (f(%'z'l) + f(l‘z‘)> ’

A= ($z - fﬂifl) (f(le) + 9 2

por lo tanto, el valor aproximado de la integral I (f) dado por el método de los trapecios es

N
() = Yon (L= )
i=1

_n (f(IO)-;f(iUl) N f(ﬂfl)-;f(ﬂ«“z) N f(~’62)-2Ff(fU3) L
4 flzn_2) -; flzn-1) n f($N1)2+ f(fCN)>
=1 (L5 4 p) + S + ) 4t Sl + S + TV
f(xi)
Hi)—f(zi_1)
/\ 2
> f(zia
a=1x9 T 9 T3 T4 r5 xg=2>b
Ti—1 T

Se puede demostrar usando el desarrollo de Taylor que el error cometido por este pro-
cedimiento al calcular una integral es

1
error aproximado = E(b —a) h* (f"),

donde (f") representa un valor medio de f” en [a,b].
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Como ejemplo, vamos a escribir como se harfa el cdlculo de la integral f; f(x) dx usando
el método de los trapecios con Mathematica. La regla, para una subdivisién de [a,b] en n
intervalos seria:

n—1
trapeciorule[n_] := Z fla+ Z‘b — a] b—a 4 fla] + f[b] b — a

, n n 2 n
i=1

Si la aplicamos al ejemplo f[x_]:= Log[Sin[x]], tomando como limites de integracién a =
0.11, b = m — 0.1, obtenemos, usando la instruccién de Mathematica
Table[trapeciorule[n],n,2,100], la siguiente lista de valores aproximados de
para el nimero de divisiones n del intervalo variando de 2 a 100:

7r—0.11
0.11

n[sin[x] dz,

-3.30799, -2.44855, -2.08898, -1.90219, -1.79206, -1.72143, -1.67335, -1.6391, -1. 61382, -
1.59463, -1.57971, -1.56788, -1.55835, -1.55055, -1.54409, -1.53868, -1.5341, - 1.5302, -1.52684,
-1.52393, -1.52139, -1.51917, -1.51721, -1.51547, -1.51392, -1. 51254, -1.5113, -1.51018, -
1.50916, -1.50825, -1.50741, -1.50665, -1.50595, -1.50531, - 1.50472, -1.50418, -1.50368,
1.50322, -1.50279, -1.50239, -1.50202, -1.50167, -1. 50135, -1.50105, -1.50076, -1.5005,
1.50025, -1.50001, -1.49979, -1.49959, -1.49939, - 1.4992, -1.49903, -1.49886, -1.49871, -
1.49856, -1.49842, -1.49828, -1.49816, -1. 49803, -1.49792, -1.49781, -1.4977, -1.4976, -1.49751,
-1.49742, -1.49733, -1.49724, - 1.49716, -1.49709, -1.49701, -1.49694, -1.49687, -1.49681, -
1.49675, -1.49669, -1. 49663, -1.49657, -1.49652, -1.49647, -1.49642, -1.49637, -1.49632, -
1.49628, -1.49623, -1.49619, -1.49615, -1.49611, -1.49607, -1.49604, -1.496, -1.49597, -1.49594,
-1.4959, -1.49587, -1.49584, -1.49581, -1.49578, -1.49576.

Si hacemos el calculo con Mathematica con NIntegrate, obtenemos

NIntegrate[Log[Sin[x]],x,0.11,Pi-0.1]

-1.4944.

Como se ve, para funciones complicadas es necesario tomar un valor grande de n para
encontrar un valor de la integral préximo al real.

Método de Simpson. El método de los trapecios usa interpolacion lineal para aprox-
imar los valores de f(z) entre cada dos puntos de los extremos de los subintervalos en que
se divide [a,b] (es decir, aproxima f(z) entre z;—1 y z; por los de una funcién cuya gréfica
es una recta que pasa por los puntos (z;—1, f(x;)) y (zi—1, f(2;—1))). El método de Simpson
aproxima f por arcos de pardbola que pasan por los mismos puntos. Para ello se divide
el intervalo [a,b] en el que se vaya a hacer la integracién en 2NN partes iguales, es decir, se
considera la particién a = xg < 21 < 2 < ... < Tan—_1 < xoy = b del intervalo [a,b] con
T;— Tim1 = h = I’Q_—N‘l. Para cada ¢ impar se define la funcién aproximacion g de la funcién f
que se desea integrar de la siguiente manera:

g(@i+y)=fxi)+ay+by®, con ye[-hh y 1<i<2N-1,
donde a y b son las constantes necesarias para que se verifique

f(zig1) = g(xi+h) = flz)) +ah+bh* y
f({L‘Z'fl) = g(a:i — h) = f(l‘z) —ah+b h2.
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Sumando las dos expresiones de (??) se obtiene

D% = L (Flaien) + Flwi1) —2f(z)). (7.1)

Aproximando cada trozo de la integral de f entre x;—1 y x;41 por la integral A; entre los
mismos limites de g, tenemos

Tit+1 h 2
Ai—/ g(%‘)dﬂﬁ—/ (f(g:,»)+ay+by2)dy:2hf(:ri)+§bh3,
Ti_1 —h

y, sustituyendo (7.1) en la ultima expresién,
A= 2R fai) b b (FGri) + f(ri) = 2f(e0) = fract3h (4 f@) + frin) + Flzi),

de donde resulta que el valor aproximado Ig de f; f(x)dx por el método de Simpson es
N L N-1 N-1
Is = ;Aziﬂ =3 (f(:ro) + f(xon) +4 ZZ; fwoigq) +2 ; f(gcgi)> )

Como en el caso del método de los trapecios, se puede demostrar usando el desarrollo de
Taylor que el error cometido por este procedimiento al calcular una integral es

1
error aproximado = —— (b —a) h? ( f(4)) ,
180
donde ( f (4)) representa un valor medio de la cuarta derivada de f en [a, b].
La regla, usando Mathematica, para calcular una integral de una funciéon f entre los
extremos a y b por el método de Simpson, usando 2n subdivisiones del intervalo [a, b] seria

n—1
simpsonrule[n_| := ébz—na <f[a] + flb] +4 Z fla+(2i+ 1)b2_na]
i=0

i, b—a
- QZf[a—i—(Qz) o ]) .
=1

Si aplicamos el método de Simpson al mismo ejemplo al que aplicamos el método de los
trapecios, flx_]:= Log[Sin[x]], tomando como limites de integracién a = 0.11, b = © —
0.1, obtenemos, usando la instruccién de Mathematica Table[simpsonorule[n],n,2,100], la
siguiente lista de valores aproximados de 07?1_10'1 In[sin[z] dz, para el nimero de divisiones 2n
del intervalo variando de 2 a 100:

-2.20534, -1.68265, -1.57322, -1.53481, -1.5177, -1.50893, -1.50398, -1.501, -1.4991,
1.49785, -1.49698, -1.49638, -1.49594, -1.49561, -1.49537, -1.49518, -1.49504, -1. 49493, -
1.49484, -1.49477, -1.49471, -1.49466, -1.49463, -1.49459, -1.49457, -1.49455, -1.49453, -
1.49451, -1.4945, -1.49449, -1.49448, -1.49447, -1.49446, -1.49445, -1. 49445, -1.49444, -
1.49444, -1.49443, -1.49443, -1.49443, -1.49443, -1.49442, -1.49442, -1.49442, -1.49442, -
1.49442, -1.49441, -1.49441, -1.49441, -1.49441

donde se ve que, en este ejemplo, el método de Simpson da mejores resultados que el de los
trapecios. Generalmente suele ser asi.
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Ejercicios
(1) /(m2 —2senz)dr. (2) /(x2 — 2cosz)dz. (3) /(ax —e")dx
1 1 1 1
(4) /(m — E)dm (5) /(x + ﬁ)da: (6) /(1 —senx + senzx)dm'
1
(7) /cosSwdac. (8) /cos(ix)da:. 9) /COS(2 + %)daz
1 xdzx dx
10 ——dz. (11 —_. 12 _—.
( )/sen2(ax—b) z. )/a2~l—x2 ( )/e“$+eal‘
(13) /a:lnacdx. (14) /wcosxd:v. (15) /len:cdx.
(16) /332 cos zdx. (17) /em cos zdzx. (18) /e” sen xdz.
2 cos? wd 2 G 2 G
1 . ——=dx. 1 —dx.
(9)/9000551:3: (0)/1+m29§ ()/1+$3:p
adz 322 + 22+ 1 2xdx
22 . 2 de. (24 —_—.
( )/b+cx (3>/x3+x2+$+1x ( )/(:r—l)3
2z% — 2 5 a b
2 lcul d d = .
(5)Cacuar/($_1)2(x_2) x, usando que G- =2) x—1+1:—2
26) Encuentra el area limitada por el arco de la hipérbola x—; — % = 1 y la recta
a b
r=m>a.

(27) Encuentra la proporcién entre las areas de las regiones en que la curva y = 3z
divide al triangulo formado por el eje z, la recta y = Ax y la ordenada correspondiente al

punto de interseccién de la recta con la curva.

(28) Encuentra el drea limitada por la curva z? = 64y3 y la recta z = 8y.

(29)
(30)
(31)
(32)
(33)
(34)
(35)
(36)
(37)
(38)

37) Encuentra el 4rea limitada por las curvas y = 22 y y = 2 — 2.

38) Encuentra el 4rea limitada por las curvas y = 2% y y = 2.

29) Encuentra el drea limitada por las curvas y? = 4z y y?> = « + 3. Solucién: 8.
30) Encuentra el drea limitada por la curva y = 22 y la recta x = y.

31) Encuentra el drea limitada por la curva 8y = 23 y la recta 2z = y.

32) Encuentra el 4rea limitada por la curva y? = 9z y la recta 2z = y.

Encuentra el drea limitada por la curva y = 4z — 22 y la recta y + 22 — 8 = 0.
Encuentra el drea limitada por la curva y = 222 y la recta 2z = y — 4.

35) Encuentra el 4rea limitada por las curvas y = 2% y y? = x.

36) Encuentra el drea limitada por la curva y> = z 4+ 1 y la recta z = y.

2

4
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(39) Encuentra el volumen del elipsoide de revolucién que se obtiene al hacer girar una
elipse de semiejes a y b. Como consecuencia, encuentra el volumen de una esfera de radio a.

(40) Encuentra el volumen de la figura que se obtiene al girar sobre el eje z el drea
limitada por las siguientes curvas: y = 23,y =0,z = 1,2 = 2.



Capitulo 8

Ecuaciones diferenciales ordinarias

8.1 Conceptos generales

Una ecuacion diferencial es una ecuacion en la que la incégnita es una funciéon y que
contiene la incégnita y, la variable 2 de la que depende la incégnita y las derivadas y(™ de
la incognita. Es decir, es una expresion de la forma

F(z,y,9,....,y"™) = 0.

Se llama orden de la ecuacién diferencial al orden de la derivada maés alta que aparece
en la ecuacién. Asi, por ejemplo, la ecuacién y” + 3’ = y es una ecuacién de segundo orden,
mientras que la ecuacién y’ + 32 = 0 es de primer orden.

Una solucién de una ecuacién diferencial es una funcién y(x) que al sustituirla en la
ecuacién diferencial da una identidad. La solucién de una ecuacién diferencial no es tnica.
De hecho el lector ya conoce las ecuaciones diferenciales mas sencillas, las que son de la forma
y' = f(z). La solucién de una tal ecuacién no es més que la primitiva de f(x), que ya conoce
el lector esta definida salvo una constante. Es decir, son soluciones de la ecuacién diferencial
anterior todas las funciones y(z) de la forma y(z) = [ f(x)dx + ¢, siendo ¢ una constante
arbitraria. Se llama solucién general de una ecuacidon diferencial a una solucion de la
ecuacion diferencial que depende de constantes y tal que cualquier solucién de la ecuacion
diferencial se obtiene de esta solucién general dandole valores apropiados a las constantes.
Todas las ecuaciones diferenciales que veremos en este curso tienen una solucién general que
depende de tantas constantes como sea el orden de la ecuacién diferencial, es decir: una
ecuacion diferencial de orden n tendrd una solucion general que dependera de n constantes.

Una manera de fijar una solucién particular (es decir, de fijar los valores de las constantes
arbitrarias) de una ecuacién diferencial es imponer condiciones (a menudo vienen impuestas
estas condiciones por el problema fisico que ha originado la ecuacién). Las condiciones que
estudiaremos son de dos tipos: las condiciones iniciales, que fijan el valor de la funcién y
sus derivadas hasta el orden n — 1 si la ecuacion diferencial es de orden n en un punto dado
xg, v las condiciones de contorno, que fijan los valores de la funcién en los extremos de
un intervalo.

Asi, por ejemplo, la ecuacién diferencial " = 0 tiene como solucién general y = ax + b.
Si fijamos las condiciones iniciales y(0) = 1, 3'(0) = 2, entonces la tinica solucién verificando

124
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estas condiciones es y(z) = 2z +1. Si fijamos las condiciones de contorno y(0) =1, y(4) =5,
entonces la tnica solucién verificando estas condiciones es y = = + 1.

Una solucién elemental de una ecuacién diferencial es una solucién y(z) que es una
combinacién de las funciones elementales que hemos estudiado en este curso. No siempre (se
podria decir que casi nunca) existe una solucién elemental de una ecuacién diferencial, pero
hay ocasiones en que es posible, al menos, dar una solucién implicita usando funciones
elementales. Incluso hay ocasiones en que la solucién en modo implicito es méas cémoda que
la solucién explicita. Asi, por ejemplo, la ecuacién diferencial 3y2y’ 4+ xy’ +y = 0 tiene como
solucién implicita 32 + 2y = C, que es mas manejable que la solucién explicita

—23 g L (27C+ V1297 + 1087%)3
(27C + V/729C? + 10823)3 3(2)3 '

8.2 Ecuaciones diferenciales de primer orden

La primitiva de una funcién es un caso particular de una ecuacién diferencial de primer
orden. Como ocurria con las primitivas, todas las ecuaciones diferenciales de primer orden
admiten una interpretacién geométrica en términos de campos vectoriales. En efecto, igual
que con las primitivas, una solucidn de una ecuacion diferencial de la forma y' = f(x,y) es
una funcion y(x) cuya grdfica es una curva cuyo vector tangente en cada punto (x,y(x)) es
(Ly/(@) = (1, f(z,9)).

A diferencia de lo que ocurria en el caso de las primitivas, en una ecuacién diferencial

general de primer orden 3y’ = f(xz,y), la direccién (1, f(z,y)) que se asigna a cada punto
(z,y) depende también de y, y no sélo de z, como en las primitivas.
Este es el hecho fundamental que per-
mite distinguir los campos vectoriales en
el plano que proceden de ecuaciones difer-
enciales de primer orden generales de los
que proceden de las més sencillas, las prim-
itivas. Consecuencia de este hecho so-
bre el campo vectorial o ecuacion es que
las soluciones de la ecuacién (curvas tan-
gentes al campo) ya no difieren entre si de
un modo tan sencillo como las primitivas, -1.
ya no es cierto que dos soluciones difieran
tan solo en una constante. Veamos un
ejemplo:

La ecuacién diferencial
v = (22+y?) cos(zy) da lugar al siguiente
campo vectorial con sus correspondientes \
curvas tangentes (curvas integrales se sue-

len Eamal&) . . .
cuaciones diferenciales de variables separables: son aquellas que pueden es-
cribirse de la forma

f(y)dy + g(z)dz = 0.
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Su solucién general es
/f(y)dy+ /g(:v)dx =C.

Veamos dos ejemplos:
o (z+1)y = x(y? +1). Se escribe primero en la forma (z + 1)dy = x(y? + 1)dz, y, luego,
se pasa la variable y a un lado de la ecuacién y la x al otro:

1 T

dy = d
y2+1 P R

de modo que la solucién general se puede obtener integrando a ambos lados de la ecuacién

1 x
———dy = d C
/y2+1y /x+1 T+

la integral de la izquierda es arctgy y la de la derecha es [ Jfqdr = [ etldy = [(1 -

1 g — z+1
—1)dr =2 —In|z + 1|+ C, de donde

arctgy=x —Injz+1/+C, y y=tg(z—Injz+1+C).

e y = ky. Pasando todos los términos que contienen la incégnita y a un lado, y la
variable independiente x al otro, como antes, resulta: % = k dz, e, integrando en ambos

miembros de la igualdad, Iny = kzx + C, y y = €.

Ecuaciones diferenciales de primer orden homogéneas Son aquellas que se pueden

escribir de la forma y
y =F (;)-

Una manera frecuente de reconocer una ecuacion de este tipo es ver que se puede poner de

la forma
r_ Az, y)
B(z,y)
donde A(z,y), B(x,y) son funciones homogéneas del mismo grado. Una funcion f(x,y) se
dice que es homogénea de grado n si, para cualquier A, se verifica f(Ax,\y) = \"f(z,y). En
general, son funciones homogéneas de grado n todos los polinomios homogéneos de grado n.
Las ecuaciones diferenciales de primer orden homogéneas se pueden reducir a una de

variables separables haciendo el cambio de variable

o, equivalentemente  A(x,y) dr = B(z,y) dy,

Q:U’ queda y=vz, vy =v+z,
x

lo que, sustituido en la ecuacién inicial, da

v+v z=F@), zdv+vdzx=F(v)dr, div—kdizo,
v—Fv) =
que es una ecuaciéon de variables separables, que se resuelve como indicamos en el caso
anterior.
Veamos un ejemplo. La ecuacion (z24y?) dz+2 z y dy = 0 es del tipo A dz+ B dy, donde
Ay B son polinomios homogéneos de grado 2, luego se trata de una ecuacién diferencial de
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primer orden homogénea, luego conviene hacer el cambio v = y/z, es decir, y = v z, con lo

que

dy=vdr+zdv, z>+9y?=a2>+0*2% 2xy=2220v,

y, sustituyendo en la ecuacion,
(2 +0? 2?) de+222 v de+22° vdv=0, (14+3v%) 2?dr+223vdv=0,
y, agrupando a un lado los términos en = y a otro los términos en v, queda

dzx 20
— = ———dv,
x 14302
ecuacion de variables separables que, integrando a cada lado, da

2 1
mx:_/g+ézﬁw:—3m@+3v%+mc,

de donde z = C' (1+3 vz)_1/3, y, elevando al cubo, y deshaciendo el cambio v = y/x, y
operando,

2\ ! C — 23 O —_ 23
:L‘3:C<1+3 (y)) , P4+t =0, = :):’ Y= ac‘
x 3z

Otro ejemplo: La ecuacion
M=:g+¢g<g),
T T
estd claramente escrita en la forma y' = F(y/z), luego es homogénea, y, para resolverla,
hacemos el cambio y = v z, con el que iy’ = v + xv’, y la ecuacién queda

dx
v+zxzv =v+tgv, estoes x v =tgv, vy, agrupando variables, cotv dv= —,
x

que es una ecuacion de variables separables cuya solucion es
1 C
cotvdv= | —dr, Insenv=Inxz+C, senv=ce" z,
x

y, deshaciendo el cambio,

Y
sen = = ¢ x, =1z arcsen A x,

x

donde A = ¢© es una constante arbitraria.

Ecuaciones diferenciales de primer orden lineales Son aquellas que se pueden
escribir de la forma

Yy + P(x) y = Q(x),
donde P y @ son funciones arbitrarias de x. El truco para resolver una tal ecuacién consiste
en multiplicar y por una funcién p(x) de modo que se verifique la ecuacién

(py) =py +pPuyx
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de este modo, la ecuacién diferencial originaria se convierte en

(py) = p Q, cuya solucién es p(x) y = /p(x) Q(z) dx + C, *x
y la funcién p se obtiene de (*) del siguiente modo:
py+pPy=py +py dedonde p'y=pPy,ie p=pP
de donde
lnp:/P dzr + ¢, p:C’edex,

y, por ser lo mas cémodo, tomaremos C' = 1. Veamos algunos ejemplos:
Resolver la ecuacion: y' +y = e*. Es una ecuacién lineal con P =1y @ = e*. Entonces

J P dz x

p=e = e,

y, sustituyendo en (**),

1
e?* 4 C, de donde y = 3 e*+C e ",

| =

exy:/emexdx—i—C:

Resolver la ecuacion: = y' + 3 y = 22. Dividiendo por z la ecuacién resultante es

, 3
Yy + = y=,
x
que es una ecuacién lineal con P = —3/x y @@ = z. Entonces
p= efP dr _ e—f% dv _ =3Iz _ elna:3 _ eln(l/zS) _ i

x3’

y, sustituyendo en (**),

1 1
x?}y:/xgmdx+0:/ t2de+C=—-z"'+C, dedonde y=—2®+C 2.

8.3 Ecuaciones diferenciales de segundo orden reducibles a
una de primer orden

Ecuaciones diferenciales de segundo orden sin variable dependiente. Son de
la forma F(z,y’,y")) = 0. Se transforman en una de primer orden haciendo el cambio de
variable p = ¢/, de donde sale p’ = 3, quedando la ecuacién de primer orden F(x,p,p’) =0,
que se resuelve, obteniendo p = ¢(z, C1), y, sustituyendo en p = y/ e integrando, y = [ p dx =
[(¢(z, C1) dz + Cy serd la solucién buscada. Veamos un ejemplo:

Resolver la ecuacién v’ = A /1 + (y)%2. Hacemos el cambio 3y = p y la ecuacién se

convierte en p’ = A /1 + p2, de donde

d
P _ 4 dx, e, integrando, argshp=Ax+C1, y p=sh(4z+Cy),

1+ p?
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e, integrando de nuevo

y:/sh(Ax—i-Cl) dx—l—C'Q:%ch(Ax%-C&)—i-Cg.

Ecuaciones diferenciales de segundo orden sin variable independiente. Son de
la forma F(y,y’,y”)) = 0. Se transforman en una de primer orden haciendo el cambio de
variable p = ¢/, de donde sale

dp dp dp
;N n_ 2 _ = r_ 7
pP=ys Yy =D = o dyy de7

quedando la ecuacién de primer orden F(y, p, dp/dy) = 0, que se resuelve, obteniendo
p = ¢(y,C1), y, sustituyendo en p = ¢/,

_ _ 1 - / 1 _
oy, Ch) =y, dx= / 5.0 dy, e, integrando, 500D dy =z + Cy,

de donde se obtiene y en funcién de z, si se puede.
Veamos un ejemplo:
Resolver la ecuacion y" +y = 0. Hacemos el cambio 3y = p, de donde se obtiene, como
" __ dp sz . dp o
acabamos de ver, " = p a0 Y la ecuacion se convierte en p ay Tu= 0, de donde

2
y 1 dy
=2 4+ — =/C; —y? —z =
gty PEVOSY e s

2
pdp=—ydy, e, integrando, %

e, integrando de nuevo

= /da: + C5, vy, usando la constante k = \/61,

e
Cr—y?
dy _ y _ _
——= dz + Cy, arcseny =z + Ca, dedonde y = ksen(z+ Ca).
- )

8.4  Ecuaciones diferenciales de segundo orden lineales con
coeficientes constantes

Una ecuacion diferencial lineal de orden n es una ecuacion de la forma
y(”) + aq(x) y("_l) + .ot an_1(x) ¥ +an(z) y = F(x).

La ecuacién diferencial lineal se dice homogénea si F(x) = 0, y no homogénea si
F(x) # 0. Si todas las funciones a;(x), 1 < i < n, son constantes (es decir, no dependen de
x), entonces la ecuacién diferencial lineal se dice que es con coeficientes constantes.

Una propiedad especifica de las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas es que: 5%
f y g son dos soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogénea, entonces A f + g
también lo es. Esta propiedad se comprueba sin més que derivar y sustituir en la ecuacién.
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Se puede demostrar (y es coherente con la propiedad de linealidad anterior y con lo
que dijimos de que la solucion general de una ecuacion diferencial de orden n depende de
n constantes arbitrarias) que, si y1, ..., ¥y, son soluciones independientes' de una ecuacion
diferencial lineal homogénea de orden n, entonces la solucion general de esta ecuacion es de
la forma ¢1 y1 + ... + ¢, Yn, donde cq, ..., ¢, son constantes arbitrarias.

Aqui nos limitaremos a estudiar las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes con-
stantes, tanto homogéneas como no homogéneas. Comenzaremos con las

Ecuaciones diferenciales de segundo orden lineales homogéneas con coefi-
cientes constantes
y'+2ay +by=0. (8.1)

Para encontrar la solucién general, probamos con una solucién de la forma y = A e"*.
Sustituyendo en la ecuacion, tenemos,

AT +2ar A +b AT =0,
y, dividiendo por A e, se obtiene la ecuacién algebraica asociada
P +2ar+b=0, (8.2)

que tiene dos soluciones (reales o complejas) r1 y r2, y, de acuerdo con la propiedad enunciada
hace poco, tenemos que la solucién general de la ecuacién diferencial (8.1) es A "% + B e™2*.
Para dar una forma maés detallada y convencional, distinguiremos varios casos:

(a) Si 71 y re son dos numeros reales y distintos, entonces la solucién general es y =
A e 4+ B e,

(b) Si 7y = 72 es un numero real, entonces solo hemos encontrado una solucién, y no dos
como buscabamos. Probamos entonces con una solucién de la forma x ™%, y, sustituyendo
en (8.1), y, teniendo en cuenta que si 1 = 73 es porque 4 a®> —4 b = 0, y, entonces, 71 = —a,
obtenemos

€M% 41 e 4 rire T 4 2a(e T 4 xe ) dbre T = (2 +2a) +xeE (rF 4+ 2ar, +b) = 0,

por lo tanto, la solucién general es de la forma y = A €% + B x ™%
(c) Si 1 # 7o son numeros complejos, entonces, por ser raices de la misma ecuacién de
segundo grado, son de la forma 1 = a+i8y ro = a — i3, y podemos escribir

y = A e(oa-i—iﬁ)x +B e(a—iﬁ)x — oo (A eiﬁx +B e—iﬁx) (83)
= e ((A+4 B)cos(fz) +1i (A— B)sen(fx)) = e** (Ccos(Bz) +1i Dsen(Bx)), (8.4)

y, como y es una funcién compleja solucién de (8.1), también son soluciones sus partes real
e imaginaria, y, por lo tanto, cualquier combinacién lineal de sus partes real e imaginaria.
Luego la solucién general de (8.1), cuando las soluciones de (8.2) son dos niimeros complejos
rm=a-+ifyro=a—1i0, es

y = e (Ccos(Bx)+ Dsen(fx)),

1Se dice que n funciones yi, ..., yn son independientes si la tnica posibilidad de tener A\1y1 + ... + Anyn = 0
con A\i, ..., \n E Resque A1 =... =\, =0.
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siendo C'y D constantes arbitrarias.

En muchas ocasiones, en atencion a la interpretacion fisica de las soluciones de muchas
ecuaciones diferenciales, se escribe la expresion C cos(fz)+ D sen(fx) en la forma A sen(fBzx+
®), que se comprueba es equivalente a la anterior al desarrollar A sen(Sz+¢) = A sen(fSx) cos ¢+
A cos(Bx)sen¢ = Ccos(fz) + Dsen(fz) si Asengp =C'y Acos¢p = D.

Veamos algunos ejemplos:

Para resolver la ecuacién diferencial "’ +1'—2 y = 0, consideramos la ecuacién algebraica
asociada r? 4+ r — 2 = 0 cuyas soluciones son —2 y 1, y, por lo tanto, su solucién general es
de la forma y = A e72* 4+ B €”.

Para resolver la ecuacién diferencial ¢y’ + 4 3y’ +4 y = 0, consideramos la ecuacién
algebraica asociada 72 +4 7 + 4 = 0 que tiene una tnica solucién —2, y, por lo tanto, su
solucién general es de la forma y = (A x + B) e™2%.

Para resolver la ecuacién diferencial ¢y’ + 2 3’ + 2 y = 0, consideramos la ecuacién
algebraica asociada 72 42 r +2 = 0 cuyas soluciones son —1 44y —1 — 4, y, por lo tanto, su
solucién general es de la forma y = e (A cosx + B senx).

Ecuaciones diferenciales de segundo orden lineales con coeficientes constantes
no homogéneas
V' +2ay +by=F(). (8.5)

El resultado bésico que se usa para resolver estas ecuaciones es que la solucion general de
la ecuacion (8.5) es la suma de la solucion general de la ecuacion homogénea yy, asociada
(8.1) y una solucion particular y, de (refEDLNH). Por lo tanto, para encontrar todas las
soluciones de (refEDLNH), hay que encontrar todas las soluciones de (8.1), cosa que ya hemos
visto como se hace, y buscar una solucién particular (es decir, concreta, basta con solo una
solucién) de (refEDLNH). Esta suele ser la parte dificil del problema, pero hay algunos casos
en que hay reglas para encontrar esa soluciéon particular. Vamos a ver esos casos con el

Método de los coeficientes indeterminados: trata de probar soluciones y, de una
forma determinada en la que aparecen constantes cuyo valor se determina por sustitucién en
la ecuacion diferencial. Las reglas para probar funciones en unos pocos casos son:

Si F(x) = P,(x)e"™(Dsen(kzx) + E cos(kx)), donde P,(x) es un polinomio de grado n en
x, se distinguen varios casos:

1. Si r+ ¢ k no es solucién de la ecuacién algebraica asociada a (8.1), se prueba con la
funcién y, = (An(z) cos(kx) + By (z) sen(kzx))e™, donde A,, y By, son polinomios de
grado n.

2. Sir+i k es solucién de la ecuacién algebraica asociada a (8.1) y 2a(r+1i k) +b # 0 (es
decir, r+1i k no es una solucién doble), se prueba con la funcién y, = (A, (x) cos(kz)+
B, (z) sen(kx)) x €"*, donde A,, y B,, son polinomios de grado n.

3. Sir+i k es solucién doble de la ecuacién algebraica asociada a (8.1) (i.e. 2a(r+i k)+b =
0, y entonces k = 0), se prueba con la funcién y, = A,(z) 2? €"®, donde A, es un
polinomio de grado n.

Veamos algunos ejemplos:
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y' —y =2 senuz.

La ecuacién algebraica asociada es r* —r = 0, cuyas soluciones son r =0y r = 1. Como
i no es ninguna de estas soluciones, probamos como solucién particular de la ecuaciéon con
yp = A cosx + B senz. Calculando y;, e yz’j’ , sustituyendo esta expresiéon en la ecuacién
diferencial, tenemos —(A+ B) cosxz + (A — B) senx = 2 senz, de donde resulta A+ B =0
yA—DB =2,y deaqui, A=1, B = —1, por lo tanto, y, = cosz — senz, y la solucién
general de la ecuacién anterior es
y=Ce"+ D+ cosz —senz.

2

y' =3y +2y=5¢€".

La ecuacién algebraica asociada es 72 — 3 r 4+ 2 = 0, cuyas soluciones son r = 2 y r = 1.
Como 1 es una de estas dos soluciones, probamos como solucién particular de la ecuacién
con y, = A x €”. Calculando y;) e y;,’ , sustituyendo esta expresion en la ecuacién diferencial,
tenemos —A e¥ =5 €*, de donde resulta A = —5, por lo tanto, y, = —5 e"*“x, y la solucién
general de la ecuacién anterior es

y=Ce** +De® -5z e ",

y”—6y’+9y:e3x.
La ecuacién algebraica asociada es 72 —6 r+9 = 0, que tiene solucién tinica r = 3. Como
3 coincide con esta soluciéon doble, probamos como soluciéon particular de la ecuacién con
yp = A z? e3*. Calculando y; e yz’)’ , sustituyendo esta expresion en la ecuacién diferencial,
tenemos 2 A 3 = 3%, de donde resulta A = 1/2, por lo tanto, y, = (1/2) z%e3*, y la
solucién general de la ecuacion anterior es
y=C z e+ De’ + (1/2) x2e37,

/,

y" —y =5 e" —sen(2x).

La ecuacién algebraica asociada es 72> — r = 0, cuyas soluciones son r = 0 y r = 1.
Por otra parte la funcién F'(x) es una mezcla de dos tipos vistos anteriormente, por lo que
probaremos con una ¥, que sea suma de las correspondientes a esos dos tipos. Por la parte
de F' de la forma e®, como 1 es una de las dos soluciones de la ecuaciéon algebraica asociada,
probaremos con una funcién de la forma A x e®. Por la parte de F' que es de la forma sen 2z,
como 2¢ no es ninguna de las soluciones de la ecuacién algebraica asociada, probaremos con
una funcién de la forma C' cos2z + B sen2z. Asi es que probaremos con la funcién y, =
Axe®+C cos2x+ B sen2x. Calculando y]’J e yg , sustituyendo esta expresion en la ecuacién
diferencial, tenemos A e* + (—4 B+2 C) sen(2z)+ (—4 C —2 B) cos(2z) = 5 e* —sen(2z),
de donde resulta A =5, -4 B4+2C=-1,-4C—-2B=0,y,deaqui, A=5 B=1/5y
C = —1/10, por lo tanto, y, =5 = € + (1/5) cos2x — (1/10) sen2z, y la solucién general
de la ecuacién anterior es

y=De"+F+5xe”+(1/5) cos2z — (1/10) sen2z.

Un método més general para la solucién de (refEDLNH) es el llamado de variacién de
los pardmetros, pero es también mas complicado y no lo veremos en este curso.

8.5 Soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales de primer
orden
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Una solucién numérica de una ecuaciéon diferencial es una funciéon definida sobre una
cantidad discreta de valores de un intervalo lo suficientemente grande como para que la
funcién definida sobre todo el intervalo por interpolacién (u otro método) de la anterior se
aproxime a la verdadera solucién de la ecuacién.

La primera consecuencia de esta definicién es que una solucién numérica es una (aprox-
imacién de una) solucién concreta, no una general. Por lo tanto, para tener soluciones
numéricas, habra que tener condiciones iniciales o condiciones de contorno. Comencemos a
describir los métodos usados para las ecuaciones diferenciales de primer orden, por orden de
sencillez:

Método de Euler para las ecuaciones diferenciales de primer orden. Es el mas
antiguo y poco usado en la préactica, pero sirve de modelo para el més usual de Runge-Kutta
que veremos después.

Consideramos el problema de valores iniciales

Y = f(z,y),
y(a) = yo } ’ (8.6)

y queremos encontrar una solucién aproximada en el intervalo [a,b]. Para ello comenzamos
dividiendo el intervalo [a.b] en N subintervalos iguales de longitud (paso) h = (b—a)/N, de
modo que tenemos

a=x9g<xr1=a+h<zo=a+2h<..<axzy=a+N h=0.

Para valores de h pequenos, la funcién y(x), en el intervalo [a, 1] se puede aproximar bien
por la funcién cuya grafica es la recta tangente en a, y(z) = y(a) + ¢'(a) (x —a) = y(a) +
f(a,y0) (x—a), donde hemos sustituido y'(a) por la expresién que tiene en nuestro problema
de valores iniciales. Por lo tanto, aproximadamente,

y1 = y(z1) = y(a) + f(a,yo) h.

A partir de este valor aproximado de y(x1), podemos usar el mismo argumento para calcular
el valor aproximado de y(z2):

y(r2) = y(z1) + f(z1,91) h.

y asi sucesivamente hasta

y(rn) ~y(rn-_1) + f(en-1,yn-1) h.

Y escribiremos todos los pasos a hacer asi:

Ynt1 1= Y(Tn41) R Y(zn) + f(@n,yn) b, 0<n <N -1 (8.7)

Esta es la férmula del método de Euler o método de la tangente, que aproxima la solucién
de (8.6) por (8.7).

La gréafica siguiente muestra un ejemplo de aplicacion del método de Euler al problema
de valores iniciales

y =cos(15 z y), w(0)=1, (8.8)

para valores de h = 0/05,0/0125 comparados con la solucién exacta:
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1.075

1.025}

0.975

0.925¢}

Método de Heun para las ecuaciones diferenciales de primer orden. Una
primera idea para mejorar la férmula del método de Euler (8.7) seria cambiar f(zy,yn)
por la media de f(zn,yn) ¥ f(Tnt1,Yn+1), lo que daria lugar a la férmula

1
Yn+1l = Yn + i(f(xnvyn) + f(xn—i-hyn—i-l)) h,

que tiene el inconveniente de que y,+1 aparece en ambos miembros de la igualdad. Para
evitar este problema podemos usar, en el miembro de la derecha, y,, + hf(xy,y,) como una
aproximacion de y,+1, lo que da lugar a la férmula del método de Heun

Yn+1l = Yn + %(f(ﬁnv yn) + f(anrl» Yn + hf(xm yn))) h (8'9)

para resolver el problema de valores iniciales (8.6). Este método es un ejemplo de método
predictor-corrector: se usa el método de Euler para predecir un valor de y,41, y este valor
se usa en (8.9) para obtener una aproximacién mejor o mas correcta.

La grafica siguiente muestra un ejemplo de aplicacién del método de Heun al mismo
problema de valores iniciales anterior (8.8) para valores de h = 0’05, 00125 comparados con
la solucién exacta, observandose que la aproximacion es mucho mejor que con el método de
Euler:
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1.025

0.975 |

0.925

Método de Runge-Kutta para las ecuaciones diferenciales de primer orden.
Es una mejora de los anteriores que involucra una media ponderada de cuatro valores de
f(z,y) tomados en diferentes puntos del intervalo [t,.t,+1]. La férmula de este método es:

Yn+1 = Yn + é(aln + 2a2n 4 2a2n + 2a2n) h  dondeV'1.5.4 (8.10)
arn = f(zn,yn), (8.11)
agn = f(zy, + g,yn + galn), (8.12)
asp = f(an + g,yn + gagn), (8.13)
aan = f(zp + h,yn + h azp). (8.14)

La grafica siguiente muestra un ejemplo de aplicacién del método de Runge-Kutta al mismo
problema de valores iniciales anterior (8.8) para valores de h = 0'05,0'0125 comparados con
la solucion exacta, observandose que la aproximacién es mucho mejor que con los métodos
anteriores:

1.025

0.975

0.925




136 Fundamentos Matematicos E. M. A.

Método del desarrollo en serie de Taylor. Uno de los métodos mas efectivos para
resolver ecuaciones diferenciales es suponer que la(s) solucion(es) de la ecuacién se pueden
expresar como una serie de potencias, es decir, que sus desarrollos de Taylor son una buena
aproximacion de la funcion. Eso lo usan con frecuencia los fisicos en sus desarrollos tedricos
(por ejemplo, en la deduccién de la ecuacién de ondas).

Veamos como resolver una ecuacién de la forma y/'(z) = f(x,y(x)), con la condicién
inicial y(0) = 0, usando el método del desarrollo de Taylor .

En primer lugar consideramos una aproximacién y(n,x) hasta el orden n de la funcién
incégnita y(z), es decir y(n,z) = Y. s a;xz’ . De la condicién y(0) = 0 se deduce ag =0 .

A continuacién , en la expresion f(z, y(z)), cambiamos y(x) por su aproximacién de orden
n, y(n,x), y hacemos el desarrollo de Taylor g(n,x) de f(z,y(n,z)) alrededor de x = 0, hasta
elordenn —1 .

Después igualamos la derivada yp(n, z) de y(n, z) (que serd un polinomio de grado n—1)
con g(n, z) (que serd otro polinomio de grado n—1) , lo que exige la igualdad de los coeficientes
de los polinomios yp(n,z) y g(n,x), lo que da un sistema de ecuaciones cuya solucién nos

dard los coeficientes aq, ... , a, de la solucién aproximada y(n,z) .

La solucién y(n, z) se aproximard rapidamente a la real si los coeficientes ay, ... , a, son
pequenios (menores que 1) , mientras que la aproximacién serd lenta (habra que tomar un
valor grande de n para tener una buena aproximacion) si aq, ... , a, son grandes . Ademas,

en este caso, aun con n grandes y(n, z) se aproximara a la solucién real solo para pequenos
valores de x .

Con Mathematica, todo los anterior se puede expresar de la siguiente manera
nn

yln_,x] = Za[z]xw’/{xm — x,nn — n};
1=0

nn—1
ypln_, x| := Z (i + 1)afi + 1)zz’/ {zx — 2,nn — n};

fsn,x]:= Jg_;x,y[nn,xx]]/.{:c:c — z,nn — n};
gln_,x_,i] :== D[fs[nn,zzx], {zzx,ii}]/ {zx — x,nn — n,ii — i},
(gl 2] = 3 2 gln,0,ifa');
i=0
coef = Solve[Table[(i + 1)ai + 1] == %(g[n,x,z]/x — 0),{i,0,n — 1}], Tablelali +

1]7 {iv 0,n — 1}“

Las soluciones de esta tultima ecuacion dan los coeficientes que permiten conocer la
solucién aproximada y[n, z| .

Veamos dos ejemplos :

Ej.1) Resolver aprozimadamente, por el método de Taylor, la ecuacion diferencial y'(z) =
xy —senx, y(0) = 0.

Aplicamos el método anterior usando la funcién f(z,y) = zy —senz. Con Mathematica,
el trabajo se puede hacer como sigue:

In[]= Clear]”@"];

flz.2) = 2222 — Sinfzz]/ {vx — z, 22 — 2}
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nn

ylno,x] =Y alilea’/ {zz — z,nn — n};

a0l =0; 1

ypln_ ] = ni: (i + D)ali + a2 /. {zz — z,nn — n};
fslnex = [l ylnn, za]]/ {z — z.nn — n):

gln-yz-,i)i= D{fsfon, o], o, 1))/ Az — z,1m — i — i)
(ol = 32 oo, 011"

coefn] := Solve[Table[(i + 1)ali + 1] == %(g[n,x,z]/x — 0),{4,0,n — 1}], Tablelali +

1]’ {iv O’ n— 1}]]
coe fic = Table[coe f[n],{n,5,15,5}]

Outl}= {{{al1] — 0,a2] — ~3,af3] — 0.al4] — —als] — 0}}, {{al1] — 0,a[2] —

12
1 1 11 1
—E,a[?:] — O,Cllgl’; — —ﬁ,a[’é] — 0,al6] —>1 —ﬁo,am — 0,al8] — _WQSO’Q[Q] —
1 - 1 9 — —= 4 — ——
0010 = =g (] = O] — 0] = .0l = —g5,00] — 0.l
———,al7 0,a|8 ——.al9 0,all10 — 11 0,all12 ——— a|l3
700l = ;£9]43_’ tooso” % = 0 al10] = = 75rzeg alll] = 0.al12] = = o003 =
14 - all
0 alld] = =7 7sg01200 15 — O}
In[]= asol[n-,i.] := coefic[[n/5]][[1][[]] [[2]];
ysolln_, x| := Zasol[n,i] z;
i=1
Las soluciones aproximadas de érdenes 5, 10 y 15 respectivamente, son
In[]= Tablelysol[n, x],n, 5,15, 5]
Out]]= { 2 2t 2?2t 1125 1928 137 20 2® 2t 1125 1948
= 2 127 2 12 720 10080 725760 ° 2 12 720 10080
137 2'0 3767 z'2 7943 x4 \
725760 239500800 87178291200
Por otra parte, la solucién exacta es
In[]= solex = DSolve[{w'[z] == flz,w[z]],w[0] == 0}, w, 7]
Out[]=
{{w — Function[{x} L E_%Jrz;\/?(i Erf [i +$] +2 Erfi[ ! } Erfi [1—“1})]}}
H _—— —_— — J—
73 > V2 V3 V2

Las siguientes graficas comparan la solucién exacta y las aproximadas de drdenes 5, 10
y 15

In[] = Show|[Graphics[{Text]" solex”, {2.11, solez|[1]][[1]][[2]][2-31]}],

Text]"n = 5",{2.31,ysol[5,2.31]}],

Text]”n = 10”,{2.51,ysol[10, 2.31]}], Text[’n = 157, {2.51, ysol[15, 2.31]}]}],

Plot[{solex[[1]][[1]][[2]][x], ysol[5, x], ysol[10, z], ysol[15, x|},

{z,—2,2.3}, PlotStyle — {{Huel0]},{ Huel0.2]}, {Hue[0.4]}, { Hue[0.8] } },

PlotRange — All, DisplayFunction — Identity|, PlotRange — All, Azes — True]
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=10

solex n=15

Ej.2) Resolver aprozimadamente, por el método de Taylor, la ecuacion diferencial y'(z) =
(y(w) — D(y(x) — 3) +z, y(0) = 0.

Aplicamos el método anterior usando la funcién f(z,y) = (y — 1)(y — 3) + . Con
Mathematica, siguiendo exactamente los mismos pasos que en el ejemplo anterior, llegamos
a las siguientes soluciones aproximadas de ordenes 5,10 y 15:

In[] = Table[ysol[n, z],n, 5,15, 5]

11 22 L3 2% 223 2% 1999 25

11 22 +31 3 223 % 1999 25

Out] = {82-— 3 2 60 0T 3 12 60
10753 x6+21433 x7 276763 x8+2233943 22 40070243 10 11 3:2+31 x> 223 24
— — :L'_ —

180 20 1440 6480 64800 ' 2 3 12
1999 z° 10753 z5 N 21433 7 276763 28 N 2233943 27 40070243 10 N 31624547 z11
60 180 20 1440 6480 64800 28512
8508740261 z'2 N 6012351937 '3 4982371286309 z'4 N 67026581341609 x15}

4276800 1684800 778377600 5837832000

Las siguientes graficas comparan la solucién exacta y las aproximadas de érdenes 5, 10
y 15

n=15
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Ejercicios

1. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) dy = 4xdz, b) =5 =6z, c) >+ (y)? =1

!
2. Resuelve la ecuacion diferencial % = 2.

3. Encuentra la solucién general de la ecuacion diferencial xydy — % =0,y la

soluci(’)n particular que pasa por el punto (1,3). (Ayuda: para resolver la integral
S/ m(1+ )dx usar que (1ix2) =T+ brte  donde a, by ¢ son constantes a determinar)

1+x2>

4. Encuentra la solucion general de cada una de las ecuaciones diferenciales siguientes y
la solucién particular que pasa por el punto indicado.

d
)%dﬁ+1_0 (1,2); b) 2?dy + y?de =0, (1,1);

¢) s(1+73)ds+r(1+s>)dr=0, (s=-2,r=2).

5. Encuentra la solucién general de cada una de las ecuaciones diferenciales siguientes y
la solucién particular que pasa por el punto indicado.

@) aydy ~ /T = gPde =0, (L0); 8¢5 =+, (1,1)

d
c) ﬁ —zy? +x=0, (1,1); d) sin(z)cos(z)dz + cos®(z)dy =0, (1,2).

6. Resuelve la ecuacién diferencial (22 — y?)dz + 3zydy = 0.

7. Resuelve las ecuaciones diferenciales
2

' , Ty —y s.ds s
a) (x+y)y =(x—y), b)y =—5— ¢ teos(y)— = scos(7).
8. Resuelve las ecuaciones diferenciales
2 2x 2
y="2 - Ty=a, Y+ Z=a? - L=uyrdd
x 1—=x T x

9. Resuelve las ecuaciones diferenciales:

d d%y d*y
a)x—y+x:x3, b) + 4z =0,
X

dy
I )d2+ay—0 d)——i—ycos() 0.

dz
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10.

11.

12.
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Encontrar la solucién general de las siguientes ecuaciones con coeficientes constantes
(a) y"+3y +2y=e7, M)y +3y —10y =e "

o)y’ +dy +dy=e (d)y"+3y +2y=2a"e"

e)y' +4y +4y=-cos(2z) (f) v" +4 y = cos(2x)

g) Y +3y +2y=2a () " +3y +2y =22 e

i) y" +4y +2y=(senz)? () y"+6y +3y=uxe"cos(2r)

(
(
(
(

Usando los resultados del ejercicio anterior, resolver los siguientes problemas de valores

iniciales

(a) y//+3y/+2y:€—5m} (b) y//+3y/_10y:e—5a:}
y(0)=0, ' (0)=0J’ y(0) =1, y'(0)=2

(©) y”—i—4y’+4y:e_2’”} (@ y”—i—3y’+2y:x26_w}
y(0)=2, 4'(0)=0 y(0)=5, ' (0)=2

() v +4y +4y= cos(2$)} (1) y" +4 y = cos(2x) }

y(0)=3, 4'(0)=0 y(0)=2, y'(0)=5

y”+3y’+2y:x2 y”+3y’+2y::c26w

® Yo 2yt DRSS
y(0) =4, ' (0)=2 y(0) =8, ¥'(0)=2

y”—|—4y’+2y:(senx)2} y"—i—6y’+3y:xe‘fcos(2x)}

W7 yoy=3, vo)=1 W5 =2 yo)=1

Se demuestra en fisica que el desplazamiento u(t) de su posicién de equilibrio de un
cuerpo de masa m cuelga de un muelle eldstico con una constante de Hooke (también
llamada constante de elasticidad) k, situada en un medio con una constante de roza-
miento ¢ y sometida a una fuerza F'(t) dependiente del tiempo que actia en la misma
direccién que la fuerza de la gravedad, satisface la ecuacién diferencial

mu’(t) +cu'(t) + ku(t) = F(t).
Determinar el movimiento u(t) de ese cuerpo en los siguientes casos:

(a) Para movimientos libres (F'(t) = 0) y sin rozamiento (¢ = 0). Calcular la ampli-
tud, frecuencia angular, periodo y fase en funcién de la masa m, la constante k y las
condiciones iniciales u(0) y «/(0).
b) Para movimientos libres (F'(t) = 0) con rozamiento (¢ # 0). Distinguir los casos
bl) ¢ — 4mk > 0 (rozamiento excesivo)

(
(
(b2) ¢ — 4mk = 0 (rozamiento critico)
(b3) ¢ — 4mk < 0 (rozamiento suave)
(

c¢) Para movimientos forzados (F'(t) # 0) sin rozamiento (¢ = 0) en los que F(t) =
Fjy cos(wt — ). Distinguir los casos

(cl) w # \/k/m (sin resonancia)
(¢2) w = \/k/m (con resonancia).

Nota: Situaciones muy semejantes ocurren con los circuitos eléctricos y con el sonido.



Capitulo 9

Integracion de funciones de varias
variables

9.1 Definiciéon de integral de una funcién f : R” — R en un
dominio acotado de R".

Comencemos considerando el caso de una funcién f : R? — R, z = f(x,%). Sea D un
subconjunto acotado de R? (es decir, existe un rectangulo [a,b] x [c, d] de R? que contiene a
D, D C [a,b] X [¢,d]. De modo anélogo a como la integral de una funcién, entre o y (3, de
una variable es el drea (con signo) de la regién limitada por la gréfica de la funcidn, el eje
x y las rectas verticales © = «, x = (3, ahora la integral de f en D es el volumen con signo
(el signo de f) de la region del espacio limitada por la grifica de f, el plano xy y las rectas
verticales que pasan por la frontera de D. Un ejemplo se muestra en el siguiente dibujo:

De modo andlogo a lo que hicimos para integrales de una variable, ese volumen con
signo se define como limite de sumas de voliimenes (con signo) de paralelepipedos tales que
la unién de sus bases aproxima D, la unién de los paralelepipedos aproxima la region del
espacio limitada por la grafica de f, el plano xy y las rectas verticales que pasan por la
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frontera de D, y las areas de cada una de las bases tienden a 0 cuando tomamos el limite.
Vamos a realizar este proceso poco a poco.

Comenzamos considerando un rectdngulo [a, b] X [¢, d] que contenga al dominio D. A con-
tinuacién dividimos cada intervalo en N partes (lo que da lugar a una divisién del recténgulo
en N? partes), asi

b—a b—a b—a b—a

T =a, Ty = T1+ N = a-+ N Im = L1+ N = a+(m—1) N INHL b,

d—c d—c d—c d—c
N=6 =yt = ok e Y = Y1t = eh(m-1)—
entonces, el volumen con signo del paralelepipedo cuya base tiene el punto (z;,y;) como
vértice con menor valor de las coordenadas x e y, y que tiene un vértice superior en el punto

de la gréfica de la funcién que estd en la vertical de (z;,y;) es

y ey YN+H1 = d7

f@isyj)(@iv1 — ) (Yjir1 — Y5)- (9.1)

Como queremos calcular la integral sobre D, s6lo nos interesan los volimenes de estos par-
alelepipedos en los que (x;,y;) € D, por ello, multiplicaremos (9.1) por la funcion carac-
teristica de D .y)
1 if (z,y)eD
XD('%?/) - {0 if (x’y) ¢ D’
eliminando asf las contribuciones al volumen de paralelepipedos que tengan la base fuera del
domino D. Definiremos entonces la integral de f sobre D por

N
| fa) dady = Jim Y fai) i - o)~ w)oles) (02
ij—=1
N
. b—a d—c
= J\}gnoo”z_: Faiy) —— — xo(i y5), (9.3)

cuando este limite existe. Si existe este limite (o, lo que es lo mismo, si existe esta integral)
se dice que la funcion f es integrable sobre el dominio D.

Los dibujos a continuaciéon muestran como los paralelepipedos que acabamos de definir
aproximan el volumen delimitado por una funcién f sobre un rectdngulo que contiene al
dominio D, para valores de NV = 8,12, 16.
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N=12 =

N=16

La integral de una funcién de varias variables f : R — R sobre un dominio acotado
D C R” se define de modo absolutamente semejante, Comenzamos considerando un n-
cuboide [a1, b1] X [ag, ba] X - - - X [ay, by] que contenga al dominio D. A continuacién dividimos
cada intervalo [a;, b;] en N partes (lo que da lugar a una divisién del cuboide en N™ partes),
asi

bi — a; bi — Qa;
Til = i, $¢2=$i1+T=ai+ N
bi — Qa; bi — Qa;
vivs Tim = Tj m—1 + =a¢—|—(m—1) s ey Ti N+1 = by, (94)
N N
entonces, el hipervolumen con signo del (n+1)-cuboide cuya base tiene el punto (x1,,. .., Znj,)
como vértice con menor valor de las coordenadas x1, ..., T,, y que tiene un vértice superior
en el punto de la gréafica de la funcién (x1j,, ..., Tnj,, f(T1j,,- - %nj,)) €8
(bl — al) e (bn — an)

@i T, ) (@141 — 2150) - (Tng+1 = Tng) = (@150, -5 T, ) :

Nn
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Como en el caso de dimensiéon 2, la integral de f sobre D se define por

/f(x].)-'-yxn) d.’l?]_dxn
D

(b1 —al)...(bn—an)

N
D DU (TR o

N—oo | -
J15--dn=1

XD(J,‘ljl, N ,Injn), (95)

cuando este limite existe. Si existe este limite (o, lo que es lo mismo, si existe esta integral)
se dice que la funcion f es integrable sobre el dominio D.
En (9.5), x(D) es, de nuevo, la funcidn caracteristica de D, que, como la anterior, se
define por
(1, oo ) = {1 if (z1,...,2,) €D ‘
Y 0 if (z1,...,2,) ¢ D

Un resultado importante que permite asegurar que hay muchas funciones integrables es:
Toda funcion f : D C R™ — R continua sobre un dominio acotado de R™ es integrable sobre
D.

9.2 (Calculo de integrales dobles y triples, regla de Fubini.

Las integrales multiples pueden calcularse realizando integrales sucesivas de una sola
variable mediante la aplicacién del

Teorema de Fubini Si f es una funcion integrable sobre un dominio D de la forma
D = [a1,b1] X [ag,ba] X -+ X [an, by], entonces

/f(ﬂh,-..,a:n)dxl...da;n
D

b1 bn—1 bn
= / . / < flxg, ..y xn)dxn) drp—1 | ...dz1, (9.6)
al an—1 an

donde el orden en que se realiza la integracion es indiferente.

Esta férmula resulta muy natural si miramos con cuidado la férmula (9.5) que define
la integral. En efecto, si escribimos la férmula (9.5) ordenando las sumas, de modo que
hacemos primero las que corresponden a la variable x,,, después las que corresponden al la
variable x,_1, y asi sucesivamente hasta la variable x1, obtenemos, teniendo en cuenta que,
al ser el dominio D un cuboide, xp(Z1j,,--.,Znj,) = 1 en todos los puntos que aparecen en
las sumas de (9.5),

/ f(z1,...,2p) doy ... dxy,
D
N

N N

. (bn - an) (bn—l - an—l) (bl - al)
:]\}E)noojzl jzl j f(xljl,...,xnjn) N N N ,
1= n—1=— n=—

(9.7)
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y cada una de estas sumas tiende a la correspondiente integral en la férmula de Fubini cuando
N tiende a infinito.

Como ejemplo de aplicacion de esta férmula, vamos a calcular la integral de la funcién
f(z,y) = 10 — 2% — 3xy sobre el dominio D = {(x,y) € R?%; 0 <z <1, 2 <y < 3}
Observemos primero que D = [0, 1] x [2, 3], por lo tanto

/D(1o — 2% — 3zy) do dy = /01 (/23(10 — a2 - Sxy)dy) dx (9.8)

1 273
= / [lOy — %y — Bxy] dx (9.9)
0 21
! 9
= / (30 — 32 - 33:5 — 20+ 227 + 63:) dx (9.10)
0
L 15 1 15,10 7
2 3 2
/0 (10 x 5 x) dx |:10$ 3% R ]0 13 (9.11)

También hay una férmula de Fubini vélida para dominios algo méas complicados

Férmula de Fubini IT Sean g;(z1,...,xi—1), hi(z1,...,xi—1), 2 < i < n funciones reales,
y sea D el dominio de R™ definido por D = {(z1,...,z,) € R"; a1 < x < by, g2(x1) <
ho(z1), ..., gn(1, oy @n_1) < Tphp(T1,...;zn_1)}. Si f es una funcion integrable sobre D,

/D f(x1, .y xn)dey ... doy,
b1 ha(x1) hn—1(z1,e.,Tn—2) hn (21, sTn—1)
—/ (/ (/ (/ f(z1, ...,:rn)dmn> dxn_1> ...dxg) dx.
a1 g2(z1) gn—1(T1,,Tn—2) Gn (@150 sTn—1)
En esta formula si que es importante hacer las integrales por orden: primero respecto de la
variable cuyos limites de integracion dependen de las demds variables.
Veamos unos ejemplos:
El. Calcular la integral de la funcion f(x,y) = x® + y?
sobre el dominio D del plano limitado por las rectas y = 3x,
r=11y el eje x. 2.5
El eje x es la recta y = 0. Asi, x varia entre z = 0 (que es
el valor de z en el punto interseccién de la recta y = 3x con la
recta y = 0) y 1 (pues z = 1 es una de las rectas que limitan k=1
el dominio). Por otro lado y variard entre el valor que tome
en y = o, que es 0, y el valor que toma en y = 3x, que es 3z, 1

por lo tanto (ver dibujo adjunto) D = {(z,y) € R%0 < x <
1, 0 <y < 3z}. Aplicando la férmula de Fubini II, tenemos 0.5

1 3x
/D(a:2 + %) dx dy :/0 (/0 (2% +y?) dy) du 0.6%a.6 8112

1

1 373 1 324 9
:/ x2y+yf dﬂc:/ (323 + 923)dx = L2 =3
0 31y 0 4 4 ],

y=3x
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E2. Calcular la integral de la funcion f(x,y) = x + y sobre el dominio D del plano
limitado por las rectas y =0, y = 1 y las curvas x = 3%, x = y> + 1.

Por estar el dominio acotado por las rectas y = 0, y = 1, parece claro que, en el dominio
D, y varia entre 0 y 1, y, por estar entre las curvas z = y? y « = y% + 1, = varfa entre y? e
y? + 1. Por lo tanto (ver dibujo adjunto) D = {(z,y) € R%¢y? <2 <92+ 1, 0 <y < 1}
Aplicamos ahora la férmula de Fubini II, teniendo en
cuenta que, en este dominio, es la variable z la que ,

.2 x=y? x=y?+1

tiene unos limites que dependen respecto de la otra  ,|¥=!
variable y, por lo tanto, la primera integral la haremos o.s
respecto de x: 0.6

1 y2+1 0.4 /
/(ﬂ:—}—y)dxdy:/ / (r+vy) dx | dy 0.2

D 0 y2
0.5 1 1.5 2

1r,.2 y>+1 1 3 1
T 1 Y Yy oy 4
= - dy = 24z dy=|[=+=+2| =-.
/0{2+yw]y2 y /O(y +5 T y)dy [3+2+2h 3

E3. Calcular la integral de la funcion f(z,y,z) = xzz sobre el dominio D del espacio de
la figura adjunta.

Al ver la figura se observa que el dominio D estéd
limitado por los planos x =0, z =1, y = 0, y = 4,
z = 3, y el plano inclinado con respecto a los ejes y
y z y paralelo al eje z cuya intersecciéon con el plano
(y, z) pasa por los puntos (0,0,3) y (0,4,6), es decir,
el plano de ecuacién z = 3 + %y. Por lo tanto D es
el dominio definido por D = {(x,y,2) € R%0 <z <
1, 0<y<43<2<3+ %y} Aplicamos ahora la
férmula de Fubini II, y obtenemos :

1 4 3+3y
/xzda:dydz:/ / / rz dz | dy | dx
D 0 0 3
L[ A L2734y
:/ / [x] dy | dx
0 0 2|,
= /0 </0 (4:101/ + 3—2:163/ ) dy> dr

"T9 3 41* ! )
= / a2y’ + ——ay’| dr = / (18 + 6z)dx = [122%] = 12.
0 8 32 0 0 0

9.3 Cambio de coordenadas. Calculo de integrales en coor-
denadas polares, esféricas y cilindricas.

Muchas integrales sobre un dominio D tienen un calculo maés sencillo cuando usamos
coordenadas (variables) que se adaptan mejor a la forma del dominio. Esta es una de
las razones que hace conveniente el estudiar como cambia una integral multiple cuando
cambiamos de variable. No vamos a deducir la férmula, pero si a ver que es una razonable
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generalizacion de la formula del cambio de variable en una integral simple. Recordemos como
era esta:

Sea f(x) una funcién de una variable real. Si hacemos un cambio de variable x = p(u),
tenemos dr = ¢'(u)du y, cuando z = a (resp. = = b), entonces

b e~ 1(b)
fayds = |7 flatu)e (udn (9.12)
a v~ a)
R ! R R" _ I R
xz@(u) f(:II) :f(QO(U)), (‘Tlv"‘vxn) :Sp(ulv"‘?un) f($1,...,l’n) :f(np(ul,...,un))
SOT fop SDT fop
R R™
u (ul, ,un)

Cuando se trata de hacer la integral, sobre un dominio D, de una funcién de varias
variables f(z1, ..., Zy), si hacemos un cambio de variable (z1, ..., z,) = ©(u1, ..., uy), asi como
el elemento de linea dx de la integral de una variable se transformaba, al hacer el cambio
de variable, de acuerdo con la regla dz = |¢'(u)| du, el elemento de volumen dxy...dx, de
una integral multiple se transforma, al hacer el cambio de variable, de acuerdo con la regla
dxy...dzx, = |det(dp(u —1,...,uy,))| dug...dus,.

Por otro lado, igual que en en la férmula (9.12), al hacer el cambio de variable se cambian
los limites de integracién tomando su imagen por ¢~! (la aplicacién inversa del cambio de
variable), en la integral multiple, al hacer un cambio de variable por la aplicacién ¢, hay que
integrar (respecto de las nuevas variables) sobre el dominio ¢ ~!(D). La férmula del cambio
de variable para la integral multiple es, por tanto,

Cambio de variable Si f : R® — R es una funcion integrable sobre un dominio D vy
@ :R" — R" es una funcion diferenciable, con inversa diferenciable,

/f:):l,..., ) da . dmn—/ 1) et s .
o1

Antes de seguir adelante, vamos a dar una explicaciéon de los nombres elemento de linea
y elemento de volumen usados antes, que ayuden a entender de algin modo el por qué de la

férmula de cambio de variable en las integrales multiples.
b

Recordemos que / f(z)dx = hm Z f(zi)Ax;, donde Az; es lalongitud del segmento

de intervalo entre x; y x;41. Se puede entender formalmente que la expresion Ax; se convierte
en dx cuando Ax; — 0, de modo que dz seria como una longitud infinitesimal de un segmento
infinitesimal. Esto es lo que llamamos elemento de linea. Entendida asi la diferencial de x, si
tengo una funcién x = p(u), una variaciéon Au de u se transformard en una variaciéon Ax =

Au) —
o(u+ Au) — p(u) de z. Cuando Au — 0, dx ~ Alim0 Az = lim plut Au) = p(u) Au

Au—0 Au
o' (u) du.
Si aplicamos ahora el mismo tipo de “razonamiento formal” a una funcién de varias
variables, tenemos que, en primer lugar,
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/ f(z1, .y xy) doy .. dxy, = glﬁlm OZf Tliy ooy L) AZ1G « oo Apix D ((Z14y vy Tni) s
i
donde Axy; ... Axy; es el n-volumen del n-cuboide de lados Az, ..., Axy;. Tomando ahora
limites como antes, Axy; ... Axy; se transforma en un volumen infinitesimal dz; ... dx,, que
es lo que llamamos elemento de volumen. Si tengo ahora una funcién x = (z1,...,x,) =
@(U1, .oy Up), icomo se transformard el elemento de volumen duy ... du, por la funcién ?.
Vamos a hacer un “cdlculo” para n = 3. Observemos primero que, aunque el cuboide
infinitesimal de lados dui, dus, dusg correspondiente a las coordenadas u sea de lados ortog-
onales y de médulo unidad, al aplicar la funcién ¢, las nuevas coordenadas xi, z2, £3 no
tienen por qué dar un cuboide infinitesimal de lados ortogonales. Luego, para calcular su
volumen, no usaremos simplemente su producto sin més, sino que lo calcularemos usando
la féormula que da el volumen de un paralelepipedo generado por tres vectores a, b, c por el
modulo del producto mixto [(aAb, ¢)| = det(a, b, c). Asi, el elemento de volumen dzx; dxs dxs
del paralelepipedo infinitesimal de lados dx1, dzs, dxs lo calcularemos aplicando la férmula
dx1 dxg dxs = det(dxy dxg dxs). Para calcular ese determinante hemos de calcular las com-
ponentes de dx1, drs, drs en una base ortonormal orientada. Como suponemos que los du,
dus, dus si que son ortogonales y unitarios, podemos usarlos como una tal base. Como los
dx; y du; son infinitesimales, dx; estard bien aproximada por el desarrollo de Taylor hasta
el primer orden, asf:

drj ~ lim xj(u1 + Aug,ug + Aug, uz + Auz) — (w1, ug, us)

Aup—0

15) 15) oz
= Alim . < i (u1,ug, usz)Auy + ﬂ(ul, ug, uz)Aus + (ul,uz,U3)AU3>
Up—

ou (75} 8UQ ou us
~ gzi(ul,ug,u?,)dul + gz;(ul, ug, ug)dug + gz(ul,u%u;:,)du;:,, de donde resulta
8x1 8x1 8$1
5&; 8U2 8U3
dxq dry drs = det Ozy 0wy Oz duy dug dus.
@ul 8UQ OU3

Oxs Oxs %

8u1 8UQ 8U3

Vamos a ver ahora algunos cambios de variable que corresponden a coordenadas de uso
muy frecuente:

Coordenadas polares en R2. Son aquellas coordenadas (r,6) que designan cada punto
del plano por su distancia al origen y el dngulo que, la recta que pasa por el origen y ese
punto forma con el eje de las z. Es decir, las coordenadas cartesianas (z,y) de un punto
cuyas coordenadas polares son (r, ) vienen dadas por

T = r cosf o= vty
~ o de donde se deduce que ) = arccos —=L -
y = 1 sen a?+y?

Este cambio de variable viene ilustrado por el diagrama



C9 Integracion de funciones de varias variables 149

R? I R o
(z,y) = (rcosb, rsen) f(z,y) = f(rcos@, rsenf) z.: ‘
LPT ! 0-4 ’ ‘
v 0.2 J
R2 |
0.5 1 1.5 2
0 o El de-

terminante de la diferencial de la funcién cambio de variable es, en este caso,

cos —rsenf
= det (sen9 rcosf > -

SR/

det(dp(r,0)) = det g; g
or
Veamos un ejemplo de uso de estas coordenadas para hacer una integral doble:
E4. Calcular la integral de la funcién f(x,y) = x® + y? sobre el dominio D = {(x,y) €
R?; 22 +42 <2},
Observemos que f(z(r,0),y )) =r2yque o YD) = {(r,0); x(r,0)*+y(r,0)> <2} =
{(r,0); 2 <2} ={(r,0); r< V2, 0 g < 27}, por lo tanto

2
/(a;2+y dxdy:/ :/ / r2 r dr df
D @
2m r V2
:/ [} drd@z/ df =2 .
o L4] 0

Coordenadas cilindricas en R3. Son aquellas coordenadas (7,6, z) que designan cada
punto del espacio por las coordenadas polares de su proyeccién sobre el plano xy y su
coordenada cartesiana z. Es decir, las coordenadas cartesianas (x,y, z) de un punto cuyas
coordenadas cilindricas son (r, 6, z) vienen dadas por

x = 71 cosf roo= Vaz+y?

y = r senf, dedondesededucequet = arccos \/x;ciﬂ

z = z z =z
Este cambio de variable viene ilustrado por el dia-

grama
R3 ; R
(as,y,z) - f(%@/, Z)
= (rcosf, rsené,z) = f(rcosf, rsend,z)
%)
T fop
R3
(r,0, z)

9
El determinante de la diferencial de la funcién cambio de variable es, en este caso,

'gig 379/ ? cos) —rsenf 0

=det | senf rcosf O] =r.

o o0 1
o 90 0

<

det(de(r,0,2)) = det
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Veamos un ejemplo en que es comodo usar estas coordenadas:
E5. Calcular la integral de la funcion f(z,y,z) = (2? + y?)z sobre el dominio D =
{(z,y) €eR?% 2*+y?> <2, 0< 2 <1}
Observemos que f(x(r, 0, 2),y(r, 0, z), z(r,
y(r,0)2 <2, 0<2<1} ={(r0,2); r* <
27, 0 < z < 1}, por lo tanto

27 V2 1
/(m2+y2)zdacdyd2—/ zr2rd7“d0d2—/ / /r2rzdzdrd9
D ©=1(D) o Jo 0

V2

21 T4 21
:/ [] drd@z/ df =2 .
0 4 0 0

Coordenadas esféricas en R?. Son aquellas coordenadas (r,6,¢) que designan cada
punto del espacio por las coordenadas polares (r,6) de su proyeccién sobre el plano zy y el
angulo ¢ que el segmento que une el origen con el punto con el segmento que une el origen
con la proyeccién del punto sobre el plano zy. Es decir, las coordenadas cartesianas (z,y, 2)
de un punto cuyas coordenadas esféricas son (r, 6, ¢) vienen dadas por

- /22 L 02 1 2
T =1 cos¢ cosb, ro= e

0,z2)) 2 2y que go_l(D) ={(r,0,z2); z(r, 9)2—|—
2, 1

— X
y =rcos¢ senf, de donde se deduce que 0 = arccos /22 1y?
Z=1T sen¢ ¢ = =

arcsenl —f———
/22 +y2 +Z2

Este cambio de variable viene ilustrado por el diagrama

H§3 f R h \>4(xoni
(z,y,2) = (rcos¢cosl, —— f(x,y,z)= f(rcospcosb, i |
r cos ¢ sen , rsen ¢) 7 cos ¢senf, rsen @) /</ '
NP |
‘PT o \L |
® o |
H§3
(r,0,9)

El determinante de la diferencial de la funciéon cambio
de variable es, en este caso:

cos¢ cosf —rcos¢ senf) —r sen¢ cosb
detdyp(.94) = |cos¢ sentl rcos¢ cost) —rsen¢ senf| = —r2 cos ¢.
sen ¢ 0 7 COS ¢

Veamos un ejemplo en que es comodo usar estas coordenadas:

E6. Calcular la integral de la funcion f(z,y,z) = x4+ 1 sobre el dominio D = {(x,y,z) €
R3; 22 + 42 + 22 < 1}.
1+ rcosgcosd y que ¢ (D) =
< 6 < 21} = {(r,0,9); r* <
%, 0 <0 < 2w}, por lo tanto

0
¢ <

IN
—_
|
B
[N ||

L, -5 <¢<75, 0560 <20} ={(r,0,2);
/(1+:1c) dx dy dz:/ (14 rcos¢cosh) r
D e~ (D)

[\V]

cos ¢ dr df do
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Sl
{ |

[1 sen ¢ + E <gb + ;sen(2¢>)> cos 9] ’ db

Wl

1
(/ (r2 cos ¢ + 73 cos? ¢ cos ) dr) dqﬁ) do
0

NIE ol

1 1
<3 cos ¢ + 1 cos? ¢ cos 9> dgb) do

us
2

3 8

T
2

2
/

2
/

2 2

1 1 2 4

/0 (32+8(7r+0)cosﬁ> do = [3+gsen9theta}o = ?ﬂ-

9.4  Aplicacién al calculo de areas y voliimenes.

Si D es un dominio del plano R?, el volumen de un cilindro de base D y altura 1 se puede
calcular usando dos procedimientos:
1) Aplicando la férmula volumen = 4rea de la base por la altura, lo que da

Volume(cilindro) = Area(D) x 1 = Area(D), (9.13)

2) Usando la definicién de integral de la funcién constante 1 sobre el dominio D, que da

Volume(cilindro) = / 1 dz dy. (9.14)
D

De la comparacién de (9.13) y (9.14) resulta

Area(D) :/ dx dy.
D

La misma argumentacién se puede hacer considerando
un dominio D de R" y el hipercilindro de altura 1 y base D
en R""! y da como consecuencia

n — Volume(D) = / dxy ... dz,.
D
En particular, si D es un dominio de R3,
Volume(D) = / dx dy dz. (9.15)
D

Veamos como aplicar estas formulas para el calculo de algunas dreas y volimenes (en algunos
casos volveremos a obtener métodos ya usados para calcular dreas y voliimenes en el estudio
de la integracién de funciones de una sola variable).

E1. Calcular el volumen del dominio D = {(z,y,2) €R3; 0< 2 <1, 0<y <2, 0<
z < zy+ e”}. Aplicando la férmula (9.15):

1 2 zy+e®
Volume(D) = / dr dy dz = / (/ (/ dz> dy) dx
D 0 0 0
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[ ([l em)o= [ 3 ssefje= 101

= [m2+26x](1):2e—1.
E2. Calcular el volumen del dominio D = {(x,y,2z) € R3 p < 22 + 9% + 22 < R}.
Aplicando la férmula (9.15): Volume(D) = / dr dy dz. Por la forma del dominio, lo
D

mejor para calcular esta integral es usar coordenadas esféricas. En esas coordenadas D =
{(r,0,0); p<r< VR, 0 <6 2, -5 < ¢ < %}. Por lo tanto

Volume(D) = /D dx dy dz = /0 ” ( / : ( / * 2 cos ¢dr> d¢> do
2 \J,

2

2r T3 R 21 rpP3 _ 3 5 3_ .3
:/ / 7n—cosgb do d@z/ B —p sen ¢ df =2m 2R P
0 N p 0 3 _x 3

2

N

E3. Calcular el drea del dominio plano limitado por las grificas de las funciones y = 2,

y = 3.

Primero, para determinar bien el dominio, calculamos las intersecciones de las gréaficas
de las funciones que nos dan
y = 32
Yy =3z
0 < 2 < 3. En ese intervalo 22 — 3z = z(x — 3) < 0, luego D = {(z,y) € R?; 0 < 2 <
3, #? <y < 3x}. Aplicando la férmula (9.15):

3 3z 3 2 373
2
Area(D):/da:dy:/ (/ dy)d:c:/ (3x—x2)dx: [3;3—:63} :g,
D 0 2 0 0

9.5 Ejercicios.

}, 2* — 3z = 0, z(z —3) = 0, de donde las soluciones son = 0, = = 3. Luego

1. Determina el volumen limitado por las superficies z = 2?2 +y?, x +y =2, y =z, x = 0,
z=0.

2. Calcula el volumen del dominio limitado por el cilindro 4% = 4 — z y los planos y = 2z,
r=0yz=0.

3. Calcula el volumen del dominio limitado por el cilindro 2 = 4y y los planos 3z+y—z =
0, xr=2yy2=0.

4. Calcula el volumen del dominio limitado por el cilindro 2 +y? = 4 y los planos z = 7z,
y =0y z=0 en el primer octante.

5. Calcula el volumen del dominio limitado por el cilindro (22 + y?)z = 1 y los planos
y=z,y=1,y=2,2=0y z=0 en el primer octante.

6. Calcula el volumen del dominio limitado por el cilindro y = cosx y los planos z =
y,r=5, =0y z=0.
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7. Calcula el volumen del dominio limitado por el cilindro /z + /¥y = /a y los planos
r+z=a,z=0,y=01z=0.

8. Calcula el volumen del dominio espacial determinado por la grafica de la funcién z =
2z + 3y sobre el dominio plano 0 < x < 1,0 <y < 1.

9. Calcula el volumen del dominio espacial determinado por la grafica de la funcién z =
22 + 1 sobre el dominio plano (z — 1)% +y% < 1.

10. Calcula el volumen del dominio espacial determinado por la grafica de la funcién z =
4 —y? — %xQ sobre el dominio plano (y — 1)% + 22 < 1.

11. Calcula el volumen del dominio limitado por el paraboloide z = 22 + y? y el cilindro
22 +y? < 1.

12. Calcular la integral de la funcién 22 2 sobre el dominio D = {(z,y,2) € R3 1 <
w2 +y? <4, 2<2<3)

13. Calcular la integral de la funcién z sobre el dominio D = {(z,y, 2) € R3; 0 < 22 4+¢% <
1, ~1<z <1}

14. Calcular la integral de la funcién zyz sobre el dominio D = {(z,y,2) € R% 1 <
2 + % + 22 < 2},

15. Calcular el volumen de la regién limitada por las superficies z = 22 + ¢ y z = 10.

16. Calcular el volumen de la regién limitada por las superficies z2 + y? 4+ 222 = 20 y
2,2
z=x°+y°.

17. Calcular el volumen de la regién limitada por las superficies z = /22 + 3?2 y z = 1.



Capitulo 10

Integrales de linea (o curvilineas) y
de superficie

10.1 Campos vectoriales gradiente

Recordemos que un campo vectorial X en o sobre R™ es una aplicacion X : R" — R"™. El
nombre le viene de que una tal aplicacion hace corresponder a un punto de R™ un vector de
R™, y a esto lo llaman los fisicos campo vectorial frente a los campos escalares, que a un punto
de R™ le hace corresponder un nimero (un elemento de R y que, en el lenguaje matemaético,
son las funciones f : R — R). La representacién “fisica” de un campo vectorial se hace
dibujando, en cada punto de R", una flecha, con la magnitud y direccién del vector que, a

ese punto, le asigna el campo vectorial. Los siguientes dibujos representan
El campo vectorial en R? X (u,v) = (—v,u) El campo vectorial en R?® X (z,y, 2) = (0, —2,y)
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Entre estos campos vectoriales tienen especial interés los llamados campos vectoriales
gradiente o campos vectoriales derivados de un potencial, que son aquellos campos vectoriales

X : R" — R” tales que existe una funcién (llamada potencial de X) V : R® — R que
verifica X = gradV. Para estos campos, las dos propiedades esenciales que conocemos
del gradiente (que es ortogonal a las hipersuperficies de nivel de la funcién y que da la
direccién y el médulo de la maxima variacién de la funcién) hacen que el campo vectorial
quede igualmente bien descrito graficamente dando el campo vectorial como un conjunto de
flechas (como en los dibujos anteriores) o dando las hipersuperficies de nivel de la funcién

154
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de la que el campo es el gradiente. En este tltimo caso, para visualizar mentalmente el
campo vectorial, uno tiene que tener en cuenta que los correspondientes vectores son, en
cada punto, ortogonales a las curvas de nivel, y de mayor longitud cuanto menor sea la
separacion entre las curvas de nivel adyacentes. Como un ejemplo, veamos la representacion
del campo vectorial grad V, con V(z,y) = 4y? + 2

Después de esta definicién surge de modo natural la siguiente pregunta:
jcudndo un campo vectorial deriva de un potencial?. (10.1)

Comencemos examinando el caso de dimensién 2. Si X es un campo vectorial sobre R?
que deriva de un potencial V(x,y), es decir, X = grad V', y X = (X1, X3), entonces se tiene
que
ov ov

X

Xzi = —
1 81" 2 aya

de donde
0X, 0V 9V 90X
oy  Oydx Oxdy  Ox’

(10.2)

es decir, (10.2) es una condicién necesaria para que X sea un campo gradiente, pero, adem4s,
se demuestra que

Teorema Un campo vectorial X sobre un dominio simplemente conezo de R? deriva de
un potencial si y solo si se verifica (10.2).

Naturalmente, este teorema requiere explicar lo que se entiende por dominio simplemente
conexo del plano. Como la nocién matematica precisa es un poco complicada nos limitaremos
a dar dos ideas que permitan entender lo que es sin precisar del todo su significado. Un
dominio D del plano se dice que es simplemente conexo si toda curva cerrada en D puede
contraerse a un punto sin salirse de D, o, también, un dominio D del plano se dice que es
simplemente conezxo si no tiene agujeros.
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dominio simplemente conexo dominio no simplemente conexo

Asi, por ejemplo, el campo vectorial X = (y3,3xy?), ses conservativo?. Silo es, ;cudl
oy oy " Ox

es su potencial?. Para ver si es conservativo, aplicamos (10.2):

03xy? 0X 0X
- 3y?, luego el —2, luego X es conservativo. Buscamos ahora una funciéon V'
ox Jy ox
que verifique
ov oV
dv=(=,=— ) =@>32>) =X 10.3
gra <6x78y> (y7 xy) ) ( )
igualando las dos primeras componentes, tenemos la ecuacion
ov
3 [ —
y - ax7
integrando respecto de x,
ov
V= 32 de = /y3 dx = y3z + C(y), (10.4)
x

donde C(y) es, para cada valor de y, un nimero real arbitrario (lo que llamabamos una
constante arbitraria) o, lo que es lo mismo, una funcién arbitraria de y (sélo de y).

Igualando ahora las dos segundas componentes de (10.3), y, teniendo en cuenta que ya
sabemos que V (z,y) es de la forma (10.4),

ov
3 2 -~ —_3 2 C/ 7
=g, =Wt ()
de donde resulta que C'(y) = 0, y, por lo tanto, C(y) ha de ser constante, luego el potencial
buscado V es de la forma V = y3z + C, siendo C una constante arbitraria.

Otro ejemplo, veamos si el campo vectorial X (z,y) = (—y,x) del primer dibujo es

0X o(— 0X 0
conservativo. Como antes, aplicamos (10.2): =1 (_y) = -1, ga2 _ 9T _ 1, luego
dy oy ox oz
0X1 , 0Xo

8_3/ ox

Vamos ahora a responder a la cuestién (10.1) cuando n = 3. Si X es un campo vectorial
sobre R? que deriva de un potencial V (z,y, 2), es decir, X = gradV, y X = (X1, X2, X3),
entonces se tiene que

, luego X no es conservativo.

ov ov ov

1 8$’ 2 ayv 3 82’
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de donde

0xX, 8V PV 09X,
oy  Oydx Oxdy  Ox’
0X1 PV PV 0X,
0z  0z0x 0xdz Oz’
0X, OV PV 0X;
0z 020y Oydz Oy’

(10.5)

es decir, las tres ecuaciones (10.5) son una condicién necesaria para que X sea un campo
gradiente, pero, ademas, se demuestra que

Teorema Un campo vectorial X sobre un dominio simplemente conexo de R? deriva de
un potencial si y solo si se verifican las ecuaciones (10.5).

La definiciéon de dominio simplemente conexo es como la del plano, pero ahora hay que
tener mucho cuidado con el concepto de “sin agujeros”, pues, en R? no todos los agujeros
son iguales, por ejemplo, R? —{(0,0,0)} es simplemente conexo, a pesar de haberle hecho un
agujero quitéandole el punto (0,0, 0) (sin embargo R2—{(0,0)} no es simplemente conexo). Asf
es que, para R3, es mejor quedarse solo con la definicién que hace referencia a la contraccién
de curvas.

De una manera més condensada, se suele decir que X es irrotacional para expresar que
verifica las ecuaciones (10.5). Vamos a explicar el por qué de esta terminologia. Comenzare-
mos definiendo el operador rotacional, que es una aplicacién que lleva campos vectoriales
en campos vectoriales o, dicho de otra manera, es un operador que opera sobre un campo
vectorial para dar otro campo vectorial. Definir el operador rotacional consistira en explicar
el modo en que opera sobre un campo vectorial.

g 0 0
Ox’ 0y’ 0z
formal porque sus componentes no son nimeros, como las de los vectores, sino operadores de
derivacién parcial, que al actuar sobre una funciéon dan la correspondiente derivada parcial
de la funcién). Se define ahora el rotacional de un campo vectorial X de R® como el campo
vectorial rot X que se obtiene por el “producto vectorial formal” VAX deV y X, asi:

Comenzaremos definiendo el “vector formal” V = < > (lo llamamos vector

i3k
rot X = g ﬁ 2 o an _ 8X2 _8X3 + 8X1 8X2 _ 8X1
|0z Oy 0z \ Oy 0z 0Oz 0z 0Ox oy )
X1 X X3

Resulta claro de esta definicién y del teorema a continuacién de las férmulas (10.5) que
Teorema Un campo vectorial X sobre un dominio simplemente conexo de R® deriva de un
potencial si y solo si rot X = 0.

Por otro lado, se dice que un campo vectorial X sobre R? es irrotacional si rot X = 0, lo
que acaba la justificacién del comentario hecho antes.

Asi, por ejemplo, el campo vectorial X = (2xyz,x%z,2%y), ses conservativo?. Si lo
es, scudl es su potencial?. Para ver si es conservativo, calculamos su rotacional: rot X =
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i j k
0 0 0 . . .
— — — | =0, luego X es conservativo. Buscamos ahora una funcién V' que verifique
or Oy Oz
2ayz 2’z xy
ov oV oV
AV =) =(2 22, 2%) = X 10.6
gra (ax’ay’az> (2zyz, 2%z, 2%y) = X, (10.6)
igualando las dos primeras componentes, tenemos la ecuacion
ov
e 2zyz,
integrando respecto de x,
ov
V= 52 dr = /Q:L"yz dr = z%yz + C(y, 2), (10.7)
x

donde C(y, z) es, para cada valor de y y de z, un nimero real arbitrario (lo que llamabamos
una constante arbitraria) o, lo que es lo mismo, una funcién arbitraria de (y,z) (sélo de
(y,z), no de x).
Igualando ahora las dos segundas componentes de (10.6), y, teniendo en cuenta que ya
sabemos que V(x,y, z) es de la forma (10.7),
2= Y 2, W2
Ay Ay
9C(y, )
Ay
C(y,z) = C(z). Teniendo en cuenta esto y (10.7), e igualando las terceras componentes de
(10.6), tenemos

de donde resulta que = 0, y, por lo tanto, C(y,z) ha de ser funcién solo de z,

oV
2, 2 .2 !
:L‘y—az x‘y + C'(z),

de donde se deduce que C’'(2) = 0y C(z) = ¢ es constante, por lo tanto, la funcién potencial
buscada es V(z,vy,2) = 2?yz + C.
Otro ejemplo, veamos si el campo vectorial X (x,y, z) = (0, —z,y) del seqgundo dibujo es

i j ok

. : o o0 0
conservativo. Como antes, calculamos el rotacional: rot X = |[— — —| =(2,0,0) #

Jdr 0Oy Oz

0 —z vy

(0,0,0), luego X no es conservativo.
10.2  Integracion de campos vectoriales a lo largo de una
curva.

DefiniciénDado un campo vectorial X : R" — R™ y una curva c : [a,b] — R", se
define la integral curvilinea (o de linea) de X sobre (o a lo largo de) ¢ por

/CXdc = /ab<X(c(t)), ¢ (t))dt.
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Si X es un campo de fuerzas de la Fisica, la integral curvilinea / Xdc representa el

trabajo realizado cuando una particula (sensible a ese campo de fuerzasc) es empujada a lo
largo de la curva c por la fuerza X.

Ejemplo Calcular la integral curvilinea del campo vectorial X = (xz,yz,z) de R? sobre la
curva c(t) = (1,t,t%) para 0 <t < 1. Teniendo en cuenta que, para este X y esta c, X (c(t)) =
(x(t)z(t),y(t)2(t), 2(t)) = (13,2, }) = (t3,t3,1), y < (t) = (0,1,2t), aplicando la deﬁ{licién
de integral curvilinea, /Xdc = / (X (c(t)),d(t))dt = / ((t2,13,1),(0,1,2t))dt = / (3 +

c 0 0

0

Denotaremos por ¢~ a la curva inversa de c, es decir, la curva que tiene el mismo recorrido
que ¢ pero en sentido inverso, que puede expresarse como ¢~ (t) = c(a+b—t), pues la imagen
por ¢~ de [a,b] es la misma que su imagen por ¢, y ¢ (a) = ¢(b) y ¢ (b) = ¢(a). Una
consecuencia de esta definiciéon y de la definicién de integral de linea es que

/ Xdc = —/Xdc,

debido a que ¢~'(t) = = (a + b —t).

Dado un campo vectorial X sobre R™ dos puntos p, g € R", para cada curva c uniendo p y
q (es decir, verificando que ¢(a) = p y ¢(b) = ¢, hay definida una integral [, Xdc. Es natural
preguntarse si esta integral depende de la curva ¢ o solo de los puntos p y ¢. En general,
depende de la curva c. Asi, si consideramos el mismo campo vectorial X = (xz,yz,x) del
ejemplo anterior, y calculamos su integral sobre la curva v(t) = (1,¢,t) para 0 <t < 1, se

tiene que las curvas 7y que acabamos de definir y ¢ del ejemplo anterior unen los mismos puntos
1

1
(1,0,0) y (1,1,1), sin embargo, /dez/o <X(7(t)),7’(t)>dt:/0 (£12,1),(0,1,1))dt =

(t2 + 1)dt = 3 #* / Xde, luego, en general, la integral curvilinea de un campo vectorial

0
depende de la curva sobre la que se integra el campo, ademas de depender de los extremos

de la curva. Sin embargo,
Teorema 57 X es un campo conservativo sobre R"™, dados p,q € R™ entonces fc Xdc tiene
el mismo valor para todas las curvas c : [a,b] — R™ que verifiquen c(a) = p y ¢(b) = q.
Este teorema, junto con la interpretacion fisica de la integral curvilinea como un trabajo,
dan un sentido fisico a la expresién campo conservativo que se deja al lector descubrir.
Vamos con la demostracién de este teorema. Si X es un campo conservativo, en-
tonces existe una funcién potencial V : R® — R tal que X = grad V. Se tiene entonces

que, si c(t) = (z1(t), /Xdc = / (grad V') (c(t)) ))dt = / Z gz‘c/ d;;’ =

s Vel

t

|
<
—~
o)
—~
=
~—~
|
<
—
o)
—~
s
S~—
S~—
Il
<
—~
Q
S~—
|
<
—~
S
S~—

laplicando la regla de la cadena| = /

con lo que hemos demostrado que
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Si X es un campo conservativo con funcion potencial V', y ¢ : [a,b] — R™ es una curva
que verifica c(a) = p y ¢(b) = q, entonces

/Xdc =V(g) —V(p). (10.8)

Este resultado claramente demuestra el teorema enunciado antes, y, adem&s hemos
obtenido con esta demostracién la férmula (10.8).

Aplicando esta férmula al ejemplo del campo vectorial X = (2zyz, 222, x%y) estudiado en
un ejemplo de la seccién anterior, como vimos que X = grad V con V = z?yz+C, obtenemos
que, si ¢(t) = (1,t,t?), 0 < t < 1, entonces

/Xdc = V(e(1)) = V(c(0)) = V(1,1,1) = V(1,0,0) = (1 +C) — (0+ C) = 1.

EJERCICIO a desarrollar en clase: Usar la formula (10.8) para el célculo de poten-
ciales.

Un caso especial de integrales curvilineas es el de integrales sobre curvas cerradas. Una
curva ¢ : [a,b] — R™ se dice que es cerrada si c(a) = c(b), es decir, su imagen tiene la forma
de un lazo. Para la integral a lo largo de una curva cerrada es frecuente usar el simbolo
7{ Xdc para indicar la integral de X sobre c. Es decir, f Xdec = | Xdc, pero el simbolo

(&
lleva, ademas, la informacion de que la curva c es cerrada. De la formula (10.8) resulta que:

Si la curva ¢ es cerrada y el campo X es conservativo, j{Xdc =0.

Notacién /(dex + Xody + X3dz) significa /(Xl,Xg, X3)dc.

C c

q
Si X es una campo conservativo, / (X1dz+ Xody+ Xsdz) significa /(Xl, Xo, X3)de, siendo
P 4
¢ una curva cualquiera que une p y ¢, ya que, por (10.8), no importa quien sea la curva c.

Ejercicios

Evaluar cada una de las siguientes integrales de campos conservativos. Primero, com-
probar que el campo es conservativo, y, a continuacion, evaluar la integral empleando uno
de los dos procedimiento que hemos visto: o integrar eligiendo una curva que una los dos
puntos, o calculando la funcién potencial y aplicando (10.8)

(1,1) )
1./ (y dx + (x + 3y~) dy)
(0,0)

(2,) T
2. / (Iny dx + — dy)
(1,1) Yy

(L%
3. / ’ (seny dx + x cosy dy)
(0,0)
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(1,1,1)
4. / (2zyz dx + 2%z dy + 22y dz)
(0,0,0)

(3.1,2)
5. / (—senz dr + z dy +y dz)
(0,1,1)

(0,1,1)
6. / (€% dx + 2yz dy + y* dz)
(0,0,0)

10.3 Teorema de Green en el plano.

Una curva cerrada ¢ : [a,b] — R" se dice que es simple si los extremos a, b son los tinicos
puntos en los que la aplicacién ¢ no es inyectiva

Una curva plana ¢ : [a,b] — R? simplemente cerrada se dice que estd positivamente
orientada si una particula que viaje con la curva en el sentido del pardmetro ¢t creciente
describe un movimiento con sentido contrario al de las agujas de un reloj, y negativamente
orientada si ese movimiento es en la misma direccién que la de las agujas de un reloj.

Asi, por ejemplo, la curva ¢(t) = (cost,sent) estd positivamente orientada, mientras que
la curva ¢(t) = (cost, —sent) estd negativamente orientada.
Teorema de Green Si P(z,y) y Q(z,y) son funciones diferenciables definidas sobre un
dominio plano D cuya frontera 0D es una curva cerrada simple ¢ positivamente orientada,

entonces 90 oP
P,Q)dc = / < — > dxdy. 10.9
pr@ic= [ (G2-% (10.9)
Veamos algunos ejemplos de aplicaciéon de este resultado:
E.10.3.1 Calcular la integral curvilinea del campo vectorial X = (x> — y?),xy) sobre la

curva c(t) que es la frontera del cuadrado de vértices (0,0), (2,0), (2,2) y (0,2) orientada
positivamente. Aplicando el teorema de Green

jéXdc - /D <a(;g3y) - a(x;; y2)> drdy = /02 /02(3/ — (—2y))dydz = 12.

Obsérvese que si X = (P(z,y),Q(z,y)) es un campo conservativo sobre una regién
plana D cuya frontera es una curva cerrada simple ¢, entonces se verifica (10.2), es decir

0 oP .
—Q — — = 0, de modo que el teorema de green vuelve a demostrar que si ¢ es una curva

dr Oy
cerrada simple y X es conservativo jl{ Xde=0.
(&

Ademas, el teorema de Green también permite calcular el drea de un dominio del plano
asi:
Dado un dominio plano D cuya frontera es una curva cerrada simple ¢ positivamente orien-
tada,

Area(D) = j{(O,m)dc = |usando la notacion indicada antes| = %x dy. (10.10)

Cc Cc
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En efecto Por el teorema de Green, f(O,a:)dc = / <8sc — 80) drdy = / drdy =
c p \0z 0Oy D
Area(D).
72 2

Como ejemplo, vamos a calcular el drea del dominio limitado por la elipse — + i 1.
a

Observemos que la frontera de este dominio es la elipse que podemos parametrizar por ¢(t) =
(a cost, b sent), con 0 <t < 2m, con lo que ¢ es una curva cerrada simple. Aplicando (10.10),

2m 2
Area(D) = j(l{(O,:c)dc = / ((0,a cost),(—asent,b cost))dt = / ab cos’t dt = abm.
c 0 0
Ejercicios

Evaluar cada una de las siguientes integrales usando el teorema de Green

1. j{((l‘2 +9?) dx — xy dy), donde c es la curva frontera del rectdngulo [0,1] x [0,2]

C
positivamente orientada.

2. 7{((3x2y +92) do — y*° dy), donde c es la curva frontera del disco 22 + y? < 4 positi-
vamente orientada.

3. % ((e" +y) de — (x — €Y) dy), donde c es la curva frontera del tridngulo de vértices

C
(0,0), (0,—1) y (1,0) positivamente orientada.

cost sent

3 2

4. f((gf + ) dz + (zy — y) dy), donde c es la curva c(t) = < >, para 0 <
tCS 2.

5. %((y2 + %) dx + (22 — y?) dy), donde c es la curva c(t) = (—3cost,3sent), para
0<t <o

Calcular el area de la regién limitada por cada una de las curvas siguientes usando
el teorema de Green. Comprobar los resultados repitiendo el célculo haciendo una
integral doble con Mathematica.
2 2
z Y
6. c={(z,y); VIR 1}.
cost sint

8. ¢ = {(cos®t,sin®t); 0 <t < 2r}.

9. ¢ ={(cost +sent,cost —sint); 0 <t < 2m}.
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10. c es la curva frontera del tridngulo de vértices (0,0), (1,2) y (—1,4).

11. c es la curva frontera del cuadrilétero de vértices (0,0), (1,0), (2,1) y (—1,5).

10.4 Elemento de area de una superficie

Dada una superficie que es la gréfica de una funcién z = f(x,y) de erre? en R, definida
sobre un dominio D del plano, su area es la suma de las dreas de los “rectdngulos curvilineos
infinitesimales” imagenes de rectangulos infinitesimales en el plano. Si en el dominio D
consideramos un punto (z,y) y uno de tales rectdngulos infinitesimales, de vértices

(@,9), (z+ Az,y), (z,y+ Ay), (z+ Az,y + Ay),
el correspondiente rectangulo curvilineo en la superficie tendra por vértices

(@, y, f(z,9)), (x+ Az,y, f(z+ Az,y)), (z,y+ Ay, f(z,y + Ay)), (z+ Az,y + Ay, (z +
Az, y + Ay)),
que, a su vez, viene aproximado por el rectangulo generado por los vectores

(:E + Aw?@/? f(l' + vay)) - (xﬂ% f(:v,y)) = (A.%', Oa f(.%’ + Ax??J) - f(w,y)) y

($,y + Ayv f(l‘,y + Ay)) - (x,y, f(a:,y)) = (07 Ayv f(wv Y+ Ay) - f($7y))

Usando el desarrollo de Taylor,

P+ 89) = f(o) ~ S @0) By y Jo+ Ay) = o) ~ T o),

luego el area del rectangulo curvilineo infinitesimal es, aproximadamente,

i Kk

of
(82,0, 2 A2y A (0, 8y, 2L Aay)| = |det | B2 0 oA (10.11)

Ox oy g?

0 Ay —Ay

Ay

= —a—foAy, —gAxAy, AzxzAy (10.12)
Ox oy

2 2
:\/1 + (gi) + <g§> Ax Ay. (10.13)

El drea de la superficie S cuando (x,y) € D sera la suma de esas dreas cuando, (z,y) € D,
Ax — 0y AY — 0, que se corresponde con la definicién que dimos de integral de una funcién
sobre un dominio D, por lo tanto:

Teorema FEl drea de la superficie S = {(x,y,2); z = f(z,y, (x,y) € D} viene dada por

Area(S) :/D\/1+ <g£>2+ (ggf dz dy

A lo que hay que integrar para obtener el elemento de drea de una superficie lo llamare-
mos elemento de drea de la superficie, y lo denotaremos por do. Con esta terminologia,

el teorema anterior dice que el drea de una superficie es Area(S) = /do y que st S =
S
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{(z,y,2); z = f(z,y), (z,y) € D} y el drea se calcula integrando sobre D, entonces

af\* . (of\?
do=4/1 — — dx d
o \/+<8x> +(8y T dy
Veamos algunos ejemplos:

E.8.4.1 Determinar el darea de la porcion del plano x + 2y + 6z = 12 que estd dentro del

22 P 22 2
cilindro 2—5+§ = 1. Setrata de la superficie S = {(z,y, 2); x+2y+62z =12y %+§ <1}.

Por lo tanto, la funcién que describe la superficie es (despejando z de la ecuacién del plano)

1 of 1 af 1 . 2y’
z:f(x,y):6(12—m—2y)y = = ——. Eldominio D es D = {(x,y); %—1—3 <
1}. Aplicando la férmula que acabamos de dar para el area:

or 6 dy 3
Area(S)—/ 1—|—i—i-1 dx d
LV T3y &

y, para calcular la integral sobre D, hacemos el cambio de variable x = 5r cosf, y = 3r sen 0,
con lo que, en las nuevas variables, D = {(r,0); 0 < r < 1, 0 < 0 < 27}. Ademas,

= 15 r. Por lo tanto,

3 senf 371 cosb

/41 ot 41 5v/41
Area(S) = / — dx dy,= / / — 15 rdrdf = .
p V 36 o Jo V36 2

10.5 Flujo de un campo vectorial a través de una superficie

ox B
? ? _ 5cosf@ —5H 17 senf
g9y 9y
or 00

Un campo vectorial normal continuo sobre una superficie F es la asignacién, de modo
continuo, a cada punto de S, de un vector normal (ortogonal) a la superficie en ese punto.

Llamaremos orientacién sobre una superficie S de R? a la eleccién de un campo vectorial
7 normal unitario y continuo sobre S.

Una superficie se dice que es orientable si admite una tal orientacién. Por ejemplo, son
orientables las superficies de nivel de una funcién ¢(z,y, z), con

grad¢
| grad )|

y las que son grificas de una funcién z = f(x,y), pues estas son también superficies de nivel
de ¢(x7y7 Z) =z f(x7y) Yy

ﬁ::l: (,I,y,Z),

of oOf
grad¢ (_%7_@71)

A=t @ (g 2) =+ : :
OROE

x
|grad g 7
Cada uno de los signos £ define una orientacién sobre estas superficies S.

(z,9,2).
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Si X : R3 — R3 es un campo vectorial sobre R? y S es una superficie orientada por un
campo vectorial unitario normal 77, se define la integral de X sobre S, también llamada flujo
de X a través de S por la férmula

/ (X,m)do.
S

Si S = {(z,y,2); z = f(z,y), (z,y) € D}, aplicando la definicién anterior, las férmulas
que acabamos de dar para 7, tomando la orientaciéon que corresponde al signo “4” en esa
férmula, y la féormula vista para do en el epigrafe anterior,

) (‘gi"gi’l) TNk
/S<X,n>da:/D<X, \/(af>2+<af>2+l> \/1+<é?:r> +<ay> dx dy
oz Dy

. o _of (O 0
—/D<X7 <_6:U’_(3y71)> dx dy—/D( Xlax X28y+X3> dx dy (10.14)

llamaremos a esta integral “integral del campo vectorial X sobre S con la orientacion k-
positiva” (por ser positiva la tercera componente del vector 77), o, también, “flujo k-positivo
del campo vectorial X a través de la superficie S”. Si tomamos el signo opuesto para 7i,
obtenemos el llamado “flujo k-negativo de X a través de S”, que viene dado por la misma
férmula anterior pero con signo opuesto.

Veamos algunos ejemplos:
E.8.5.1 Determinar el flujo k-positivo del campo vectorial X = (x2, 2y,1) a través de la

porcion del plano a x+b y+c z =d que verifica 0 <x < 1,0 <y < 1. Primero escribimos

d b
la ecuacién del plano a x+b y+ ¢ z = d en forma de grafica de una funcién z = — — g -1,
c c

luego observamos que D = {(z,y) € R?; 0 < 2 < 1, 0 < y < 1}, y ahora aplicamos la
férmula ( 10.14):

1 1 b b
/<X7ﬁ>d¢7=// <+x2a+xy+1>da:dy=a++1.
S 0o Jo c c 3c  4c

E.8.5.2 Determinar el flujo k-positivo del campo vectorial X = (x,y,0) a través de la porcion
del cono z =1 — 22 — y? que verifica z > 0. Como z <0, 22 +y% < 1, luego D = {(z,y) €
R?; 22 + ¢% < 1}, y ahora aplicamos la férmula ( 10.14), usando un cambio a coordenadas
polares para calcular la integral:

2m 1
/(X,ﬁ)da:/ (—2:E2—2y2+0) dz dy:—/ / 2r%r dr d9:—4—7r.
s D o Jo 3

Si queremos calcular el flujo de un campo vectorial a través de una superficie que no
viene dada por la grafica de una funcién, dividimos la superficie en trozos cuya unién sea
la superficie total y tales que cada una de ellos se pueda representar por la grafica de una
funcién y la interseccién de cada dos trozos sea, a lo sumo, una curva. Entonces, el flujo
a través de toda la superficie es la suma de los flujos a través de cada uno de esos trozos.
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En este caso ya no se puede hablar, en general, de flujo k-positivo o k-positivo, porque ya
no sera posible que la tercera componente de 77 tenga el mismo signo en toda la superficie.
Habré que explicar cual de los dos 7 se toman en una superficie orientable. Si la superficie S
limita un dominio D del espacio, una manera de indicar el 77 que se toma es decir si apunta
hacia afuera o hacia el interior del dominio.

Veamos algunos ejemplos:

2,2
x
E.8.5.3 Determinar el flujo del campo vectorial X = (x,y,0) a través del elipsoide 5+ Z2 +
2
z
— =1 con la orientacion dada por el vector normal apuntando hacia afuera del elipsoide.

2
c
Primero dividimos el elipsoide en los dos pedazos Sy y S_ definidos por las gréaficas de las

22 2
funciones z = c{/1 — — — 2—2 yz=—c\/1l—— 352 Para ambos trozos podemos escribir
a

= {(z,y) € R% 2—2 + b—; < 1}. Tomaremos la orientacién de la superficie elipsoide con
el vector normal apuntando hacia afuera, que tiene la tercera componente positiva para la
grafica de la primera funcién y negativa para la de la segunda, por lo tanto hay que calcular
el k-flujo positivo para la primera funcién y el k-negativo para la segunda. Por ello, hemos
de aplicar la férmula ( 10.14) al pedazo de superficie grafica de la primera funcién, y la
misma férmula pero con signo negativo para el pedazo grafica de la segunda funcién, y

sumar después, asi:

/S<X,ﬁ>da:/S+<X,ﬁ>da+/_<x,ﬁ>da (10.15)

= / —x 7 -y Y +0 | dz dy (10.16)
D 22 22 2

+/ z _(_Cf) _+y _(_Cj’) _ 0| da dy (10.17)

dx dy, (10.18)

—2c [ \/i \/i

para calcular esta integral, usamos el cambio de variable z = a rcos @, y = b rsenf. Con este
ox

cambio D = {(r,0); 0 <r <1, 0<6 <27}, y Ademas, gg ng _|acosd —ar senf)

bsenf br cosf

a b r, con lo que el integrando se convierte en

a?r? cos? 0 b%r? sen? 9 abrs

a1 —1r2 b2\/1 r2 \/177‘2’

ab r

de donde
27 1 7"3
<X,ﬁ)da:2abc/ / ———— dr dé,
/S o Jo V1—r?
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calculamos la integral respecto de r por partes

/r3 dr = /rzr dr
Vi—rZ o V1—r?
2
= —r2y/1 -2 +/2'r\/ 1 —r2dr = —r2\/1— 12 — §(1 —r2)3/2 (10.19)

y, sustituyendo esto en la integral anterior, obtenemos:

_87Tabc

2
/S<X,ﬁ>d0:47rabcg— 3

E.8.5.4 Determinar el flujo del campo vectorial X = (x,y,0) a través de la superficie formada
por las seis caras del cubo [0,1] x [0,1] x [0,1] con la orientacion dada por el vector normal
apuntando hacia afuera del cubo.

Las caras del cubo son seis. Escribimos a continuacién las seis ecuaciones correspondientes
y el tipo de orientacién que define el vector normal hacia afuera. Hay que tener en cuenta
que, de las seis caras del cubo, sélo dos pueden escribirse como la grafica de una funcién
z = f(x,y). De las otras, hay dos que se escriben como la grifica de una funcién y =
f(z,2) y otras dos que se escriben como la gréfica de una funcién z = f(y,z). Para las
que son de la forma y = f(x,z), hay que intercambiar los papeles de las variables z e y
en la férmula ( 10.14), y hay que cambiar también la k-positividad/negatividad por la j-
positividad /negatividad. Para las que son de la forma =z = f(y, z), hay que intercambiar
los papeles de las variables z y x en la férmula ( 10.14), y hay que cambiar también la
k-positividad /negatividad por la i-positividad /negatividad.

Describimos ahora las ecuaciones y orientaciones a tomas de cada una de las caras:

Primera Cara S.o: Gréfica de la funcién z = 0 definida sobre el dominio D1 = {(z,y); 0 <
x <9, 0<y <1}, con orientacién k-negativa;

Segunda Cara S,1: Grafica de la funcién z = 1 definida sobre el dominio D, con ori-
entacién k-positiva;

Tercera Cara Syo: Gréfica de la funcién y = 0 definida sobre el dominio Dy = {(z,2); 0 <
x <9, 0<z<1}, con orientacién j-negativa;

Cuarta Cara Syi: Gréfica de la funcién y = 1 definida sobre el dominio Ds, con ori-
entacién j-positiva;

Quinta Cara S;o: Grafica de la funcién x = 0 definida sobre el dominio D3 = {(y,2); 0 <
y <9 0<z<1}, con orientacién i-negativa,

Sexta Cara S,1: Grafica de la funcién z = 1 definida sobre el dominio D3, con orientacion
i-positiva.

Usando esta divisién de la superficie del cubo y la férmula ( 10.14) con las modificaciones



168 Fundamentos Matematicos E. M. A.

que acabamos de indicar, tenemos:

/S (X, 7i)do = /S (K)o /S (X o+ /S (X + / (X, i) do (10.20)

Sy1

+/ <X,ﬁ)da+/ (X, 7)do (10.21)
SxO Sacl

:/ (z><0+y><00><1)d:pdy+/ (—xx0—yx0+0x1)drdy
D1 Dl

(10.22)

/ (a:xO—yxl—f—OxO)dazdz—}-/ (—xx0+yx1—-0x0)dzrdz
D2 D2
(10.23)

/ (—xxl—i—ny—l—OxO)dydz—l—/ (xx1—-—yx0—-0x0)dydz
D3 D3
(10.24)

:/01/01(—0><1) dx dz+/01/01(1><1) d d= (10.25)

+/01/01(—0><1)dydz+/01/01(1><1)dydz=2. (10.26)

Nota Si X representa el campo de velocidades de un fluido que se mueve en el espacio
R3, /(X, nydo representa el flujo de fluido (volumen de fluido por unidad de tiempo) que
S

atraviesa la superficie S.

10.6 Teorema de la divergencia

Del mismo modo que el teorema de Green permitia relacionar la integral de un campo
vectorial sobre una curva plana cerrada con la integral de una funcién (relacionada con el
campo vectorial) sobre el dominio del plano limitado por la curva, existe un teorema que
relaciona la integral de un campo vectorial sobre una superficie de R que limita un dominio
D de R? con la integral de una cierta funcién (asociada al campo vectorial) sobre ese dominio
D. Es el llamado teorema de la divergencia, que vamos a estudiar ahora.

La funcién que, en el teorema de la divergencia, se asocia al campo vectorial es la llamada
divergencia del campo vectorial, que pasamos a definir ahora:

Definicién Dado un campo vectorial X : R? — R3, se llama divergencia de X a la
funcién div X : R® — R definida por

0X1  0Xy 0X
1, 0A2  OAs

divX = oz oy 0z

Asi, por ejemplo:
la divergencia del campo vectorial X = (322%y, —2x3y*z, 2°) es



C10 Integrales de linea y de superficie 169

032 0 — 234 92°
div X = xy+ xyz+i:6xy—8x3y3z+5z4,
Oz oy 0z

la divergencia del campo vectorial X = (2e” cos(yz),Iny, cos(xz)) es
02e” ol 0
div x = 0% cos(yz) L Oy cos(zz)
Oz oy 0z
Teorema de la divergencia Si S es una superficie sin autointersecciones que encierra un

dominio Q (lo que expresaremos diciendo que S es la frontera de ) y denotaremos como
S =00)y X es un campo vectorial diferenciable sobre R3, entonces se verifica que

1
= 2¢" cos(yz) + — — wsen(xz).
Y

/divX dx dy dz:/(X,ﬁ>da,
Q S

tomando S orientada por un campo vectorial normal que apunta hacia afuera de €.

Como ejemplo de aplicacién, podemos repetir, usando el teorema de la divergencia, las
integrales de los ejemplos E.8.5.3 y E.8.5.4. En ambos casos el campo vectorial es X =
(z,9,0), y su divergencia es div X =1+ 14 0 = 2. También en ambos casos
/(X, fiydo = / div X dz dy dz = 2 volumen(£2).

S

En el caso del ejemplo E.8.5.3, Q es la region del espacio limitada por un elipsoide de

ejes a, b y ¢, cuyo volumen ya calculamos en otro ejercicio, y era %77 a b ¢, por lo que

8
/(X,fi}do: 37 abec.
S
En el caso del ejemplo E.8.5.4, 2 es un cubo de lado 1, cuyo volumen sabemos que es 1, por

lo que /(X, nydo = 2.
S
Una consecuencia importante del teorema de la divergencia es que si div X = 0, el flujo

de X a través de cualquier superficie S = 0Q es 0, es decir, fS<X, nydo = 0 para toda
S = 09.

Juntando esta consecuencia con la interpretacién hecha al final de la seccion anterior del
flujo de un campo vectorial como flujo de un fluido, resulta que la divergencia de un campo
vectorial que representa las lineas de corriente de un fluido es 0 si y solo si el flujo total de
fluido a través de cualquier superficie que limite un dominio es nulo, es decir, si y solo si la
cantidad de fluido que entra en el interior de la superficie es igual a la cantidad de fluido que
sale. Dicho de otra manera, la divergencia de un campo vectorial que representa las lineas
de corriente de un fluido es cero si y solo si el fluido no tiene fuentes ni sumideros.

10.7 Teorema de Stokes

Asi como el teorema de Green relacionaba la integral de un campo vectorial sobre una
curva plana cerrada con la integral de una funcién asociada al campo vectorial sobre el do-
minio limitado por la curva, el teorema de Stokes relaciona la integral de un campo vectorial
a lo largo de una curva cerrada contenida en una superficie con la integral de otro campo
vectorial asociado al primero sobre el trozo de superficie limitado por la curva.

Teorema de Stokes Sea un trozo de superficie orientada y sin autointersecciones de R3
cuya frontera 0S es una curva c(t) cerrada simple. Si se orienta c(t) de modo que los vectores
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d(t), el vector b tangente a la superficie y ortogonal a la curva, y el vector i ortogonal a la
superficie verifiquen (' (t) A b,71) < 0, entonces, para cualquier campo vectorial X sobre R3
se verifica:

/(rot X,i)do = X de.
S oS

Nota Si X es un campo de fuerzas, X dc representa el trabajo que el campo X
oS
realiza cuando puntos del espacio se mueven a lo largo de la curva 0S. Por lo tanto, si

X dc # 0, los puntos de S se moverdn. Si S =D es un disco plano, este movimiento
oS

de 0D se traducird en un giro del disco D. Pero, por el teorema de Stokes, X dc#0

sty solo si | (rot X,7i)do # 0. Se tiene entonces que ningun disco situado en el campo de

fuerzas X gira si y solo si rot X = 0. Esta es la razon de que rot X se llame rotacional de
X. También por esta razon, se llama giro o spin de un disco D de drea o y vector unitario
normal . en un campo de fuerzas X a la cantidad (rot X, 7)o

Del teorema de Stokes volvemos a obtener (ahora solo para R?) el siguiente resultado
que ya vimos en la seccién VIIL.2: SiX es un campo conservativo y ¢ es una curva cerrada

simple de R3, entonces ¢ X dc = 0. Para demostrarlo, basta con tomar una superficie S

tal que 0S = ¢ y aplicar ecl teorema de Stokes, teniendo en cuenta que, por ser el campo X
conservativo, rot X = 0.

También se deduce de que rot grad V' = 0 que el giro de un disco en un campo conservativo
es nulo.

Dejamos como ejercicio comprobar el teorema de Stokes en algunos ejemplos:

E.8.7.1 Comprobar el teorema de Stokes para la superficie del paraboloide z = 1 — z? — y?
con0<2<1yX=(z,2,—y).

E.8.7.2 Comprobar el teorema de Stokes para el cono dado por 2> = 2> +y% con0 < z < 1
y X =(-y,z1).
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Apéndice 1

Niumeros complejos. Formula de
Euler

Queremos tener sobre C bien definidas las mismas operaciones (suma, producto, y sus
opuestas: resta y cociente) que con los nimeros reales, y con las mismas propiedades (aso-
ciativa y conmutativa para + y -, distributiva de * respecto de +, y existencia del 1 y del 0,
del opuesto y del inverso). Para ello definimos:

Suma:

(a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d).

Producto:

(a+ib)(c+id)=ac+adi+bci+bdi?= (ac—bd)+i (ad+ bc).

A partir de aqui es claro que 0 sigue siendo el 0 de C para la suma y 1 es la unidad de
C para el producto. También que el opuesto de a + 4 b es —a — ¢ b. Para calcular el inverso,
vamos a definir primero el complejo conjugado Z de un niimero complejo z € C:

siz=a+1b, entoncesz=a —1b.
Se tiene ademas, aplicado la definicién del producto de nimeros complejos, que
27 =|z]* = a® + b

por lo tanto, el inverso de z, es decir, el nimero por el que hay que multiplicar z para que
de 1 es
1 Z

SR

Usando esto, vamos a calcular el cociente

es decir
a+ib (a+ib)y(c—id) ac—bd . ad+bc

c+id 21 d2 —ere Ul ara
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Una vez definido el producto, esté claro como definir las potencias de un nimero complejo:
n
(a+ib)"=(a+ib) = (a+1ibd). En particular,

(a4 ib)? = (a® — b*) + i 2ab.

Para definir la exponencial de potencia un niimero complejo, definiremos primero

e =cosf+i senf, (férmula de Euler).

De aqui resultara, admitiendo que la exponencial y el logaritmo de ntimeros complejos veri-
fican las mismas propiedades que las de los reales, que

e = ¢ (cosb+isenbd), y TP =eletbInc porque In(c®) = (a4 ib) Inc.

Mas adelante justificaremos parcialmente la férmula de Euler.

Con lo que hemos visto ya tenemos elementos sobrados para comprobar que una ecuacion
de sequndo grado siempre tiene solucion en el conjunto de los niumeros complejos. En efecto,
dada una ecuacién a 22 4+ b = + ¢ = 0, sabemos que sus soluciones se obtienen aplicando la

formula
bV —4dac

2a

que, como ya conociamos, tiene solucién real si b> —4 a ¢ >0, y, si b> —4 a ¢ < 0, entonces
podemos escribir b —4 a ¢ = —n?, conlo que Vb2 —4dac=1in,y

X

b+ -b . n
r=——=—=xi—,
2a 2a 2a
donde se observa que: si las soluciones de una ecuacion de sequndo grado no son numeros

reales, entonces son dos numeros complejos conjugados.

1.1 Representacion grafica

Igual que cada nimero real venia representado por un punto de una recta, llamada recta
real, vamos a representar cada nimero complejo por un punto de un plano. La representacién
es la més natural que a uno cabe imaginar: a cada niimero complejo a + ¢ b le asociaremos
el punto del plano de coordenadas (a,b). Dicho de otra manera, lo que hacemos es una
identificacién del conjunto C con el plano R? mediante la aplicacién

C—R?* a+ibw (a,b).
eje Esta representacion geométrica permite tam-
imaginario bién una nueva representacién algebraica de un
numero complejo mediante el médulo y el argu-
mento. En efecto, puesto que el nimero com-
plejo z viene representado por el vector z de la
figura, ahora podemos fijarnos en que ese vector
estd completamente determinado por su médulo

eje real p v por el angulo 6 que forma con el
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eje X o eje real. Ahora bien, aplicando el teorema de Pitdgoras, observamos que el médulo
de ese vector es p = Va2 + b?, que coincide con el médulo |z| del nimero complejo z que
definimos antes. Ademads, el angulo 6 verifica

b a b
tanf = —; cosf = ——; senf = ———, 6 ¢cl0,27].
a a2+b2 q/a24,b2 [ [

Al angulo 0 se le llama argumento del nimero complejo z = a + i b.

Se tiene asi que un niimero complejo puede representarse por sus partes real ¢ e imaginaria
b(z=a+1ib), o porsumddulo p=|z| = Va?+b?y su argumento 6. Usando la férmula de
Euler puede escribirse

b :
z:a—i—ib:p<a—|—i> = p(cos@ +isend) = p ¥,
p P

que es la forma polar de escribir un niimero complejo.

Observemos ahora que, si no restringimos a 6 que tome sus valores en [0, 27|, se tiene
que 6 y 6+ 27 son argumentos del mismo nimero complejo. A partir de ahora no tendremos
inconveniente en aceptar que el argumento de un nimero complejo varia en R y que, por
tanto, un mismo numero complejo tiene distintos argumentos, pero todos ellos difieren en
un multiplo de 27, y solo uno de ellos estd en el intervalo [0, 27

La representacién de un ntimero complejo en forma polar es ttil para muchos célculos,
asi,siz=a+1ib=pe?,

2= (a+1ib)" = (p )" = p" ™ = p"(cosnd +i sennd).VI.A.1

En particular, cuando p = 1, tenemos la formula de de Moivre
(cosf + isinf)™ = cosnb + i sennd.

Siy=ly| €%, z = |2| €, entonces

ya=lol o o0y LW e
z

que, geométricamente significa que el producto de
dos niimeros complejos de argumentos ¢ y 6 da un
nimero complejo que se encuentra en la semirrecta
que forma un angulo ¢ + 0 con el eje X.

Por otro lado, la férmula (VI.A.1) da un pro-
cedimiento para calcular las raices de la unidad, es
decir, las soluciones de la ecuacién z™ = 1. Escri-
biendo z en forma polar, tenemos que la ecuacion
se puede escribir |z = 1, de donde se deduce

raices quintas de la unidad
elzl=1yn6=2mk, orkk::O,l,,..n—l. ! ; . i
aramos para este valor de k porque 51 k& es mayor se vuelven a repetir los mismos niimeros

complejos, por ejemplo, si k=n—1+ ¢, con 1 </l <n—1, tenemos

; k ; n—1+/¢ ; -1
ezanzez%r - :elZﬂ—n,)
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Obsérvese que, representadas en el plano, la raices n-ésimas de la unidad dan los vértices de
un poligono regular de n lados.

De modo anélogo, es posible resolver la ecuacién 2z = w cuando w es un nimero complejo,
w = |w| e, con ¢ € [0,27[. Como antes la ecuacién se puede escribir en la forma |z|?e? =
|w| €, de donde se deduce que |z| = ’{/W ynl=p+2rk,conk=0,1,....,n— 1.

1.2 Otras propiedades

Otras propiedades utiles de los niimeros complejos, y que resultan faciles de comprobar
aplicando las definiciones son:

e =e W ZT=z Z=zsiysolosizeR,
ztw=zZ+w, zZ W=z W, —z=-%
Tz sz 20, 2wl =lel ul, |z 4w < 2]+ ol
1.3 Observacion

Hemos introducido los niimeros complejos para lograr que toda ecuacién de segundo
grado tenga una solucién (o, en otras palabras, que todo polinomio de segundo grado tenga
una raiz). Podriamos pensar que, para que ecuaciones de grados sucesivos tengan solucién, es
necesario introducir nuevos conjuntos de nimeros. Afortunadamente estos no es asi, gracias
al
Teorema fundamental del algebra Todo polinomio de grado n tiene eractamente n
raices (quizds repetidas o multiples) en el conjunto de los nimeros complejos.

1.4 Derivacion de funciones f: R — C

Dada una funcién de este tipo, se puede escribir como f(x) = ¢(z)+i ¥ (x), donde ¢ y psi
son funciones reales de variable real, y se define la derivada f'(z) por f'(z) = ¢'(z) +1i ¢'(z)

1.5 Una “justificacion” de la férmula de Euler

oo
Una serie de potencias compleja es una serie de potencias de la forma »_ a,z" en la

n=0
que a, € C para todo n. Como cada nimero complejo a, se puede escribir de la forma
an = oy, + 105, una serie de potencias compleja se puede expresar como:

D oo oo
g apx” = E apz” +1 E Onx™.

Por otro lado, cuando estudiamos el desarrollo de Taylor, vimos que el desarrollo de Taylor

de e* era
o n

T
e’ = g —,
n!

n=0
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y si, formalmente, sustituimos x por 0 en este desarrollo de taylor, obtenemos

©  n 202 :3p3  4pd

. " ) 1“0 1°0 1204
e _;n!_1+10+ TR
. 02 63 o+ 9> 6

=14+i0— ——i—~+—+i—-——+..

2! 3 4l 5! 6!

92 94 06 93 95 97

y, si comparamos con los desarrollos de Taylor del seno y del coseno que ya conocemos,
obtenemos
0

e =cosf + isend,

la formula de Euler.

Ejercicios
1. Representa graficamente, y escribe en forma polar, los nimeros complejos:
LV 1B 1
27 27 2

1
2 2

1
2

2. Sea

242t —r+1
Calcula f(5+4i) y f(5 — 4i).
3. Calcula el médulo de los siguientes niimeros:

(x 41 y)"

(x+iy)", @iy

4. Elige tres niimeros complejos y multiplicalos por i. Representa graficamente esos ntimeros
y su producto por i. jPuedes intuir algin significado geométrico de la multiplicacién por 7.
Haz el mismo ejercicio para la division por 1.

5. Calcula

Y8+64, (=135,  V6di,  \/3V3+4i.
6. Resuelve las ecuaciones

#=8 22-10i=0, z3—-1=0, 2*-1=0,

22—-1=0, 2°—1=0, 20-223+2=0.



