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Notacion

M es una variedad diferenciable de dimensidn n si es conexa, Hausdorff,

ANIly 3 F ={v;:U;C,,, M —¢(U;) C,, R" homeomf} con:
® U@’UZ' = M;
o oty C®, Vi, j;

J

e F maximal.

C(M)={f :MSR} y C(M,N)={f: M N}
T,M = {a/(0) | a:] — e,e[> M, a(0) = p} = R"
TM =UpeyT,M = {(p,v) | pe M,veT,M}}
X(M)={X:MS TM| X, eT,M, Vpe M}

X € X(M)esC® & X(f) € C®(M), Vf € C(M)
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Corchete de Lie
[, ] X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) — [ X, Y],
i Coémo deriva?
X,Y]: C¥(M) — C®(M)
foo= (XY =X (f) - Y(X(S))

Propiedades del corchete de Lie:
1. Es antisimétrico: [X,Y] = —[Y, X].
2. Es bilineal: [X; + X», Y] =[X1,Y] + [X, Y]
3. Identidad de Jacobi: [[X,Y], Z] +[[Y, Z], X]+ [[Z, X],Y] = 0.
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Corchete de Lie
Sean X e X(M)ype M.

v, :lay, b,| — M cumpllendo:{ p T
Vo Jap, byl 7,(0) = p.

Fijado p € M, existen 0 > 0y U Capo M, p € U, tales que
@] —0,0[xU — M, o(t,q) =,(t), es C™.

or U — M, ¢i(q) = @(t, q), se llama flujo local de X en p.

Se puede ver [ X, Y] como una derivada de Y en la direccién de X:

o1
[X’ Y]p = lim + [(dgo_t)%(p)(Y%(p)) - YH

t—0
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Derivada de Lie

Lx :Too(M) = C*(M) — Too(M) = C>*(M), Lxf=X(f).
Lx :Tio(M) =X(M) — Tio(M) =X(M), LxY =[X,Y].
Ly :T0(M) — T,0(M), LxT =?

Dado T : X(M)x ). x%(M) — C>°(M) multilineal, definimos:

(LxT)(X1, ..., X,) = X(T(X1,..., X))

—ZT Xt Xion, L X, Xy, X))

<4< »» <« » Page ¥ 1



Métrica Riemanniana

Se define una métrica Riemanniana en M como una aplicacidn
() ) X(M) x X(M) — C*(M)
 (X,Y) = (Y, X);

(X, X)>0, v (X, X)(p)=0& X,=0.

(M,{,)), (N,(,)) variedades Riemanninanas.

¢ : M — N se dice que es una isometria si es un difeomorfismo que cumple:

(dpp(X), dp(Yp))' = (X, V), ¥p € M, VX, Y € X(M)
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Longitud y volumen

Se define la norma de X € X(M) como || X| = /(X, X) ,

y la longitud de una curva « :]a, b|— R como

/ o (&)l dt.

Supongamos que 2 C U, (U,v = (x1,...,x,)) carta. Entonces definimos

vol()) = L(U)(f@) o tdxy ... dx,,

Sea 2 C M, Q compacto.

siendo G = det((Xi,Xj>),~,j, X@ = i
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Conexion de Levi-Civita

Se define la conexién de Levi-Civita de (M, ( , )) como una aplicacién

Vo X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) — VyY

que cumple:
1. Eslineal en X: Vyix 1yx,Y = fVxY +gVx,Y

2. Es una “derivada” en Y:
Vx(fYi+gYs) = X(/)Y1 + fVxY1 + X(g)Ys + gV xYo.

3. Es simétrica (libre de torsién): VxY — Vy X = [X,Y].
4. Es compatible con la métrica: X((Y,Z)) =(VxY,Z) + (Y, VxZ).
Férmula de Koszul: 2(Vyx,Y, Z) =
XY, 2)+Y ({2, X)) =Z2((X, V) +(X, Y], 2)+(Y, | Z, X]) -

(X, Y, Z])
Simbolos de Christoffel I} (U,¢) = (x1,...,x,)) carta, X; = ai

Vx,X; =>,.ThX), con It € C®(M).
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Derivada covariante
Vx :C¥(M) — C®(M), Vxf=X(f)
Vx : X(M)— X(M), Y VxY.
Vx : To(M) — T.o(M), VT viene dado por:
(VxT)(X1,..., X)) = X(T(X1,..., X))
=Y T(Xy,... X, Vi Xi, Xi, .., X))

Relacién con la derivada de Lie: Definimos la derivacién Ay = Vx — Ly
Ax :C®(M) —-C®(M), Axf=0.

Ax : X(M) — X(M), AxY =VyX.

Ax T, 0(M) — T.o(M) , AxT viene dado por:
(AxT)(Xy,....X,)==>,T(Xy,..., Xi-1, Vx. X, Xis1, ..., Xp).
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Curvatura de Riemann

Definimos la curvatura de (M, (, )) como la aplicacién

X(M)x X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y,Z) — R(X,Y)Z,

RIX.)Y)Z =Vx(VyZ)—=Vy(VxZ) - VxyZ
Propiedades:
1. Es lineal en sus 3 variables (es un tensor (3,1)).
2. R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z.
3. ldentidad de Bianchi: R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.

Expresion local:

(U,w - (951, e ,xn)) carta, X; = 9

ox;’

R(X, X)X = 32 I X0,
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Tensor curvatura (4,0)

Definimos el tensor curvatura (4,0) como:

R: X(M)x X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y,Z,W) — R(X,Y,Z,W)=(R(X,Y)Z,W)

Propiedades:
1. Es lineal en sus 4 variables (es un tensor (4,0)).
2. RX,)Y, ZW)=—-R(Y, X, Z,W).
3. Id. de Bianchi: R(X,Y, Z, W)+ R(Y,Z, XW)+ R(Z, X, Y, W) =0.
4 R(X,Y,Z,W)=—R(X,Y,W,2).

Expresion local:
)

Rijri = —Rjipl
Rijrr + Rjkir + Ryiji = 0
Rijr = — Rijin

| Rijin = i

Riji = (R(Xi, X;) Xp, Xp) ~ <
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Curvatura seccional

p € M, I plano en T, M generado por {vy, vs}.
Definimos la curvatura seccional de Il como:
Rp<'U1,'U2,'U2,U1) o Rp(vhv%v%vl)

K(II) = —
W= a e~ Tollel? = (o, w)?

. La curvatura seccional se conserva por isometrias
(locales); i.e. si ¢ : (M,{,)) — (M',{(,)) es una isometria (local), en-
tonces K (I1) = K'(d¢,(I)).

Se dice que M tiene curvatura seccional constante si existe k£ € R tal que
K(II) =k, VII planoenT,M, Vp € M.
Ejemplos: R" (k =0), S" (k=1), H" (k = —1).

R(X,Y)Z = k<<Y, ZVX — (X, Z>Y)
M csc k =
R(X,Y,Z,W) =k ((X, WY, Z) — (X, Z)(Y, W>)
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Curvatura de Ricci

Tensor de curvatura de Ricci S X(M) x X(M) — C>*(M)
(X,Y) = SX)Y),

S(X,Y)(p) = traza (U e T,M — R,(v,X,)Y, € TpM)
Propiedades:
1. Es lineal en sus 2 variables (es un tensor (2,0)).
2. Es simétrica: S(X,Y) = S5(Y, X).

Expresion local:
p €U Cuo M, {En, ..., E,} base ortonormal de X(U), entonces:

S(X,Y)|lv=>,R(E;, X, Y, E).

La curvatura de Ricci es la forma cuadratica asociada a .S

Ric: X(M) — C=(M)
X — Ric(X)=5(X,X)
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Curvatura de Ricci

Expresion local: Tomamos F; = mX, y nos queda:

Ric(Y) = XY K(X A )
i=2
En R, Ric=0; enS", Ric(X)=(n—1)]|X]|?
y en H", Ric(X) = —(n — 1)|| X]|°.
Finalmente, definimos la curvatura escalar de M como p € C>*(M),

plp) = Z Ricy(e;),

siendo {€ey,...,e,} una base ortonormal de 7, M.
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Derivada covariante
o) :]a,b[cio M, X :}a,b[cio TM.
X e x(a) € X(t) € TyyM, V.
X € X(M) tal que X, = X(t), Vt.

Definimos la derivada covariante de X respecto de V como

DX ~
7 —(tp) = Vo/(to)X S TQ(tO)M.

Propiedades:
D(X+Y) DX |, DY
L ===t

2. f € C®(la,b]), 2UX) = px 4 fLX

Expresion local:
(U, = (x1,...,x,)) carta, Xj = %, Yo = >, yrXk.

DY d dz;
W:Zk<yk+22‘] zjy] é)Xk
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Geodésicas
v :la, b[c—o>o M se dice geodésica si Dd—zl = (.

dxl dLE'] o 0

Ecuacién en coordenadas locales: dt2 +Zw i

Vp eM, YveT, 40 € ](p,v) Cabto R

y 3v(,p,v) Ly M cumpliendo:

1. v(,p,v) es la dnica geodésica con y(0,p,v) =py ' (0,p,v) =
2. 7(t, p, \o) = y(Mt,p,v), Yt € T = ()

(lema de homogeneidad de las geodésicas).

3.Vt € R, Dy = {(p,v) € TM |t € I, } es abto en TM, y
(p,v) € Dy — ~y(t,p,v) € M es C*.
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Aplicacion exponencial

exp: D, M

(p,v) = exp,(v)=~(1,p,v)

A(p) = D1 NT,M Cao TyM es estrellado respecto de 0 € T,M, y
existen entornos abtos 0 € V C T,M y p € U C M tales que

difeomf
exp,: V=" U

v expy(v) =7(1,p,0)
U = entorno normal de p = (U, ¢ = “exp;l” = (21,...,x,)) carta

l

coordenadas geodésicas normales
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Desarrollo de Taylor de la métrica

0gij 8292
gij = 5ZJ+Z 8:1:2( rp—x(p))+= Z &Eka‘;l p)(xp—zr(p))(x—21(P))+...

= 05 + : > 9, (p)(zr — zr(p)) (@ — (p)) + ...

De donde:

g=1, +Z<8xk(?afg ) (x, — z(p)) (21 — 21(p)) + ...

i Como se traduce en la forma de volumen?

1
dv = (1 — 62 S( X, Xi)xpx + ) dveucl

k|l
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Distancia
Bolas geodésicas: B(p, R) = exp,(B(0, R)) C U = entorno normal en p.

Esferas geodésicas: S(p,r) = 0B(p,r), r < R.
Coordenadas geodésicas polares: Vg € U, q = exp,(rv;), con vy € S(0,1).
q = exp,(rvy) =y(r,p,v1), a(r)=exp,(rv;) geodésica radial.

dist(p, q) = inf{L(«) | a es una curva uniendo p, q}

diam(M) = sup dist(p, q)
p,qeM

Teorema de Hopf-Rinow. Equivalen:

1. M es un espacio métrico completo (M es completa).

2. exp, estd definida en todo T, M, Vp € M.

3. dp € M t.q. exp, estd definida en todo 7, M.

4. {compactos de M }={cerrados y acotados de M} (T. Heine-Borel).

Ademas, si M es completa, Ja geodésica t.q. dist(p, q) = L(a).
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