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Variacion de la energia
Energia de v € C%([a,b]):  E(v) = [ ||7/(¢)]%dt .
Ly <(b—a)B(y), y“="% Y] =ct

v geodésica L-minimizante = F-minimizante.
. f: [a,b]X] —5,5[C—O>O M con f(t,0) = ~(t).

. [a,b]X] —5,5[C—O>O M con f(t,0) =~(t)
y fla,s) =~(a), f(b,s)=~(D).
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Variacién de la energia

fs(t) = f(t,s) ~- curvas longitudinales.
fi(s) = f(t,s) ~ curvas transversales.

F.0) =) = (§),, =70
V(t) = (g—f;)(t ) € X(v) — campo variacional de f.
| f propia = V(a) = V(b) = 0.

(8f) 2
0 (t.5)

. D (0f D (0f D (DX D (DX of Of
Usaremos: (—as) ~ ds (E) pero 5 (55) = & (%) + R (% E) X
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E:l—c e[S R, E(s)=E(f)=[ dt




Férmulas de variacion de la energia

(1) $9E(0) = — [V, B)dt + (V(b), 7/ (b)) = (V(a),¥'(a)).

%(O) = (0, Vf variacion propia de 7 < -y geodésica.

CEO) = — [H2X 1+ RV, 7}, V)dt

DN —

(Il) f propia, v geodésica =

= I (I15IF = ROy, v) ) .

Forma indice:

7 geodésica, X(y) ={V € X(y) | V(a) = V(b) = 0}

L= Xoly) x X0(7) — R,

LV,W) = [ (55 5 = RV W) dt

I, def. pos. = v es minimode E (y L) ~»

SidV e Xy(v) t.q. I,(V,V) <0 = v no minimiza £ (ni L).
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Campos de Jacobi y “cut locus”

Sea 7y una geodésica. Decimos que V' € X(7) es de Jacobi (V' € J,) si

2
DY+ RV, Y)Y =0

V e J, = 3f variacién de v t.q. fs(t) = f(s,t) es geodésica, Vs.
Si ademds V(a) = 0 = f propia en a.

b es valor conjugado de a si 3V € J,, V # 0, con V(a) = V(b) = 0.

Caso particular: £ <0 = Aval. conj. a lo largo de ninguna geodésica.

Suponemos v definida en [0, o[ y p.p.a., y llamamos p = (0).
A={t€|0,400] | t =dist(p,v(t))}  (intervalo)

Si A =10,b], entonces y(b) es un punto de corte de p a lo largo de 7.

Si A =10, +00|, p no tiene puntos de corte a lo largo de .

C'(p) = { puntos de corte de p a lo largo de geodésicas radiales en p }.
(tiene medida nula)
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Elipsoide
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Teoremas de comparacion

Teorema de Myers
v :[0,¢] — M geodésica p.p.a.
Rlc( N> (n—1)k, k>0, £>nr/vVk = 3 valor conj. de 0 en |0, /.

(luego v no puede ser un min de E ni L, ni siquiera local).

Teorema de Bishop

Ric(X) > (n — 1)k, V|| X|| =1, B(p, R) bola geodésica.
Voly(B(p, R)) < Vol (Bi(po, R)),

By(pg, R) = bola métrica en (M(k), gx).
“=" & las bolas son isométricas.

Teorema de Bishop-Gromov

M cpl., k>0, Ric(X) > (n—1)k, V|| X|| =1 (M cpt, diam(M, g) <

Vol,(B(p,R) > Vol,, (By.(po.R))
Vol,(ar)y = Vol (s(1/Vk))

s (M, g), (S"(1/VE), gi) isométricas.

)
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