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Variación de la enerǵıa

Enerǵıa de γ ∈ C∞( [a, b] ): E(γ) =
∫ b

a ‖γ
′(t)‖2dt .

L(γ)2 ≤ (b− a)E(γ), y “ = ” ⇔ ‖γ′‖ = cte.

γ geodésica L-minimizante ⇒ E-minimizante.

Variación de γ: f : [a, b]×]− ε, ε[
C∞→ M con f (t, 0) = γ(t).

Variación propia de γ: f : [a, b]×]− ε, ε[
C∞→ M con f (t, 0) = γ(t)

y f (a, s) = γ(a), f (b, s) = γ(b).
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Variación de la enerǵıa

fs(t) = f (t, s)  curvas longitudinales.

ft(s) = f (t, s)  curvas transversales.

f (t, 0) = γ(t) ⇒
(

∂f
∂t

)
(t,0)

= γ′(t).

V (t) =
(

∂f
∂s

)
(t,0)

∈ X(γ) → campo variacional de f .

f propia ⇒ V (a) = V (b) = 0.

E : ]− ε, ε[
C∞→ R , E(s) = E(fs) =

∫ b

a

∥∥∥(
∂f
∂t

)
(t,s)

∥∥∥2

dt

Usaremos: D
dt

(
∂f
∂s

)
= D

ds

(
∂f
∂t

)
, pero D

dt

(
DX
ds

)
= D

ds

(
DX
dt

)
+ R

(
∂f
∂s ,

∂f
∂t

)
X.
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Fórmulas de variación de la enerǵıa

(I) 1
2

dE
ds (0) = −

∫ b

a 〈V, Dγ′

dt 〉dt + 〈V (b), γ′(b)〉 − 〈V (a), γ′(a)〉.
dE
ds (0) = 0 , ∀f variación propia de γ ⇔ γ geodésica.

(II) f propia, γ geodésica ⇒ 1
2

d2E
ds2 (0) = −

∫ b

a 〈
D2V
dt2

+ R(V, γ′)γ′, V 〉dt

=
∫ b

a

(∥∥DV
dt

∥∥2 −R(V, γ′, γ′, V )
)

dt.

Forma ı́ndice:

γ geodésica, X0(γ) = {V ∈ X(γ) | V (a) = V (b) = 0}

Iγ : X0(γ)× X0(γ) → R,

Iγ(V, W ) =
∫ b

a

(
〈DV

dt , DW
dt 〉 −R(V, γ′, γ′, W )

)
dt

Iγ def. pos. ⇒ γ es ḿınimo de E (y L)  T. ı́ndice de Morse

Si ∃V ∈ X0(γ) t.q. Iγ(V, V ) < 0 ⇒ γ no minimiza E (ni L).
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Campos de Jacobi y “cut locus”

Sea γ una geodésica. Decimos que V ∈ X(γ) es de Jacobi (V ∈ Jγ) si

D2V
dt2

+ R(V, γ′)γ′ = 0

V ∈ Jγ ⇒ ∃f variación de γ t.q. fs(t) = f (s, t) es geodésica, ∀s.
Si además V (a) = 0 ⇒ f propia en a.

b es valor conjugado de a si ∃V ∈ Jγ, V 6= 0, con V (a) = V (b) = 0.

Caso particular: k ≤ 0 ⇒ 6 ∃ val. conj. a lo largo de ninguna geodésica.

Suponemos γ definida en [0,∞[ y p.p.a., y llamamos p = γ(0).

A = {t ∈ [0, +∞[ | t = dist(p, γ(t))} (intervalo)

Si A = [0, b], entonces γ(b) es un punto de corte de p a lo largo de γ.

Si A = [0, +∞[, p no tiene puntos de corte a lo largo de γ.

C(p) = { puntos de corte de p a lo largo de geodésicas radiales en p }.
(tiene medida nula)
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Elipsoide
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Teoremas de comparación

Teorema de Myers

γ : [0, `] → M geodésica p.p.a.

Ric(γ′) ≥ (n− 1)k, k > 0, ` > π/
√

k ⇒ ∃ valor conj. de 0 en ]0, `[.

(luego γ no puede ser un ḿın de E ni L, ni siquiera local).

Teorema de Bishop

Ric(X) ≥ (n− 1)k, ∀‖X‖ = 1, B(p, R) bola geodésica.

Volg(B(p, R)) ≤ Volgk
(Bk(p0, R)),

Bk(p0, R) = bola métrica en (M(k), gk).

“=” ⇔ las bolas son isométricas.

Teorema de Bishop-Gromov

M cpl., k > 0, Ric(X) ≥ (n−1)k, ∀‖X‖ = 1 (M cpt, diam(M, g) ≤ π√
k
).

Volg(B(p,R)

Volg(M)
≥ Volgk(Bk(p0,R))

Volgk(Sn(1/
√

k))

“=” ⇔ (M, g), (Sn(1/
√

k), gk) isométricas.


