Truco de DeTurck y principales técnicas
para el Flujo de Ricci de Hamilton

Granada, julio de 2007




1. EI1 RF y ecuaciones de evolucién asociadas

e RF = evolucién de una métrica R. fija ¢ segtin:
gt .

g = _2R1Cgt,

con la condicién inicial g9 = g.

e Férmulas de evolucion para una variaciéon
Z)Z']' = a(gt)zj/at

x Componentes de g~ atgif = —gikg'lvkl

* Simbolos de Christoffel (L-C): at l] g"l ( vj1 + Vv — V;vij)
* (1,3)-tensor de curvatura:

9 (om\ _

? ( ZJk) -

zglm ( Vi@ + V()i = Vi) = V(0w — Vi(0)y + szz(v);‘k)
* Tensor de Ricci:

] 1
SiRi = 58" (VA + Vi) — VA(©)k - Vi)

J
* Curvatura escalar: 5 Re = Ag(trgv) 4 divg (diver) — (Ricg,v>g.




1. EI1 RF y ecuaciones de evolucién asociadas

Férmulas de evolucién bajo el RF (v;; = —2R;)

* Componentes de g~ 1: % i = 2gM ol Ry

* Simbolos de Christoffel (L-C):

0

EF{; gkl (V,‘le + ViR — VlRij)
* (1,3)-tensor de curvatura:

J m\

i (Rik) =
" (= V3(R)y — VA(R) + V3(R)i + V3(R)y + VA(R)j — V3(R)y)
* Tensor de Ricci: ORig _ AgRik + 287" " RyjgkRrs — 28MRy5iR g

ot
d .
* Curvatura escalar: = (Rg,) = —Ag Rg, +2|Ricg, 7,
* Operador curvatura Riemanniana: ORm) _ —Ag,Rm 4 Q(Rm),

donde Q = tensor con dependencia cuadratica de Rm.
(Rm = tensor curvatura considerado como un operador bilineal
Rm(XAY,Z AW) = (R(X,Y)Z,W))




2. Existencia local de soluciones. Truco de
DeTurck

* RF = sistema de EDP’s para las componentes de g:
agl“
/- y
= = —2Rj.
* T? estdndar: 3 local de soluciones para sistemas estrictamente
parabdlicos.




2. Existencia local de soluciones. Truco de
DeTurck

Sistemas estrictamente parabélicos
e Tensor de Ricci como un operador diferencial

Ric : T(S3 M) = Riem(M) — T(S*M)

* Linearizacién de Ric. 6(Ric) : T(S?M) — T'(S?M)

, 1
5(Ric)(0) = g™ (qujukp + Vg Vo), — Vg Vo — vjvkvq,,)

% Dado & = ¥; &dx' covector,
Simbolo principal: &[6(Ric)](¢) : S°M — M.  (V; < &)

[0[6(Ric)] (&) ()] : = %g”q (é"q?jvkp + CaCk0ip — CalpUik — Cjﬁkvqp)

* A op. dif. no lineal eliptico < ¢[0A](¢) isomorfismo V¢ # 0
* 0[6(Ric)](¢) > 0y tiene nticleo no trivial.
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2. Existencia local de soluciones. Truco de Hamilton
DeTurck

* RF = sistema de EDP’s para las componentes de g:

oo T
* T* estandar: 3 local de soluciones para sistemas estrictamente
parabdlicos.
* RF = parabolicidad no estricta.
* (parabolico/estrictamente parabdlico) = (débilmente
parab./parab.).

Teorema
Dada cualquier variedad Riemanniana (M",g), & > 0y una tinica
solucion C* gy del RF, con t € [0,¢) t.q. g0 = &
» Hamilton (1995): prueba alternativa 3 y unicidad
combinando

* Truco de DeTurck y
* Flujo del calor para las aplicaciones arménicas.

6/1



2. Existencia local de soluciones. Truco de
DeTurck

e Idea de DeTurck:level=1 Modificar el RF % = —2Ricg,

para obtener un flujo
* estrictamente parabdlico:

& [6(—2Ric + operador de 2° orden en la métrica )](&)(v) > 0

* equivalente al RF:level=1
o 8t =9igu {i} C Dif(M)

familia 1-param.




2. Existencia local de soluciones. Truco de
DeTurck

Inciso técnico

e Sea {X; }o<t<T<c una familia de campos vectoriales de clase
CH*1 (con dependencia C<+1 del tiempo) sobre una variedad
compacta M n-dimensional. Entonces existe una familia
uniparamétrica de C¥-difeomorfismos

{pr : UCM— ¢(U) C M}o<t<T<oo tal que

{ 7<)p> = Xi(gu(p))

paratodop e Myt € [0,T).

(9fs8) = 9F (Lx,8) -

o
9s |s_g

o (Lx8)i =8(V5,X,9) +8(3; Vg X) = ViX] +V,;X]




2. Existencia local de soluciones. Truco de
DeTurck

e [dea de DeTurck: Modificar el RF % = —2Ricg, para

obtener un flujo
* estrictamente parabdlico:

& [6(—2Ric + operador de 2° orden en la métrica )](&)(v) > 0

* equivalente al RF:

. 98t : R
* & = 98, {¢:} C Dif (M) ap = —2Ricg + Lw b
familia 1-param. —

|
generada por {X;} C Dif(M) donde {Wi := (¢, ")« X}

RF modificado (MRF)

®SiW =F( (%)) = Lw,§: operador de 2° orden en §;.




2. Existencia local de soluciones. Truco de
DeTurck

Paso 1. Flujo de Ricci-DeTurck (RDTF):

B R, VW4 VW,
ot b P 77 donde
8(0) = %o

— k Tk
Wi(g) = girg" (rpq - qu) ’
con § € Riem(M) fija
Paso 2. RDTF = sistema de EDP’s estrictamente parabdlico.




2. Existencia local de soluciones. Truco de
DeTurck

Paso 1. Flujo de Ricci-DeTurck (RDTF):

B R, VW4 VW,
ot Y Y /77 donde
g(0) = g

Wi(g) = g (Thy — Ty )
con § € Riem(M) ﬁ]a
Paso 2. RDTF = sistema de EDP’s estrictamente parabdlico.
M cerrada 314 RDTF,t € [0,6) paraalginé > 0
80 € Riem(M) t* estindar  CONZ ( ) 80
Paso 3. Difeomorfismos de DeTurck: {(pt} C Dif(M)/

(DTD){ tﬁ"t(l’) = —Wi(g:(p))
po = id

* M compacta — Jei(p),t €[0,6)
ema
Paso 4. 3y := ¢;gt, t € [0,6) RF con 3(0) =




3. Principios del maximo

Principios del maximo

* Herramienta para el estudio de EDP’s parabélicas de 2° orden.
* BEvolucién de Rmyg,, Ricg, y Rg, cuando gt RE.

* Posible cuestion:

Sea gt RFen M" x [0,T) / Rgy(x) >0Vx e M
(secumple R, (x) >0 VxeM y Vtel[0,T)?




3. Principios del maximo

e Principios del maximo escalares (para funciones)
*
Ppio. Max. débil para la ecuacién del calor + término gradiente
{8t} wo<iery C Riem(M") familia 1-param.
R du

u:Mx|[0,T) —R, C*>/ 5 2 ~Bgut (Xt, Vu)

Siu(-,0)

> C, para alguna constante C =
u(-,t) >C, v

te[0,T).

e (M",¢;) RFcont € [0,T).
SiRg,(-) > cparaalgunac € R = Rg, (1) > cVt € [0,T).




3. Principios del maximo

e Principios del maximo escalares (para funciones)

*

Ppio. Méx. débil para la ecuacion del calor + término gradiente
{8t} wo<ier) C Riem(M™") familia 1-param.

+ término de reaccién no lineal

WiMx[0,T) =R, C/ P> Agut (X, Vi) +E()

ot
donde

F:R — R localmente Lipschitz.
Siu(-,0) > C, para alguna constante C =
u(-,t) > ¢, Vtel0,7T),

donde ¢; es solucién de
dor  _
{ S~ Few)
¢(0) = C

e Version fuerte: u(-,t) > ¢,V t € [0,T) salvo que
u(-,t) = @y




3. Principios del maximo

e Principio del méximo para 2-tensores simétricos
{8t} 0<1ory C Riem(M") familia 1-param.

d
B_Dtt > —Aga+p, donde

- B = polinomio en & (usando g; para contraer indices),
- B cumple la hipétesis del autovector nulo, i.e.

a(t) 2-tensor simétrico /

BV, V) =0 siempreque a(, V) =0

Sia(0)>0 = a(t)>0 Vtelo,T).




3. Principios del maximo

* Evolucién del tensor de Ricci:
oR;
S = DRy + 287 Ry Res — 287 Ryily

* gt RFen M" x [0,T), ¢Ricg, > 0 = Ricg, >0Vt € [0,T)?

* En general: no paran > 4.

* Si para n = 3. (Clave: Rm = mffjjg@g—l— -1 (Ric— %g) og

donde ®esel

producto de Kulkarni-Nomizu de 2-tensores simétricos)
* Evolucién del tensor de Ricci en 3 dim:

dR, i
a;k = —AgRy + 3R — 68" R}, Ry, + (2|R1c|2 _ R2> Sik

* Resultado:

gt RFen M? x [0,T) / Ricg, >0 = Ricg, >0Vt € [0,T).
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3. Principios del méximo Hamilton

Usando un principio de maximo fuerte para tensores, Hamilton
demuestra:

Teorema Sea M una variedad conexa. Sea {g(t) }yc(o,r) una familia de
métricas riemannianas sobre M con operador curvatura no negativo
que verifica la ecuacién del flujo de Ricci. Entonces para cada

t € (0,T], la imagen Im(Rmyg,y) ) del operador curvatura es un

subfibrado C® de A?(T*M) que es invariante bajo traslaciones
paralelas espaciales. Existe una sucesion de tiempos

O=to<t <...<ty=Ttalesqueparacadal <i <k,
Im(Rmy;)) es una subalgebra de Lie de A?(T:,M) = o(n) que es
independente de t para t € (t;_q,t;]. Ademds,

Im(Rmg)) C Im(Rmy,, ).

En partlcular ba]0 las lgupotesm del teorema, una
descomposicién producto local en un tiempo dado implica una
descomposicién isométrica local en tiempos anteriores.
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4. Desigualdades de Harnack Hamiton

* Para la ecuacion del calor (Li-Yau, 1986):

u:M"x[0,00) = R Para cualesq. x1, % E My0 <t <t

ou
sol. >0de — =-Au = —n/2

ot u(x,ta) (Lz) " (a1, %22 /4(ta—h)
sobre (M,g) / Ricg > 0 u(xy,t) — \H

* En 1988, Hamilton adapta esta desigualdad a un RF en dim. 2.
* 1993: Estimacion matricial de Harnack para el RF en dim. n.
* Desigualdad diferencial de Hamilton-Harnack (versién traza):

(M",g;) RF con t € [0,T) { cerrada, o bien ,

completa con curvatura acotada
Rmy; > 0. Entonces, V V € X(M)

%—I: + § +2(VR, V) +2Ric(V,V) 20 Vte[0,T).

oR R
+

=t T2(VRV) + 2Ric(V,V) 20 V€ [to, T).
— b0

ad
* Consecuencia — ((t —t9)R) > 0
at 18/1



ldades de Harpnack
* Par q glac?bn del ca or —Yau, 19%2):
u(xo, tr) B\ "> —d(x1,x2)2/4(t2 1)
> e 142 2 1
Vx1,x0 € My 0 <ty <t wh) = \h e
* Desigualdad diferencial de Hamilton-Harnack (versién traza):
(M",g:) REcont € [0, T) completa con curvatura acotada y Rmys > 0,

oR R
ot

VVex(M)

* Sila sol. es antigua, tomando fg — —oo,

R
% +2(VR,V) 4+ 2Ric(V,V) > 0.
Si ahora tomamos V = 0, %I: >0

Si ahora tomamos V vector tangente a una curva parametrizada
por el tiempo e integramos entre los dos extremos de la curva,
obtenemos la
* Version integral: dados x1,x, € My 0 < t; < tp, se cumple
R(xy,t2) o ) (1, 02)2/2(02-10)
R(xy,t1) —

En particular, si R(xp, ;) = 0 en algtn (xy,t,), entonces g; es
llana para todo ¢.

(VR,V)+2Ric(V,V) >0 Vte [t,T).

Flujo de Ricci de
Hamilton
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5. Estimaciones de Shi

* Aplicacién de los principios del méaximo.

* Acotaciones de |Rm| implican acotaciones de |V¥Rm|.

* Aplicacién del principio del médximo a (combinaciones de) las
ecuaciones de evolucion de siguiendo un proceso de induccién.




5. Estimaciones de Shi

Estimacién de Bernstein-Bando-Shi

e Estimaciones globales para las derivadas de la
curvatura

Sea (M",g) RE, t € [0,T).

S 1 va=0 iC C( )/
e cumple: =C(m,n,ua
P VmeN "

si |Rm(x,t)lg, <K VxeM' y tel0,a/K],

entonces

CnK

|vam(X, t)lgt S t"lT

VxeM' y te(0,a/K].

* Shi prueba una version local del resultado anterior.
* Aplicacién en la prueba de la 3 global de soluciones del RF.




6. Resultados para la prueba de la existencia
global
egiRFen M" x [0,T) /

3 K < oo constante [Rm(x,t)|s, <K V (x,t)

3 Cm = C(m/K/gO/g) /
VxeM

. wa
} se tiene |V g(x,t)|g < Cun vte[0,T)

V g € Riem(M)
=
VmelN

donde V = V8.

e Lema: (M",¢;) RF. Si 3 K constante / |Ric| < Ken [0,T],
entonces

e 2KTo(x,0) < g(x,t) <eXKTg(x,0)  VYxeM YteloT]

Las singularidades s6lo se dan en puntos donde la curvatura
explota.




7. Dilataciones parabdlicas

* Propiedad inmediata: ¢t RF — ¢, (t) = A%¢(t/A?) RE.
e Sea ahora (M",g;) RFen [0,T), T < +o0.
* Tomamos {(x;,t;) : x; € M;, t; — T} / |Rm(x;, t;)| — oo.
* Condicién extra: 3C < oo /

VxeM
|Rm|(x,t) < Clle(x,-,ti) Vi<t
e Dilatacion de factor Q; := |Rm]y, 1)

gi(t) = Qig(ti +t/Qi)

* Transformacion: - Las distancias se dilatan un factor 1/Q;.
- La curvatura escalar queda multiplicada por 1/Q;.
-t = t; en el flujo original = t = 0 en el flujo dilatado.

-&i(t) REen [—1;,Q;, (T — £;)Q;).




7. Dilataciones parabdlicas

* Propiedad inmediata: g RF — ¢, (t) = A%g(t/A?) RE.
e Sea ahora (M",g:) RFen [0,T), T < +o0.
* Tomamos {(x;,t;) : x; € M;, t; — T} / |Rm(x;, t;)| — oo.
* Condicién extra: 3C < oo /

VxeM
IR () < CIRM ey iy < E
» Dilatacion de factor Q; := |Rm|y 1)

gi(t) = Qig(ti +t/Qi)

* Curvatura de la sucesién dilatada:
VpeM
[Rm|g,p(p) <C § VE<0
VieN
* El limite (si J) serd una solucién
* antigua (f € (—o0,0]) y
* no llana (|Rm|y, o) = 1 Vi).




8. Estimacién “pinching” de Hamilton-Ivey

* Aplicacién de los principios del méximo.
* Vélida sélo para dim. 3.
* Sin hipétesis extra sobre la curvatura.

: o) — (0,00 o 00) _
(M?,g1) RF % 3¢ [Ro, +00) — (0,00) / lim == =0

Ro := miny R(-,0) y t.q se cumple
ngt > _¢(Rgt)

o Consecuencias.
* La curvatura escalar controla todas las curvaturas.

R+2¢(R) > Rm > —¢(R).

* Si (M3,,80(t)) es limite de una suc. de dilataciones
parabdlicas, entonces ngoo(t) >0.




9. Teoremas de compacidad tipo
Cheeger-Gromov

e Técnica para el estudio de las regiones singulares

= dilatar + tomar limites.

e Objetivos

(1) Definicién de convergencia de flujos.
(2) Encontrar un teorema de compacidad.




9. Teoremas de compacidad tipo
Cheeger-Gromov

Convergencia y compacidad de variedades

e Definicién de convergencia: Una sucesién punteada de

variedades Riem. completas { (M, g;, x;) } converge en sentido

C® a una variedad Riem. completa punteada (M, geo, Xoo) Si
Xo € U; Vi

(1) 3 una suc. de abiertos U; C Mo, con ¢ U; C Ujyq1 Vi

UienU; = Meo
(2) 3 una suc. de difeomorfismos ¢; : U; — V; C M;/
* ¢i(xw) =X vl/
* Para cualquier compacto K C Meo:

$i8i — 8o uniformemente
i—o0

* Lo mismo con todas sus derivadas covariantes (resp. a una
conexion fijada).

Flujo de Ricci de
Hamilton
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9. Teoremas de compacidad tipo
Cheeger-Gromov

e Observaciones acerca de la definicién de
convergencia

(a) El limite sigue siendo una variedad diferenciable y de la
misma dim.

(b) Perdemos informacion global acerca de los elementos de la
sucesion.

(c) Puede suceder M; compacta V i y M no compacta.

(d) Importancia de los puntos base de la sucesion.

(e) La informacién local puede ser insuficiente.




9. Teoremas de compacidad tipo
Cheeger-Gromov

e Hacia un teorema de compacidad

» Cuestién: Dada {(M},gi,x;)},

(existe una subsucesién convergente?

* Condiciones necesarias para la convergencia:

(a) Algtn control sobre la curvatura.
(b) Una cota inferior > 0 para el radio de inyectividad.

* El teorema de compacidad dirad que esas condiciones también
son suficientes.




9. Teoremas de compacidad tipo
Cheeger-Gromov

e Teorema de compacidad de Cheeger-Gromov (para
variedades Riem. punteadas):

Sea M, := {(M/, i, x;) }ien suc. punteada de var. Riem.
completas t.q.

(1)Vr>0,3Cyy < +oo / paratodo i

quRm8i|gi§Cﬂ/’ en Bgi(xiﬂ’),

donde V1 = (V&)1

(2) injg, (x;) = ¢ >0

Entonces M; subconverge en sentido C* a una var. Riem.
completa punteada (MY, §oo, Xco)-




10. Convergencia y compacidad de flujos

Fijamos un intervalo (a,b), donde —co <a <0 < b < 400
e Definicién de convergencia: Una sucesién punteada
flujos de Ricci completos con t € (a,b) {(M},gi(t),x;)} converge
en sentido C* a un flujo de Ricci completo punteado
(ME,, Qoo (1), Xo0) sl

Xoo € LII- Vi

(1) 3 una suc. de abiertos U; C M, con < U; C Uj11 Vi

UienU; = Mo
(2) 3 una suc. de difeomorfismos ¢; : U; — V; C M;/
* ¢i(xoo) =x; Vi,
* Para cualquier compacto K C Moo % (a,b):

¢igi(t) — Qoo(t) uniformemente.

* Lo mismo con todas sus derivadas covariantes (resp. a una
conexion fijada) y temporales.




10. Convergencia y compacidad de flujos

e Teorema de compacidad tipo Cheeger-Gromov (para
RF's) [Hamilton, 1995]:

Sea M; := {(M/,gi(t), x;) }ien suc. punteada de flujos de Ricci
completos t.q.

MHVr>0yYte (ab),3Crp < 4oco / paratodoi

<Gy en By (x7).

1

’ng-(t)

gi(t)

2) injgi(t) (Xl') >c>0
Entonces M; subconverge en sentido C* a un flujo de Ricci
completo punteado (MY, geo, Xoo)-




11. las soluciones autosemejantes del Flujo de
Ricci

Solitones (homotéticos) de Ricci

e Definicion: soluc. del RF de la forma g; = a(t)@; g0, siendo a
alguna funcién > 0 / a(0) =1y {¢; : t € I} C Dif(M).

* Puntos fijos en Riem(M)/Dif (M) & R*




11. las soluciones autosemejantes del Flujo de
Ricci
e Definicion: soluc. del RF de la forma g; = a(t) ¢} go (con a(0) = 1).
* Caracterizacién puntual y forma canénica:
(a) gt solitén de Ricci = 3 Xy € X(M) /
ngo + 'CXogO = —ZRngO, (*)

paraalgina € R
(b) Reg, si (0, Xo, &) € Riem(M) X X(M) x R cumple (x)level=2

t) RF con ¢(0
{g() g() /¥t con 1+ at > 0 setiene
C Dif(
1) gt = Zul + at) qot go (forma canonica)level=7
estables si a=0
expansivos si a >0 level=8
contractivos si  a <0

(2) —LLE. a¢t(P) =X (4) (p)), conX;:=(1+ uct)_lXolevel=5

(3) —2R1cgt = mgt + Lx,gt level=6  (ec. de

caracterizaciéon)level=7




11. las soluciones autosemejantes del Flujo de
Ricci
e Solitones gradiente: solitones homotéticos con X; = grad, fi,

para alguna familia {f;} C C*(M) (potencial del solit6n).
* Caracterizacion puntual y forma canénica:

(a) gt solitén gradiente = 3 fy € C*(M) /
ago + 2V52, 0= —ZRngO, (*)
paraalgina € R
(b) Reg, si (g0, fo, &) € Riem(M) x C*(M) x R cumple (*)
g(t) RF con g(0) = go
=3 {f(H)} CC®M)conf(0)=fy p/Vt con 1+at>0
{:} C Dif (M)
M 8 = (1+at)pigo, fi =foopr = ifo
(2) /== (Pt(p) = Xi(¢i(p)), conX;:= (1+at)"1Xy = grad tf

3) ngf af* = |Vafil;,

o
A e Vel




11. las soluciones autosemejantes del Flujo de
Ricci
e Solitén compacto estable = familia de métricas Ricci llanas, (i.e.
8t = 8o Vty (M, o) cumple Ricg, = 0).
e g; solitébn compacto expansivo
= para cada t fijo, g; Einstein / Ry, < 0.
e ;g solitén compacto contractivo = g; Einstein para cada ¢ fijo?
* Siparan =2,3.
* Contraejemplos para n= 4:
* CPZﬁ(—CPZ), métrica de Koiso (Koiso-H.D. Cao, '90).
* CP%4 2(—CP?), métrica S' x S'-invariante (Wang-Zhu, '01).

Subproductos
e Si, para algun X € X(M), g cumple

Lxg = —2Ricq
entonces g es una métrica Ricci llana.

e Si, para algin X € X(M), g cumple la igualdad
cg+ Lxg = —2Ricg conc > 0, entonces g es una métrica de Einstein
con Rgy < 0.

Flujo de Ricci de
Hamilton
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11. las soluciones autosemejantes del Flujo de = i
Ricci
Ejemplo importante: los solitones cigar

e Soliton cigar: var. Riem. completa 2-dim.
dx? + dy?
1+x2+y2

(]szgz)r congy =

e Propiedades:

. B . 2., 2192
* Simetria rotacional: g, = ¥4 — 42 4 tanh? ¢ d62.
145 y—sinh ¢

>0 paratodo /.

-1
— cht
* (R?, g, ) es asint6tica en el infinito R x S!.

* RF con condicién inicial (R?, g,.) = solitén gradiente estable.

* SecgZ

El soliton “cigar” da lugar a un solitén gradiente de la forma
@ig,, donde @; es el flujo del campo vectorial — tanh £ 9,.

e Solitén cigar XIR: (£,g) = 3-var. Riem. (R*> x R, g, + dt?)
* solitén gradiente estable que no es Einstein.
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