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Objetivos
e Introduccién del concepto de volumen reducido (VR).

e Prerrequisitos: Desarrollo de una geometria e-t.

* Reconstruccién de la teoria de geodésicas y campos de Jacobi.

e Objetivo fundamental: demostrar la monotonia del VR.

e Importancia (en el andlisis de las sing del FR):

* Demostracién del tma. de no colapso.

* Fundamental para entender la estructura de las x-soluciones.

Hipétesis de partida
{h(r)}rer C M(M™)

e h(+) solucién del FR retr6grado (FRR):

Oh
E(T) = QRiCh(T), Tel

e Solucién completa.

o |[Rm(z,7)] < Ch < +00 Y(z, 7)€ M x I

* Obtencion prictica del FR retrégrado:

(M",g(t)) RF

.. }:> T:=to—t, h(r)=g(to—1t) FRR
Fijar ¢

Motivacion “heuristica”
e :[r, 2] — M curva C* (con 11 > 0).
e Grafoe-tde . 7 : [r, 7] = M x [r1, 7] / H(7) = (v(7), 7).
Cambio: o = 27, 8(0) = v(02/4).
e Métrica e-t: h = h + Ry, dr2.
. iL—Energl’a de 3. (o, = 2/77)
oo o
BB = [ @l = [ VR e ar

1

= [ VE (Wi, + Bo)) dr

1

L-longitud y L-distancia

e L-longitud de v : [y, 2] — M curva C* (con 71 > 0).

Li(y) = /T2 VT (ROY(1),7) + 1V (7)3,) dr

(Fijamos p € M, tomaremos 7; = 0 y llamaremos 7 = 7).

o ) * [7’1, 7'2] c 1.
* Consecuencias inmediatas
x L puede ser < 0.

e [-distancia (ap € M fijo). L: M x Rt — R

L(Qa T) - = L?p,O)(%T)
=inf{L(y) /7 :[0,7] = M cony(0) =p y 7(7) = q}.



Motivacién “rigurosa” (Perelman) L-geodésicas

e Métrica e-t en dim potencialmente infinita: e Formula de la primera variacion:
Dado N € N Sy L = % Li) = (297 (X, 7)) |2
s=0
N B ™ . 1
M=M"xS"x(0,T) h=h+710+ (QE+Rh) dr?, +/ W<KVRf2VxX74Rw(X~)f;X> dr,
T Tl
donde o € M(SV) / Sec(o) = (2N) 7! e L-geodésica: curva punto critico del funcional £.

e Ecuacion de las las £-geodésicas:

N ~ ~ 1 1
*TomarN/Z+Rh>0:>hefm(M). VXX—§VR+2—X+2Ric(X,-)ﬁ:0
T

. L e La definicién de L£-geodésica se extiende a 7, = 0.
- Una geodésica h-minimal debe minimizar £j,.

* Propiedades de h: __ P } - .10~
‘Ric|ﬁ — O(N"). e Vector inicial de una £-geodésica vy : [0,7] — M es
vi= lim V(1) € T,M
Motivacion para el volumen reducido L-geodésicas
Seap = (z0,40,0), 7€ (0,T7), 0B (p, r=+v2N %) cM e Teorema de existencia de £-geodésicas
. 0)=p
Vol (0B;(p.r)) 2 [ amnf2, "G Vv e T,M 3! L-geodési o7 =y
~ CON njz/ /2720 LG qV, s vel, ! L-geodésica ~y:[0,7] — M / . oy —
I;OJ ((._')BRH+_-'\-'—1(}_), ?')) M g ¢ { A )(q) 71'% \/FFY (T) v
_ _/
e e - . * Notacion: v = ,,.

N\, enr =v2N7T V(F)\, ent

Y

e Objetivo: demostracién de la monotonia del volumen reducido. » Teorema de existencia de £-geodésicas minimales

. - i 0.7 7(0) =p
e Estrategia: (1) Escribir V(7) como una integral sobre T}, M Vp,g €M JunaL-geodésica v:[0,7] — M/ { (7)) =¢q } y

N B L(v) = L(q,T).
V() :/ 2 a0 )J(*,T)XT dx. ™) (@:7)
Ty M

e Las L-geodésicas “cortas”’son minimales

(2)V(r) \yenT & T_”/Qe_g(*’T)J(*,T) \, enT

VoeT,M 371,>0/7, es una £-geodésica minimal.

’[O,Ts]
& —glnT—ﬁ(*,T)—i—an(*,T) . ent



L-distancia: gradiente y derivada temporal

o Gradiente de L:
(VL) gr = 2VTX(T),

siendo X = 4/, con v L-geodésica minimal uniendo py q.

e Derivada temporal de L:
) B
E(Q7 T) - 2\/;R - ﬁL(Cb T) +

K=K(y,7):= / w?/?H,(X) du,
0

K,

S| =

donde

H. (X):= g]f — I:L —2(X,VR) + 2Ric(X, X).
t=—71

expresion traza de la desigualdad de Harnack con Yoo X

Geometria de comparacion para L

e Teorema de comparacion del hessiano para L

Fijado 7 > 0,

1 . T -
(Hess(g,-L)(Y,Y) < v 2v/7Ric(Y,Y) — /0 VTH(X,Y)dr,

donde Y =Y (7) € T, M,
Y extension adecuada de Y alo largo de y / |Y ()2 = 7/7

H (X,Y):=
ORic ~ - . 1.~ =
— 2TV V) + 2Ric(Y, )2 — “Ric(Y,Y)

T

expresion matricial de Harnack

EI & 17(7'), T € [0, 7], campo de L-Jacobi (a lo largo de 7).

~V2R(Y,Y) +2R(X,Y,X,Y) — 4 [(vaic)(?,?) — (VgRic)(Y, X

e Teorema de comparacion del laplaciano para L

AL(g,7) < —2V7R+ = — L1k
VTOT

Distancia reducida

e Distancia reducida (ap € M fijo): £(q,7) = #L(q, 7)

e Desigualdades para L y ¢:

oL L K ol ¢{ K
— =92/TR— =~ +— R4
87— \/F 27—+ T 87’ —R 7-+27-3/2
2 4 ¢ K
VL??= —47R+ L - —K °o_ _p b8
VLI WVl Bl A it il 7
n K n K
AL < —2J7TR+ — — = < R4 - _ =
< -T +\/F T Al< R+27’ 273/2

)

e Consecuencias:
. ., . n
(1) Estimacion: minps £(-,7) < 5 para todo 7.

(2) M compacta => V(7) \, enT.



Ejemplo: (R™, g,)
e L-longitud: o = 2/7

/ VA (D), dr = / Y O, do = Bi(8)

o [-distancia:

d*(p, q)

27

= min{Ey(3) / B:[0,2V7] — M con 3(0) = p, B(2V7) = ¢}

=min{L(y) /v :[0,7] = M con(0) = p, ¥(7) = ¢}
= L(q,7)

¢ Distancia reducida:

d*(p, q)

lq,T) = P

Volumen reducido
e Volumen reducido:

V: Rt — R
T — 17(7') ::/ 72— Ha,T) dv.(q),
M

dV,. = elemento de volumen asociado a h (1)
donde
h(7) FR retrégrado

e Propiedad fundamental: V() \, enr.

¢ Objetivos:
« V estd bien definido para M no compacta.

* Demostrar la monotonia en el caso no compacto.

e Cuestion técnica pendiente: dar sentido al cambio de variable

para expresar V' como /
WM

La aplicacion L-exponencial

Lexp,-: TyM — M

v +—— 7,(T), donde~, esla L-geodésica con
Y(0) =py lim, g/7Y(7) =

e L-Jacobiano J (v, T): Jacobiano asociado a la L-exponencial.
J(v,7) =det (Lexp,),,
= \Jdet (Ji(r), (7)) oy,

{ {Ji(7)};_, base de LT (Vy),
donde ’

Ji(t) := (Lexp,),, (E:), {E;}]—, base de T,M h(0)-on

n 1
1 < — — 732K,
nJ(v,7) < 5~ 3

d
* Estimacion para In J (v, 7): o
=

T

T=T

L-cut locus

v, L-minimal, o bien
[ ]
3 un primer 7, > 0 a partir del cual 7, ya no minimiza L.

* QUT) =Qpoy(T) = {vGTM/%‘ esmlmmal}

oT1 < To = Q(TQ) C Q(Tl).
*
o Lexps : Q(T) — Lexps (£2(7T)) difeomorfismo,

donde Lexpz (UT)) = M \ LCut(T).

° Propiedades de LC’ut(%) (=: L-cut locus de (p, 0) en tiempo T)
LCut(T) C{ge M [/ qg=n(T) =1(7),n # v2 L-geodésicas minimales}
U{qge M /q=~,(T), donde v € T,M punto critico de Lexpz}
* LCut(7T) tiene medida nula en (M, h(T)).
*Siq ¢ LOut(T) = Ly ¢ son C?-dif. en (q, 7).



Ejemplo: (R", g,)

: N L (2
L-distancia: L(q,7) = N

e L-Jacobiano: Lexp,,: T,R" — R"

v — 7 (T) = p+ 27

oL _ ¢
J(v,7) = det (Lexp,),, = det < ( e);lj;;ﬁ(v)) )
_ O’
= det (2\/F 81}1)
— 271,7:71/2

Concepto de «-no colapso
e Notacion: « g(-) RFen M" x [0,T),T < oco.  xk,p>0

* Entorno parabdlico centrado en (xg, to):

P(x0,to,7) = Byy(zo,7) x [max{ty — r2, 0}, to

e g(+) es k-no colapsado a escala p siV (xg,tg) € M x [0,T) y
Vr<op,
Vol (Biy(p.7)

rn -

K.

|Rm|(z,t) <772 V (x,t) € P(xo,to,7) =

e g(+) k-no colapsado a toda escala si es x-no colapsado a escala
p,Vp < o0

Ejemplos de x-no colapso

® (Sl X R790)
*Vp 3 Kk(p) / go es k(p)-no colapsada en la escala p.

* P ningln x / go sea k-no colapsado para toda escala.
e (5?2 x R, (1 — 4t)o + dt?): k-no colapsado para toda escala.
eldempara S" ' xR(n>4) y S"!'(n>3)

Teorema de no-colapso local

e Teorema de no-colapso local: g(-) RFen M™ x [0,T).

M compacta
T<oop }:>V,0>0,E|/<;:f@(go,T,p)>0/
g(+) es k-no colapsado a escala p.

Modelos singulares

e Modelo singular: (M., goo(*), Zoo) FR obtenido como limite de
una sucesion de dilataciones de una sol singular:

(M™,g;) RF en [0,7) con T <.

ie.
(Moo, goo(+), Zoo) := 1lim M O(M;, gi(+), z;)  (si existe)

1—00

donde {(M;, gi(+), x;)} suc. de dilataciones parabdlicas:
gi(t) == Qig(ti +1/Q)
con {(T7TLL) e M™x [OT) it — T} / Q; = ‘Rm(’I’Z,TL,)‘ — 00

* Hipotesis extra (HE):
dC <o / |[Rm|<CQ; en M x[0,t].



Propiedades basicas
(1) Propiedad de reescalamiento del k-no colapso

k-no colapsado k-no colapsado

= Va>0 ag(-
aescala p 90) a escala \/ap

(2) k-no colapso se preserva por limites de Cheeger-Gromov
con punto
n gi es Kk -no colapsado a escala p Vi,
{(MF, gi(-), 23)} / )
para algin x € (0,00) y p € (0, <]
U

(Moo, Goo(-), Zoo) == lim C(M;, gi(+), ;) es k-no colapsado a escala
p

Estudio de los modelos singulares
(1) Modelos singulares y no-colapso

Jk >0/ (Mso, goo(*), Too) (si existe) es k-no colapsado a cualquier
escala.

Sup| (HE) JC<oo / |[Rm|<CQ; en M x][0,t].

(2) Minoracidn del radio de inyectividad

3 A= A(C,n,go) [ injg,0)(z:) > A.

(3) Existencia de modelos singulares
{(M, gi(t), z;) } subconverge a (Mo, goo(t), T'oo)

RF completo, con ¢ € (—o0, 0] y siendo M, variedad posib. no
compacta y topolégicamente #, con |Rm| < C.

Eliminacion de posibles modelos singulares

e Corolario 1. (R?, gs) no puede aparecer como modelo singular.

Lo mismo pasa con (3, g).

e Corolario 2. [Ilmanen-Knopf, 2003] Sea h; RF estdndar para S2.

Ningtin cociente cociente compacto de (S? x R, hy + dr?), se puede
obtener como modelo singular de un RF 3-dim.

* St x §2? y RP3$RP3 no pueden aparecer como modelos singulares.

Teorema del entorno canonico
o
Tma de estructura local

de las singularidades



Definiciones previas

e g(-) RF tiene condiciones iniciales normalizadas (c.i.n.) si

M compacta y

* estd definido en M x [0,T"), donde
0 < T < oo tiempo maximal
* |Rm|g, < 1.

« Vol (Byy(,1)) > %

e Entorno parabdlico centrado en (zg, to):
P(x0,to,7) = Byy(zo,7) x [max{ty — r2, 0}, to]

Enunciado y observaciones

e Enunciado (§12.1): Dados { ;><OOO } 3 { fo:ﬁgj)(s’ T) } /

el flujo punteado (M, g(-), (z,t))

M?,g(-)) RF in. :
(M, (")) RF con c.in — tras un reescalam. parabdlico por R(z,t),

y R(Z’,t) > RO

e Observaciones:

* Afirmacion local.
* Aplicable al andlisis de las singularidades.
* Cerca de (x,t) podemos aplicar los resultados sobre x-soluciones.

* §12.1 se cumple para ¢ = §12.1 se cumple para e’ > .

estd e-proximo a una k-solucion punteada.

Sobre las k-soluciones

e Oscilaciones de R:3n < oo/

‘%_f <nR* y  |VR|<nR?

¢ Entornos candnicos:

Ve > 0 suf. pequeilo, 3 C(e) > 0 pequeiio t.q. todo punto (z,t) en
una x-solucién admite un entorno B con diam < C(¢)R(z,t)~/? /

(a) B e-cuello
(b) B e-gorro.

(c) B var compacta Sec > 0.

Demostracion de §12.1

e Sup. §12.1 es falso para alglin ¢ < t,,4,, donde kK = K(tqz) s la
constante de no colapso.

eSup. 3 >0y I{(M,g:(),(x;,t;)} suc. RF’s 3-dim. punteados
con c.i.n. /

* ti S tmacc

* Qi = R(x;,t;)) —— o0
1— 00

* Tras reescalar por R(x;,t;) ninguno de los RF’s resultantes
(M;, hi(+), (z;,0)) estd e-préximo a una k-solucion.

e Objetivo: Dem. que (M;, hi(-),(x;,0)) subconverge a una r-
solucion.



Etapas de la dem de §12.1

e Paso 1. Seleccién puntual. Encontrar {(2;,%;)} /
Q; = R(i:i,f,-) — 00y (:)C"Z-,fi) no cumple §12.1, pero

R(yv t) < 2@1

V (y,t) € P(d,1;, D;Q; /?
(. 1) (@ @) R(y,t) > 2Q; y §12.1 se cumple para (y, t)

o (M;, hi(-), (z,0)) RF reescalado por Q;. [(2i,ts) := (24, 15)]

e Paso 2. (M;, h;(0), (z;,0)) tienen curvatura unif acotada a distancias

acotadas:

Vp<oo d9=0Q9(p)<oo / R<Q en B(z;0,p).
o Paso 3. Bl lim (Mo, hoo(0), (200,0)) 3 y Rmas. < C.

e Paso 4. 3 un RF limite (Mo, hoo(+), (To0, 0)) k-solucion.

Paso 1 (dem §12.1) : Seleccién puntual
e Tomar P(z;,t;, DiQi_l/Q) =:P;con D; — o0 / Dq;Qi_l/2 < 1/10.
e Para cada 1 fijo, puede suceder

(1) R(y,t) <2Q;V(y,t) € P;

(2)V (y,t) € P; / R(y,t) > 2Q;, se cumple §12.1

(3) 3 (y,t) € P; / R(y,t) > 2Q;, pero no se cumple §12.1

£Si(1)6 ) = (&1,6:) = (w1, t2).
*Si(3):

(z3,t;) & (y,t)

repetir el proceso.
P, < Pyt DR~y |7 P

Paso 1 (dem §12.1) : Seleccién puntual
o (x;,t;) := (&4,1;) no cumple §12.1, pero ¥ (y,t) € P(x;,t;, DiQi_l/z)

b

R(y,t) < 2Q;, o bien
() { ,0) € G

donde G; := {(y,t) / R(y,t) > 2Q; y §12.1 se cumple para (y,t)}.
(C2) 3 P(y,t,r) conr ~ (Q; + |R(y,t)])~/? donde

RS Qi+ |R(y, 1)
e Consecuencia: 37 < oo (constante) / V (y,t) € G; se tiene

=y R < (1)

Paso 1 (dem §12.1) : Seleccién puntual
o (x;,t;) := (&4,1;) no cumple §12.1, pero ¥ (y,t) € P(x;,t;, DZQ;UQ)

il

R(y,t) < 2Q;, obien
C1

donde G; := {(y,t) / R(y,t) > 2Q; y §12.1 se cumple para (y,t)}.
(C2) 3 P(y,t,r) conr ~ (Q; + |R(y,t)])~"/? donde
RS Qi+ |R(y,1)]

e Dilatacion (de factor Q): {(Mi, hi(+), (z4,0))} sucesién de RF’s /



Paso 2 (dem §12.1): Hipétesis de partida
e Objetivo: V p < oo 39 = 9Q(p) < oo constante /

R<Q  enyc€ B(x;0,p) C (M, hi(0), (z;,0)).
* ¥ p > 0 definimos

Q=20Q(p) = sup sup{R(y,0) / y € B(z:,0,p)} € RU {oo}

* Ponemos pg := sup{p / Q(p) < oo}.

e Buscamos probar pg = oo.

* P < XY

° SupOHGmOS { N Alim sup{R(y,U) / (y,O) c B(:pi,O,po)} = Q.

(2.1) 3 un RF lim. incompleto (Moo, hoo(+), (oo, 0)).

Paso 2 (§12.1): propiedades de
(Moo, hoo(+) 5 (T, 0))
o R(700,0) = 1.
o Por Ham-Ivey pinching: R, > 0.
e sup{R(y,0) : (,0) € B(Zoo,0,p0)} = o0.
e Definido en B(zx0, 0, po)
eV (y,0) € B(2w,0, po)

(C1) Si R(y,0) > 2, al reescalar por R(y,0), se obtiene un RF
2e-préximo a una x-solucion.

(C2) 3 P(y,0,7) conr ~ (1 +|R(y,0)|)~*/2 donde

RS 1+ |R(y,0)|

Demostracion de §12.1 (Paso 2)

(2.2) (Muo, hoo(0), (£, 0)) contiene una regién difeo a S? x [0, 1)
con R — oo en el extremo S? x {1}.

Todo punto suf. proximo al extremo es el centro de un 2¢-cuello.
Dem. Tomamos una geodésica minimal

7 :[0,1) — (Moo, hoo(0)) / R(7(s),0) —— o0

*3s9€(0,1) / Vs €[so,1) R(v(s),0)>2

—— tras reescalar por R(7(s),0), el punto (7(s),0) con s € [sp, 1)

Paso 1
2e-cuello,
tiene un entorno que es ¢ 2e-gorro,

~ 53T

*3 81 € [s0,1) / Vs € [s1,1) el punto (y(s),0) es el centro de un
2e-cuello.

Demostracion de §12.1 (Paso 2)

(2.3) Consideramos la completacion del e.m.

(Mooadhoo(o)) / = Yoo = ‘ll_)ni(’y(s),())

Seay1 =7|is;,1) Y

U = Uger, B(q, cR(q)™/?) C (Moo, hoo(0))

e Propiedades:
(a) U = U U {ys} espacio de Alexandrov de curvatura > 0.
(b) Yoo no puede ser punto interior de ninguna geodésica minimal.

(c) 3 C,. U cono métrico 3-dim de curvatura > 0 sobre una 2-esfera
métrica.



Demostracion de §12.1 (Paso 2)

(2.4) Tomamos sy, — 1y reescalamos 1os RF’s (Mo, hoo(+), (7(Sk),0))

por R(v(sk), 0).
= obtenemos una suc. de RF’s loc. definidos / subconvergen a un RF
loc. definido

(@) Rm >0

(b) En t = 0 es loc. isométrico a un cono Riemanniano (sobre S2).

e Veamos que (b) lleva a una # con (a):
* Denotamos (M), go) la hoja temporal 0 en el RF limite.

» Tomamos {e1, ez, e3} base go-ortonormal para 7}, M /
Sec(ey,€;) =0, i=2,3; Sec(eg,e3) >0

* Objetivo: Dem. que (O:Rm(e1,ez)er,e2) >0ent =0

Demostracién de §12.1 (Paso 3)

e Objetivo: 3 (Moo, hoo(0), (700, 0)) var. C° con curvatura glob-
almente acotada.

* Por el paso 2: R(y,0) < Q(d(y,z;)) Vye (M, hi(0),z;)

lema 21:
—— R < Q en un entorno parabdlico.
previo

(M;, hi(0), x;) converge a

tacion de 1
estimaciones acotacion defas (Mom hoo (0), 1700) var. C° /

oSt derivadas — R ~0
o de la curvatura MMo = (Ham-Ivey)

injnp,, > a > 0(x-no colapso)

* Ademads, M tiene curvatura acotada globalmente.

Sup. NO P02 J una coleccién de cilindros $% x I /
up. —
P el radio de S? tiende a 0

tma. retraccién . .
—————— eso es imposible.
Sharafudtinov

Demostracion de §12.1 (Paso 4)

e Sup. (#,0] intervalo maximal en que se puede aplicar el tma. de
compacidad para obtener: (M, hoo(t), (2o, 0)) RF limite en (¢/, 0].

e Objetivo: Probar ¢’ = —oo. Suponer #' finito.

* Resultado previo: 3C / |do(-,-) — di(-, )| < C,Vt € (¥, 0].

Resultado auxiliar:
d
Ric < Kgparaalgin K >0 = gdt(mmyo) > —-C(n)VK

It .
% Caso 1. My, compacta ~——— diamy,,(Ma) acotado en (¢, 0]
previo

PR, Reanin(t) < Ruain(0), ¥ £ € (¢,0).

de max

p = 2diamp, M Paso 2 . /
—— R unif. acotada en M., x (t',0
[ p € M;/ R(p) < Runin(0) (*,0]

di —
O, R acotada para < t'.

cerca de t/

Demostracion de §12.1 (Paso 4)

* Caso 2. M4, no compacta
Paso 1.-3D >0 /siy € Mo \ B(%oo, D) = Jx € My /

do(ocry) = o) do(zoes ) > Sdo(ics ) (¥

(Clave: las variedades con curvatura > 0 son asintéticamente conicas).

result. (*) se cumple para dy ;) (salvo un error £C) V ¢ € (t,0].

previo

e Tomar D > C. Sup 3y € M \ B(xso, D) / R(y,t) no acotada.

seleccion L. . .
— 3 U entorno de y proximo a una x-solucion.
puntua

— U region cilindrica de didmetro ~ R(y, )~ /2.

a
t* variedades
U separa z, de =
curvatura >0

* Esto dltimo se contradice con que (M, go) tenga geom. controlada.



Recapitulando...

¢ Hemos obtenido:

* (Moo, hoo(t), (oo, 0)) RF limite definido en (—oo, 0].
* Rmo, > 0 (Ham-Ivey).

* completo (tma compacidad).

* Kk-no colapsado en toda escala.

* Rm o acotado en cada hoja temporal

¢ Abreviando,

(Moo, hoo(t), (£00,0)) es una k-solucién



