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Descomposicién de una matriz de rango k 1)
Medidas originales ... son sustituidas por ... Puntuaciones

Objeto i Objeto i

X Rotacién propia T

« Por lo general, la matriz X esta centrada y con frecuencia también
estandarizada ( centrada + estandarizada = autoescalada )

* Relacion entre las coordenadas (X y T) en ambos sis  temas:
Las puntuaciones sobre cada PC (vector t; en T) son sumas
ponderadas de las variables originales

« Asi por ejemplo, las coordenadas del objeto | en el sistema de ejes
(PCs) si el espacio fuese bidimensional (m=2) vendra dada por:

Uig * Ay = Xjg Vg + Xip+ Vg
U - Ay =X - Vip + X5+ Vpp
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Descomposicion de una matriz de rango k 2

* En general, las coordenadas o puntuaciones (T) del objeto i en el
nuevo sistema de ejes (PCs): vendra dada por:

T X Vo Tt Xy - Vg o Xy
T Xig Voot Xt Vip F o Xy

T Xip Vo F o X Vi e F X

—
X

-V

Las puntuaciones T (scores) son sumas ponderadas de las variables
originales

La matriz \/ incluye los factores de ponderacién, pesos o cargas (loadings)
A contiene la escala original del sistema (varianzas u otra propiedades)
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osicion de una matriz de rango k
De modo que la relacién entre ambos espacios: T=U - A=X -V
equivalea... [futio| [Un

[tot,
Lo t

y representa = Uyt Ay =Xy Vgt Xppe
para el = Uyt Ay T Xpp Vip t Xpy e
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Descomposicién de una matriz de rango k

® Las proyecciones de las muestras M1
sobre ese sistema de ejes son
las puntuaciones o scores M5
puntuacién de la
muestra M4 sobre

® Las proyecciones de los ejes
originales con longitud=1 sobre ese
sistema de ejes son las cargas o
loadings
carga de la variable
V1 sobre

® El gréfico combinado o doble
puntuaciones-cargas se denomina i
biplot °
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Descomposicion de una matriz de ran (5)
® La suma de los elementos de la diagonal (traza) de "
la matriz A da bajo ciertas condiciones la varianza traza(\) = SA 3

total de los datos : p=1

Para que los autovalores correspondan a varianzas debe procesarse no
X, sino la matriz de varianzas-covarianzas de Cov(X) = (X.T-X.) / (n-1)

® El porcentaje de varianza asociado a un determinado
autovalor viene dado por :

el sistema de ecuaciones

U - A= X -V suele escribirse: X =

® L a descomposicion de una determinada matriz es Unica excepto en el
signos de U y V, que pueden aparecer invertidos (son direcciones de eje)
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scomposicién de una matriz de rango k

pc
\%

(no traspuesta)

m
Cargas (=loadings, P)
vectores singulares fila

pc

U

pc

Puntuaciones
(=scores)

n
Autovalores

Vectores singulares columna
0 puntuaciones normalizadas
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oy m“&\s
de una matriz de rango k

X=U- A-VT

Otras propiedades de la SVD:

® Los valores de A: nimeros reales, positivos y decrecientes

® Todos los vectores columna contenidos en U y enV son
ortonormales (=independientes, no correlacionados)
[lupll=1

® Cualquier vector contenido en U 0 en V es unitario:
Uy, U, =0

* Dos vectores cualesquiera u, y u,de U (o V) :

® Matriz de correlaciones R coincide con la identidad

® La escala de X (magnitud verdadera) habitualmente se asocia a las
puntuaciones: U = posiciones relativas de los puntos (distribucién)
A\ = tamafio verdadero del eje (estiramiento)
T = tamafio verdadero + distribucion relativa
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Descomposicion de una matriz de r

Se basa en la interconversiéon de t y p por proyeccion sobre X
el vector columna en X de mayor longitud: t

(1) Se toma como
at despejandolo
vI=(tT-t) LT X

(2) Se calculael
matricialmente en X =t - vT):
(3) Se a longitud unidad: v'=v"/| v
t=X-v-(vl-v)?

(4) Sevuelve a

del factor encontrado en X: X =X -t - V'

(5) Se comprueba si el
(6) Se
para calcular t y p del siguiente factor

(7) Se
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Puntuaciones Ahora sustraemos a Xc la
contribucién del primer factor

Iteracion 1
2.2140 t v
-6.3873
1.9593 2.2129
2.4687 o' X -| ~ 63887 E[ 0.8210 ]T
Iteracion 2 1.9629 -0.5710
2.2130

2904
-6.3886

1 oan7 -0.0667
2.4633 || T

a P

g;g Iteracion 3 -0.8615
2.2129 0.7281
-6.38
ﬂ 1.9629 Repetimos el proceso con Xc'’
2.4629 para extraer el 2° factor :
Iteracion 4
[[Xcl|=6.22 4.56 2.2129 2.2129 0.2716
-6.3887 -6.3887 0.5713
Tomamos x, como t 1.9629 1.9629 -1.1144
y repetimos (2) - (5) 2.4629 2.4629 1.6576

N o
~N NN N
[$2N6 204, )]
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Descomposiciéon de una matriz de rango k (10)

® |La varianza total de Z, al haber sido

BEN SO, z1 autoescalada por columnas, es 2
48 b 1.1411

44 ’ Ol Ya que queremos descomponer
46 52| 0.9864 que g P

42 _ 0.6770 bus_candohlas direccicl)nels dg maﬁor
o5 9!1-0.6383 varianza, hay que calcular Cov (2)

23 7930

16 7:5 -1.3346 Al haber autoescalado, la matriz de
22 7.911-0.8704 covarianzas coincide con R

Con este tratamiento la SVD
proporciona las direcciones
(V) y los autovalores (A)

0.7071 -0.7071 1.6179 | (A,= 81% correlacion)
-0.7071 -0.7071 0.3821 | (A,=19% correlacion
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Descomposici6 una matriz de rango k (11)

¢ Las puntuaciones normalizadas se obtienen a partir de las féormulas de
transicion y V: Us=T-A1=(X V) Al

® Los dos vectores singulares
columna normalizados (U) son:

0.6990 -1.2637
0.6305
0.5646
0.5629
-0.0453
-0.0462
1.2175
-1.1481

® Al haber usado el 100% de la informacion, la disposicion de los datos
coincide con la representacion zgey; VS. Zgos, (EXCEPLO €n la orientacion)
PC1 contrasta el origen de la contaminacion:
a la derecha e inorganica a la izquierda

® PC2 indica la cantidad de contaminante
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Reduccién de dimensiones

® Una de las aplicaciones més importantes de la rotacion propia

¢ La rotacion propia modela los datos obtienendo contribuciones ordenadas,
y el modelo se puede depurar para incluir nicamente lo relevante

® Los modelos blandos dividen la matriz de datos en dos partes:

Estructura - la parte relevante o informativa
Ruido - la parte irrelevante o indeseable

Estructura Ruido
variables —_—N —A

181 ] 181 81
9 9 PC 9 9 ©

Puntuaciones Cargas Error reconstruccion
“Scores” “Loadings” con PCs componentes

muestras

® La reconstruccién puede hacerse tan precisa como se desee: es funcion
del nimero de factores (k) o componentes principales escogidos
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Reduccién de dimensiones

® Cuantos mas componentes principales se usen (mayor sea k)...
® més perfecta sera la reconstruccion de X

® més deficiente sera la separacion entre la parte relevante de X y el
ruido, E

® En el caso de PCA obtenido por SVD, la reconstruccién de la matriz
depurada se realiza:

® Con las k primeras columnas de U
® Con las k primeras columnas de V (o filas de VT)

® Con una submatriz diagonal de A incluyendo los k primeros A

® Tras la rotacion, normalmente basta con observar las distribuciones en
los planos PC1-PC2 y ocasionalmente en PC1-PC3y PC2-PC3
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Reduccién de dimensiones

Imaginemos que tenemos 3 sensores
(S1-S3), y tomamos las medidas
correspondientes en 5 muestras (M1-M5)

S1 S2 S3
10.12 22.72 19.52
12.56 28.41 20.69
1445 31.64 2385
17.56 37.38 28.86

1945 41.29 30.17

Pretratamiento:
Centrado por columnas

(-4.708 -9.571 5.100 )
—2268 -3.877 -3.923
-0.378 -0.649 -0.770
2.732 5095 4.243

\ 4.622 9.002 5.549 )




MASTER EN TECNICAS EXPERIMENTALES EN QUiMICA POR LA UNIVERSITAT DE VALENCIA

MODULO II. Asignatura: LABORATORIO DE Calibracién y tratamiento de datos
PROFESOR/ES: José Ramén Torres.  DEPARTAMENTO: Quimica Analitica

nPC Eigen Var(%) AcVar(%)

89.51 99.16 99.156
0.76 0.84 99.999
0.0012 0.0013  100.00
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Reduccién de dimensiones (

La rotacién propia descompondra a Matriz de las puntuaciones

la matriz X en dos matrices, Ty P (-11.7888 0.8988 0.0210 )
-5.8417 -1.1977 -0.0270
-1.0338 -0.2967 0.0151
7.1254 0.8110 -0.0474

. 11.5388 -0.2154 0.0384
® Las puntuaciones T describen las Vo~ o~ —~
muestras (= “ objetos ") en el

sistema de componentes principales PC, PC, PC,

Las cargas V describen las variables

(= “caracteristicas “) en el sistema de ) .

componentes principales . 3 |0.3964 -0.0604 0.9161
V

Matriz de las cargas

0.7717 -0.5187 -0.3681
3 _0.4974 0.8528 -0.1590)

)

PC, PC, PC,

Cada columna en Ty V correspondera a un componente principal diferente

-
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Reduccion de dimensiones

Contribucién del PC1 Contribucién del PC2 Contribucién del PC3

-4.673 -9.097 -5.864 -0.054 -0.466 0.767 0.019 -0.008 -0.003
-2.316 -4.508 -2.906 0.072 0.621 -1.021 -0.025 0.010 0.004
-0.410 -0.798 -0.514 0.018 0.154 -0.253 0.014 -0.006 -0.002
2.824 5.498 3.544 -0.049 -0.421 0.692 -0.043 0.017 0.008
4574 8904 5.739 0.013 0.112 -0.184 0.035 -0.014 -0.006

El primer componente principal El segundo no aporta El tercero es Unicamente
es responsable de la mayor informacion relevante y ruido ( )
parte de la variacion observada puede ser despreciado (
en los datos ( )]
\

Y
Pod (-4.708 -9.571 5.100 )
odemos -2.268 -3.877 -3.923

compameats | x-|-am ot o
2.732 5.095 4.243

ERT G LS 4622 9.002 5549
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Reduccién de dimensiones

Asi, podemos reconstruir la matriz X con sélo informacion relevante

Si reconstruimos X con sélo el primer componente principal, X=

-4.673 -9.097 -5.864)  \ somos capacesde | 0-035 -0.474 0763
-2.316 -4.508 -2.906 | gylicar el 99.16 % de la | 0-048 0.631 -1.017
X = |-0.410 -0.798 -0.514 | \ariacion observada. 0.032 0.148 -0.255
2.824 5.498 3.544 -0.092 -0.403 0.699

4574 8.904 5739 | £ error serd entonces ..\ 0.048 0.098 -0.190 )

Estructura E

Si reconstruimos X con los dos primeros componentes principales, X= X1+
(-4.727 -9564 -5.097) y somos capacesde | 0-019 -0.008 -0.003 )
-2.243 -3.887 -3.927 | gyplicar el 99.99 % de la | 0-025 0.010 0.004
X =-0.392 -0.644 -0.767 | \ariacion observada. 0.014 -0.006 -0.002
2.776 5.078 4.236 -0.043 0.017 0.008
| 4.587 9.016 5.556 | E|error sera entonces ... \ 0-035 -0.014 -0.006 )

Estruc

Si reconstruimos X con todos los componentes principales, X =
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Reduccién de dimensiones

PC Eigen Var(%) AcVar(%)

3.10 77.48 77.48
0.87 21.73 99.21
0.03 0.75 99.96
0.00 0.04 100.00

® Con todas las variables
(BEN, TOL, PSy SO,)

® El signo de los PCs es indeterminado (s6lo es significativa su direccién)

® Aspecto similar debido a la fuerte correlacion de PS con SO2 (r=0.990) y
BEN con TOL (r=0.973)
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Seleccién del nimero 6ptimo de PCs (20)

® Necesario establecer criterios para determinar el valor idoneo de k p.
modelar la estructura:

® Numero de fuentes significativas de varianza  deducidas a partir
de la naturaleza del problema

® Porcentaje de varianza acumulada explicada  si se conoce la
cantidad tipica en muestras similares (e.g., 60%)

® Grafico de autovalores u otros similares  punto en el que la caida
se atenuda o se alcanza la estabilizacién (demasiado subjetivo)

® Gréfico de cocientes de autovalores sucesivos ( AL /A;)para

exaltar las diferencias en intensidad de las caidas, de modo que las
zonas de reduccion fuerte se convierten en picos

® Los procedimientos mas seguros se basan en determinar la calidad
predictiva real (validacion )
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Seleccion del nimero 6ptimo de PCs

® Gréfico de cocientes de autovalores sucesivos

Café de grano ( Harinas (
35

3

10

Orden en el denominador (i )
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Calibracién: Objetivo general

Sustituir ...por

) " con el propésito
I i Medld_a de utilizar X para
costosa estab_leuendo . accesible predecir Y

Y una relacién numeérica X
Variable Predicha Funcion Variable de Prediccion
(respuesta ) de calibracién ( predictor )

...debido a econoémicas
razones técnicas
éticas
peligrosidad

® No interesa el modelo en si, sino su rendimiento en las predicciones de Y

® La funcion de calibracion puede ser muy compleja o incluso no existir
formalmente ( redes neuronales artificiales )
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Calibraciéon multivariante

(ylvyzv"'yq): F(Xl,XZ,...Xn)

En apariencia ...

Se usa mas de una variable predictora ( x ) para predecir una o
varias respuestas (y )

pero en realidad ...

Se modela mas de una fuente de varianza (=causa de variacion en
las respuestas), aunque la variable de respuesta sea una sola
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Por ejemplo...

Determinacion simultanea de
varios constituyentes de una
disolucion desconocida, a partir
de los espectros UV-visible

completos de varias mezclas

[] ® Usamos més de un predictor (=\ )

[V] ® Hay mas de una fuente significativa
de varianza (=compuesto)

Es un problema multivariante
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® Sencilla (gréficas, calculadoras)
/ ® Modelos simples y muy manejables
Calibracion .
\ ® En presencia de interferencias... = Predicciones
® Compleja (ordenadores)
® Modelos abstractos, incluso “ausencia” de modelos

® En presencia de interferencias... = Predicciones
correctas

Otra razén mas ...

Hoy en dia disponemos de instrumentos que proporcionan muchas
medidas de una muestra Unica a un coste cada vez mas bajo

...¢no resultarda indeseable renunciar a una
informacion rica y extensa, potencialmente muy
valiosa, reduciéndola a una medida Unica?

Calibracion
multivariante
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Pero no todo son ventajas

» Se requieren instrumentos de célculo potentes
(ordenadores vy software )

* Modelos mas complejos de interpretar y crear
(inviable calculo manual )

» Se abre la puerta a dos problemas: la entrada de informacion:
* innecesaria ( = irrelevante para el fenémeno bajo estudio )
e redundante (= que aporta informacién muy similar )

» El modo en que se afronta la informacion innecesaria y redundante en
los datos da origen a diversas técnicas multivariantes (MLR, PCR y PLS)

e En esta sesién nos centraremos MLR
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MLR, PCR y PLS - Dos enfoques son posibles (1)

Calibraci e retroceso (C

0.15

Medida

absorbancias = F (concentraciones)

* Llamada también: 5 10
calibracion clasica Propiedad
calibracion directa

* Frecuente en problemas univariantes

« Aparentemente un enfoque ilégico

» Comprende tres etapas :
(1) Ajuste del modelo (calibracion), (2) Inversion, (3) Prediccién
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MLR, PCR y PLS - Dos enfoques son posibles (2)

Calibracién de avance (ILS)

Propiedad

concentraciones = F (absorbancias)

e Llamada a veces
calibracién inversa

* El enfoque mas usado en problemas multivariantes

« Aparentemente el enfoque mas légico

* Comprende dos etapas :
(1) Ajuste del modelo (calibracion), y (2) Prediccion
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Caso de estudio

9 espectros UV-visible de disoluciones conteniendo
mezclas ternarias de los compuestos a , b

Las composiciones de los patrones siguen el
siguiente esquema o disefio experimental

0.2

9 mezclas
181 A
02—
Compuestos puros

0.15 g, =10,000"
,000

400 450 500 550 600 650 700

400 500 600 700
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9 disoluciones

Conjunto de calibracién o de entrenamiento
Absorbancias y longitudes de onda (nm) Concentracion

480 530 580 630 680 730

©O~NOUDWNRE

...datos que .
corresponde a los Blogue X Bloque Y
siguientes 9 8

espectros A

simplificados,
muestreados
cada 50 nm:

3
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Conjunto de validacién o de test

30 disoluciones de concentraciones aleatorias situadas en el intervalo
cubierto por el conjunto de entrenamiento

Bloque Y

C

Bloque X
3

® Es habitual que, si se usa como conjunto de validacién un set externo.
éste incluya muchas menos muestras que el de calibracion (1/3)

® En este caso el problema es sintético y queremos visualizar mejor los

fallos de cada enfoque
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A Optimas

Compuesto a
500 600

A, =458 nm

R=0.999

80 10(

Compuesto b
A, =564 nm

alidacion
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Resolucién mediante calibracién univariante, con las A Optimas

0
400 500 500 700
Con calibracién univariante:

® Podremos predecir correctamente a, pero obtendremos

® Predicciones de b y ¢ completamente erréneas

Carecemos de que nos revelen la
presencia de interferencias

Habra que recurrir a nuevas formas de calibracion
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Un modelo duro considera que todas las fuentes de varianza en el
conjunto de entrenamiento son conocidas y estan correlacionadas con
la respuesta, pero no entre si (i.e., son independientes)

Los modelos duros dan lugar a calibrados erréneos cuando:

(1) Existe correlacién entre los descriptores (o entre las
respuestas en ciertos casos)

(2) El conjunto de entrenamiento no es suficientemente
informativo
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1. Regresion Lineal Mdltiple (  MLR) de avance

Si se midiera a una A Unica, la concentracion del analito i seria:
c=b,+b,-A,

Si se miden n longitudes de onda tendriamos:
c=bytb,-A; +b,-A+ ... + b A,

Con m muestras, debiera cumplirse:

+ by Ay A, +bgAz +byAy ... +by-Ag
+b-Ay +byA,; +thyAy % e
+by-Ag 2Pz +D3Agg +byAzy +.. +byA

n

+ by Ay, +bgA

m3 T 04An, - by A,

Un sistema de m ecuaciones con n+1 incégnitas que tendra solucion
simpre que m sea igual (solucién exacta) o mayor (solucién de minimos
cuadrados) que n+1

12
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1. Regresion Lineal Mdltiple ( MLR) de avance

Esta expresion puede ser reescrita matricialmente como:

) ( 1 All AlZ Aln ) ’bO.
1 Ay Ay - A, b,

a e | b,

L b

[

Variable Variables Parametros
predicha predictoras del modelo

1 8+1 1
... 0. aln méas esquematicamente: = o E
9 9 8+1

... yaque hay 9 patrones y la tabla
contiene 8 longitudes de onda

MASTER EN TECNICAS EXPERIMENTALES EN QUIMICA POR LA UNIVERSITAT DE VALENCIA

MODULO II. Asignatura: LABORATORIO DE Calibracion y tratamiento de datos
PROFESOR/ES: José Ramén Torres.  DEPARTAMENTO: Quimica Analitica

Olvidemos por un momento que los datos son matriciales y que nos
interesa un ajuste de minimos cuadrados

Consideremos el compuesto i, cuya concentracion debe ser predicha con
el modelo es C, = A -B;

El valor de B, correspondiente a la solucién es “ B;=C; /A "

Esta operacion , pero existe una
equivalente :

B,=(AT-A)1.AT.C

Esta operacion seria la equivalencia matricial ~ de dividir “C;/ A”

Ademas, es la solucién de minimos cuadrados al problema
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Es facil deducir la solucién de minimos cuadrados para la calibracion univariante de
avance a partirde B=(AT-A)1-AT .C. Basta con sustituir:

A

-1

[ 1 1 1

A A, A, . Es decir :

) de donge: I8 _ZA?3c-3A3c | _mZAc-2Azc
\,ZAC,I -gedonde: Bo ST SAT_AE | mIA’ - (A)

Andlogamente, en calibracion univariante de retroceso
(1 \ 7
1

. Es decir :

_3c?3IA-3cIA b = m-3cA -3c-ZA

1

-(=c)? m-c® - (2c)

13
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Si en lugar de una columna de C se usa la matriz entera, la matriz de
coeficientes B tendra como dimensiones (n+1) x 3

3 1+n 3
ANB

m il 1+n

Con este planteamiento, para cada muestra problema seremos capaces
de obtener simultaneamente las concentraciones de a, b y

B=(AT-A)1-AT.C
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Aungue no lo parece a primera vista, en realidad B es una coleccion
de modelos MLR independientes

Puesto que C = A - B, en los modelos de avance la concentracion sera
una media ponderada de las absorbancias (B son los pesos).

Valores negativos en B indican interferencias , y positivos
contribucién neta

La regresion de cada compuesto puede hacerse al margen de los
demas, sin conocer en qué cantidad estan presentes...

...pero esta independencia s6lo se traducira en calibrados correctos
cuando los patrones representen con fidelidad el universo de
posibles muestras
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Aplicamos el modelo de avance al compuesto a : = (AT-A)*-AT -C,

0.0010 0.0082 0.0363 0.0835 0.0552 0.0068 0.0004 -0.0002 50
0.0013 0.0167 0.0692 0.1334 0.0822 0.0115 0.0014 0.0000 100
0.0009 0.0082 0.0376 0.1120 0.0759 0.0075 0.0005 0.0001 50
0.0020 0.0163 0.0713 0.1617 0.1027 0.0124 0.0012 -0.0002
0.0006 0.0074 0.0360 0.0899 0.0605 0.0071 0.0005 0.0002
0.0016 0.0161 0.0691 0.1396 0.0875 0.0125 0.0009 -0.0002
0.0006 0.0076 0.0379 0.1176 0.0816 0.0082 0.0008 0.0005
0.0017 0.0165 0.0717 0.1674 0.1091 0.0134 0.0002 0.0002
0.0012 0.0126 0.0538 0.1263 0.0822 0.0099 0.0003 -0.0001

100
05_ N\ ?| [
| -1114.31 « Validacion

0

400 500 600 700 -564.17

1204.60

890.85
— T.AVL.AT . — -1389.95
a= (AT-AyL-AT .C,= 1891.65
PAVEY)
1681.35

Predicciones < ,
Ca: Asaligacien *Ba

14
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El ajuste de la concentracion de a ha sido satisfactorio, pero mejorado los
resultados de la calibracion univariante. Y lo que es peor ...

0.1

0.05

Los compuestos b y ¢ tienen sus bandas
de absorcion demasiado préximas.

0 .
400 500 600 700

Si repetimos el tratamiento anterior susti do C, por C, y C_ obtenemos:

Compuesto b

Perfectas predicciones del bl
Fallos catastréficos en el conjunto de validacion Inaceptable
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¢ Qué ha ido mal?

Si analizamos la expresion que proporciona la solucién de minimos cuadrados de
MLR de avance, vemos que tiene un punto débil:

B =[(NINO, A7 .C

AT -A es una matriz simétrica de dimensiones:
1

n+l
n+.
m Enel
f = E e
n+l m n+l

(9x9)

Ese producto P se denomina matriz de momentos @, y describe la asociacion
entre columnas o filas de la matriz A. La matriz P debe poder invertirse

La inversion de P no sera posible ( ) cuando alguna fila o
columna sea combinacién lineal de otras (el rango de P sea menor que n+1):

® Si existen menos patrones independientes  que longitudes de onda
® Si existe colinealidad entre espectros  ( )

(1) Sila matriz A ha sido centrada P es proporcoional a la matriz de
varianzas- covarianzas. Si A ha sido autoescalada, P a matriz de correlaciones
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¢ Qué significa colinealidad?

Para ilustrarlo, supongamos que registramos Unicamente 2 longitudes de onda. El

modelo sera C = A -B = B, + A(A,) -B,+A(A,) -B, , cuya representacion geométrica es
un plano:

Cc Cc

¢ o
AN AQ)

Si hemos podido ajustar bien ese Pero si los datos son colineales |, el
plano, podremos deducir cuél es la  plano queda indeterminado . No se
concentracién de la muestra problema ~ podra saber cual es el modelo
con facilidad correcto: muchos seran compatibles

15
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Estrategias para predecir mejor by

® Reducir la informacién  (estrategia clasica): usar menos longitudes de onda,

seleccionando las “mejores” para que P sea una matriz de rango pleno

Comprimir la informacién : usar “variables latentes” (PCR y PLS)

Es posible realizar una “ pseudo-inversiéon " de P, usando sélo informacién
relevante (autovalores significativos). Veremos después esta posibilidad, que

permite usar los espectros completos.
Otra estrategia es modificar la diagonal principal de P (regresién sesgada )

Seleccionemos las mejores A ... ( = reducir la informacion )

® Para encontrar las mejores A existen muchos
métodos

Algunos se encuentran implementados en
paquetes estadisticos como SPSS o Statistica
A

Aqui he usado un algoritmo genético para elegir

las 3 longitudes de onda que conjuntamente

ofrecen las mejores predicciones posibles de la 0

concentracionde a, by ,alavez $00 ;““‘}\ 00
lul
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Utilizamos solo las absorbancias a 456, 526 y 572nm (A= matriz8 x 4)

Compuesto b

...antes, conlas 8 A ...

i
o] N

1 ...y ahora con s6lo 3A ...

« Validacion « Validacion

Cp

Mejora, pero estamos desperdiciando informacion

: Lo ideal es usar todo el espectro

v"dﬂ
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Otro modo de afrontar la colinealidad: “Pseudo-inversion” de A :

Una matriz con dependencias lineales puede invertirse numéricamente a partir de
una técnica denominada descomposicién en valores singulares , emparentada
con el método de regresién en componentes principales que después veremos

También es posible despejar B , en lugar de B=(AT-A)-AT-C;, del siguiente modo:

B.=AT-(A-AT)1.C

De cualquiera de estas formas, se puede usar espectros completos para predecir
las concentraciones, y éstos son los resultados:

Compuesto b

Compuesto a
100.

90:* Validacion « Validz

R=1.0000
10(
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Sumario: Calibracién por MLR de avance

Ventajas...
® No necesitamos conocer los espectros de los componentes puros
Pueden haber interferentes de espectro desconocido , pero en ese caso

deben estar presentes tanto en muestras como en patrones y variar a todos los
niveles establecidos en los patrones.

. e inconvenientes

Los componentes desconocidos e interferencias deben estar incluidos en todos
los estandares (ser representativos de las muestras)

No podra invertirse la matriz de momentos P si es deficiente en rango , de
modo que...

...s06lo podremos resolver situaciones en las que tengamos mas patrones que
longitudes de onda estamos midiendo

Los parametros del modelo (matriz B) tendran intervalos de confianza

excesivamente grandes si existe dependencia lineal en P, lo que conduce a
predicciones erroneas (inflacion de la varianza )
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2. Regresion Lineal Mdltiple ( MLR) de retroceso
Absorbancia = F (concentraciones) ,esdeci: A =C:B

En este caso el modelo va a predecir absorbancias, exactamente igual que la
calibracién que nos es familiar, s6lo que la expresién es mas complicada

Aw, Awn | (1 Ciy Ca |
A s o Ag 1 ¢, C C
Az |= Ca 6 Ca

23

mn

Ams = Ame ) | c
... 0 aln mas esquematicamente:

El modelo es muy parecido al de
3+1 n avance

n
A _ " ¢ En este caso: m=9 y n=181 (matriz
- C ’ ‘ completa de absorbancias)
m m 3+1 Y,

...cuya solucién de minimos cuadrados es: CT.C)L.CT-A
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Sin embargo, la mayor diferencia entre el modelo de avance y el de retroceso es
que para poder predecir concentraciones, necesitaremos mas etapas :

En la primera etapa crearemos el modelo B=(CT-C):-CT-A

Cada fila de B contiene el espectro puro de un compuesto diferente a una
concentracion nominalde c =1 :

El de cada compuesto (a,b yc)
Obtenemos asi cuatro espectros : -

\ El espectro del blanco
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segunda etapa predecimos las concentraciones

Dividiendo el espectro de cualquier muestra m entre la matriz de espectros puros B,
obtendremos su composicion  C_,: Si A =C_ -B, entonces“ C =A_ /B”

a traduccion matriciales : C,=A, -B'«(B-B")!

Aplicamos este tratamiento al ejemplo con todo el espectro . Predecimos a, by

Compuesto a Compuesto b
100 — &

| = Vali

Con el enfoque multivariante de retroceso hemos conseguido mejoras muy notables
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¢ Qué sucederia si no supiéramos que habia 3 sustancias presentes?

Imaginemos que no supiésemos que
existe a (= el componente mayoritario )

Si a es desconocido

El término del blanco

\
recoje en este caso dos
contribuciones:

“

El ruido
El interferente (a)

b \‘
‘
\

‘\
— \” wll
nm B
Seguiremos obteniendo espectros de b y
practicamente idénticos  a los anteriores
* El blanco nos revela que algo va mal:

hay una fuente de varianza desconocida
* Obtendremos predicciones

de concentracién de b y ¢ en las muestras correctas
® Naturalmente no podremos cuantificar

a , aunque detectaremos su presencia
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El hecho de ignorar la
existencia de a
apenas ha afectado al
rendimiento

En algunos libros  se ignora la necesidad de modelar la linea base + interferentes

Compuesto b

...lo que se traduce en
unos resultados « Validacion
catastroficos ...

De ahi los
comentarios que a
veces se oyen sobre
el planteamiento de
retroceso
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umario: Calibracion por MLR de retroceso

Ventajas...
® Podemos utilizar todo el espectro : El uso de informacion redundante
incrementa la seguridad de los analisis ( “promedio de réplicas”)

® En consecuencia se obtienen estimaciones de concentracién mas seguras
(més precisas y mas exactas)

® Es imprescindible incluir los términos necesarios para poder modelizar
posibles sustancias desconocidas

... e inconvenientes
® La planificacién de los patrones  debe ser muy cuidadosa
® Deben representar suficientemente el dominio de concentraciones

® No debe haber dependencia lineal en el disefio experimental
de los estandares (=no puedan construirse unos por “mezcla” de otros)

® Se necesita una cantidad de patrones igual o mayor que la cantidad
de sustancias presentes (inversion de CT -C)
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MLR: Recapitulando... Resultados
de la validacién

® La mayor parte de los problemas radican en:
. . . Univariante
® La presencia de colinealidad : R . =0.9987
- en los espectros : espectros demasiado similares 2 )
- en los patrones : patrones mal disefiados

® La presencia de informacion redundante : uso de MLR avance
longitudes de onda que aportan informacién casi idéntica (1) Las 8 A

® La insuficiencia de informacién : menos patrones que los

necesarios para determinar los compuestos presentes

° El enfoque de avance es mas atractivo y flexible, pero puede @) 3RA Gptimas

con r a predicciones peores

El enfoque de retroceso predice mejor al poder usar el
espectro completo, pero es imprescindible un disefio de los MLR retroceso
patrones mas cuidadoso (1) Cona, by

¢ Serfa posible usar un enfoque de avance con
espectros completos, disponiendo sé6lo de una

informacién parcial sobre la composicién de las (2) Séloconby
muestras y patrones? ... Ry =0.9¢

de!“
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Validacion de un modelo de regresion

® pero ademas, la validacion se usa también para seleccionar el nimero optimo
de PCs a incluir para que el modelo sea el mejor posible.

® En casos sencillos la naturaleza del problema permitira conocer a priori las
causas significativas de variacion y por tanto el nimero de PCs, pero el m
mas seguro de decidir cuantos componentes usar es validar

® En modelos blandos, la validacion es una etapa imprescindible e ineludible , ya
que se debe evitar a toda costa el riesgo de:

® Sobreajuste (overfittting ): Se ajusta ruido por incluir demasiados PCs

® Infraajuste (underfittting ): Los PCs del modelo son insuficientes para
modelar correctamente todas las fuentes de varianza en los datos

19
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Validacién de un modelo de regresién

Test F de Malinowski

Si los autovalores corresponden a

varianzas, se puede aplicar el test de P ()
S r

F(r*) = ESTRUC -

Malinowski, que es un test de
Fischer-Snedecor modificado:

r*+1

r—r*

2
Sresip (1)

A2
0.8606

0.1534 0.
0.1074 0.0199
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(4)

modelos

pueden hacerse...

Validacion de un modelo de regresion

Medidas mas usuales de los errores de validacion y
® La validacion implica definir medidas de error que describan la calidad de los

® Dichas medidas de discrepancia entre predicciones y valores experimentales

calibracién / prediccion

PRESS
Suma de los cuadrados de los residuos en la prediccion

RMSEP o SE y variantes (RMSECV, RMSEP, RMSEC)

Raiz cuadrada del residuo de prediccién medio
al cuadrado, es decir: RMSEP=( PRESS / n )V2
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Validacién de un modelo de regresion

Validacion externa
® La validacion externa bien ejecutada es |a forma de validacion mas

rigurosa_ (debe escogerse siempre que sea posible)
® Sin embargo, requiere duplicar el esfuerzo experimental , lo que la

convierte en muchos casos en inviable

Validacion por correccion de influencia

Se incrementa la importancia de los residuales
correspondientes a puntos alejados del centro

modelo:

Problema: es demasiado optimista (los errores
reales son mayores). Sin embargo, es (til en las
etapas iniciales de construccion del modelo.
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Validacién de un modelo de regresién

Validacién ¢ a o crossvalidacion

Valida las muestras con el mismo conjunto de entren amiento con el que se ha
construido el modelo (no requiere datos

® Unas pocas muestras son separadas formandose el modelo con las demés

® Las muestras separadas son entonces predichas:

® Sila seleccion es sistematica : El proceso se repite hasta que todas las
muestras han sido predichas

® Si la seleccion es aleatoria : Se repite la seleccién aleatoria una cierta
cantidad de veces

® Se calculan los errores de prediccion asociados al total de muestras excluidas

® Se repite el proceso para modelos progresivamente mas completos (mas PCs)

Ventajas e inconvenientes

® Minimiza los errores asociados a una division desigual de los datos y proporciona
estimaciones del error predictivo real realistas

® Es un método laborioso que enlentece el proceso de construccion de los modelos
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Construimos el modelo con un determinado nimero de componentes
principales, utilizando todas las muestras excepto una

Calculamos el error  de prediccién de la muestra que hemos dejado
fuera del modelo

Repetimos el proceso tantas veces como muestras hay,
prediciéndolas todas

Sumamos los errores y calculamos o

Repetimos el proceso para cantidades crecientes de componentes
principales, y representamos como en el caso anterior

Validacién cruzada (objeto excl

Asi, si examinamos un modelo de k PCs:

) Aplicar el y experimental
Construir un modelo a n
X Y modelo parcial y =F(x, k, ) y. calculado
Y=F(XKk,]|)

5 residuo de j con k PCs
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Validacién de un modelo de regresion

(1) Validacion completa  (leave-one-out, o0 método del objeto excluido)
]

(2) Validacion segmentada sistematica  (venetian blind, o persiana veneciana)

(3) Validacion segmentada aleatoria  (random, o validacién cruzada aleatoria)

(4) Intercambio de sets (test-set switch, o método del intercambio de conjuntos)
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Seleccion del nimero de componentes principales

Modelo iModelo
infraajustado i sobreajustado
(interferentes, ruido)

MODELO OPTIMO
Nuamero correcto de PCs

RMSE, PRE

numero de PCs

:3 (] y '<.: MASTER EN TECNICAS EXPERIMENTALES EN QUIMICA POR LA UNIVERSITAT DE VALENCIA
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Validacién de un modelo de regresiéon (10

Ejemplo 1: Determinacion de agua en 55 muestras de trigo a par  tir de medidas

espectrales en el infrarrojo cercano (método de reg resion: PLS1)

® Validacién correspondiente tras eliminar los outliers presentes (5), por el método
del objeto excluido

® La varianza de calibracion se hace siempre mas pequefia al incluir mas PCs

® La varianza de validacion en cambio alcanza un minimo nitido para 3 PCs

Varianza residual de calibracion Varianza residual de validacion
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Validacié un modelo de regresi (12)

Ejemplo 2: Validacion del ejemplo de las 9 muestras conteniend o mezclas de

las sustancias a, by ¢ (método de regresion: PCR)
® La sustancia a podria ser descrita con Unicamente 2 PCs

® Las sustancias b y ¢ requieren 3 PCs
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3. Regresion de componentes principales (PCR)

Un modelo de PCR es muy parecido a uno de MLR de avance:

En MLR relacionamos los espectros (A ) con las concentraciones a predecir (C ),
de modo que el modeloes : C = A-B

En PCR relacionamos la estructura latentede AconC:C =T ‘B

Volvamos al ejemplo de los 9 espectros

En PCR relacionamos en lugar de los
espectros, A, su matriz de
puntuaciones, T

De este modo, si en MLR el conjunto de
parametros se obtenia mediante:
B:(AT'A)'W'AT'C

...en PCR, la solucién se
B:(TTAT)VLTTAC

Como T es una matriz ortogonal, la
inversién de TT-T no sera problematica

El Unico problema sera decidir cuantos componentes principales debemos usar
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Geomeétricamente, la colinealidad ha dejado de ser un problema en PCR:

Para ilustrarlo, veamos de nuevo el ejemplo del ajuste a un plano

C C

Alusar 1 PC, el problema del ajuste a un
plano se ha convertido en el ajuste de una
recta

Hemos reducido la dimensionalidad del
problema

Anteriormente nos era imposible El que los datos sean colineales va a
encontrar el mejor plano de ajuste significar mas seguridad en los resultados
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En el ejemplo que usamos, tanto la validacion externa como la cruzada nos indican
que debemos usar 3 componentes principales, tal como era de esperar

Notese que el
compuesto a puede
ser descrito con
s6lo2 PCs

Compuesto b
Compuesto a

(.0.267 -0.030 0.002 ) ... de modo que el modelo
0.063 -0.069 0.002 PCR (C = T ‘B) en este

-0.103 0.045 0.004 caso relacionara:
OEH) (U (00 ® Las 3 primeras columnas
-0.228 -0.005 -0.004 P

0.102 -0.045 -0.004 dela matriz_ T
-0.064 0.069 -0.002 (=puntuaciones de A)
0.268 0.029 -0.002 ® | a matriz de
SUOUCRLCOORb 000 J  concentraciones, C

Lo correcto es construir un modelo independiente para cada compuesto
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Estos son los resultados de PCR mediante la regresion B= (TT-T)'-TT-C:

Compuesto a

Compuesto b

* Validacion

Podemos compararlos con los obtenidos hasta el momento:
Univariante

R, =0.9987
R, =0.6818

MLR avance MLR retroceso
(1) Las 8 + (1)Cona, by

R, =0.9999
Rp =0.9978
" PCR ha sido el
e S: I? Sog by 4 método que mejores
R, =0.9943 ‘ resultados ha
conseguido

% s
R—
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Sumario: Calibracién por PCR

Ventajas...

Hemos convertido a la colinealidad de los datos en una ventaja

Podemos separar las contribuciones del ruido y otras fuentes de variacion
que no describen la propiedad de interés, de la parte relevante de A

... € inconvenientes
[ ]

Existen dos etapas independientes: la rotacion propia de A (bloque X), y la
construccion de la relacién entre las puntuaciones y C ( bloque Y')
L]

Larotacion de A se hace sin tener en cuenta a C, de modo que ...
L]

... no hay garantia de que la descomposicién que hemos hecho sea realmente
la mejor (= conduzca a lo que realmente queremos)

® Pueden permanecer contribuciones irrelevantes en los primeros PCs

~

® Se pueden perder contribuciones muy significativas en PCs elevados, que

serian excluidos por su pequefa magnitud ( e.g., un banda caracteristica muy
Util para describir Y sera ignorada si es muy pequena )

Aunque a primera vista lo parecia, PCR no es la solucion ideal. Hay un método mejor...

%,

&
=
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3. Regresion de Minimos Cuadrados Parciales (

PLS)

Con PCR hemos convertido a la colinealidad de los datos en una ventaja
[ ]

Podemos separar las contribuciones

del ruido y otras fuentes de variacion
que no describen la propiedad de interés, de la parte relevante de A

¢Es PCR el “método perfecto” para calibracion multiv

ariante?
Existen dos etapas independientes

la rotaciéon propia de A (bloque X), y la
construccion de la relacion entre las puntuaciones y C ( bloque Y')

La rotacién de A se hace sin tener en cuentaa C , de modo que ...

... no hay garantia de que la descomposicién que hemos hecho sea realmente
L]

la mejor (= conduzca a lo que realmente queremos)

Pueden permanecer contribuciones irrelevantes  en los primeros PCs
‘ ® Se pueden perder contribuciones

muy significativas en PCs elevados, que
serian excluidos por su pequefia magnitud ( e.g., un banda caracteristica muy
Gtil para describir Y serd ignorada si es muy pequefia )

CONCLUSION: Aunque a primera vista lo parecia, PCR no es la solucién ideal
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Minimos cuadrados parciales

® El ndcleo de PLS es conseguir que la parte estructural del bl

e Y dirija la
descomposicion del bloque X

® Modo en que se consigue esa participacion (PLS NIPAL

Se realiza la rotacién buscando que la matriz de correlaciones

de los bloques
XeY (esdecir,R=X -Y)se haga maxima

® Asi, usamos la varianza en Y para conducir el proceso de

descomposicién de
X, de moi

ue obtengamos la correlacion que a nosotros nos interesa

Se hacen dos descomposiciones que en principio parecen inconexas :

EDy | MED) |

® En el caso de una Unica variable Y (blogue Y con una sola propiedad) no se hace
una verdadera rotacién de dicho bloque, pero si se rota X de acuerdo a Y
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Minimos cuadrados parciales

® Comparemos las descomposiciones de PCR y de PLS

En PCR se relaciona Y con

En PLS se relacionan las estructuras latentes de X e Y
la estructura latente de X

(1) Rotacion
X propia

B X It A\ lV] Se intercambian
(2) Relacion de las puntuaciones
la estructura

de X e Y en ambos
latente de X procesos de
conY descomposicion
Y=T-B=(X-P)-B

Construimos el modelo
ignorandola propiedad a
predecir hasta el final

JUSTIFICACION: Si existe una relacion entre los
bloques X e Y, las puntuaciones en un bloque deben
poderse expresar en funcion de las del otro
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Minimos cuadrados parciales

Relacion entre las puntuaciones de los bloques X e Y para el ejemplo de las
9 mezclas de las sustancias a, b y ¢ cuando se considera la sustancia a

Modelo
0 dg_ PLS
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Minimos cuadrados parciales

® El efecto de maximizar la correlacion X-Y se puede imitar tambié  nen PCR
ordenando las direcciones extraidas en PCR no en cuando a varianza decreciente de
X sino por las correlaciones que ofrece cadat incluido en T con Y

PLS usa otra solucién:
Buscar las direcciones de compromiso  que, maximizando la varianza

explicada en los blogues X e Y, mejoran todo lo posible la correlacién entre
la variable latente considerada y la respuesta

En PLS existen dos tipos de cargas para el bloque X

(1) Los pesos de las cargas, W (loadi eights ), que describen la asociacion de
las variables del bloque X con Y

(2) Las cargas ordinarias, P (loadings ), que describen las direcciones de mayor
variacion en X, exactamente igual que en PCA (aungue estan sesgadas)

® Naturalmente, las puntuaciones y cargas de PLS no coinciden con las de PCR
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O

Minimos cuadrados parciales 6)

Dos tipos de PLS son posibles...

® PLS2 (Y es una matriz ) se realiza la rotacion propia interconectada  tanto de X
como de Y. Se obtienen cargas y puntuaciones de ambas matrices: T/Uy P / Q

® PLSL1 (Y es un vector) Y no es descompuesta , pero si utilizada para descomponer
X. Se obtienen cargas y puntuaciones de X : Las puntuaciones de Y son U = Y

® Se puede aplicar PLS 1 a matrices o vectores Y ; PLS 2 sélo a matrices Y
® Con PLS 1 construimos modelos individuales para cada propiedad a describir

® Con PLS 2 construimos un modelo global que describe todas las variables Y

Asi pues, tenemos varias posibilidad

) " Si'Y es un vector. — —
Atendiendo a

la naturaleza< sj v es una matriz | Individualmente cada variable Y -

deY ‘ )
,Se pUEGElTatar ‘,,Colectivamente todas las variables Y... PLS 2

= Enel ejemplo de los nueve mezclas, Y es una matriz : PLS 1 y PLS 2 son validos
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Minimos cuadrados parciales

PLS 1 es el método de regresion mas preciso

PLS 2 tiene ventajas exploratorias muy interesantes, ya que permite
detectar asociaciones entre las variables X, Y y relaciones entre X e Y

® Diagramas dobles (biplots) de Ty P
® Diagramas dobles (biplots) de Q y W

Cuando se sospecha la existencia de correlacion entre las variables
Y, PLS2 proporciona modelos globales casi tan buenos como PLS1

Cuando hay una sola variable Y o queremos simplemente maxima
precision , el modelo mas adecuado es PLS1

Tanto PLS1, como PLS2, como PCR, proporcionan gran cantidad de
informacion exploratoria  (son tan ricos 0 mas que PCA)
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Estos son los resultados de PCR mediante la regresion B=(TT-T)1-TT.C:

Compuesto a

Compuesto b

100
ol Validacion

o0l* Validacion

9978

100

Podemos compararlos con los obtenidos hasta el momento:
Univariante

MLR avance MLR retroceso
9987 (1) Las 8 A (1) Cona, by
R, =0.9972 R, =0.9999
R, =0.7 R, =0.997
(2) 3 A 6ptimas (2) Sélo con by

R, =0.9964

% s
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PLS 1 ofrece los mejores resultados de entre todos los métodos ensayados
Compuesto a

Compuesto b
00
gol* Valid

|+ Validac

PLS 2 ofrece unos resultados casi idénticos a PLS 1 y equivalentes a PCR
Compuesto a
100,

Compuesto b

ool Validacion ’

o0l Valid
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Sumario: Calibracion por

PCRy PLS
PCR: Ventajas

Hemos convertido a la colinealidad de los datos en una ventaja

Podemos separar las contribuciones del ruido y otras fuentes de variacion
que no describen la propiedad de interés, de la parte relevante de A

PCR: inconvenientes

[ ]

Existen dos etapas independientes : la rotacion propia de A (bloque X), y la
construccion de la relacién entre las puntuaciones y C ( bloque Y)

La rotacion de A se hace sin tener en cuenta a C , de modo que ...

... no hay garantia de que la descomposicién que hemos hecho sea realmente
la mejor (= conduzca a lo que realmente queremos)

Pueden permanecer contribuciones irrelevantes

en los primeros PCs
Se pueden perder contribuciones

muy significativas en PCs elevados, que
serian excluidos por su pequefia magnitud ( e.g., un banda caracteristica muy
Gtil para describir Y sera ignorada si es muy pequ )

CONCLUSION: Aunque a primera vista lo parecia, PCR no es la solucion ideal
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Sumario: Calibracion por PCRy PLS

PLS: Ventajas

El proceso de obtencién de B tiene lugar en una sola etapa global

Conduce aresultados equivalentes a los obtenidos con PCR, utilizando un
menor nimero de componentes principales

Es més interpretable que PCR e igualmente robusto

Enfoca su atencion sélo en la parte de la estructura de X que es relevante
para predecir Y

PLS1 da las predicciones mas perfectas, mientras que PLS2 es mas util para
screening, o cuando interesa conseguir una relacién global

PLS: inconvenientes
® Desde un punto de vista estadistico, PLS resulta oscuro (no es posible determinar
rigurosamente la significatividad del modelo)

Mayor lentitud de calculo, especialmente en la validacién cruzada por el método
del objeto excluido

PLS, al igual que PCR o MLR, es un modelo lineal

AL
ey
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A modo de resumen final

®lLa es incapaz de revelar la presencia de interferencias
®lLa puede revelar la presencia de interferencias
®Enel cada término del modelo B es un peso o influencia
®Enel cada término del modelo B es una sensibilidad

Q usa la totalidad de informacion  disponible para establecer la mejor
correlacion entre X e Y

permite trabajar con datos desestructurados (mas flexible)

requiere un disefio muy cuidadoso de los patrones
pero puede conducir a muy buenas predicciones

usa sélo la informacién relevante en X  pero ignora en el proceso de
obtencion si esta relevancia se relaciona o no con Y

usa la la informacion relevante en X en cuanto a la prediccion de Y
relaciona individualmente X con cada una de las respuestas

relaciona colectivamente X con todas las respuestas




