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Capitulo 1 Introduccion

Etimoldgicamente, ) conomertria
significa medicién de la economia.
Existen muchas definiciones para
esta disciplina cientifica que van
desde las mas complejas, como “el
andlisis ~ cuantitativo de fendmenos
economicos reales, basados en el
desarrollo simultaneo de la teoria y la
observacion,  relacionados  mediante
métodos apropiados de inferencia’”
hasta otras mas simplificadoras
como “la determinacién empirica de las
leyes econdmicas*”. Como disciplina
tedrica, en su elaboracion se unen las
Matematicas, la Estadistica y la
Teoria Econdmica; como disciplina empirica se centra en la investigacion social.

En este capitulo se realiza una breve resefia de los aspectos mas
importantes del proceso de estimacion de los modelos lineales.

Para un andlisis en profundidad de estos temas, se debe acudir a la
bibliografia recomendada.

cQué es un modelo econométrico?

¢ Qué son los estimadores por MCO y
cudles son sus propiedades?

¢ Qué son los estimadores por MV y
cudles son sus propiedades?

¢Cudles son los criterios para
discriminar entre modelos?

Principales formas funcionales y su
interpretacion

. Qué es un modelo econométrico?

Los MODELOS ECONOMICOS relacionan una variable dependiente con otras
independientes o explicativas. Supone una relacion exacta y determinista entre
las variables.

y =1 (X1,X2,X3,..., Xg)

Sin embargo, a nivel empirico las relaciones no son deterministas. De
hecho, si se especifica una relacién a través de una funcién matematica para una

1 P.A. Samuelson, T.C. Koopmans y J.R.N. Stone, “Report of the Evaluative Committee for
Econometrica”, Econometrica, vol. 22, niim. 2, abril de 1954, pp.141-146.
2 H. Theil, Principles of Econometrics, John Wiley & Sons, Nueva York, 1964, p.1.
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muestra determinada con total seguridad habria mas de una observacion que
no coincidiria con la funcién preestablecida.

Para considerar las relaciones inexactas entre las variables del mundo
econémico surgen los MODELOS ECONOMETRICOS. Estos, ademas de relacionar
una variable dependiente con otras independientes o explicativas (relacion de
comportamiento), introducen una componente aleatoria o término de error.
Esta tiene un comportamiento estocéstico y representa factores determinantes
del comportamiento de la variable endogena que los modelos no pueden
recoger de forma explicita. Asi, el comportamiento de la variable (y) viene
explicado por un modelo o relacién en la que se puede distinguir una parte
determinista (integrada por las variables explicativas) y una parte aleatoria.

y =1 (X],X5,X3,..., Xy, )

Un sencillo ejemplo para una mejor distincién consiste en suponer una
relacion lineal entre una variable dependiente y y la independiente x. He aqui
los modelos:

Modelo matematico Modelo economeétrico

y=a+f-x y=oa+B-x+u

Cuando se tiene una muestra de tamafo N de la poblacion, el modelo queda
especificado como y; =f; +B, -x; +u; i=1, ..., N.

¢ Qué son los estimadores por minimos cuadrados ordinarios( MCO)
y cudles son sus propiedades?

El modelo de regresion lineal simple es el mas sencillo e incluye
unicamente una variable independiente:

Vi =PB1+B2 X +y4

En general, el problema que se plantea es la busqueda del valor de los
parametros de la recta que mejor se ajusta a la nube de puntos que forma cada
par de observaciones (yi xi). Para ello se minimiza la distancia entre la rectay y
todos los puntos observados y; , es decir se minimizan la suma de errores al
cuadrado para que los signos (+) y los (-) no se compensen:

minZei2 = (y; —B B, x;)° = > vi-9%)?
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La minimizacién se realiza a través de las condiciones de primer orden del
problema. Para ello hay que obtener las primeras derivadas de yi respecto a los
valores B; y B, e igualar a cero, llegando al siguiente SISTEMA DE ECUACIONES
NORMALES:

ag:—(ai:():)ZYi:N'él"'éz'zxi (1)
B
82':86 =0= D> x -y =P DX By DX, (2)

Despejando de (1) se obtiene:
B1 =y- Bz X

y sustituyendo (1) en (2) se obtiene que ;

G XXV Y XX P X0 -Y)
Y ex Y > =%)°

Asimismo, el estimador de la varianza de las perturbaciones del modelo es:

6'2 ze

N -1

El modelo de regresion lineal multiple es la generalizacién del modelo de
regresion lineal simple, para el caso de que el modelo tenga k-1 variables
exogenas. Su resolucion también pasa por un problema de minimizacion de
residuos para hallar el vector de estimadores a partir del sistema de k
ecuaciones normales.
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FORMA EXTENDIDA

FORMA MATRICIAL

Vi =B1 +B2 Xoi +o Py Xy T U4

min Zei2 =D (yi - 9i)°

Sistema de ecuaciones normales;

ZYi :N',él +ﬁzzxi
in "Yi :ﬁlzxi +ﬂAsziz

Y=X-B+u
Nx1  Nxk pxpn  Nxl

min e ’ eI:(Y-XB)’(Y-XfS)

IXN N
Sistema de ecuaciones normales;
[xx]- B=x"y

N
Z Xyi
i=1

N

Z Xoi Xy

i=1

=z

Dy
DX,y
DXy

2 %Y

Vector de estimadores Py, = (X 'X)?-X"Y

Estimador de la varianza de u: 6, =

> _ (€'e)
N -k

CuADRO 1: Hipoétesis clasicas del modelo de regresion lineal

A continuacion se exponen los supuestos basicos (también conocidos como clasicos) que se
asumen como punto de partida del modelo de regresion lineal. En principio, dicho modelo se
supone bien especificado, es decir, la ecuacidon es correcta y no falta ni sobra ninguna

variable. Las hipdtesis basicas son:

2 El valor esperado de la PERTURBACION ALEATORIA €S Cero.

E(u,)=0

E(u)=0

S HomoceDasTICIDAD = varianza constante de las perturbaciones a lo largo de la

distribucion.

|E(ui)2 =0y | |E(uu') =o2u1|
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2 NO AUTOCORRELACION => las perturbaciones no estan autocorrelacionadas a lo largo de la
distribucion.

E(u, -uj):O,Vi;tj

El cumplimiento de los supuestos de No Autocorrelacion y de Homocedasticidad recibe el
nombre de Esfericidad. En este caso se habla de perturbaciones esféricas.

2 Las variables x son FIJAS, esto es, NO ALEATORIAS en el muestreo.

Ex,-u,)=0 E(x'u)=0

2 AUSENCIA DE MULTICOLINEALIDAD entre las variables explicativas (modelo de rango pleno).

p(x'x)=k

Estas son las hipdtesis basicas sobre las que descansa el modelo de regresion lineal clasico. A
lo largo del curso se va a ir viendo que son excesivamente rigurosas y en la mayoria de
ocasiones dejan de cumplirse.

Si se establecen unas hipotesis de comportamiento en el modelo como las
expuestas en el cuadro anterior, los Estimadores obtenidos por Minimos
Cuadrados Ordinarios (MCO) presentan las siguientes PROPIEDADES
PROBABILISTICAS®:

2 LINEALESENY

Buico =(XX) XY =£(Y)

y dado que las x son fijas en la muestra :

Brco = (X' X) XY = £ (Y)=f(u)

2 INSESGADEZ

E(Buco )=E|xX X" X Y]=E|xx)" XX+ )=

=XX)' XX -B+E [(X'X)'1 -X'-u]
=1

=B+(X'X)" - X"E(u)=p
=0

3 Para un desarrollo mas complete puede acudirse a URIEL, E. et al. (1990)
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E(BMCO)zB

v' Los estimadores por MCO son insesgados bajo el supuesto de que las x son

fijas.

2 OPTIMALIDAD Y EFICIENCIA
V (Brco )=E|B-B)-B-B)]=E |[x 3" X uwx (x %y |=

=624E [(X’X)'I(X'X)- (X’X)'l]:czu (XX

Vv (BMCO ): o’y (X'X)"!

Puede demostrarse, a través del Teorema de Gauss-Markov, que el
resultado obtenido es de varianza minima.

V' Los estimadores por MCO son lineales insesgados y optimos bajo los supuestos
de homocedasticidad y no autocorrelacion (E (u; -u;)= c’-1).

Qué son los estimadores por Maxima Verosimilitud (MV) y cudles
son sus propiedades?

Se plantea un nuevo supuesto adicional a las hipdtesis basicas planteadas
anteriormente: La perturbacion aleatoria sigue una distribucion Normal de
acuerdo con esta estructura:

u, ~ N(0,0%)

Las perturbaciones aleatorias que asi se distribuyen se conocen como ruido
blanco.

Bajo este supuesto se podrian obtener un nuevo tipo de estimadores: los
de Maxima Verosimilitud. Para ello, bastaria con resolver un problema de
maximizacion de la funcion de probabilidad o verosimilitud. Se realizara esta
demostracion para el modelo de regresion simple.
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La idea que subyace es la de encontrar aquellos valores de los pardmetros
que hacen méaxima la probabilidad de que la muestra disponible proceda de
una poblacion caracterizada por dichos pardmetros.

La FUNCION DE PROBABILIDAD CONJUNTA puede descomponerse en el
productorio de las individuales, dado que las perturbaciones aleatorias son
independientes unas de otras (supuesto de no autocorrelacion):

P(u;,usy,us,..., uN)?P(ul)-P(uz)-P(u3)-...-P(uN)

u’sindependientes

Como se ha asumido que la perturbacion sigue una distribucién Normal,
su FUNCION DE PROBABILIDAD INDIVIDUAL u; viene definida por la conocida
expresion:

1 ~ U
P(uj)=—=-¢ 20%
2no?

Para hallar la funcion de probabilidad conjunta P(u) se realiza el
productorio de las distribuciones individuales; dado que es un vector.

1

TP =P@=— e 205

il (2 . (52 )N/Z

-Zuf

La perturbacion aleatoria en el modelo de regresiéon simple puede ponerse
en funcion de las variables yi y xi:

u; =y; -(By +B, - x5)

De este modo se llega a la FUNCION DE VEROSIMILITUD, que es la que se
maximizara:

1

qu

1 - -3 (i -By—Bax)

L=PWX,0)=——-
(2 TCGz)N/Z

Para ello es preciso realizar antes una transformacion: linealizar la funcién
de verosimilitud. Basta con tomar logaritmos:

N

lenL:——-ann—E-lnoﬁ— !
2 2

2 qu

i —Br =By x))’
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Para resolver cualquier problema de maximizacién, se obtienen las
CONDICIONES DE PRIMER ORDEN, derivando la funcion respecto de las variables
de control e igualando a 0.

En este caso, las variables de control del problema de maximizacién, son
los pardmetros para los que se busca maximizar la funcién; B,,8, y o°.

OlnL
=+
0B, 2

(2$2 'Z(yi —B,-B,x)=0—— zyi :N'ﬁl +B2 'in

BlMV = BlMCO

OlnL
=+

22 'zxi (yi =B =B, x)=0—> ZX,» Y :Bl -zxi +f)'2 -inz
0P 20

Bomv =Bamco

0 lnL:_ I;Iz _l'Z(Wi_Bl_Bz'Xi)z)""(qu)_z ~0

2
0o, 20°, 2
~2 ee .7 e’e
uMV =——# 0 uMCO =
N-k
varianza cuasivarianza

Asi, se puede comprobar que los estimadores BMCO por MCO son lineales,

insesgados y 0ptimos bajo las hipotesis basicas establecidas:
E)=0 E(ui-uj)=c52~I

Si suponemos ademas que u;, ~N(0,5%), entonces coinciden con los
estimadores de maxima verosimilitud del modelo de regresion lineal simple.

Los estimadores obtenidos por el método de Maxima Verosimilitud (MV)
presentan unas PROPIEDADES muy deseables. A saber:

© Siguen una distribucion asintéticamente Normal= f,, ~ N
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2 Son consistentes

lim prob EMV — B

N—oo

© Son asintéticamente eficientes=> menor varianza asintotica que

cualquier otro estimador consistente.

Los estimadores obtenidos por el método de Maxima Verosimilitud siguen
una distribucidn asintéticamente Normal, son consistentes y asintdticamente
eficientes.

De aqui se deduce la importancia del supuesto de que la pertubacion aleatoria
tenga una distribucion normal, ya que ello conduce a que los estimadores por
MCO tengan también las mismas propiedades que los estimadores de MV.
Igualmente este supuesto permite establecer una funcién de distribucién para
los estimadores por MCO y con ello determinar intervalos de confianza y
realizar contrastes de hipotesis.

Este supuesto de normalidad de las pertubaciones aletorias hay que
contrastarlo. Para ello se utiliza el test de Jarque-Bera, aplicado sobre los
residuos del modelo estimado por MCO.

EJEmPLO 1: Test de Jarque-Bera o de Normalidad de los residuos

El Test de Jarque-Bera se formula bajo la hipotesis nula de Normalidad de los residuos. Se
construye de la siguiente manera:

2 2
JB=N- S_+M ~ y2
6 24

donde N es el tamafio muestral, s el coeficiente de asimetria y k la kurtosis o apuntamiento.
Bajo la Hy de normalidad, el estadistico JB se distribuye como una y? de dos grados de
libertad.

Si el valor obtenido del estadistico de Jarque-Bera es menor que el valor critico tabulado,
no se rechaza la hipotesis nula de normalidad. En caso contrario se rechaza la normalidad de
la variable.

Y conometria -10-
Becarios: Fernando Pascual, Carlos Salvador, Joan Crespo




Asimismo, pese a que la estimacion por MV resulte muy recomendable,
debe someterse a pruebas de validacion. Para ello se realizan diversos
CONTRASTES sobre los parametros y sobre el modelo en si, que diferiran en
cierta medida de los que se aplicaban habitualmente tras la estimacion por
MCO.

En cuanto a la inferencia, los contrastes de SIGNIFICATIVIDAD INDIVIDUAL
de las variables explicativas se pueden realizar a partir de la distribucién
Normal (0,1), en muestras muy grandes . Ahora bien, en el caso de que se
cumpla el supuesto de normalidad asintotica y /o se conozca la varianza del
estimador es posible calcular el siguiente estadistico:

~

z —stat=MzN(0,l)

\ Var Ei

Estos contrastes se emplean para analizar si una variable, por si misma,
explica parte del comportamiento de la variable enddgena. De este modo, las
hipotesis de este contraste bilateral o de dos colas son las siguientes:

Ho: Bi=0
Hi: Bi#0

D | z-stat <[ N(0,1)) | = No Rechazar Ho = la variable no es significativa.

S | z-stat > [N(0,))] | = Rechazar Ho = la variable es significativa.

El andlisis de la SIGNIFICATIVIDAD GLOBAL permite contrastar si todo el
modelo en su conjunto es significativo para explicar el comportamiento de la
variable enddgena. Generalmente se considera la inclusiéon de todas las
variables explicativas simultdneamente, comprendiendo todos los parametros
salvo la constante o término independiente. La hipdtesis a contrastar, por tanto,
sera la siguiente:

Ho: B2=PB3=...=Bx=0
Hi: AlganBi#0

Para analizar la significatividad global de un modelo estimado por MCO
se podia acudir a la distribuciéon F de Snedecor. En la mayoria de ocasiones los
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valores generados eran muy elevados, existiendo una tendencia irrevocable
hacia el rechazo de la hipodtesis nula o, lo que es lo mismo, la aceptacion de la
significatividad de los modelos estimados. Por ello, para el contraste de la
significatividad conjunta de los modelos estimados por MV se realiza un test
genérico: el TEST DE LA RAZON DE VEROSIMILITUD que parte de la expresion:

L

A= L_R I =» Ratio o razon de verosimilitud
G

donde L; se corresponde con la funciéon de verosimilitud del modelo
restringido y L, con la funcién de verosimilitud del modelo general o sin

restringir. En este caso se distinguen 2 modelos: el general y el restringido. El
primero de ellos es el modelo que se estd sometiendo a andlisis; el segundo es
aquel en el que se introduce la restriccion, esto es, en el que se hace efectiva la
hipotesis nula.

© Modelo completo o general= el modelo sin la restriccion.

Yi =By +B, - Xy + B3 - X5 + e + By - Xy + U, seria el modelo general.

2 Modelo restringido=> el modelo en donde se cumple la hipdtesis nula

enunciada anteriormente.

Si Hoes cierta = y; =B, seria el modelo restringido.

A partir de la razon de verosimilitud se define el estadistico siguiente:

RV =-2. log A=-2- (log LR - log LG ) ~ erestricciones en la Ho

que permite contrastar las restricciones de la hipotesis nula de manera que:

© Si Ho cierta = el modelo no es significativo en su conjunto.

© Si Hono es cierta = el modelo es significativo en su conjunto.

El test de razon de verosimilitud tiene otras utilidades y no es tinicamente
valido para contrastar la significatividad conjunta del modelo. Siempre va a
poder emplearse el valor de la funcion de verosimilitud del modelo restringido
y del modelo general para contrastar cualquier otra hipotesis sobre los
parametros que se considere relevante.
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EJempLO 2: Test de omisién de variables o de errores de especificaciéon (Test reset de

Ramsey)

Este ejemplo pone de manifiesto uno de los multiples usos del test de razon de verosimilitud.
Suponer que se parte de un modelo de regresion lineal simple muy sencillo bajo la siguiente
especificacion:

Yi =B, +B, - Xy + U,

Para analizar si el modelo estda bien especificado, una vez realizada la estimacion, se
realizan los siguientes pasos

1. Estimar el modelo original tal cual estaba previsto:
Yi =P1+By X +up ()
2. Obtener la variable Y,: Vi= By +B,y - xo
3. Incluir la variable §Ii en el modelo original (debe incluirse al cuadrado) como regresor
adicional:
A2
Yi=oytoy Xtz Y, +U @)

4. Estimar el nuevo modelo (2) y contrastar la significatividad individual de la nueva variable
incluida.

4.a Habitualmente, se recurre al estadistico t de Student:

Ho: o3 = 0
tnek
H1: o3 # 0

Logicamente, el hecho de que la inclusion de la nueva variable no fuera significativa
implicaria una correcta especificacion inicial del modelo.

9 si a3 = 0 = el modelo es correcto, es decir, esta bien especificado.

9 si a3 # 0 = el modelo estda mal especificado. En este caso, las predicciones
explicarian mejor el modelo que el modelo en si.

4.b Sin embargo, este contraste también se puede realizar a través de la razén de
verosimilitud. La hipotesis a contrastar sera también o3 = 0. El modelo (2) sera el

modelo general; a partir de su estimacion podra obtenerse el In L . El modelo (1), que
incorpora la hipdtesis nula de a3 = 0, sera el modelo restringido; a partir de su
estimacion podra obtenerse el In Ly .

RV =-2-(log Ly -logLg) =yt

Las conclusiones son exactamente idénticas a las anteriores. Si la inclusion de la variable no
es significativa quiere decir que el modelo estaba correctamente especificado en su origen.

Este test detecta fallos en la forma funcional y omision de variables.
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¢Cudles son los criterios para discriminar entre modelos?

La eleccién de un modelo entre varios que presenten la misma variable
endogena se puede realizar a través de distintos estadisticos y/o criterios que se
presentan a continuacion:

Criterio R%0 bien R?: Se escoger4 aquel con mayor valor del indicador,
que es un estadistico de caracter descriptivo.

Con los criterios de Valor de la Funciéon de Verosimilitud y del Logaritmo
de la Funcién de Verosimilitud: Se escogera el modelo que presenta mayor
valor de ambos estadisticos, siendo habitual su utilizaciéon en el caso de
muestras muy grandes, y también en el caso de modelos con distinta variable
dependiente.

También para muestras grandes, los criterios de informacion de Akaike y
Schwartz tendran un valor menor para aquel modelo que presente un mejor
ajuste.

El criterio de informacion de Akaike (AIC) se define como;

AIC:—zlnL+§
T T

Siendo mejor el modelo que menor AIC presente, una vez realizadas las
correlaciones pertinentes para tener en cuenta las posibles diferencias en la
variables dependiente de los modelos. Sin embargo, se elegird como mejor
modelo el que presente mayor InL (de nuevo realizando las correcciones
pertinentes ante diferencias en la medida de la variable dependiente).

El criterio de Schwartz se utiliza también para comparar modelos como el
AIC ,pero ademas este criterio penaliza el tamafo muestral.

Schwartz = —zlnL + k-InT

Aligual que en el caso del AIC, se elegira aquel modelo con menor criterio
de Schwartz.

Los criterios antes descritos permitiran la eleccién de la forma funcional
que mejor se adapte a la estructura de los datos, entre las diferentes propuestas
para el modelo. Cuando se pretende discriminar entre un modelo con la
variable endogena en niveles, yi, y otro que presenta como variable dependiente
el logaritmo neperiano de dicha variable, In y;, el criterio a utilizar es el criterio
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de informacion de Akaike corregido, que permite comparar modelos con
formas funcionales distintas de la misma variable enddgena.

AIC: =AIC; +2-InY

siendo AICw el criterio AIC del modelo con In yi como variable dependiente

Principales formas funcionales y su interpretacion

A menudo una mera linea recta (modelo lineal) no es la especificacion
funcional mdas adecuada para ajustar la nube de puntos de las observaciones
muestrales. En ocasiones resulta mejor emplear formas funcionales alternativas.
Esta es una de las razones por las que surge la necesidad de comparar modelos
y elegir aquel que implique un mejor ajuste.

En el siguiente cuadro se recogen las especificaciones, formas funcionales
o modelos mds habituales, lineales o bien linealizados que se pueden estimar
por MCO y MV. Para facilitar la interpretacion de los coeficientes estimados en
cada uno de los modelos se detallan la propensién marginal y la elasticidad de
la variable dependiente ante variaciones de X.

Cuadro: Formas funcionales

Modelo Propensién Marginal Elasticidad
en el punto medio
muestral
LINEAL yi=o+B-x; +u; é BE
y
INVERSO 1 A~ 1 ~ 1
yi=o+p-—+u -B-— b=
i X Xy
SEMILOGARITMICO yi=oa+B-lnx; +u; [A3 1 [A3 1
X y
DOBLEMENTE Iny; =a+p-Inx; +u; ~ Y B
LOGARITMICO p- %
LOGARITMICO LINEAL Iny; = +B-x; +u; ﬁ 'y B X
LOGARITMICO 1 s~y ~ 1
INVERSO lnYiZOH‘B'—""Ui _BY_Z _B.g
1
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Los modelos logaritmicos del cuadro anterior tienen su origen en modelos
exponenciales que se han linealizado posteriormente para su especificacion.
Conviene tener presente su especificacion original:

Modelo original Modelo linealizado

a By

DOBLEMENTE LOGARITMICO  y; =€~ - X Iny, =a+p-Inx; +u;

LOGARITMICO LINEAL y; =¢€ Iny; =a+B-x; +y4

Conclusiones

2 Frente a los modelos matematicos, los modelos econométricos se
caracterizan por incluir un término de perturbacién o de error, de caracter

estocastico o aleatorio.

2 Los estimadores de los pardmetros de un modelo lineal por MCO, bajo
las hipdtesis basicas de homocedasticidad y no autocorrelacion de las
perturbaciones aleatorias y de variables explicativas fijas en el muestreo,

son lineales en los pardmetros, insesgados y optimos (ELIO).

© Los estimadores por MV de los pardmetros de un modelo lineal siguen
una distribucién Normal y son ademads consistentes y asintoticamente

eficientes, bajo las hipotesis basicas establecidas.

© Existen numerosos estadisticos y criterios para escoger un modelo entre
varias especificaciones. Cuando presentan la misma variable enddgena,
son el coeficiente de determinacion ajustado y el criterio de informacion

de Akaike, estadisticos que hay que maximizar y minimizar
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respectivamente. Todos ellos permiten elegir la forma funcional que mejor

explique el comportamiento de la variable dependiente del modelo.

© Cuando se quiere comparar un modelo que presenta la variable
enddgena en niveles frente a otro con el logaritmo neperiano de esa misma
variable como variable dependiente, se debe utilizar el AIC de Akaike

corregido para discriminar entre ambas especificaciones.
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Lecturas propuestas
Al ser un capitulo introductorio, a continuacion se exponen los manuales
que mejor se adaptan a la estructura del curso. En cualquier caso, en cada

capitulo se citaran los mas apropiados para la materia que se esté tratando.

CABRER B., SANCHO, A:, SERRANO G: (2001): Microeconometria y decision. Ed.
Piramide.

GREENE, W.(2001), Econometria, Madrid, Prentice Hall, , 32 ed.
GUJARATI, D. N.,(2003): Econometria, Madrid, McGraw-Hill, , 42 ed.

JOHNSTON, J. y DINARDO, J.( 2001): Métodos de econometria, Barcelona, Vicens
Vives,

NOVALES, A.,(1993): Econometria, McGraw-Hill, , 22 ed.

URIEL, E. et al., (1990). Econometria, Madrid, Ed AC.
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